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1. GİRİŞ 

1.1 Konveks Çokyüzlüler 

Estetik ve simetri tüm alanlarda olduğu gibi matematik dünyasında da oldukça önemli 

yere sahiptir. Simetri, ilki belirsiz bir mükemmellik veya güzelliği yansıtan bir 

muntazamlık veya estetik olarak hoşa giden bir orantılılık ve denge duygusu olarak; 

ikincisi kesin ve iyi tanımlanmış biçimsel sistemin kurallarına (geometri, fizik vb.) 

göre gösterilebilen veya işaret edilebilen bir denge ve orantılılık kavramı veya kendine 

benzeşme örneği olarak iki şekilde tanımlanır [1]. Sahip oldukları birden çok simetri 

özelliğinden dolayı, çokyüzlüler matematiksel ve estetik açıdan insanların ilgisini 

üzerine çeken objeler olmuşlardır. Çokyüzlüler bu bağlamda önemli bir rol oynar. 

Sonlu sayıda doğru parçalarının bir zinciri ile sınırlandırılmış düzlemsel şekle çokgen 

denilmektedir. Ortak kenarlara sahip çokgenlerden oluşan cisme bir çokyüzlü ve 

çokgenleri ele alındığında her bir çokgene çokyüzlünün bir yüzü denir. Çokgenlerin 

kenar ve köşeleri bu çokyüzlünün kenar ve köşelerini oluşturur. Kısaca her bir yüzü 

düzlemsel çokgenler ile sınırlanan, ayrıt ve köşeleri de bu çokgenlerin kenar ve 

köşeleri olan cisimlere çokyüzlü (Polyhedron) denilmektedir [2]. Çokyüzlüler 

yüzeylerindeki çokgenlerin özelliklerine göre simetrik ya da asimetrik yapılar 

sergileyebilirler. Bu cisimler, düzgün ve düzgün olmayan türlere ayrılır ve sahip 

oldukları simetri özellikleri, onları farklı sınıflara ayıran temel faktörlerden biridir. 

Çokyüzlüler sahip oldukları özelliklerine göre sınıflandırılmışlardır. Herhangi iki 

noktasını birleştiren doğru parçasının tamamı, çokyüzlünün yüzeyinde (bir yüzünde) 

veya içinde kalıyorsa bu çokyüzlüye dış bükey (konveks), aksi halde iç bükey 

(konkav) denilmektedir [3]. Tüm ayrıt ve yüzleri eş, ayrıca her köşesinde aynı sayıda 

yüzün kesiştiği çokyüzlülere düzgün çokyüzlüler denilmektedir. Eğer çokyüzlü 

düzgün değilse düzgün olmayan çokyüzlü olarak isimlendirilirler. Konveks, simetrik 

çokyüzlüler Platonik cisimler, Arşimed cisimleri ve Katalan cisimleri olarak üç ana 

grupta incelenebilir. Burada Platonik cisimler düzgün çokyüzlüler, Arşimed ve 

Katalan cisimler ise düzgün olmayan çokyüzlüler sınıfına girer [4]. Katalan cisimleri 

tek tip düzgün olmayan çokgenlerden, Arşimed cisimleri iki tipte düzgün 

çokgenlerden, Platonik cisimler ise hem tek tip hem de düzgün olan çokgenlerden 

meydana gelir. Platonik cimler beş, Katalan cisimleri on üç, Arşimed cisimleri de on 

üç tanedir. M.Ö. 360 yıllarında Yunan filozof Platon (Eflatun) Timaus adlı eserinde, 

düzgün dört yüzlü (Tetrahedron) ile ateşi, düzgün sekiz yüzlü (Octahedron) ile havayı, 
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düzgün yirmi yüzlü (Icosahedron) ile suyu, düzgün altı yüzlü (Dodecahedron) ile 

evreni ilişkilendirerek doğanın anlaşılabileceğinden bahsetmiştir. Platonun isminden 

esinlenerek bu düzgün çokyüzlülere Platonik cisimler denilmektedir. Katalan cisimler 

1865 yılında Belçikalı matematikçi Eugene Catalan tarafından tanımlanmıştır. Katalan 

cisimleri, Platonik cisimler ve Arşimet cisimlerden ayıran en önemli özellik, düzgün 

olmayan konveks yapılar olmalarıdır. Katalan cisimlerin yüzlerindeki çokgenler 

düzgün olmayan çokgenlerdir [5]. Arşimed cisimleri ise başka bir Yunan matematikçi 

Syracuse Arşimet’den adını alır. Arşimed cisimlerinin bu ismi almış olmasının sebebi 

Pappus’un Koleksiyon’ununda Arşimed’in, yüzleri birden fazla düzgün çokgen olan 

on üç cisim bulduğundan bahsetmesidir [4]. 

Konveks çokyüzlülerin yüz ayrıt ve köşe sayıları arasında Euler Teoremi olarak 

bilinen bir bağıntı vardır. Köşe sayısı 𝐾, ayrıt sayısı 𝐴, yüz sayısı 𝑌, her bir köşede 

birleşen ayrıt sayısı 𝑞, her bir yüzü oluşturan ayrıt sayısı 𝑝 olmak üzere, düzgün bir 

çokyüzlü için 𝐾 +  𝑌 −  𝐴 =  2 dir. Platon çokyüzlüleri için bu verilerin bir tablosu 

aşağıdaki gibidir.  

ÇOKYÜZLÜ 𝑌 𝐾 𝐴 𝑞 𝑝 

Dörtyüzlü 4 4 6 3 3 

Küp 6 8 12 3 4 

Sekizyüzlü 8 6 12 4 3 

Onikiyüzlü 12 20 30 3 5 

Yirmiyüzlü 20 12 30 5 3 

Tablo 1.1. Euler Formülü. 

Tablo 1.1. deki sayılar yardımıyla her bir çokyüzlü için 𝐾 + 𝑌 − 𝐴 sayısı hesaplanırsa 

her zaman sonucun 2 olduğu görülür. Bu sadece Platon katıları için değil tüm konveks 

çokyüzlüler için geçerli bir özelliktir [6]. 

Arşimed cisimlerinin duallerine ise Katalan cisimleri denir. Kübün ve Octahedronun 

(düzgün sekizyüzlünün) Tablo 1.1. deki satırları karşılaştırıldığında belli benzerlikler 

görülebilir. Örneğin, kenar sayıları eşit, 𝑝 ve 𝑞 değerleri yer değiştirmiş, aynı zamanda 

𝑌 ve 𝐾 değerleri de yer değiştirmiştir. Aynı gözlemleri Dodecahedron ve Icosahedron 

arasında da yapmak mümkündür. Bunun nedeni bu cisimlerin birbirlerinin duali 



3 
 

olmalarıdır. Elimizde herhangi bir çokyüzlü olsun, ona 𝑃 diyelim. Şimdi 𝑃 nin her 

yüzünün merkez noktasını işaretleyelim, bu noktalar dual çokyüzlünün (onu da 𝑃′ ile 

gösterelim) köşeleri olacaktır. Eğer 𝑃 de iki yüz komşu ise (yani aralarında bir kenar 

varsa) o zaman o yüzlerin merkezleri arasına bir kenar koyalım. Bu kenarlar da dualin 

kenarları olacaktır. Bu şekilde elde edilen cisim de bir çokyüzlü olur ve inşadan dolayı 

𝐾 = 𝐾′, 𝑌′ = 𝐴 ve 𝐴′ = 𝑌 olduğu kolayca görülür. Eğer 𝑃 bir platonik bir cisimse, 𝑃′ 

de platonik cisim olur [7]. 

Bazı bilim adamlarına göre, Euler Formülü Descartes’a aittir. Bunu ileri sürmelerinin 

sebebi de, Descartes’a ait olan bir teoremin doğrudan sonuçlarından birinin de 

yukarıdaki bağıntı olmasıdır. Ancak bu bağıntıyı ilk kez 1750 yılında açıkça ortaya 

atan kişi Euler olduğu bilinmektedir. Euler’in amacı, çokyüzlüleri sınıflandırabilmekti. 

Ancak bunu yapabilmek için sadece yüzlerin sayısı yeterli değildi; ayrıt ve köşe 

sayıları da incelenmeliydi. Euler incelemeleri sırasında bu üç sayı arasındaki bağıntıyı 

keşfetti. Bağıntının kesin ispatı ise ancak 1847 yılında C.von Saudt tarafından 

yapılabildi [3]. Platonik ve Arşimed cisimlerinin şekilleri, Altın oranın gizemleri, 

matematiksel ve geometriksel kuralları Leonardo da Vinci ve Albrecht Dürer gibi önde 

gelen sanatçıların eserlerinde şifrelenmişlerdi. Leonardo da Vinci, 1509'da Luca 

Pacioli'nin yayımladığı İlahi Oran adlı bir çalışmasına resimler vermiştir. Bu kitapta 

Leonardo da Vinci tarafından yapılmış Five Platonic Solids (Beş Platonik Cisim) adlı 

resimler bulunmaktadır. Bunlar, bir küp, bir Tetrahedron, bir Dodecahedron, bir 

Octahedron ve bir Ikosahedronun resimleridir [8]. 

 Mühendislik malzemelerinin çoğundaki atom diziminde üç boyutlu tekrarlanan bir 

atom dizimi görülür. Böyle yapılara kristal denir. Kristallerdeki üç boyutlu kalıbın 

tekrarındaki sebep malzeme içyapısındaki atom koordinasyonudur. Bu iç 

koordinasyon kristalin dış şeklini de kontrol eder. Kar şeklinin altı köşeli dış yapısı fen 

bilimlerindeki çokyüzlülerin inceleme alanlarına girer [9]. 
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Şekil 1.1. Kar tanesi. 

Sonuç olarak çokyüzlüler sahip oldukları birden çok simetri ve estetik özelliklerinden 

dolayı matematik, fizik, mimari ve sanat alanında titizlikle çalışılan konular olmuştur. 

1.2 Minkowski Geometrisi ve Konveks Çokyüzlüler ile ilişkileri 

Minkowski uzaklığı ve Minkowski metriği, hem Öklid uzaklığında hem de Manhattan 

(Taksi metriği), Maximum, Çin dama gibi metriklerin genelleştirilmesi olarak 

düşünülebilen normlu vektör uzayındaki bir metriktir. Adını Polonyalı matematikçi 

Hermann Minkowski’den almıştır. 

Tanım 1.2.1: 𝑃 = (𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛) ve 𝑄 = (𝑦1, 𝑦2, … . , 𝑦𝑛), ℝ𝑛 de noktalar olmak 

üzere 

𝑑𝑝(𝑃, 𝑄) = (∑|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|
𝑝

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑝

 

biçiminde tanımlı uzaklık fonksiyonuna Minkowski uzaklığı denir. 

Minkowski uzaklığının 𝑝 = 2 olduğu özel durumu Öklid uzaklığını;  𝑝 = 1 olduğu 

özel durumu Manhattan (Taksi) uzaklığını; 𝑝 → ∞ özel durum ise maximum 

uzaklığını vermektedir [10]. 

Minkowski geometri, eliptik ve hiperbolik geometriden farklı sonlu boyutlu bir 

Öklidyen olmayan geometridir. Ayrıca space-time Minkowskian geometrisinden de 

farklıdır. Minkowski geometrisindeki lineer yapı Öklidyen geometrisindeki ile hemen 

hemen aynıdır. Noktalar, doğrular ve düzlemler Öklidyen geometrinin noktaları, 

doğruları ve düzlemleri ile aynı iken, açı ölçümü de Öklidyen geometrideki ile aynı 

yolla yapılmaktadır. Minkowski geometrisinin Öklidyen geometriden tek farkı 

kullanılan uzaklık fonksiyonudur. Bu uzaklık fonksiyonuna göre uzaklık her yönde 
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aynı değildir. Bu farklılıkla birlikte uzaklığa bağlı yapılar tamamen değişmektedir [5]. 

Dolayısıyla Minkowski geometrilerinde uzaklıkla ilgili kavramların incelenmesi ilgi 

çekici konuların ortaya çıkmasını sağlamaktadır. Örneğin mühendislikte en yakın 

komşu algoritmasının sınıflandırılmasında, istatistikte, makine öğrenimi gibi alanlarda 

benzerliği veya farklılığı ölçmek için kullanılır. Ayrıca Öklidyen uzaydaki bilinen 

kürenin yerine alınan "yeni birim küre" değişebilen bir genel simetrik konveks 

kümedir ve paralellik aksiyomu geçerli olmasına rağmen, Pisagor teoremi gibi benzeri 

birçok teorem geçerli değildir. Bu geometrilere örnek verecek olursak Taksi 

geometrisi, Çin Dama geometrisi ve 𝛼 geometrisi örnek olarak verilebilir [11]. 

Minkowski geometrilerin birim kürelerinin genel simetrik konveks kümeler olması 

gerçeği bazı çokyüzlüler ile metrikler arasında ilgi kurulabileceğini göstermektedir.  

Tanım 1.2.2:  𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ve 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) ∈ ℝ3olmak üzere, 

𝑑𝑀(𝑃1, 𝑃2) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|, |𝑧1 − 𝑧2|} 

biçiminde tanımlı 𝑑𝑀: ℝ3 × ℝ3 → [0,∞) uzaklık fonksiyonu kullanılarak oluşturulan 

Minkowski geometrisi Maksimum uzayı olarak isimlendirilmektedir ve ℝ𝑀
3  biçiminde 

gösterilmektedir. ℝ𝑀
3  uzayının birim küresi düzgün altıyüzlü ya da küptür. 

 

Şekil 1.2. ℝM
3  nin birim küresi olan küp. 

Benzer şekilde Taksi 3-uzayda birim küre bir düzgün sekizyüzlüdür. Son yıllarda 

yapılan çalışmalarda da birim küresi Dodecahedron ve Icosahedron olacak şekilde 

metriklerin dolayısıyla Minkowski geometrilerin varlığı görülmüştür. Ayrıca çin dama 

metriği ile döşenmiş uzayın birim küresi bir Katalan cisim olan Deltoidal 

Icositetrahedron olduğu görülmektedir. n- boyutlu 𝑅𝑛Öklid uzayında verilen konveks 

yapılar için, birim küreleri bu konveks yapılar olan normların varlığı bilinmektedir [2]. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

Bu bölümde tez boyunca kullanılacak temel kavram ve teoremler verilecektir. 

2.1 Çeşitli Geometrik Özellikler 

Bu bölümde verilen tanım ve teoremler [12], [13], [14] ve [15] kaynakları baz alınarak 

derlenmiş olup ayrıntılı bilgi için bu kaynaklara bakılabilir. 

Tanım 2.1.1: 𝐴 boş olmayan bir küme olmak üzere 𝐴 ×  𝐴 üzerinde tanımlanmış 

aşağıdaki şartları sağlayan reel değerli 𝑑 fonksiyonuna 𝐴 kümesi üzerinde bir metriktir 

denir. ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈  𝐴 için,  

𝑀1) 𝑋 ≠  𝑌 için 𝑑 (𝑋, 𝑌)  >  0                                           (Pozitif tanımlılık özelliği) 

𝑀2) 𝑑 (𝑋, 𝑌)  =  0 ⇔  𝑋 = 𝑌                                                    (Aynı yerde bulunma) 

𝑀3) 𝑑 (𝑋, 𝑌)  =  𝑑 (𝑌, 𝑋)                                                                    (Simetri özelliği) 

𝑀4) 𝑑 (𝑋, 𝑌)  ≤  𝑑(𝑋, 𝑍)  +  𝑑(𝑍, 𝑌)                                                (Üçgen eşitsizliği) 

Diğer bir ifadeyle, 𝑀1 − 𝑀4 şartlarını sağlayan 𝑑 ∶  𝑋 ×  𝑋 → ℝ fonksiyonuna metrik 

denir [16]. 

Tanım 2.1.2: Öklid düzleminde alınan 𝐴 = (𝑥1, 𝑦1), 𝐵 = (𝑥2, 𝑦2) ∈ ℝ2 iki nokta 

olmak üzere 𝐴 ve 𝐵 noktaları için  

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 

biçiminde tanımlanan 𝑑𝐸: ℝ2 × ℝ2 →  ℝ fonksiyonuna Öklid uzaklık fonksiyonu 

denir. 

Teorem 2.1.1: Öklid uzaklık fonksiyonu bir metriktir. 𝑑𝐸 metriği ile döşenmiş analitik 

düzlem ℝ𝐸
2  ile gösterilir ve Öklidyen düzlem olarak isimlendirilir. 

Tanım 2.1.3: Düzlemde verilen herhangi bir noktadan eşit uzaklıkta bulunan 

noktaların kümesine çember denir.  

Yukarıdaki genel tanım kullanılarak ℝ𝐸
2  de çember tanımı şu şekilde verilebilir; 

düzlemde verilen 𝑀 =  (𝑚, 𝑛) noktasından 𝑟 birim (𝑟 ∈  𝑅, 𝑟 ≥ 0 ) uzaklıkta 

bulunan değişken nokta 𝑋 =  (𝑥, 𝑦) olmak üzere {𝑋: |𝑑𝐸(𝑋, 𝑀)|  =  𝑟 } noktalar 

kümesi bir çember belirtir. Burada M noktasına çemberin merkezi, r reel sayısına ise 

çemberin yarıçapı adı verilir. 
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Tanım 2.1.4: Bir 𝑂𝑥𝑦-koordinat sistemiyle verilen analitik düzlemde bir 𝐴 = (𝑎1, 𝑎2)  

vektörü verildiğinde düzlemde alınan herhangi bir 𝑃 = (𝑥, 𝑦) noktasını başka bir 𝑃′ =

(𝑥′, 𝑦′) noktasına resmeden 𝑇: (𝑥, 𝑦) ⟹ (𝑥′, 𝑦′) = (𝑥 − 𝑎1, 𝑦 − 𝑎2) dönüşümüne 

öteleme hareketi, 𝐴 vektörüne öteleme vektörü denir ve bu dönüşüm kısaca 𝑇(𝑎, 𝑏) ile 

gösterilir [17]. 

Tanım 2.1.5: 𝒫 noktalar kümesi, ℒ doğrular kümesi ve 𝑑 herhangi bir uzaklık 

fonksiyonu olmak üzere 𝜇 = {𝒫, ℒ, 𝑑} metrik geometrisi verilsin. 𝑓: 𝑃 ⟶ 𝑃 

dönüşümü  ∀𝑃1, 𝑃2 ∈ 𝒫 için 

𝑑(𝑃1, 𝑃2) = 𝑑(𝑓(𝑃1), 𝑓(𝑃2)) 

özelliğini sağlıyorsa 𝑓 dönüşümüne izometri denir [18].  

Teorem 2.1.2: Ters açıların ölçüleri eşittir. 

İspat: 𝑂 noktasında kesişen 𝐴⃖𝐶 ile 𝐵⃖ 𝐷  ⃗  doğrularını ele alalım. Böylece oluşan 𝐴𝑂𝐵̂ ile 

𝐶𝑂𝐷̂ ters açılardır, (Bkz; Şekil 2.1). 

  
 

Şekil 2.1. Kesişen doğrularla oluşan ters açılar. 

 

𝑚(𝐴𝑂𝐵)̂ + 𝑚(𝐵𝑂𝐶)̂ =  1800 ve 𝑚(𝐵𝑂𝐶)̂ +  𝑚(𝐶𝑂𝐷)̂ =  1800 olduğundan bu iki 

eşitlikte 𝑚(𝐴𝑂𝐵)̂ =  𝑚(𝐶𝑂𝐷)̂ yani ters açıların eşit olduğu elde edilir. Benzer şekilde 

𝑚(𝐴𝑂𝐷)̂ = 𝑚(𝐵𝑂𝐶)̂ olduğu gösterilir. 

Aksiyom 2.1.1: 𝑘, 𝑙 ve 𝑚 düzlemde, 𝑘 ∥ 𝑚, 𝑙 ∦ 𝑘 𝑣𝑒 𝑙 ∦ 𝑚 özelliğine sahip doğrular 

olsunlar. Bu durumda oluşan yöndeş açılar eştir, yani 𝑘 ∥ 𝑚 ise  𝑚(𝐴𝐵𝐶)̂ =

𝑚(𝐵𝐸𝐹)̂, 𝑚(𝐴𝐵𝐷)̂ =  𝑚(𝐵𝐸𝐺)̂,  𝑚(𝐷𝐵𝐸)̂ = 𝑚(𝐺𝐸𝐻)̂ ve 𝑚(𝐶𝐵𝐸)̂ = 𝑚(𝐹𝐸𝐻)̂ dir, 

(Bkz; Şekil 2.2). 
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Şekil 2.2. k, l ve m doğruları ile oluşan açılar. 

 

Teorem 2.1.3: 𝑘, 𝑙 ve 𝑚 düzlemde, 𝑘 ∥ 𝑚, 𝑙 ∦ 𝑘 𝑣𝑒 𝑙 ∦ 𝑚 özelliğine sahip doğrular 

olsunlar. Bu durumda oluşan iç ters açılar birbirine eşittir. 

İspat: 𝑘, 𝑙 ve 𝑚 düzlemde 𝑘 ∥ 𝑚, 𝑙 ∩ 𝑘 = 𝐵 𝑣𝑒 𝑙 ∩ 𝑚 = 𝐸 özelliğinde doğrular ve 

𝐴, 𝐵, 𝐸, 𝐻, 𝑙 üzerindeki, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝑘 üzerindeki, 𝐸, 𝐹, 𝐺, 𝑚 üzerindeki noktalar 

olsunlar, (Bkz; Şekil 2.2.). 𝑘 ∥ 𝑚 olduğundan yöndeş açıların eşliğinden  𝑚(𝐴𝐵𝐶)̂ =

 𝑚(𝐵𝐸𝐹)̂ ve ters açıların eşliğinden, 𝑚(𝐴𝐵𝐶)̂ =  𝑚(𝐷𝐵𝐸)̂ dir. Böylece bu iki 

eşitlikten, 𝑚(𝐵𝐸𝐹)̂ =  𝑚(𝐷𝐵𝐸)̂ elde edilir. 

Teorem 2.1.4: 𝑘, 𝑙 ve 𝑚 düzlemde, 𝑘 ∥ 𝑚, 𝑙 ∦ 𝑘 𝑣𝑒 𝑙 ∦ 𝑚 özelliğine sahip doğrular 

olsunlar. Bu durumda oluşan dış ters açılar birbirine eşittir. 

İspat: 𝑘, 𝑙 ve 𝑚 düzlemde 𝑘 ∥ 𝑚, 𝑙 ∩ 𝑘 = 𝐵 ve 𝑙 ∩ 𝑚 = 𝐸 özelliğindeki doğrular ve 

𝐴, 𝐵, 𝐸, 𝐻, 𝑙 üzerindeki, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝑘 üzerindeki, 𝐸, 𝐹, 𝐺, 𝑚 üzerindeki noktalar 

olsunlar, (Bkz; Şekil 2.2). 𝑘 ∥ 𝑚 olduğundan yöndeş açıların eşliğinden 𝑚(𝐴𝐵𝐷)̂ =

 𝑚(𝐵𝐸𝐺)̂ ve ters açıların eşliğinden, 𝑚(𝐵𝐸𝐺)̂ =  𝑚(𝐹𝐸𝐻)̂ dir. Böylece bu iki 

eşitlikten, 𝑚(𝐴𝐵𝐷)̂ =  𝑚(𝐹𝐸𝐻)̂ elde edilir. 

Teorem 2.1.5: 𝑘, 𝑙 ve 𝑚 düzlemde,  𝑘 ∥ 𝑚, 𝑙 ∦ 𝑘 𝑣𝑒 𝑙 ∦ 𝑚 özelliğine sahip doğrular 

olsunlar. Bu durumda oluşan karşı durumlu açılar bütünlerdir. 

İspat: 𝑘, 𝑙 ve 𝑚 düzlemde 𝑘 ∥ 𝑚, 𝑙 ∩ 𝑘 = 𝐵 ve 𝑙 ∩ 𝑚 = 𝐸 özelliğindeki doğrular ve 

𝐴, 𝐵, 𝐸, 𝐻, 𝑙 üzerindeki, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝑘 üzerindeki, 𝐸, 𝐹, 𝐺, 𝑚 üzerindeki noktalar 

olsunlar, (Bkz; Şekil 2.2). 𝑘 ∥ 𝑚 olduğundan yöndeş açıların eşliğinden; 𝑚(𝐴𝐵𝐶)̂ =

 𝑚(𝐵𝐸𝐹)̂ dir ve ayrıca 𝑚(𝐴𝐵𝐶)̂ + 𝑚(𝐶𝐵𝐸)̂ = 1800 dir. Bu iki eşitlikten 𝑚(𝐵𝐸𝐹)̂ +

 𝑚(𝐶𝐵𝐸)̂ = 1800 yani karşı durumlu açıların bütünler olduğu elde edilir. 
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Sonuç 2.2.1: 𝑘, 𝑙 ve 𝑚 düzlemde, üçü birlikte tek bir noktadan geçmeyen ancak ikişer 

ikişer kesişen doğrular olsunlar, (Bkz; Şekil 2.3). 

 
 

Şekil 2.3. Düzlemde ikişer ikişer kesişen ancak tek bir noktada kesişmeyen k, l ve m 

doğruları. 

 

Bu durumda; 

i. Yöndeş açılar eş ise doğrular paraleldir. 

ii. İç ters açılar eş ise doğrular paraleldir. 

iii. Dış ters açılar eş ise doğrular paraleldir. 

iv. Karşı durumlu açılar eş ise doğrular paraleldir. 

Tanım 2.1.6: 𝑛 ∈ ℕ+ ve 𝑛 ≥ 3 olmak üzere, aynı düzlemdeki herhangi üçü doğrudaş 

olmayan 𝑃1, 𝑃2. . , 𝑃𝑛 noktalarında kesişen, [𝑃1𝑃2], [𝑃2𝑃3], . . , [𝑃𝑛𝑃1] doğru parçalarının 

birleşim kümesine çokgen denir. 

Tanım 2.1.7: Herhangi bir çokgenin bütün kenarları uzatıldığında, bu doğrular 

çokgeni kesmiyorsa bu çokgene konveks çokgen, uzatılandan en az biri çokgeni 

kesiyorsa bu çokgene konkav çokgen denir. Konveks bir çokgende, bütün kenar ve 

köşeler herhangi bir kenarın aynı tarafında kalır. 

Herhangi bir noktalar kümesi için konvekslik tanımı aşağıdaki gibi verilebilir; 

Tanım 2.1.8: 𝒫 bir noktalar kümesi ve 𝒫1 ⊂ 𝒫 olsun. 𝑃, 𝑄 ∈ 𝒫1 olacak biçimdeki her 

𝑃, 𝑄 nokta çifti için 𝑃𝑄 doğru parçası 𝒫1 in bir alt kümesi oluyorsa, 𝒫1 e konvekstir 

denir. 

Tanım 2.1.9: 𝑃1, 𝑃2 ve 𝑃3 doğrudaş olmayan farklı üç nokta olmak üzere, 

[𝑃1𝑃2], [𝑃2𝑃3] ve [𝑃3𝑃1] nın birleşim kümesine üçgen denir.  

Köşeleri 𝐴, 𝐵 ve 𝐶 noktaları olan üçgen Δ𝐴𝐵𝐶 biçiminde (veya 𝐴, 𝐵 ve 𝐶 nin herhangi 

bir sırada yazılmasıyla) gösterilir. 𝐴, 𝐵 ve 𝐶 noktaları üçgen köşeleri, 

[𝐴𝐵], [𝐵𝐶] ve [𝐶𝐴] ya üçgen kenarları, |𝐵𝐶| = 𝑎, |𝐴𝐶| =  𝑏 ve |𝐴𝐵| =  𝑐 ye üçgen 
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kenar uzunlukları ve 𝐴̂ =  𝐵𝐴𝐶̂, 𝐵̂ =  𝐴𝐵𝐶̂ ve 𝐶̂ =  𝐴𝐶𝐵̂ açılarına da üçgen iç açıları 

adı verilir. 

Tanım 2.1.10: Δ𝐴𝐵𝐶 ve Δ𝐷𝐸𝐹 düzlemde verilen herhangi iki üçgen ve 𝑓: {𝐴, 𝐵, 𝐶} →

{𝐷, 𝐸, 𝐹} üçgenler köşeleri arasında birebir örten bir eşleme olsun. Bu durumda 

𝐴𝐵  ≃ 𝑓(𝐴)𝑓(𝐵) ,        𝐵𝐶  ≃ 𝑓(𝐵)𝑓(𝐶) ,       𝐶𝐴  ≃ 𝑓(𝐶)𝑓(𝐴)  

ve 

𝐴̂ ≃  𝑓(𝐴̂) ,     𝐵̂ ≃  𝑓(𝐵̂) ,      𝐶̂ ≃  𝑓(𝐶̂) 

ise 𝑓 ye bir eşlik bağıntısı denir. 

Δ𝐴𝐵𝐶 ve Δ𝐷𝐸𝐹 üçgenleri eş iseler bu durumda bir 𝑓: {𝐴, 𝐵, 𝐶} → {𝐷, 𝐸, 𝐹} eşlik 

bağıntısı vardır. 𝑓 eşliği 𝑓(𝐴) = 𝐷, 𝑓(𝐵) = 𝐸 ve 𝑓(𝐶) = 𝐹 biçiminde verildiyse 

Δ𝐴𝐵𝐶 ≃  Δ𝐷𝐸𝐹  yazılır. 

Tanım 2.1.11: İki üçgen arasında yapılan birebir eşlemede, karşılıklı açılar eş ve 

karşılıklı kenar uzunlukları orantılı ise bu üçgenlere benzer üçgenler denir. 

 
 

Şekil 2.4. Benzer Üçgenler. 

 

Şekildeki üçgenler arasında, Δ𝐴𝐵𝐶 ↔  Δ𝐷𝐸𝐹 eşlemesi verilsin. 𝑚(𝐴)̂ =  𝑚(𝐷)̂, 

𝑚(𝐵)̂ =  𝑚(𝐸)̂,  𝑚(𝐶)̂ =  𝑚(𝐹)̂ 

 ve 

|𝐴𝐵|

|𝐷𝐸|
=

|𝐵𝐶|

|𝐸𝐹|
=

|𝐴𝐶|

|𝐷𝐹|
= 𝑘 

ise 

 Δ𝐴𝐵𝐶 ile Δ𝐷𝐸𝐹 benzerdir ve benzerlik Δ𝐴𝐵𝐶 ~ Δ𝐷𝐸𝐹şeklinde gösterilir. 

Tanım 2.1.12: Benzer iki üçgenin karşılıklı kenarlarının uzunlukları oranına benzerlik 

oranı denir. Benzerlik oranı pozitif bir 𝑘 reel sayısıdır. Eş üçgenler benzerdirler ve 

benzerlik oranı 1 dir. 
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Aksiyom 2.1.2: İki üçgenin karşılıklı ikişer kenarlarının uzunlukları orantılı ve bu 

kenarların arasında kalan açılar eş ise bu iki üçgen benzerdir. 

Bu benzerliğe kenar-açı-kenar (K.A.K.) benzerliği, bu aksiyoma da (K.A.K.) benzerlik 

aksiyomu denir. 

 
 

Şekil 2.5. (K.A.K.) Benzerlik Aksiyomu. 

 

Yani  

|𝐴𝐵|

|𝐷𝐸|
=

|𝐴𝐶|

|𝐷𝐹|
= 𝑘 ve 𝑚(𝐴)̂ =  𝑚(𝐷)̂ ⇒ Δ𝐴𝐵𝐶 ~ Δ𝐷𝐸𝐹  

dir. Buradan 𝑚(𝐵)̂ = 𝑚(𝐸)̂,   𝑚(𝐶)̂ = 𝑚(𝐹)̂ 𝑣𝑒 
|𝐵𝐶|

|𝐸𝐹|
= 𝑘 diyebiliriz. 

Aksiyom 2.1.3: İki üçgen arasında yapılan bir eşlemede, karşılıklı açılar eş ise bu iki 

üçgen benzerdir. Bu benzerliğe aç-açı-açı (A.A.A.) benzerliği denir. 

Aksiyom 2.1.4: İki üçgen arasında yapılan bir eşlemede, karşılıklı kenarların 

uzunlukları orantılı ise bu üçgenler benzerdir. Bu benzerliler kenar-kenar-kenar 

(K.K.K.) benzerliği denir. 

2.2 Öklid düzleminde Thales Bağıntıları ve Pisagor Teoremi  

2.2.1 Öklid düzleminde Thales Bağıntıları  

Teorem 2.2.1.1: Kesişen iki doğru, paralel üç doğruyla kesiştirildiğinde oluşan 

üçgenlerin karşılıklı kenar uzunlukları orantılıdır. Yani Şekil 2.6 da 𝑑1 ∥ 𝑑2 ∥ 𝑑3 , ℓ1 ∦

ℓ2 ve ℓ𝑖 ∦ 𝑑𝑗 , 𝑖 = 1,2, j = 1,2,3 olmak üzere 

i. 
|𝐴𝐵|

|𝐴𝐷|
=

|𝐴𝐶|

|𝐴𝐸|
=

|𝐵𝐶|

|𝐷𝐸|
  

ii. 
|𝐴𝐵|

|𝐴𝐺|
=

|𝐴𝐶|

|𝐴𝐹|
=

|𝐵𝐶|

|𝐹𝐺|
  

dir.  
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Şekil 2.6. Üç paralel doğru tarafından kesilen iki paralel doğru. 

 

İspat: 𝐴𝐵𝐶 ve 𝐴𝐷𝐸 üçgenlerinin (A.A.A.) benzerliğinden, (Bkz. Şekil 2.7). 

|𝐴𝐵|

|𝐴𝐷|
=

|𝐴𝐶|

|𝐴𝐸|
=

|𝐵𝐶|

|𝐷𝐸|
; 𝐴𝐵𝐶 ve 𝐴𝐹𝐺 üçgenlerinin (A.A.A.) benzerliğinden ise 

|𝐴𝐵|

|𝐴𝐺|
=

|𝐴𝐶|

|𝐴𝐹|
=

|𝐵𝐶|

|𝐹𝐺|
  

elde edilir. 

 
 

Şekil 2.7. Benzer üçgenler ABC ve AGF; ABC ve ADE. 

 

2.2.2 Öklid düzleminde Pisagor Teoremi  

Pozitif bilimlerin oluşumundan günümüze denk gelen yol hem çok uzun hem de çok 

meşakkatlidir. Yirmi beş yüzyıl önce bu yola ilk adımını atanların başında Pythagoras 

(Pisagor, M.Ö.569-477) gelir. O, bilimler tarihi boyunca ilk defa ve hayatı pahasına, 

bilimsel mantığın temellerini, bir daha değiştirilemeyecek olan, axiom-postulat-

hypothesis bazına oturtarak, bu düşünce zincirini bir de (absolute) mutlak (ispat) ‘ın 

lüzumu ile noktalamıştır. O kendisinden çok daha öncelerden birikmiş ve kendi 
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devrinde gelişmiş tüm çeşitli fakat dağınık ve bireysel kalmış bilimleri bir disiplin 

altında derleyerek sınıflandırmış ve her birini ayrı bir bilim dalı olarak öğrenime 

açmıştır. Devrinin filozofu, geometri, aritmetik, müzik, astronomi, coğrafya ve tabiat 

bilimlerinde üstat idi. Fizik alanında ilk defa optik kuramlarını koymuş, ses ve 

armonikleri teorilerine ilk adımını atmıştır. Buna rağmen, bilim tarihçilerinin 

birleştikleri nokta, Pisagor’un asıl büyüklüğünün geometri alanında oluşudur. 

Pisagor’un insanlığa devrettiği en önemli mirası kendi adına izafe edilen o meşhur 

‘Pisagor Teoremi’ dir. Ona göre sadece deneysel olarak kanıtlanan bu ‘3-4-5’ kuralının 

çok daha geniş ve evrensel bir kuramın sonucu olup olmadığını araştırmak ve mutlaka 

bir geometrik ispatını yapmak gerekiyordu [19]. Bir dik üçgende, dik kenarların 

üzerinde kurulan karelerin alanları toplamı, hipotenüs üzerinde kurulan karenin 

alanına eşittir. Bu ifadeyi şöyle söyleyebiliriz. Bir dik üçgende dik kenarların kareleri 

toplamı hipotenüsün karesine eşittir. Pisagor bağıntısının ispatı yüzyıllardır 

matematikçileri meşgul etmiş, yüzlerce farklı ispat yapılmıştır. Detaylı bilgi için [20] 

kaynağına bakılabilir. 

2.3 Disyakis Dodecahedron, Triakis Octohedron, Truncated Octahedron ve 

Tetrakis Hexahedron Uzayları 

Bu bölümde Disyakis Dodecahedron, Triakis Octohedron, Truncated Octahedron ve 

Tetrakis Hexahedron Uzaylarının tanımları ve temel özellikleri [21], [4] ve [2] 

kaynaklarından faydalanılarak kısaca verilecektir. 

2.3.1 Disdyakis Dodecahedron Uzayı 

Tanım 2.3.1.1: ℝ3 de 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ve 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) noktaları verilsin.  

𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) = 𝑚𝑎𝑥 {

|𝑥1 − 𝑥2|,
|𝑦1 − 𝑦2|,
|𝑧1 − 𝑧2|

} + (√2 − 1)𝑚𝑖𝑛 {

|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|,
|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑧1 − 𝑧2|,
|𝑦1 − 𝑦2| + |𝑧1 − 𝑧2|

} + (√3 −

2√2 + 1)𝑚𝑖𝑛 {

|𝑥1 − 𝑥2|,
|𝑦1 − 𝑦2|,
|𝑧1 − 𝑧2|

}.  

şeklinde tanımlanan 𝑑𝐷𝐷: ℝ3 × ℝ3 → [0, ∞) uzaklık fonksiyonuna analitik 3-uzayda 

𝑃1 ve 𝑃2 noktaları arasındaki Disdyakis Dodecahedron uzaklık fonksiyonu denir. 
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Teorem 2.3.1.1: 𝑑𝐷𝐷 uzaklık fonksiyonu bir metriktir ve bu metrikle döşenmiş 3 

boyutlu analitik uzayın birim küresi bir Disdyakis Dodecahedron’dur [2]. 

Disdyakis Dodecahedron 48 yüzü, 72 kenarı ve 26 köşesi bulunan bir Katalan cisimdir, 

(Bkz: Şekil 2.8). 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.8. Disdyakis Dodecahedron. 

 

2.3.2 Triakis Octohedron Uzayı 

Tanım 2.3.2.1: ℝ3 de 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ve 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) noktaları verilsin.  

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) = |𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2| + |𝑧1 − 𝑧2|

+ (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|, |𝑧1 − 𝑧2|} 

şeklinde tanımlanan 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐: ℝ3 × ℝ3 → [0, ∞) uzaklık fonksiyonuna analitik 3-uzayda 

𝑃1 ve 𝑃2 noktaları arasındaki Triakis Octahedron uzaklık fonksiyonu denir. 

Teorem 2.3.2.1: 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐 uzaklık fonksiyonu bir metriktir ve bu metrikle döşenmiş 3 

boyutlu analitik uzayın birim küresi bir Triakis Octahedron’ dur, [21]. 

Triakis Octahedron 24 yüzü, 36 kenarı ve 14 köşesi bulunan bir Katalan cisimdir, 

(Bkz: Şekil 2.9). 

 
 

Şekil 2.9. Triakis Octahedron. 

 

2.3.3 Tetrakis Hexahedron Uzayı 

Tanım 2.3.3.1: ℝ3de 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ve 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) noktaları verilsin.  
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𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) = (√3 − 1)𝑚𝑎𝑥 {

|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|,
|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑧1 − 𝑧2|,
|𝑦1 − 𝑦2| + |𝑧1 − 𝑧2|

} + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥 {

|𝑥1 − 𝑥2|,
|𝑦1 − 𝑦2|,
|𝑧1 − 𝑧2|

} 

şeklinde tanımlanan 𝑑𝑇𝐻: ℝ3 × ℝ3 → [0, ∞) uzaklık fonksiyonuna analitik 3-uzayda 

𝑃1 ve 𝑃2 noktaları arasındaki Tetrakis Hexahedron uzaklık fonksiyonu denir.  

Teorem 2.3.3.1: 𝑑𝑇𝐻 uzaklık fonksiyonu bir metriktir ve bu metrikle döşenmiş 3 

boyutlu analitik uzayın birim küresi bir Tetrakis Hexahedron’ dur [2]. 

Tetrakis Hexahedron 24 yüzü, 36 kenarı ve 14 köşesi bulunan bir Katalan cisimdir, 

(Bkz: Şekil 2.10). 

 
 

Şekil 2.10. Tetrakis Hexahedron. 

 

2.3.4 Truncated Octahedron Uzayı 

Tanım 2.3.4.1: ℝ3de 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ve 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) noktaları verilsin.  

𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = 𝑚𝑎𝑥 {
2

3
(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2| + |𝑧1 − 𝑧2|), |𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|, |𝑧1 − 𝑧2|} 

şeklinde tanımlanan 𝑑𝑇𝑂: ℝ3 × ℝ3 → [0, ∞) uzaklık fonksiyonuna analitik 3-uzayda 

𝑃1 ve 𝑃2 noktaları arasındaki Truncated Octahedron uzaklık fonksiyonu denir.  

Teorem 2.3.4.1: 𝑑𝑇𝑂 uzaklık fonksiyonu bir metriktir ve bu metrikle döşenmiş 3 

boyutlu analitik uzayın birim küresi bir Truncated Octahedron’ dur [4]. 

Truncated Octahedron 14 yüzü, 36 kenarı ve 24 köşesi bulunan bir Arşimed cisimdir, 

(Bkz: Şekil 2.11). 

 
 

Şekil 2.11. Truncated Octahedron. 
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3. ℝ𝐃𝐃
𝟐  NİN TEMEL ÖZELLİKLERİ VE ℝ𝐃𝐃

𝟐  DE PİSAGOR TEOREMİ VE 

THALES BAĞINTILARI 

3.1 ℝ𝐃𝐃
𝟐  nin Temel Özellikleri 

Bu bölümde daha önceden [2] de 3 boyutlu analitik uzayda verilen Disdyakis 

Dodecahedron metriğinin izdüşüm kullanılarak elde edilen 2 boyutlu analitik 

düzlemdeki tanımı verilmekte ve bazı özelliklerine değinilmektedir. 

Tanım 3.1.1: ℝ2 de 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1) ve 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2) noktaları verilsin.  

𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} 

biçiminde tanımlı 𝑑𝐷𝐷: ℝ2 × ℝ2 → [0, ∞) uzaklık fonksiyonuna Disdyakis 

Dodecahedron uzaklık fonksiyonu denir. 

Teorem 3.1.1: 𝑑𝐷𝐷 uzaklık fonksiyonu ℝ2 de bir metriktir. 

İspat: 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2), 𝑃3 = (𝑥3, 𝑦3) ∈ ℝ2 verilsin. 𝑑𝐷𝐷 nin metrik 

olduğunu kanıtlamak için her 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ ℝ2 için  

(𝑖) 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) ≥ 0 ve 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) = 0 ⟺ 𝑃1 = 𝑃2 

(𝑖𝑖)  𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) = 𝑑𝐷𝐷(𝑃2, 𝑃1) 

(𝑖𝑖𝑖) 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃3) ≤ 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝐷𝐷(𝑃2, 𝑃3) 

aksiyomlarının sağlandığı gösterilmelidir. 

(𝑖) 𝑑𝐷𝐷 uzaklık fonksiyonu 𝑃1, 𝑃2 ∈ ℝ2 olmak üzere 

 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} 

biçiminde tanımlı olduğundan, mutlak değer her zaman negatif olmayan değerler 

üreteceğinden ve mutlak değerin maximumu da minimumu da negatif olmayan 

değerler alacağından 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) ≥ 0 dır. Eğer 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) = 0 ise |𝑥1 − 𝑥2| =

0, |𝑦1 − 𝑦2| = 0 olup 𝑥1 = 𝑥2  ve 𝑦1 = 𝑦2 elde edilir. Dolayısıyla 𝑃1 = 𝑃2 dir. Tersine 

𝑃1 = 𝑃2 ise 𝑥1 = 𝑥2  ve 𝑦1 = 𝑦2 olacağından |𝑥1 − 𝑥2| = 0, |𝑦1 − 𝑦2| = 0 olup 

𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) = 0 elde edilir. 

(𝑖𝑖) Mutlak değer tanımından, |𝑎 − 𝑏| = |𝑏 − 𝑎| olduğundan açıkça 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) =

𝑑𝐷𝐷(𝑃2, 𝑃1) dir. Yani 𝑑𝐷𝐷 uzaklık fonksiyonu simetriktir. 

(𝑖𝑖𝑖) 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2) ve 𝑃3 = (𝑥3, 𝑦3) ∈  ℝ2 olsun.  
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𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃3) ≤ 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝐷𝐷(𝑃2, 𝑃3) 

eşitsizliğinin sağlandığı gösterilmelidir. 𝑃1, 𝑃2 and 𝑃3 noktaları için 

𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃3) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥1 − 𝑥3|, |𝑦1 − 𝑦3|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥1 − 𝑥3|, |𝑦1 − 𝑦3|} 

𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} 

𝑑𝐷𝐷(𝑃2, 𝑃3) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥2 − 𝑥3|, |𝑦2 − 𝑦3|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥2 − 𝑥3|, |𝑦2 − 𝑦3|} 

dir. Bahsedilen eşitsizliği incelemek için 8 durumu dikkate almak gerekir; 

Durum 1: Eğer |𝑥1 − 𝑥3| ≥ |𝑦1 − 𝑦3|, |𝑥1 − 𝑥2| ≥ |𝑦1 − 𝑦2| ve |𝑥2 − 𝑥3| ≥ |𝑦2 − 𝑦3|, ise 

    𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃3)   = |𝑥1 − 𝑥3| + (√3 − √2)|𝑦1 − 𝑦3|

= |𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥2 − 𝑥3| + (√3 − √2)|𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦2 − 𝑦3|

≤ |𝑥1 − 𝑥2| + |𝑥2 − 𝑥3| + (√3 − √2)|𝑦1 − 𝑦2| + (√3 − √2)|𝑦2 − 𝑦3|   

= (|𝑥1 − 𝑥2| + (√3 − √2)|𝑦1 − 𝑦2|) + (|𝑥2 − 𝑥3| + (√3 − √2)|𝑦2 − 𝑦3|  

= 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝐷𝐷(𝑃2, 𝑃3) 

elde edilir. 

Durum 2: Eğer |𝑥1 − 𝑥3| ≥ |𝑦1 − 𝑦3|, |𝑥1 − 𝑥2| ≥ |𝑦1 − 𝑦2| ve |𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 − 𝑥3|, ise 

      𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3| + (√3 − √2)|𝑦1 − 𝑦3|

= |𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥2 − 𝑥3| + (√3 − √2)|𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦2 − 𝑦3|

≤ (|𝑥1 − 𝑥2| + (√3 − √2)|𝑦1 − 𝑦2|) + (|𝑥2 − 𝑥3| + (√3 − √2)|𝑦2 − 𝑦3|)

≤ (|𝑥1 − 𝑥2| + (√3 − √2)|𝑦1 − 𝑦2|) + (|𝑦2 − 𝑦3| + (√3 − √2)|𝑥2 − 𝑥3|)  

= 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝐷𝐷(𝑃2, 𝑃3) 

elde edilir. Burada;                                        

|𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 − 𝑥3| ⟹ (1 − (√3 − √2)) |𝑦2 − 𝑦3| ≥   (1 − (√3 − √2)) |𝑥2 − 𝑥3| 

    ⟹ |𝑦2 − 𝑦3| + (√3 − √2)|𝑥2 − 𝑥3| ≥  |𝑥2 − 𝑥3| + (√3 − √2)|𝑦2 − 𝑦3| 

olduğu kullanılmıştır. Ortaya çıkabilecek diğer durumlar da aşağıda belirtilmiş olup 

benzer hesaplamalarla kolaylıkla gösterilebilir;  

Durum 3: |𝑥1 − 𝑥3| ≥ |𝑦1 − 𝑦3|, |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2| ve |𝑥2 − 𝑥3| ≥ |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 4: |𝑥1 − 𝑥3| ≥ |𝑦1 − 𝑦3|, |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2| ve |𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 − 𝑥3| ise, 

Durum 5: |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|, |𝑥1 − 𝑥2| ≥ |𝑦1 − 𝑦2| ve |𝑥2 − 𝑥3| ≥ |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 6: |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|, |𝑥1 − 𝑥2| ≥ |𝑦1 − 𝑦2| ve |𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 − 𝑥3| ise, 
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Durum 7: |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|, |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2| ve |𝑥2 − 𝑥3| ≥ |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 8: |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|, |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2| ve |𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 − 𝑥3| ise, 

böylece 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃3) ≤ 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝐷𝐷(𝑃2, 𝑃3) elde edilir. 

Sonuç olarak 2 boyutlu analitik düzlemde 𝑑𝐷𝐷uzaklık fonksiyonu bir metriktir ve bu 

metrikle döşenmiş düzlem ℝ𝐷𝐷
2  olarak gösterilmektedir.  

Önerme 3.1.1: Her Öklidyen öteleme DD-düzleminde uzaklığı korur. Böylece 

ötelemeler ℝ𝐷𝐷
2  de bir izometridir. 

İspat:  𝐴 = (𝑎1, 𝑎2), 𝑋 = (𝑥, 𝑦)  ∈  ℝ2 olmak üzere 𝑇𝐴: ℝ𝐷𝐷
2  →  ℝ𝐷𝐷

2  , 𝑇𝐴(𝑋) = 𝐴 +

𝑋 olacak şekilde ℝ𝐷𝐷
2  de bir öteleme olsun. 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1) , 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2)  ∈  ℝ2 için 

𝑑𝐷𝐷(𝑇𝐴(𝑃1), 𝑇𝐴(𝑃2) ) = max{|𝑥1 + 𝑎1 − 𝑥2 − 𝑎1|, |𝑦1 + 𝑎2 − 𝑦2 − 𝑎2|}

+(√3 − √2)min {|𝑥1 + 𝑎1 − 𝑥2 − 𝑎1|, |𝑦1 + 𝑎2 − 𝑦2 − 𝑎2|}

= 𝑚𝑎𝑥{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} + (√3 − √2)min {|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|}

= 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑃2)

 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑇𝐴  ℝ𝐷𝐷
2  de bir izometridir. 

Önerme 3.1.2: 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ𝐷𝐷
2  ve kartezyen koordinat düzleminde dikey bir doğru 

üzerinde bulunmayan iki nokta, 𝑚 de bu iki noktadan geçen doğrunun eğimi ise, 

𝜌(𝑚) =
√1 + 𝑚2

𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}
 

olmak üzere 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚). 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵)                                          (3.1) 

dir. A ve B dikey bir doğru üzerinde bulunan iki nokta ise, 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵) dir. 

İspat: 𝐴 = (𝑥1, 𝑦1) ve 𝐵 = (𝑥2, 𝑦2), ℝ𝐷𝐷
2  de iki nokta olsun. Eğer 𝐴 ve 𝐵 dikey bir 

doğru üzerinde değilse, 𝑥1 ≠ 𝑥2 ve, 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 = |𝑥2 − 𝑥1|√1 + 𝑚2 

ve 

𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|}

= |𝑥1 − 𝑥2|[𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚| + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}]
 

biçiminde yazılabilir. Her iki eşitliği karşılıklı olarak birbirine oranlarsak, 
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𝑑𝐸(𝐴, 𝐵)

𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵)
=

√1 + 𝑚2

𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}
 

elde edilir. Böylece, 

𝜌(𝑚) =
√1 + 𝑚2

max{1, |𝑚|} + (√3 − √2) min{1, |𝑚|}
. 

olmak üzere 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚). 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵) 

dir. Eğer 𝐴 ve 𝐵 dikey bir doğru üzerindeki iki nokta ise, 𝑥1 = 𝑥2 dir. Bu durumda 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = |𝑦2 − 𝑦1| ve  𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵) = |𝑦2 − 𝑦1| olur.  Böylece 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) =

𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵) eşitliği elde edilir. 

Önerme 3.1.2 doğrudaş noktalar için 𝑑𝐷𝐷 uzaklığının Öklid uzaklığının pozitif sabit 

bir katı olduğunu belirtir. 

Sonuç 3.1.1: 𝑃1, 𝑃2 ve 𝑋, ℝ2 de doğrudaş üç nokta olmak üzere  

𝑑𝐸(𝑃1, 𝑋) = 𝑑𝐸(𝑃2, 𝑋) ⇔ 𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑋) = 𝑑𝐷𝐷(𝑃2, 𝑋) 

dir. 

Sonuç 3.1.2: 𝑃1, 𝑃2 ve 𝑋, ℝ2 de üç farklı doğrudaş nokta olmak üzere 

𝑑𝐸(𝑃1, 𝑋)

𝑑𝐸(𝑃2, 𝑋)
=

𝑑𝐷𝐷(𝑃1, 𝑋)

𝑑𝐷𝐷(𝑃2, 𝑋)
 

dir.  

Tanım 3.1.2: ℝ𝐷𝐷
2  de merkezi 𝑃1 = (𝑥0, 𝑦0) ve yarıçapı 𝑟 birim olan çember 

𝑑𝐷𝐷(𝑃, 𝑃1) =

{𝑃 = (𝑥, 𝑦)|𝑚𝑎𝑥{|𝑥 − 𝑥0|, |𝑦 − 𝑦0|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥 − 𝑥0|, |𝑦 − 𝑦0|} = 𝑟}  

kümesidir ve bu kümenin noktalarının geometrik yeri Şekil 3.1 de gösterildiği gibi 

köşeleri 𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉8 olan bir sekizgendir. Bu sekizgenin köşe noktalarının 

koordinatları ise, 𝑉1 : (𝑥0, 𝑦0 + 𝑟), 𝑉2 ∶ (
(2+√6−√2 )𝑟

4
+ 𝑥0,

(√6−√2+2)𝑟

4
+ 𝑦0), 𝑉3 ∶

(𝑥0 + 𝑟, 𝑦0), 𝑉4 ∶ (
(√6−√2+2)𝑟

4
+ 𝑥0,

(−√6+√2−2)𝑟

4
+ 𝑦0), 𝑉5 ∶ (𝑥0, 𝑦0 − 𝑟), 𝑉6 ∶
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(
(−√6+√2−2)𝑟

4
+ 𝑥0,

(−√6+√2−2)𝑟

4
+ 𝑦0), 𝑉7 ∶ (𝑥0 − 𝑟, 𝑦0), 𝑉8 ∶ (

(√2−√6−2)𝑟

4
+

𝑥0,
(√6−√2+2)𝑟

4
+ 𝑦0) biçimindedir. 

 
 

Şekil 3.1. P1 = (x0, y0) merkezli Disdyakis Dodecahedron çemberi. 

 

3.2 Pisagor Teoreminin Disdyakis Dodecahedron Benzeri 

Bu bölümde Pisagor teoreminin Disdyakis Dodecahedron düzlemindeki benzerleri 

[22] kaynağına benzer yöntemlerden faydalanılarak verilmektedir. Kartezyen 

koordinat düzleminde iki nokta arasındaki Öklid ve Disdyakis Dodecahedron 

uzunluklarını birbirine dönüştürmeye yarayan bir bağıntı veren ve bu bağıntının bir 

özelliğini belirten aşağıdaki iki önerme ile Önerme 3.1.2 konu içinde önemli bir role 

sahiptir. 

Önerme 3.2.1: m sıfırdan farklı bir reel sayı ve 𝑚′ =
−1

𝑚
  ise, 

𝜌(𝑚) = 𝜌(𝑚′) =  𝜌(−𝑚) = 𝜌(−𝑚′)                                 (3.2) 

dir. 

İspat: 𝑚 ∈ ℝ − {0} ise, 𝑚′ =
−1

𝑚
∈ ℝ − {0} dir. 𝜌(𝑚) in tanımı kullanılarak 

𝜌 (−
1

𝑚
) =

√1 + (
−1
𝑚 )

2

𝑚𝑎𝑥{1, |
−1
𝑚 |} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{1, |

−1
𝑚 |}

=
√1 + 𝑚2

𝑚𝑎𝑥{|𝑚|,1} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{|𝑚|,1}

= 𝜌(𝑚)
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elde edilir. Benzer şekilde 𝑝(𝑚) =  𝑝(−𝑚) ve  𝑝(𝑚′) =  𝑝(−𝑚) oldukları da 

kolaylıkla elde edilir. 

Bundan sonra aksi belirtilmedikçe 𝐴𝐵𝐶, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat 

yönünün tersine harflendirilmiş, 𝐴 açısı dik olan bir üçgeni gösterecek ve bu üçgenin 

kenarlarının Öklidyen uzunlukları 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝑎𝐸, 𝑑𝐸(𝐴, 𝐶) = 𝑏𝐸 ve 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) =

𝑐𝐸, 𝐷𝐷 uzunlukları 𝑑𝐷𝐷(𝐵, 𝐶) =  𝑎𝐷𝐷, 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐶) =  𝑏𝐷𝐷 ve 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵) =  𝑐𝐷𝐷 olarak 

alınacaktır.  

Aşağıdaki önerme, bir dik üçgenin dik kenarlarının Öklid uzunlukları 𝑏𝐸 ve 𝑐𝐸 ile 𝐷𝐷 

uzunlukları 𝑏𝐷𝐷 ve 𝑐𝐷𝐷 nin genel olarak farklı olmasına rağmen oranlarının eşit 

olduğunu ifade eder. 

Önerme 3.2.2: 𝐴𝐵𝐶, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat yönünün tersine 

harflendirilmiş, 𝐴 açısı dik olan bir üçgen ve  𝑑𝐸(𝐴, 𝐶) = 𝑏𝐸, 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝑐𝐸, 

𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐶) =  𝑏𝐷𝐷 ve 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵) =  𝑐𝐷𝐷 ise,   

𝑏𝐸

 𝑐𝐸
=

 𝑏𝐷𝐷

 𝑐𝐷𝐷
                                                        (3.3) 

dir. 

İspat: 𝐴𝐵𝐶, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat yönünün tersine 

harflendirilmiş, 𝐴 açısı dik olan bir üçgen olsun. Eğer  𝐴𝐵𝐶 üçgeninin 𝐴𝐵 ve 𝐴𝐶 

kenarları koordinat eksenlerine paralel ise, 𝑐𝐸 =  𝑐𝐷𝐷 ve 𝑏𝐸 =  𝑏𝐷𝐷 olacağı açıktır. 

Böylece bu iki eşitliğin karşılıklı oranları birbirine eşittir. 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik 

kenarlarından biri koordinat eksenlerine paralel olmasın. Bu durumda diğer dik kenar 

da bir koordinat eksenine paralel değildir. Ancak kenarlar birbirine dik olduğundan, 

eğer 𝐴𝐵 doğrusunun eğimi 𝑚 ise, 𝐴𝐶 doğrusunun eğimi 𝑚′ = −
1

𝑚
  dir.   

 (3.1) ve (3.2) denklemleri kullanılarak; 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐶)

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵)
=

𝜌(𝑚) ∙ 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐶)

𝜌(𝑚) ∙ 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵)
 

böylece, 

𝑏𝐸

𝑐𝐸
=

𝜌(𝑚) ∙  𝑏𝐷𝐷

𝜌(𝑚) ∙  𝑐𝐷𝐷
=

 𝑏𝐷𝐷

 𝑐𝐷𝐷
 

elde edilir. 
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Teorem 3.2.1:  

i. Eğer 𝐴𝐵𝐶  üçgeninin dik kenarları koordinat eksenlerine paralel ise,   

𝑎 = 𝑚𝑎𝑥{𝑏, 𝑐} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{𝑏, 𝑐}                                   (3.4) 

ii. Eğer 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik kenarları koordinat eksenlerine paralel değil, 

hipotenüsü de (yani 𝐵𝐶 kenarı) dikey bir doğru üzerinde değil ise, dik kenarlardan 

birinin eğimi 𝑚 olmak üzere, 

𝑎 =
𝑚𝑎𝑥{|𝑏𝑚+𝑐|,|𝑐𝑚−𝑏|}+(√3−√2)𝑚𝑖𝑛{|𝑏𝑚+𝑐|,|𝑐𝑚−𝑏|}      

𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|}+(√3−√2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚|}
                         (3.5)  

dir. 

İspat:  

i. 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik kenarları koordinat eksenlerine paralel ve Şekil 3.2 de 

gösterildiği gibi 𝐴, 𝐵 ve 𝐶 nin koordinatları sırasıyla (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦1) ve (𝑥1, 𝑦2) 

olsun.  

𝑑𝐷𝐷(𝐶, 𝐵) = max{|𝑥2 − 𝑥1|, |𝑦2 − 𝑦1|} + (√3 − √2) min{|𝑥2 − 𝑥1|, |𝑦2 − 𝑦1|} 

dolayısıyla 

𝑎 = 𝑚𝑎𝑥{𝑏, 𝑐} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{𝑏, 𝑐} 

olduğu açıktır. 

 
 

Şekil 3.2. ℝDD
2  de dik kenarları koordinat eksenine paralel olan ABC üçgeni. 

 

ii. Şekil 3.3 de gösterildiği gibi 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik kenarları koordinat eksenine 

paralel değil, hipotenüsü de (yani 𝐵𝐶 kenarı) dikey bir doğru üzerinde değildir. Dik 

kenarlardan birinin eğimi 𝑚 ve hipotenüsün eğimi 𝑚1 olmak üzere, 𝐴𝐶 kenarının 
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eğimi de 𝑚′ = −
1

𝑚
  ve 𝑡𝑎𝑛 𝜃 =

𝑚−𝑚1

1+𝑚.𝑚1
 dir. Denklem (3.3) kullanılarak,  𝑡𝑎𝑛 𝜃 =

𝑏𝐸

𝑐𝐸
=

 𝑏𝐷𝐷

 𝑐𝐷𝐷
  elde edilir. Böylece  

         
 𝑏𝐷𝐷

 𝑐𝐷𝐷
=

𝑚−𝑚1

1+𝑚∙𝑚1
                                                   (3.6) 

ve  

𝑚1 =
 𝑐𝐷𝐷∙𝑚− 𝑏𝐷𝐷

 𝑏𝐷𝐷∙𝑚+ 𝑐𝐷𝐷
                                                  (3.7) 

elde edilir. 

 
 

Şekil 3.3.  ℝDD
2  de dik kenarlarından herhangi biri koordinat eksenlerine paralel 

olmayan ve dikey bir doğru üzerinde bulunmayan bir hipotenüse sahip ABC üçgeni. 

 

Denklem (3.1) göz önüne alınırsa; 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚) ∙ 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵) ⇒ 𝑐𝐸 = 𝜌(𝑚) ∙ 𝑐𝐷𝐷 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐶) = 𝜌(𝑚′) ∙ 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐶) ⇒ 𝑏𝐸 = 𝜌(𝑚) ∙ 𝑏𝐷𝐷 

𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝜌(𝑚1) ∙ 𝑑𝐷𝐷(𝐵, 𝐶) ⇒ 𝑎𝐸 = 𝜌(𝑚1) ∙ 𝑎𝐷𝐷 

elde edilir. Öklidyen düzlemdeki Pisagor Teoreminde yani 𝑎𝐸
𝟐 = 𝑏𝐸

𝟐 + 𝑐𝐸
𝟐 

eşitliğinde yukarıdaki ifadeler yerlerine yazılırsa 

[𝜌(𝑚1)]2. 𝑎𝐷𝐷
2 = [𝜌(𝑚)]2(𝑏𝐷𝐷

2+𝑐𝐷𝐷
2)                              (3.8) 

elde edilir. 

Daha açık olarak 
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(
√1+𝑚1

2

𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚1|}+(√3−√2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚1|}
)

2

𝑎2 = (
√1+𝑚2

max{1,|𝑚|}+(√3−√2) min{1,|𝑚|}
)

2

(𝑏𝐷𝐷
2+𝑐𝐷𝐷

2)   (3.9) 

dir. (3.9) denkleminde 𝑚1 =
 𝑐𝐷𝐷𝑚− 𝑏𝐷𝐷

 𝑏𝐷𝐷𝑚+ 𝑐𝐷𝐷
   yerine konulduğunda, 

𝑎 =
𝑚𝑎𝑥{|𝑏𝐷𝐷𝑚 +  𝑐𝐷𝐷|, | 𝑐𝐷𝐷𝑚 −  𝑏𝐷𝐷|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{| 𝑏𝐷𝐷𝑚 +  𝑐𝐷𝐷|, | 𝑐𝐷𝐷𝑚 −  𝑏𝐷𝐷|}      

𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}
 

elde edilir. 

Sonuç 3.2.1: Eğer 𝐵𝐶 kenarı, yani 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin hipotenüsü, koordinat 

eksenlerinden birine paralel ise, 

𝑎 =
 𝑏𝐷𝐷

2+ 𝑐𝐷𝐷
2

𝑚𝑎𝑥{|𝑐𝐷𝐷|,|𝑏𝐷𝐷|}+(√3−√2)𝑚𝑖𝑛{|𝑐𝐷𝐷|,|𝑏𝐷𝐷|}
                              (3.10) 

 dır. 

İspat: 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin 𝐵𝐶 kenarı koordinat eksenlerinden birine paralel olsun, (Bkz: 

Şekil 3.4 ve Şekil 3.5). Eğer 𝐵𝐶 kenarı x-eksenine paralel ise 𝑚 1 = 0 olup 𝜌(𝑚1) =

1 dir. 𝐵𝐶 kenarı y-eksenine paralel ise 𝑚1 = ∞ olup 𝜌(𝑚1) → 1 dir. Her iki durum 

için de denklem (3.8) eşitliği, 𝐴𝐵 kenarının eğimi 𝑚 olmak üzere, 𝑎𝐷𝐷
2 =

[𝜌(𝑚)]2(𝑏𝐷𝐷
2+ 𝑐𝐷𝐷

2) haline indirgenir. 

 
 

Şekil 3.4.  ℝDD
2  de hipotenüsü x-eksenine paralel olan ABC üçgeni. 
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Şekil 3.5. ℝDD
2  de hipotenüsü y-eksenine paralel olan ABC üçgeni. 

 

Benzer üçgenler ve denklem (3.3) eşitliğinden, 𝐵𝐶 yatay iken, |𝑚| = |
𝐴𝐷

𝐵𝐷
| = |

𝐴𝐶

𝐴𝐵
| =

𝑏𝐷𝐷

𝑐𝐷𝐷
  ve  𝐵𝐶 dikey iken, |𝑚| =

𝑐𝐷𝐷

𝑏𝐷𝐷
 elde edilir. Böylece 𝐵𝐶 yatay ise, 

𝑎𝐷𝐷
2 =

(

 
 
 √1 + (

𝑏𝐷𝐷

𝑐𝐷𝐷
)

2

𝑚𝑎𝑥{1,
𝑏𝐷𝐷

𝑐𝐷𝐷
} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{1,

𝑏𝐷𝐷

𝑐𝐷𝐷
}

)

 
 
 

2

(𝑏𝐷𝐷
2+𝑐𝐷𝐷

2) 

ve  𝐵𝐶 dikey ise, 

𝑎𝐷𝐷
2 =

(

 
√1 + (

𝑐𝐷𝐷

𝑏𝐷𝐷
)

2

𝑚𝑎𝑥{1,
𝑐𝐷𝐷

𝑏𝐷𝐷
} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{1,

𝑐𝐷𝐷

𝑏𝐷𝐷
}
)

 

2

(𝑏𝐷𝐷
2+𝑐𝐷𝐷

2) 

 

elde edilir. Her iki denklem sonucunun denklem (3.10) a eşit olduğu açıktır. 

Bir sonraki sonuç da Pisagor Teoreminin bir 𝐷𝐷 benzeridir ve dik kenarlardan birinin 

eğimi yerine hipotenüsün eğimini parametre olarak içermektedir. 

Sonuç 3.2.2: 𝐴𝐵𝐶 üçgenin hiçbir kenarı koordinat eksenlerine paralel değil ise, 𝐵𝐶 

kenarının, yani hipotenüsün eğimi 𝑚1 olmak üzere, 

𝑎𝐷𝐷 =
(𝑏𝐷𝐷

2+𝑐𝐷𝐷
2)[𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚1|}+(√3−√2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚1|}]

𝑚𝑎𝑥 {|𝑐𝐷𝐷−𝑏𝐷𝐷𝑚1|,|𝑏𝐷𝐷+𝑐𝐷𝐷𝑚1|}+(√3−√2)𝑚𝑖𝑛{|𝑐𝐷𝐷−𝑏𝐷𝐷𝑚1|,|𝑏𝐷𝐷+𝑐𝐷𝐷𝑚1|}
         (3.11) 

dir. 
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İspat: 𝐴𝐵 kenarının eğimi 𝑚 ise denklem (3.6) dan  

𝑚 =
𝑏𝐷𝐷+𝑐𝐷𝐷∙𝑚1

𝑐𝐷𝐷−𝑏𝐷𝐷∙𝑚1
                                                   (3.12) 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikteki 𝑚 denklem (3.5) de yerine konulursa denklem (3.11) 

elde edilir. 

Uyarı 3.2.1: 

𝐴𝐵𝐶 üçgeninde 𝐴𝐵 kenarı x-eksenine paralel, yani 𝑚 = 0 iken; denklem (3.5) 

denklem (3.4) indirgenir. 

 
 

Şekil 3.6. ℝDD
2  de AB kenarı x-eksenine paralel ABC üçgeni. 

 

Benzer bir şekilde, 𝐵𝐶 kenarı x-eksenine paralel, yani 𝑚1 = 0 iken; denklem (3.11) 

denklem (3.10) deki eşitliğe indirgenir. 

 
Şekil 3.7. ℝDD

2  de BC kenarı x-eksenine paralel ABC üçgeni. 

 

𝐴𝐵 kenarı y-eksenine paralel, yani 𝑚 → ∞ iken; denklem (3.5) denklem (3.4) e 

indirgenir. 
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Şekil 3.8. ℝDD
2  de AB kenarı y-eksenine paralel ABC üçgeni. 

 

Ayrıca (3.4) denklemi şu şekilde de elde edilir;  

𝑚1 = 𝑡𝑎𝑛𝛼 =
𝑐𝐷𝐷

𝑏𝐷𝐷
 ve 𝜌(𝑚) → 1 dir. (3.8) ile verilen denklemi daha açık olarak 

1+𝑚1
2

(𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚1|}+(√3−√2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚1|})2 ∙ 𝑎𝐷𝐷
2 = 𝑏𝐷𝐷

2+𝑐𝐷𝐷
2           

biçiminde yazılabilir. Bu denklemde 𝑚1 =
𝑐𝐷𝐷

𝑏𝐷𝐷
 yerine konulduğunda, denklem (3.4) 

elde edilir. 

𝐵𝐶 kenarı dikey iken; yani 𝑚1 → ∞  iken; denklem (3.11) denklem (3.10) eşitliğine 

indirgenir. 

 
 

Şekil 3.9. ℝDD
2  de BC kenarı y-eksenine paralel ABC üçgeni. 

 

Ayrıca (3.10) denklemi şu şekilde de elde edilebilir; 
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𝑚 = 𝑡𝑎𝑛 𝛼 = −
𝑐𝐷𝐷

𝑏𝐷𝐷
 ve 𝜌(𝑚1) → 1 dir. (3.8) ile verilen denklemi daha açık olarak  

𝑎𝐷𝐷
2 =

1 + 𝑚2

(𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|})2
(𝑏𝐷𝐷

2 + 𝑐𝐷𝐷
2) 

biçiminde yazılabilir. Bu denklemde 𝑚 = −
𝑐𝐷𝐷

𝑏𝐷𝐷
  yerine konulduğunda, denklem 

(3.10) elde edilir. 

Uyarı 3.2.2: 𝐴  açısı dik olan 𝐴𝐵𝐶 üçgeni saat yönünde harflendirilirse 𝑏𝐷𝐷 ve 𝑐𝐷𝐷 

nin rolleri değişir. Böylece denklem (3.5); 

 [𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}]𝑎𝐷𝐷 =  𝑚𝑎𝑥{|𝑐𝐷𝐷𝑚 + 𝑏𝐷𝐷|, |𝑏𝐷𝐷𝑚 −

𝑐𝐷𝐷| + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{|𝑐𝐷𝐷𝑚 + 𝑏𝐷𝐷|, |𝑏𝐷𝐷𝑚 − 𝑐𝐷𝐷|}                                                    (3.13)                                                                           

şekline, benzer şekilde denklem (3.11); 

 [𝑚𝑎𝑥{|𝑏𝐷𝐷 + 𝑐𝐷𝐷𝑚1|, |𝑐𝐷𝐷 + 𝑏𝐷𝐷𝑚1|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{|𝑏𝐷𝐷 − 𝑐𝐷𝐷𝑚1|, |𝑐𝐷𝐷 +

𝑏𝐷𝐷𝑚1|}]𝑎𝐷𝐷 = (𝑏𝐷𝐷
2 + 𝑐𝐷𝐷

2)𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚1|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚1|}            (3.14)                         

şekline gelir. 

Aşağıda, Teorem 3.2.1 in karşıtının ve dolayısıyla Sonuç 3.2.2 nin karşıtının doğru 

olmadığını gösteren bir örnek verilmiştir. Diğer bir ifadeyle Pisagor teoreminde üçgen 

dik ise 𝑎𝐸
𝟐 = 𝑏𝐸

𝟐 + 𝑐𝐸
𝟐 bağıntısı sağlanır, ayrıca 𝑎𝐸

𝟐 = 𝑏𝐸
𝟐 + 𝑐𝐸

𝟐 bağıntısı 

sağlanıyorsa bu üçgen diktir, yani ifadenin karşıtı da doğrudur. Fakat 𝐷𝐷-düzleminde 

Pisagor bağıntısının sağlandığı  𝑎𝐸
𝟐 = 𝑏𝐸

𝟐 + 𝑐𝐸
𝟐 ye karşı gelen denklem (3.5) ya da 

denklem (3.11) eşitliğini sağlayan fakat hiçbir dik açıya sahip olmayan bir 𝐴𝐵𝐶 

üçgeninin varlığını gösteren bir örnek verilebilir. Örnekte Şekil 3.10 da gösterildiği 

gibi, 𝐷𝐷-çemberlerinden faydalanılarak denklem (3.5) veya (3.11) deki Pisagor 

bağıntısının 𝐷𝐷-düzlemindeki karşılığını sağlayacak şekildeki bir dik üçgen ile aynı 

kenar uzunluklarına sahip dik olmayan bir üçgen örneği verilmektedir. Bilindiği üzere, 

𝑂 merkezli 𝑟 birim yarıçaplı 𝐷𝐷 −çemberi, 𝑂 noktasına 𝐷𝐷 −uzaklığı 𝑟 birim olan 

tüm noktaların kümesidir. Bu noktaların geometrik yeri bir sekizgendir. Ayrıca 

Öklidyen çemberlerde olduğu gibi 𝑂 merkezli ve bu merkeze 𝑟 birim 

𝐷𝐷 −uzaklığındaki bir nokta bu çemberi tamamen belirler. 

Örnek 3.2.1: Merkezi 𝑂 = (0,0), yarıçapı r birim ve köşeleri saat yönünde 

𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉8 olarak isimlendirilmiş olan 𝐷𝐷-çemberi  
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𝒞1 = {(𝑥, 𝑦)│𝑚𝑎𝑥{|𝑥|, |𝑦|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥|, |𝑦|} = 𝑟} 

olsun. Böylece, bahsi geçen 𝐷𝐷-çemberinin köşelerinin koordinatları (0, 𝑟), 

(
(2+√6−√2 )𝑟

4
,
(√6−√2+2)𝑟

4
), (𝑟, 0), (

(√6−√2+2)𝑟

4
,
(−√6+√2−2)𝑟

4
), (0, −𝑟), 

(
(−√6+√2−2)𝑟

4
+,

(−√6+√2−2)𝑟

4
), (−𝑟, 0) ve (

(√2−√6−2)𝑟

4
,
(√6−√2+2)𝑟

4
) dir. 𝒞1 çemberinin 

𝑉1𝑉8 kenarına 𝑂 dan inilen dikmenin ayağı 𝐴 = (−
√3

6
𝑟,

3+√6

6
𝑟) olsun. 𝐴 noktasını 

𝑂′ = (𝑥0, 𝑦0) = (
√6

12
(6 − √3 − √2)𝑟,

√6

12
(6√3 − 6√2 − 1)𝑟) merkezinden geçen -1 

eğimli doğru üzerinde bulunan 𝑉8
′ köşesi olarak kabul eden r birim yarıçaplı 𝒞′1 

çemberi şekilde gösterilen kırmızı çember olsun. Böylece 𝑂 açısı dik olacak şekilde, 

köşeleri saat yönünün tersine harflendirilmiş 𝐴𝑂𝑂′ üçgeni elde edilir. 𝑑𝐷𝐷(𝑂, 𝑂′) =

𝑐𝐷𝐷, 𝑑𝐷𝐷(𝑂, 𝐴) = 𝑏𝐷𝐷  ve 𝑑𝐷𝐷(𝑂′, 𝐴) = 𝑎𝐷𝐷 olarak isimlendirilsin, (Bkz; Şekil 3.10). 

𝐴′  de 𝒞1 ve 𝒞′1 çemberlerinin kesişiminde bir nokta olsun. 𝐴′  noktası hem 𝒞1  𝐷𝐷-

çemberi hem de 𝒞′1 𝐷𝐷-çemberi üzerinde olduğu için 𝑑𝐷𝐷(𝑂, 𝐴) = 𝑏𝐷𝐷 ve 

𝑑𝐷𝐷(𝑂′, 𝐴) = 𝑎𝐷𝐷 olduğundan 𝑑𝐷𝐷(𝑂, 𝐴′) = 𝑏𝐷𝐷 ve 𝑑𝐷𝐷(𝑂′, 𝐴′) = 𝑎𝐷𝐷 elde edilir. 

Bu durumda 𝐴𝑂𝑂′ üçgenine Teorem 3.2.1 uygulanırsa 𝑂𝑂′ doğru parçasının eğimi 𝑚 

olmak üzere hiçbir dik açısı olmayan 𝐴′𝑂𝑂′ üçgeni için de geçerli 

olan, [𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|} + (√3 − √2) min{1, |𝑚|}]𝑎𝐷𝐷 = 𝑚𝑎𝑥{|𝑏𝐷𝐷𝑚 + 𝑐𝐷𝐷|, |𝑐𝐷𝐷𝑚 −

𝑏𝐷𝐷|} + (√3 − √2) min{|𝑏𝐷𝐷𝑚 + 𝑐𝐷𝐷|, |𝑐𝐷𝐷𝑚 − 𝑏𝐷𝐷|} eşitliği elde edilir. 

Böylece 𝑅𝐷𝐷
2  de Teorem 3.2.1’in karşıtının dolayısıyla Sonuç 3.2.1’in karşıtının doğru 

olmadığı gösterilmiş olur.  

 
 

Şekil 3.10. ℝDD
2  de denklem (3.5) i sağlayan bir dik üçgen ile dik olmayan üçgen. 
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Aşağıdaki teorem, 𝐷𝐷 −düzlemindeki bir üçgenin bir dik açıya sahip olabilmesi için 

gerek ve yeter koşul ifade eder. Yeterli koşul, aslında Pisagor teoreminin karşıtının 

başka bir ifadesidir. 

Teorem 3.2.2: 𝐴𝐵𝐶 üçgeni 𝐷𝐷 −düzleminde kenar uzunlukları 𝑑𝐷𝐷(𝐵, 𝐶) = 𝑎𝐷𝐷, 

𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐶) = 𝑏𝐷𝐷 ve 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵) = 𝑐𝐷𝐷 olan bir üçgen olsun; 𝑚1, 𝑚 ve 𝑚′ de sırasıyla 

𝐵𝐶, 𝐴𝐵 ve 𝐴𝐶 kenarlarının eğimlerini göstersin. Buna göre 𝐴 açısının dik olması için 

gerek ve yeter koşul, 

𝜌(𝑥) =
√1 + 𝑥2

𝑚𝑎𝑥{1, |𝑥|} + (√3 − √2) min{1, |𝑥|}
 

olmak üzere 

[𝜌(𝑚1)]2 ∙ 𝑎𝐷𝐷
2 = [𝜌(𝑚)]2(𝑏𝐷𝐷

2+𝑐𝐷𝐷
2) = [𝜌(𝑚′)]2(𝑏𝐷𝐷

2+𝑐𝐷𝐷
2)           (3.15) 

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

İspat: (3.15) eşitliği geçerli ise 𝜌(𝑚) = 𝜌(𝑚′) ve [𝜌(𝑚1)]2. 𝑎𝐷𝐷
2 = [𝜌(𝑚)]2𝑏𝐷𝐷

2 +

[𝜌(𝑚)]2𝑐𝐷𝐷
2 = [𝜌(𝑚′)]2𝑏𝐷𝐷

2 + [𝜌(𝑚′)]2𝑐𝐷𝐷
2 dir. O halde 

                     [𝜌(𝑚1)]2 ∙ 𝑎𝐷𝐷
2 = [𝜌(𝑚′)]2𝑏𝐷𝐷

2 + [𝜌(𝑚)]2𝑐𝐷𝐷
2                         (3.16) 

yazılabilir. 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚) ∙ 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵) eşitliği (3.16) eşitliğine uygulanırsa; 

 
 

Şekil 3.11. ℝDD
2  de A açısı dik olan ABC üçgeni. 

 

𝑑𝐸
2(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚)

2 ∙ 𝑑𝐷𝐷
2(𝐴, 𝐵) yani 𝑐𝐸

2 = 𝜌(𝑚)2 ∙  𝑐𝐷𝐷
2, 𝑑𝐸

2(𝐵, 𝐶) = 𝜌(𝑚1)
2 ∙

𝑑𝐷𝐷
2(𝐵, 𝐶) yani 𝑎𝐸

2=𝜌(𝑚1)
2 ∙  𝑎𝐷𝐷

2 ve 𝑑𝐸
2(𝐴, 𝐶) = 𝜌(𝑚′)

2 ∙ 𝑑𝐷𝐷
2(𝐴, 𝐶) yani 

𝑏𝐸
2
=𝜌(𝑚′)

2 ∙  𝑏𝐷𝐷
2
dir. Böylece  𝑎𝐸

𝟐 = 𝑏𝐸
𝟐 + 𝑐𝐸

𝟐 elde edilir. Bu ise Öklidyen 
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düzlemde Pisagor bağıntısına karşılık gelip Öklidyen düzlemde Pisagor bağıntısının 

tersi de geçerli olduğundan 𝐴 açısının dik olduğunu gösterir. 

3.3 Thales Bağıntılarının Disdyakis Dodecahedron Benzeri 

Bu bölümde Thales bağıntılarının Disdyakis Dodecahedron düzlemindeki benzerleri 

[23] kaynağındaki benzer yöntemlerden faydalanılarak verilmektedir. 

Teorem 3.3.1: (A.A.A.) benzerlik teoremi ℝ𝐷𝐷
2  de geçerli değildir.  

İspat: (A.A.A.) benzerlik teoreminin ℝ𝐷𝐷
2  de sağlanmadığını göstermek için bir örnek 

verilmesi yeterlidir. Şekil 3.12 de gösterildiği gibi 𝐴 = (3,3) , 𝐵 = (5,3), 𝐶 = (3,5) ve 

𝐴′ = (1,0), 𝐵′ = (−2, −3), 𝐶′ = (4, −3) noktalarını ve bu noktalarla oluşturulan 

𝐴𝐵𝐶 ve 𝐴′𝐵′𝐶′ üçgenlerini göz önüne alalım. Dikkat edilirse 𝑚(𝐴) = 𝑚(𝐴′), 𝑚(𝐵) =

𝑚(𝐵′) 𝑣𝑒 𝑚(𝐶) = 𝑚(𝐶′) dür. (A.A.A.) benzerliğinden Öklid düzleminde 

𝐴𝐵𝐶 ~𝐴′𝐵′𝐶′ dir. Ancak 𝐷𝐷-düzleminde 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐵) = 2, 𝑑𝐷𝐷(𝐴′𝐵′) = 3(1 + √3 −

√2), 𝑑𝐷𝐷(𝐵, 𝐶) = 2 + 2(√3 − √2) , 𝑑𝐷𝐷(𝐵′𝐶′) = 6, 𝑑𝐷𝐷(𝐴, 𝐶) =

2 ve  𝑑𝐷𝐷(𝐴′𝐶′) = 3(1 + √3 − √2)  olup 
3(1+√3−√2)

2
=

3(1+√3−√2)

2
≠

3

1+√3−√2
 dir. 

Dolayısıyla 𝐴𝐵𝐶 𝑖𝑙𝑒 𝐴′𝐵′𝐶′ benzer değillerdir. 

 
 

Şekil 3.12. DD-düzleminde (A.A.A.) benzerlik teoremini sağlamayan iki üçgen. 

 

Sonuç olarak DD-düzleminde (A.A.A.) ve diğer benzerlik bağıntıları 

sağlanmamaktadır. 
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Teorem 3.3.2: Kesişen iki doğru, paralel üç doğru ile kesiştirildiğinde oluşan 

üçgenlerin karşılıklı kenar uzunlukları orantılıdır. Yani Şekil 3.13 de verilen 

𝑑1,  𝑑2 , 𝑑3 , ℓ1, ℓ2 doğruları için 𝑑1 ∥ 𝑑2 ∥ 𝑑3 , ℓ1 ∦ ℓ2 ve ℓ𝑖 ∦ 𝑑𝑗 , 𝑖 = 1,2, j=1,2,3 ise 

i. 
𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐵)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐸)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐵,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐷,𝐸)
   

ii. 
𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐵)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐹)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐵,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐹,𝐺)
          

 dir.  

 
 

Şekil 3.13. ℝDD
2  de üç paralel doğru tarafından kesilen paralel olmayan iki doğru. 

 

İspat: 

i. 𝐴, 𝐵, 𝐷 noktaları ve 𝐴, 𝐶, 𝐸 noktaları doğrudaş olduğundan Sonuç 3.1.2 

gereğince 
𝑑𝐸(𝐴,𝐵)

𝑑𝐸(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐵)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐷)
 ve 

𝑑𝐸(𝐴,𝐶)

𝑑𝐸(𝐴,𝐸)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐸)
 , dolayısıyla 

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐵)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐸)
 dir. 

𝑑1 doğrusunun eğimi m olsun. 𝑑1 // 𝑑2 // 𝑑3 olduğundan  𝑑2 ve  𝑑3 doğrularının 

eğilimleri de m dir. Önerme 3.1.2 gereğince 𝑚 ∈ ℝ için                              

𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) =  
√1+𝑚2

(√3−1)(1+|𝑚|)+(2−√3)max {1,|𝑚|}
𝑑𝐷𝐷(𝐵, 𝐶) ve 𝑑𝐸(𝐷, 𝐸) =

 
√1+𝑚2

(√3−1)(1+|𝑚|)+(2−√3)max {1,|𝑚|}
. 𝑑𝐷𝐷(𝐷, 𝐸) olup bu eşitlikler taraf tarafa oranlanırsa  

𝑑𝐸(𝐵, 𝐶)

𝑑𝐸(𝐷, 𝐸)
=  

√1 + 𝑚2

(√3 − 1)(1 + |𝑚|) + (2 − √3)max {1, |𝑚|}
𝑑𝐷𝐷(𝐵, 𝐶)

√1 + 𝑚2

(√3 − 1)(1 + |𝑚|) + (2 − √3)max {1, |𝑚|}
𝑑𝐷𝐷(𝐷, 𝐸)

=
𝑑𝐷𝐷(𝐵, 𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐷, 𝐸)
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elde edilir. 𝑚 → ∞ için 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝑑𝐷𝐷(𝐵, 𝐶) ve 𝑑𝐸(𝐷, 𝐸) = 𝑑𝐷𝐷(𝐷, 𝐸) olduğundan 

𝑑𝐸(𝐵,𝐶)

𝑑𝐸(𝐷,𝐸)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐵,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐷,𝐸)
 dir. Böylece sonuç olarak 

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐵)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐸)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐵,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐷,𝐸)
 elde edilir. 

ii. Benzer biçimde 𝐴, 𝐵, 𝐺 noktaları ve 𝐴, 𝐶, 𝐹 noktaları doğrudaş olduğundan 

Sonuç 3.1.2 gereğince 
𝑑𝐸(𝐴,𝐵)

𝑑𝐸(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐵)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐺)
 ve 

𝑑𝐸(𝐴,𝐶)

𝑑𝐸(𝐴,𝐹)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐹)
, dolayısıyla 

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐵)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐹)
 dir. Önerme 3.1.2 gereğince 𝑚 ∈ ℝ için                                                                                  

𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) =  
√1+ 𝑚2

𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|}+(√3−√2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚|}
𝑑𝐷𝐷(𝐵, 𝐶) ve 𝑑𝐸(𝐹, 𝐺) =

 
√1+ 𝑚2

𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|}+(√3−√2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚|}
𝑑𝐷𝐷(𝐹, 𝐺) olup bu eşitlikler taraf tarafa oranlanırsa 

𝑑𝐸(𝐵, 𝐶)

𝑑𝐸(𝐹, 𝐺)
=

√1 + 𝑚2

𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}
𝑑𝐷𝐷(𝐵, 𝐶)

√1 + 𝑚2

𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|} + (√3 − √2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}
𝑑𝐷𝐷(𝐹, 𝐺)

=
𝑑𝐷𝐷(𝐵, 𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐹, 𝐺)
 

elde edilir. 

 𝑚 → ∞ için 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝑑𝐷𝐷(𝐵, 𝐶) ve 𝑑𝐸(𝐹, 𝐺) = 𝑑𝐷𝐷(𝐹, 𝐺)  

olduğundan,  
𝑑𝐸(𝐵,𝐶)

𝑑𝐸(𝐹,𝐺)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐵,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐹,𝐺)
 dir. Sonuç olarak 

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐵)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐴,𝐹)
=

𝑑𝐷𝐷(𝐵,𝐶)

𝑑𝐷𝐷(𝐹,𝐺)
  elde 

edilir.
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4. ℝ𝐓𝐇
𝟐  NİN TEMEL ÖZELLİKLERİ VE ℝ𝐓𝐇

𝟐  DE PİSAGOR TEOREMİ VE 

THALES BAĞINTILARI 

4.1  ℝ𝐓𝐇
𝟐  nin Temel Özellikleri 

Bu bölümde daha önceden [2] de 3 boyutlu analitik uzayda verilen Tetrakis 

Hexahedron metriğinin izdüşüm kullanılarak elde edilen 2 boyutlu analitik düzlemdeki 

tanımı verilmekte ve bazı özelliklerine değinilmektedir. 

Tanım 4.1.1: ℝ2 de 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1) ve 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2) noktaları verilsin. 

𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) = (√3 − 1)(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|) + (2 − √3) 𝑚𝑎𝑥{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} 

biçiminde tanımlı 𝑑𝑇𝐻: ℝ2 × ℝ2 → [0, ∞) uzaklık fonksiyonuna Tetrakis 

Hexahedron fonksiyonu denir. 

Teorem 4.1.1: 𝑑𝑇𝐻 uzaklık fonksiyonu ℝ2 de bir metriktir. 

İspat: 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2), 𝑃3 = (𝑥3, 𝑦3) ∈ ℝ2 verilsin. 𝑑𝑇𝐻 nin metrik 

olduğunu kanıtlamak için her 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ ℝ2 için 

(𝑖) 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) ≥ 0 ve 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) = 0 ⟺ 𝑃1 = 𝑃2 

(𝑖𝑖) 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) = 𝑑𝑇𝐻(𝑃2, 𝑃1) 

(𝑖𝑖𝑖) 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃3) ≤ 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝐻(𝑃2, 𝑃3) 

aksiyomlarının sağlandığı gösterilmelidir. 

(𝑖) 𝑑𝑇𝐻 uzaklık fonksiyonu 

𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) = (√3 − 1)(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|) + (2 − √3) 𝑚𝑎𝑥{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} 

biçiminde tanımlı olduğundan, mutlak değer her zaman negatif olmayan değerler 

üreteceğinden, mutlak değerin maximumu da negatif olmayan değerler alacağından 

𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) ≥ 0 dır. Eğer 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) = 0 ise |𝑥1 − 𝑥2| = 0, |𝑦1 − 𝑦2| = 0 

olup 𝑥1 = 𝑥2 , 𝑦1 = 𝑦2 ve dolayısıyla 𝑃1 = 𝑃2 elde edilir. Tersine 𝑃1 = 𝑃2 ise 𝑥1 =

𝑥2, 𝑦1 = 𝑦2 olacağından |𝑥1 − 𝑥2| = 0, |𝑦1 − 𝑦2| = 0 olup 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) = 0 bulunur. 

(𝑖𝑖) Mutlak değer tanımından açıkça 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) = 𝑑𝑇𝐻(𝑃2, 𝑃1) dir. Yani 𝑑𝑇𝐻 uzaklık 

fonksiyonu simetriktir. 
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(𝑖𝑖𝑖) 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2) ve 𝑃3 = (𝑥3, 𝑦3) ∈  ℝ2 olsun. 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃3) ≤

𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝐻(𝑃2, 𝑃3) eşitsizliğinin sağlandığı gösterilmelidir. Açıkça 𝑃1, 𝑃2 and 

𝑃3 noktaları için 

𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃3) = (√3 − 1)(|𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3|)

+ (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{|𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3|} 

𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) = (√3 − 1)(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|)

+ (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|} 

𝑑𝑇𝐻(𝑃2, 𝑃3) = (√3 − 1)(|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|)

+ (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|} 

dir. Bahsedilen eşitsizliği incelemek için 8 durum dikkate alınmalıdır; 

Durum 1: Eğer |𝑥1 − 𝑥3| ≥ |𝑦1 − 𝑦3|, |𝑥1 − 𝑥2| ≥ |𝑦1 − 𝑦2|, |𝑥2 − 𝑥3| ≥ |𝑦2 − 𝑦3| 

ise 

𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃3) = (√3 − 1)(|𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3|) + (2 − √3)|𝑥1 − 𝑥3| 

                    = |𝑥1 − 𝑥3| + (√3 − 1)|𝑦1 − 𝑦3| 

                       = |𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥2 − 𝑥3| + (√3 − 1)|𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦2 − 𝑦3| 

                    ≤ (|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑥2 − 𝑥3|) + (√3 − 1)(|𝑦1 − 𝑦2| + |𝑦2 − 𝑦3|) 

                    = (|𝑥1 − 𝑥2| + (√3 − 1)|𝑦1 − 𝑦2|) + (|𝑥2 − 𝑥3| + (√3 − 1)|𝑦2 − 𝑦3|) 

                      = 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝐻(𝑃2, 𝑃3)  

elde edilir. 

Durum 2: Eğer |𝑥1 − 𝑥3| ≥ |𝑦1 − 𝑦3|, |𝑥1 − 𝑥2| ≥ |𝑦1 − 𝑦2|  ve |𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 −

𝑥3| ise 

𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3| + (√3 − 1)|𝑦1 − 𝑦3| 

                       ≤ (|𝑥1 − 𝑥2| + (√3 − 1)|𝑦1 − 𝑦2|) + (|𝑥2 − 𝑥3| + (√3 − 1)|𝑦2 − 𝑦3|) 

                       ≤ (|𝑥1 − 𝑥2| + (√3 − 1)|𝑦1 − 𝑦2|) + (|𝑦2 − 𝑦3| + (√3 − 1)|𝑥2 − 𝑥3|) 

                    = 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝐻(𝑃2, 𝑃3)  

elde edilir. Burada; 
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 |𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 − 𝑥3| ⟹ (2 − √3)|𝑦2 − 𝑦3| ≥ (2 − √3)|𝑥2 − 𝑥3| 

⟹ (|𝑦2 − 𝑦3| + (√3 − 1)|𝑥2 − 𝑥3|) ≥ (|𝑥2 − 𝑥3| + (√3 − 1)|𝑦2 − 𝑦3|) 

olduğu kullanılmıştır. Eşitsizliğin geçerli olduğunun benzer hesaplamalarla kolaylıkla 

gösterilebildiği diğer durumlarda aşağıda belirtilmiştir; 

Durum 3: |𝑥1 − 𝑥3| ≥ |𝑦1 − 𝑦3|, |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2| ve |𝑥2 − 𝑥3| ≥ |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 4: |𝑥1 − 𝑥3| ≥ |𝑦1 − 𝑦3|, |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2| ve |𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 − 𝑥3| ise, 

Durum 5: |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|, |𝑥1 − 𝑥2| ≥ |𝑦1 − 𝑦2| ve |𝑥2 − 𝑥3| ≥ |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 6: |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|, |𝑥1 − 𝑥2| ≥ |𝑦1 − 𝑦2| ve |𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 − 𝑥3 ise, 

Durum 7: |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|, |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2| ve |𝑥2 − 𝑥3| ≥ |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 8: |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|, |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2| ve |𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 − 𝑥3| ise, 

böylece 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃3) ≤ 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝐻(𝑃2, 𝑃3) elde edilir. 

Sonuç olarak 2 boyutlu analitik düzlemde 𝑑𝑇𝐻uzaklık fonksiyonu bir metriktir ve bu 

metriğin sağladığı düzlem ℝ𝑇𝐻
2  olarak gösterilmektedir.  

Önerme 4.1.1: Her Öklidyen öteleme TH-düzleminde uzaklığı korur. Böylece 

ötelemeler ℝ𝑇𝐻
2  de bir izometridir.  

İspat: 𝐴 = (𝑎1, 𝑎2), 𝑋 = (𝑥, 𝑦)  ∈  ℝ2 olmak üzere 𝑇𝐴: ℝ𝑇𝐻
2  →  ℝ𝑇𝐻

2 , 𝑇𝐴(𝑋) = 𝑋 +

𝐴 olacak şekilde  ℝ𝑇𝐻
2  de reel bir öteleme olsun. 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1) , 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2)  ∈  ℝ2 

için  

𝑑𝑇𝐻(𝑇𝐴(𝑃1), 𝑇𝐴(𝑃2) )
= (√3 − 1)(|𝑥1 + 𝑎1 − 𝑥2 − 𝑎1| + |𝑦1 + 𝑎2 − 𝑦2 − 𝑎2|)

+(2 − √3) max {
|𝑥1 + 𝑎1 − 𝑥2 − 𝑎1|,
|𝑦1 + 𝑎2 − 𝑦2 − 𝑎2|

}

= (√3 − 1)(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|) + (2 − √3) max {
|𝑥1 − 𝑥2|,
|𝑦1 − 𝑦2|

}

= 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2)

dir. Dolayısıyla 𝑇𝐴  ℝ𝑇𝐻
2  de bir izometridir. 

Önerme 4.1.2: 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ𝑇𝐻
2  ve kartezyen koordinat düzleminde dikey bir doğru 

üzerinde bulunmayan iki nokta, 𝑚 de bu iki noktadan geçen doğrunun eğimi ise, 

𝜌(𝑚) =
√1 + 𝑚2

(√3 − 1)(1 + |𝑚|) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|}
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olmak üzere  

                                  𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚). 𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵)                                     (4.1) 

dir. Ayrıca 𝐴 ve 𝐵 dikey bir doğru üzerinde bulunan iki nokta ise, 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) =

𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵) dir. 

İspat: 𝐴 = (𝑥1, 𝑦1) ve 𝐵 = (𝑥2, 𝑦2), ℝ𝑇𝐻
2  de iki nokta olsun. Eğer 𝐴 ve 𝐵 dikey bir 

doğru üzerinde değilse, 𝑥1 ≠ 𝑥2 dir ve 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 = |𝑥2 − 𝑥1|√1 + 𝑚2 

ve 

     𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵) = (√3 − 1)(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|) + (2 − √3) 𝑚𝑎𝑥{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 −

𝑦2|}   = |𝑥1 − 𝑥2|[(√3 − 1)(1 + |𝑚|) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|}] 

biçiminde yazılabilir. Her iki eşitliği karşılıklı olarak birbirine oranlarsak; 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵)

𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵)
=

√1 + 𝑚2

(√3 − 1)(1 + |𝑚|) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|}
 

elde edilir. Böylece, 

𝜌(𝑚) =
√1 + 𝑚2

(√3 − 1)(1 + |𝑚|) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|}
 

olmak üzere, 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚). 𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵). 

elde edilir. Eğer 𝐴 ve 𝐵 dikey bir doğru üzerinde bulunan iki nokta ise, 𝑥1 = 𝑥2 dir. 

Bu durumda 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = |𝑦2 − 𝑦1| ve  𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵) = |𝑦2 − 𝑦1| olur.  Böylece 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵) eşitliği elde edilir. 

Önerme 4.1.2 doğrudaş noktalar için 𝑑𝑇𝐻 uzaklığının Öklid uzaklığının pozitif sabit 

bir katı olduğunu belirtir. 

Sonuç 4.1.1: 𝑃1, 𝑃2 ve 𝑋, ℝ2 de doğrudaş üç nokta olmak üzere  

𝑑𝐸(𝑃1, 𝑋) = 𝑑𝐸(𝑃2, 𝑋) ⇔ 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑋) = 𝑑𝑇𝐻(𝑃2, 𝑋) 

dir. 

Sonuç 4.1.2: 𝑃1, 𝑃2 ve 𝑋, ℝ2 de üç farklı doğrudaş nokta olmak üzere 
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𝑑𝐸(𝑃1, 𝑋)

𝑑𝐸(𝑃2, 𝑋)
=

𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑋)

𝑑𝑇𝐻(𝑃2, 𝑋)
  

dir.  

Tanım 4.1.2: ℝ𝑇𝐻
2  de merkezi 𝑃1 = (𝑥0, 𝑦0) ve yarıçapı 𝑟 birim olan çember 

𝑑𝑇𝐻(𝑃, 𝑃1)

= {𝑃 = (𝑥, 𝑦)|(√3 − 1)(|𝑥 − 𝑥0| + |𝑦 − 𝑦0|) + (2 − √3) 𝑚𝑎𝑥{|𝑥 − 𝑥0|, |𝑦 − 𝑦0|} = 𝑟} 

kümesidir ve bu kümenin noktalarının geometrik yeri Şekil 4.1 de gösterildiği gibi 

köşeleri 𝑉1, 𝑉2, … … , 𝑉8 olan bir sekizgendir. Bu sekizgenin köşe koordinatları ise, 𝑉1: 

(𝑥0, 𝑦0 + 𝑟), 𝑉2: (
√3

3
𝑟 + 𝑥0,

√3

3
𝑟 + 𝑦0), 𝑉3: (𝑥0 + 𝑟, 𝑦0), 𝑉4: (

√3

3
𝑟 + 𝑥0,

−√3

3
𝑟 + 𝑦0), 

𝑉5: (𝑥0, 𝑦0 − 𝑟),𝑉6: (
−√3

3
𝑟 + 𝑥0,

−√3

3
𝑟 + 𝑦0), 𝑉7: (𝑥0 − 𝑟, 𝑦0), 𝑉8: (

−√3

3
𝑟 + 𝑥0,

√3

3
𝑟 +

𝑦0) biçimindedir. 

 
 

Şekil 4.1. P1 = (x0, y0) merkezli Tetrakis Hexahedron çemberi. 

 

4.2  Pisagor Teoreminin Tetrakis Hexahedron Benzeri 

Bu bölümde Pisagor teoreminin Tetrakis Hexahedron düzlemindeki benzerleri [22] 

kaynağına benzer yöntemlerden faydalanılarak verilmektedir. Kartezyen koordinat 

düzleminde iki nokta arasındaki Öklid ve Tetrakis Hexahedron uzunluklarını birbirine 

dönüştürmeye yarayan bir bağıntı veren ve bu bağıntının bir özelliğini belirten 

aşağıdaki iki önerme ile Önerme 4.1.2 konu içinde önemli bir role sahiptir. 

Önerme 4.2.1: m sıfırdan farklı bir reel sayı ve 𝑚′ =
−1

𝑚
  ise, 
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𝜌(𝑚) = 𝜌(𝑚′)   =  𝜌(−𝑚) = 𝜌(−𝑚′)                                       (4.2) 

dür. 

İspat: 𝑚 ∈ ℝ − {0} ise, 𝑚′ =
−1

𝑚
∈ ℝ − {0} dir. 𝜌(𝑚) in tanımı kullanılarak 

𝜌 (−
1

𝑚
) =

√1 + (
−1
𝑚 )

2

(√3 − 1) (1 + |−
1
𝑚|) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥 {1, |−

1
𝑚|}

=
√1 + 𝑚2

(√3 − 1)(1 + |𝑚|) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|}

= 𝜌(𝑚)

 

elde edilir. Benzer şekilde 𝜌(𝑚) = 𝜌(−𝑚) ve 𝜌(𝑚′) = 𝜌(−𝑚) oldukları da 

kolaylıkla elde edilir. 

Bundan sonra aksi belirtilmedikçe 𝐴𝐵𝐶, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat 

yönünün tersine harflendirilmiş, 𝐴 açısı dik olan bir üçgeni gösterecek ve daha önce 

tanımlandığı gibi bu üçgenin kenarlarının Öklidyen uzunlukları 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝑎𝐸, 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐶) = 𝑏𝐸 ve 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝑐𝐸, 𝑇𝐻-uzunlukları 𝑑𝑇𝐻(𝐵, 𝐶) =  𝑎𝑇𝐻, 𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐶) =

 𝑏𝑇𝐻 ve 𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵) =  𝑐𝑇𝐻 olarak alınacaktır.  

Aşağıdaki önerme, bir dik üçgenin dik kenarlarının Öklid uzunlukları 𝑏𝐸 ve 𝑐𝐸 ile 𝑇𝐻-

uzunlukları  𝑏𝑇𝐻  ve  𝑐𝑇𝐻 nin genel olarak farklı olmasına rağmen oranlarının eşit 

olduğunu ifade eder. 

Önerme 4.2.2: 𝐴𝐵𝐶, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat yönünün tersine 

harflendirilmiş, 𝐴 açısı dik olan bir üçgen olsun. 𝑑𝐸(𝐴, 𝐶) = 𝑏𝐸, 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝑐𝐸, 

𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐶) =  𝑏𝑇𝐻 ve 𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵) =  𝑐𝑇𝐻 ise,   

    
𝑏𝐸

𝑐𝐸
=

 𝑏𝑇𝐻

 𝑐𝑇𝐻
                                                       (4.3) 

 dir. 

İspat: 𝐴𝐵𝐶, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat yönünün tersine 

harflendirilmiş, 𝐴 açısı dik olan bir üçgen olsun. Eğer  𝐴𝐵𝐶 üçgeninin 𝐴𝐵 ve 𝐴𝐶 

kenarları koordinat eksenlerine paralel ise, 𝑐𝐸 =  𝑐𝑇𝐻 ve 𝑏𝐸 =  𝑏𝑇𝐻 olacağı açıktır. 

Böylece bu iki eşitliğin karşılıklı oranları birbirine eşittir. 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik 

kenarlarından biri koordinat eksenlerine paralel olmasın. Bu durumda diğer dik kenar 
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da bir koordinat eksenine paralel değildir. Ancak kenarlar birbirine dik olduğundan, 

eğer 𝐴𝐵 doğrusunun eğimi 𝑚 ise, 𝐴𝐶 doğrusunun eğimi 𝑚′ = −
1

𝑚
  dir.   

 (4.1) ve (4.2) denklemleri kullanılarak; 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐶)

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵)
=

𝑝(𝑚) ∙ 𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐶)

𝑝(𝑚) ∙ 𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵)
 

böylece, 

𝑏𝐸

𝑐𝐸
=

𝑝(𝑚) ∙ 𝑏𝑇𝐻

𝑝(𝑚) ∙ 𝑐𝑇𝐻
=

 𝑏𝑇𝐻

 𝑐𝑇𝐻
 

elde edilir. 

Teorem 4.2.1:  

i. Eğer 𝐴𝐵𝐶  üçgeninin dik kenarları koordinat eksenlerine paralel ise, 

  𝑎𝑇𝐻 = (√3 − 1)( 𝑐𝑇𝐻 +  𝑏𝑇𝐻) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{ 𝑐𝑇𝐻,  𝑏𝑇𝐻}             (4.4) 

ii. Eğer 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik kenarları koordinat eksenlerine paralel değil, 

hipotenüsü de (yani 𝐵𝐶 kenarı) dikey bir doğru üzerinde değil ise, dik kenarlardan 

birinin eğimi 𝑚 olmak üzere,  

 𝑎𝑇𝐻 =
(√3−1)(| 𝑐𝑇𝐻𝑚− 𝑏𝑇𝐻|+| 𝑏𝑇𝐻𝑚+ 𝑐𝑇𝐻|)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{| 𝑏𝑇𝐻𝑚+ 𝑐𝑇𝐻|,| 𝑐𝑇𝐻𝑚− 𝑏𝑇𝐻|}      

(√3−1)(|𝑚|+1)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|}
     (4.5) 

dir. 

İspat:  

i.  𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik kenarları koordinat eksenlerine paralel olsun ve Şekil 4.2 

de gösterildiği gibi 𝐴, 𝐵 ve 𝐶 nin koordinatları sırasıyla (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦1) ve (𝑥1, 𝑦2) 

olsun. Bu durumda 

𝑑𝑇𝐻(𝐶, 𝐵) = (√3 − 1)(|𝑥2 − 𝑥1| + |𝑦2 − 𝑦1|) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{|𝑥2 − 𝑥1|, |𝑦2 − 𝑦1|} 

dolayısıyla 

 𝑎𝑇𝐻 = (√3 − 1)( 𝑐𝑇𝐻 +  𝑏𝑇𝐻) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{ 𝑐𝑇𝐻,  𝑏𝑇𝐻}  

olduğu açıktır. 
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Şekil 4.2. ℝTH
2  de dik kenarları koordinat eksenine paralel olan ABC üçgeni. 

 

ii. Şekil 4.3 de gösterildiği gibi 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik kenarları koordinat eksenine 

paralel değil ve hipotenüsü de (yani 𝐵𝐶 kenarı) dikey bir doğru üzerinde değil ise, dik 

kenarlardan birinin eğimi 𝑚 ve hipotenüsün eğimi 𝑚1 olmak üzere, 𝐴𝐶 kenarının 

eğimi de 𝑚′ = −
1

𝑚
  ve 𝑡𝑎𝑛 𝜃 =

𝑚−𝑚1

1+𝑚∙𝑚1
 dir. Denklem (4.3) kullanılarak,  𝑡𝑎𝑛 𝜃 =

𝑏𝐸

𝑐𝐸
=

 𝑏𝑇𝐻

 𝑐𝑇𝐻
 elde edilir. Böylece  

 𝑏𝑇𝐻

 𝑐𝑇𝐻
=

𝑚−𝑚1

1+𝑚∙𝑚1
                                                    (4.6) 

ve  

𝑚1 =
 𝑐𝑇𝐻∙𝑚− 𝑏𝑇𝐻

 𝑏𝑇𝐻∙𝑚+ 𝑐𝑇𝐻
                                                 (4.7)  

elde edilir 

 
 

Şekil 4.3. ℝTH
2  de dik kenarlarından herhangi biri koordinat eksenlerine paralel 

olmayan ve dikey bir doğru üzerinde bulunmayan bir hipotenüse sahip ABC üçgeni. 
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Denklem (4.1) göz önüne alınırsa; 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚) ∙ 𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵) ⇒ 𝑐𝐸 = 𝜌(𝑚) ∙ 𝑐𝑇𝐻 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐶) = 𝜌(𝑚′) ∙ 𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐶) ⇒ 𝑏𝐸 = 𝜌(𝑚) ∙ 𝑏𝑇𝐻 

𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝜌(𝑚1) ∙ 𝑑𝑇𝐻(𝐵, 𝐶) ⇒ 𝑎𝐸 = 𝜌(𝑚1) ∙ 𝑎𝑇𝐻 

elde edilir ve bu eşitlikler Öklidyen düzlemdeki Pisagor Teoreminde yani  𝑎𝐸
𝟐 =

𝑏𝐸
𝟐 + 𝑐𝐸

𝟐 eşitliğinde yerlerine yazılırsa 

[𝜌(𝑚1)]2𝑎𝑇𝐻
2 = [𝜌(𝑚)]2(𝑏𝑇𝐻

2+𝑐𝑇𝐻
2)                               (4.8) 

elde edilir. Daha açık olarak 

(
√1+𝑚1

2

(√3−1)(|𝑚1|+1)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚1|}
)

2

∙ 𝑎𝑇𝐻
2 = (

√1+𝑚2

(√3−1)(|𝑚|+1)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|}
)

2

∙

(𝑏𝑇𝐻
2+𝑐𝑇𝐻

2)                                                                                                             (4.9) 

dir. (4.9) denklemde 𝑚1 =
𝑐𝑇𝐻∙𝑚−𝑏𝑇𝐻

𝑏𝑇𝐻∙𝑚+𝑐𝑇𝐻
   olduğu kullanılarak, 

𝑎𝑇𝐻 =
(√3 − 1)(|𝑐𝑇𝐻𝑚 − 𝑏𝑇𝐻| + |𝑏𝑇𝐻𝑚 + 𝑐𝑇𝐻|) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{|𝑏𝑇𝐻𝑚 + 𝑐𝑇𝐻|, |𝑐𝑇𝐻𝑚 − 𝑏𝑇𝐻|}      

(√3 − 1)(|𝑚| + 1) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{1, |𝑚|}
 

elde edilir. 

Sonuç 4.2.1: 𝐵𝐶 kenarı, yani 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin hipotenüsü, koordinat eksenlerinden 

birine paralel ise, 

𝑎𝑇𝐻 =
𝑏𝑇𝐻

2+𝑐𝑇𝐻
2

(√3−1)(|𝑏𝑇𝐻|+|𝑐𝑇𝐻|)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{|𝑏𝑇𝐻|,|𝑐𝑇𝐻|}
                           (4.10) 

dir. 

İspat: 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin 𝐵𝐶 kenarı koordinat eksenlerinden birine paralel olsun, (Bkz: 

Şekil 4.4 ve Şekil 4.5). Eğer 𝐵𝐶 kenarı x-eksenine paralel ise 𝑚 1 = 0 olup 𝜌(𝑚1) =

1 dir. 𝐵𝐶 kenarı 𝑦-eksenine paralel ise 𝑚1 = ∞ olup 𝜌(𝑚1) → 1 dir.  Her iki durum 

için de denklem (4.8), 𝐴𝐵 kenarının eğimi 𝑚 olmak üzere, 𝑎𝑇𝐻
2 =

[𝜌(𝑚)]2(𝑏𝑇𝐻
2+𝑐𝑇𝐻

2) haline indirgenir. 



43 
 

 
 

Şekil 4.4. ℝTH
2  de hipotenüsü x-eksenine paralel olan ABC üçgeni. 

 

 
 

Şekil 4.5. ℝTH
2  de hipotenüsü y-eksenine paralel olan ABC üçgeni. 

 

Benzer üçgenler ve denklem (4.3) den, 𝐵𝐶 yatay iken, |𝑚| = |
𝐴𝐷

𝐵𝐷
| = |

𝐴𝐶

𝐴𝐵
| =

 𝑏𝑇𝐻

 𝑐𝑇𝐻
  ve  

𝐵𝐶 dikey iken, |𝑚| =
 𝑐𝑇𝐻

 𝑏𝑇𝐻
 elde edilir. Böylece 𝐵𝐶 yatay ise, 

𝑎𝑇𝐻
2 =

(

 
 
 √1 + (

 𝑏𝑇𝐻

 𝑐𝑇𝐻
)

2

(√3 − 1) (|
 𝑏𝑇𝐻

 𝑐𝑇𝐻
| + 1) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥 {1, |

 𝑏𝑇𝐻

 𝑐𝑇𝐻
|}

)

 
 
 

2

(𝑏𝑇𝐻
2+𝑐𝑇𝐻

2) 

ve  𝐵𝐶 dikey ise, 
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𝑎𝑇𝐻
2 =

(

 
√1 + (

 𝑐𝑇𝐻

 𝑏𝑇𝐻
)

2

(√3 − 1) (|
 𝑐𝑇𝐻

 𝑏𝑇𝐻
| + 1) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥 {1, |

 𝑐𝑇𝐻

 𝑏𝑇𝐻
|}

)

 

2

(𝑏𝑇𝐻
2+𝑐𝑇𝐻

2) 

elde edilir. Her iki denklem sonucunun denklem (4.10) a eşit olduğu açıktır. 

Bir sonraki sonuç da Pisagor Teoreminin bir 𝑇𝐻-benzeridir ve dik kenarlardan birinin 

eğimi yerine hipotenüsün eğimini parametre olarak içermektedir. 

Sonuç 4.2.2: 𝐴𝐵𝐶 üçgenin hiçbir kenarı koordinat eksenlerine paralel değil ise, 𝐵𝐶 

kenarının, yani hipotenüsün eğimi 𝑚1 olmak üzere, 

𝑎𝑇𝐻 =
(√3−1)(|𝑐𝑇𝐻

2𝑚1−𝑏𝑇𝐻
2𝑚1|+|𝑏𝑇𝐻

2+𝑐𝑇𝐻
2|)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{|𝑐𝑇𝐻

2𝑚1−𝑏𝑇𝐻
2𝑚1|,|𝑏𝑇𝐻

2+𝑐𝑇𝐻
2|}

(√3−1)(|𝑏𝑇𝐻+𝑐𝑇𝐻𝑚1|+|𝑐𝑇𝐻−𝑏𝑇𝐻𝑚1|)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{|𝑐𝑇𝐻−𝑏𝑇𝐻𝑚1|,|𝑏𝑇𝐻+𝑐𝑇𝐻𝑚1|}
     (4.11)         

dir. 

İspat: 𝐴𝐵 kenarının eğimi 𝑚 ise denklem (4.6) dan  

𝑚 =
𝑏𝑇𝐻+𝑐𝑇𝐻.𝑚1

𝑐𝑇𝐻−𝑏𝑇𝐻.𝑚1
                                                    (4.12) 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikteki 𝑚 denklem (4.5) de yerine konulursa denklem (4.11) 

elde edilir. 

Uyarı 4.2.1: 𝐴𝐵 kenarı x-eksenine paralel, yani 𝑚 = 0 iken ya da 𝐴𝐵 kenarı dikey, 

yani 𝑚 → ∞ iken; denklem (4.5) denklem (4.4) deki eşitliğe indirgenir. Ayrıca (4.4) 

denklemi şu şekilde de elde edilir; 𝑚1 = 𝑡𝑎𝑛𝛼 =
 𝑐𝑇𝐻

 𝑏𝑇𝐻
 ve 𝜌(𝑚) → 1 dir. (4.8) ile 

verilen denklemi daha açık olarak 

1 + m1
2

((√3 − 1)(1 + |m1|) + (2 − √3)max{1, |m1|})
2 ∙ aTH

2 = bTH
2+cTH

2 

biçiminde yazılabilir. Bu denklemde 𝑚1 =
 𝑐𝑇𝐻

 𝑏𝑇𝐻
 yerine konulduğunda, denklem (4.4) 

elde edilir. Benzer bir şekilde, 𝐵𝐶 kenarı x-eksenine paralel, yani 𝑚1 = 0 iken ya da 

𝐵𝐶 kenarı dikey, yani 𝑚1 → ∞ iken; denklem (4.11) denklem (4.10) daki eşitliğe 

indirgenir. Ayrıca (4.10) denklemi şu şekilde de elde edilebilir; 𝑚 = 𝑡𝑎𝑛𝛼 = −
 𝑐𝑇𝐻

 𝑏𝑇𝐻
 

ve 𝜌(𝑚1) → 1 dir. (4.8) ile verilen denklemi daha açık olarak 𝑎𝑇𝐻
2 =

1+ 𝑚2

((√3−1)(1+|𝑚|)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|})
2 (𝑏𝑇𝐻

2+𝑐𝑇𝐻
2) biçiminde yazılabilir. Bu denklemde 

𝑚 = −
 𝑐𝑇𝐻

 𝑏𝑇𝐻
  yerine konulduğunda, denklem (4.10) elde edilir. 
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Uyarı 4.2.2: 𝐴  açısı dik olan 𝐴𝐵𝐶 üçgeni saat yönünde harflendirilirse 𝑏𝑇𝐻 ve 𝑐𝑇𝐻 

nin rolleri değişir. Böylece denklem (4.5); 

𝑎𝑇𝐻 =
(√3−1)(|𝑏𝑇𝐻𝑚−𝑐𝑇𝐻|+|𝑐𝑇𝐻𝑚+𝑏𝑇𝐻|)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{|𝑐𝑇𝐻𝑚+𝑏𝑇𝐻|,|𝑏𝑇𝐻𝑚−𝑐𝑇𝐻|}      

(√3−1)(|𝑚|+1)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|}
        (4.13) 

şekline, benzer şekilde denklem (4.11),  

𝑎𝑇𝐻 =
(√3−1)(|𝑏𝑇𝐻

2𝑚1−𝑐𝑇𝐻
2𝑚1|+|𝑐𝑇𝐻

2+𝑏𝑇𝐻
2
|)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{|𝑏𝑇𝐻

2𝑚1−𝑐𝑇𝐻
2𝑚1|,|𝑐𝑇𝐻

2+𝑏𝑇𝐻
2
|}

(√3−1)(|𝑐𝑇𝐻+𝑏𝑇𝐻𝑚1|+|𝑏𝑇𝐻−𝑐𝑇𝐻𝑚1|)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{|𝑏𝑇𝐻−𝑐𝑇𝐻𝑚1|,|𝑐𝑇𝐻+𝑏𝑇𝐻𝑚1|}
    (4.14) 

şekline gelir.  

Sırada, Teorem 4.2.1 in karşıtının ve dolayısıyla Sonuç 4.2.2 nin karşıtının doğru 

olmadığını gösteren bir örnek verilmektedir. Diğer bir ifadeyle Öklidyen düzlemde 

bilinen Pisagor teoreminde bir 𝐴𝐵𝐶 üçgeni dik ise 𝑎𝐸
𝟐 = 𝑏𝐸

𝟐 + 𝑐𝐸
𝟐 bağıntısını 

sağlarken aynı zamanda 𝑎𝐸
𝟐 = 𝑏𝐸

𝟐 + 𝑐𝐸
𝟐 bağıntısı sağlanıyorsa bu üçgen diktir, yani 

terside doğrudur. Fakat 𝑇𝐻-düzleminde Pisagor bağıntısının  𝑎𝐸
𝟐 = 𝑏𝐸

𝟐 + 𝑐𝐸
𝟐 ye 

karşı gelen denklem (4.5) ya da denklem (4.11) u sağlayan fakat hiçbir dik açıya sahip 

olmayan bir 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin varlığını gösteren bir örnek verilebilir. Şekil 4.6 da 

gösterildiği gibi, 𝑇𝐻-çemberlerinden faydalanılarak denklem (4.5) veya (4.11) deki 

Pisagor bağıntısının  𝑇𝐻-düzlemindeki karşılığını sağlayacak şekilde aynı kenar 

uzunluklarına sahip bir dik üçgen ile dik olmayan bir üçgen örneği verilmektedir. 

Bilindiği üzere, 𝑂 merkezli 𝑟 birim yarıçaplı 𝑇𝐻-çemberi, 𝑂 noktasına 𝑇𝐻-uzaklığı 𝑟 

birim olan tüm noktaların kümesidir. Bu noktaların geometrik yeri bir sekizgendir. 

Ayrıca Öklidyen çemberlerde olduğu gibi 𝑂 merkezli ve bu merkeze 𝑟 birim 𝑇𝐻-

uzaklığındaki bir nokta bu çemberi tamamen belirler. 

Örnek 4.2.1: Merkezi 𝑂 = (0,0), yarıçapı r birim ve köşeleri saat yönünde Şekil 4.6 

dekine benzer biçimde 𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉8 olarak isimlendirilmiş olan 𝑇𝐻-çemberi 

𝐶2 = {(𝑥, 𝑦)│(√3 − 1)(|𝑥| + |𝑦|) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{|𝑥|, |𝑦|}} 

olsun. Böylece, bahsi geçen 𝑇𝐻-çemberinin köşelerinin koordinatları sırasıyla 𝑉1 =

(0, 𝑟), 𝑉2 = (
√3

3
𝑟,

√3

3
𝑟), 𝑉3 = (𝑟, 0), 𝑉4 = (

√3

3
𝑟,

−√3

3
𝑟), 𝑉5 = (0, −𝑟), 𝑉6 =

(
−√3

3
𝑟+,

−√3

3
𝑟), 𝑉7 = (−𝑟, 0), 𝑉8 = (

−√3

3
𝑟,

√3

3
𝑟) dir. 𝐶2 çemberinin 𝑉1𝑉8 kenarına 𝑂 

dan inilen dikmenin ayağı 𝐴 = (
(−1−3√3)𝑟

13
,
(5+2√3)𝑟

13
) olsun. 𝐴 noktasını 𝑂′ =
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(
(−3+4√3)𝑟

39
,
(15−7√3)𝑟

39
) merkezinden geçen -1 eğimli doğru üzerinde bulunan 𝑉8

′ köşesi 

olarak kabul eden r birim yarıçaplı 𝐶2
′  çemberi şekilde gösterilen kırmızı çember olsun. 

Böylece 𝑂 açısı dik olacak şekilde, köşeleri saat yönünün tersine harflendirilmiş 𝐴𝑂𝑂′ 

üçgeni elde edilir. 𝑑𝑇𝐻(𝑂, 𝑂′) = 𝑐𝑇𝐻, 𝑑𝑇𝐻(𝑂, 𝐴) = 𝑏𝑇𝐻  ve 𝑑𝑇𝐻(𝑂′, 𝐴) = 𝑎𝑇𝐻 olarak 

isimlendirilsin, (Bkz; Şekil 4.6). 𝐴′ de 𝐶2 ve 𝐶2
′  çemberlerinin kesişiminde bir nokta 

olsun. 𝐴′ noktası hem 𝐶2  𝑇𝐻-çemberi hem de 𝐶2
′  𝑇𝐻-çemberi üzerinde olduğu için 

𝑑𝑇𝐻(𝑂, 𝐴) = 𝑏𝑇𝐻 ve 𝑑𝑇𝐻(𝑂′, 𝐴) = 𝑎𝑇𝐻 olduğundan 𝑑𝑇𝐻(𝑂, 𝐴′) = 𝑏𝑇𝐻 ve 

𝑑𝑇𝐻(𝑂′, 𝐴′) = 𝑎𝑇𝐻 elde edilir. Bu durumda 𝐴𝑂𝑂′ üçgenine Teorem 4.2.1 uygulanırsa 

𝑂𝑂′ doğru parçasının eğimi 𝑚 olmak üzere hiçbir dik açısı olmayan 𝐴′𝑂𝑂′ üçgeni 

içinde geçerli olan 

         𝑎𝑇𝐻 =
(√3−1)(| 𝑐𝑇𝐻𝑚− 𝑏𝑇𝐻|+| 𝑏𝑇𝐻𝑚+ 𝑐𝑇𝐻|)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{| 𝑏𝑇𝐻𝑚+ 𝑐𝑇𝐻|,| 𝑐𝑇𝐻𝑚− 𝑏𝑇𝐻|}      

(√3−1)(|𝑚|+1)+(2−√3)𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|}
          

eşitliği elde edilir. Böylece 𝑅𝑇𝐻
2  de Teorem 4.2.1 in karşıtının dolayısıyla Sonuç 4.2.2 

nin karşıtının doğru olmadığı gösterilmiş olur. 

 
 

Şekil 4.6. ℝTH
2  de denklem (4.5) i sağlayan bir dik üçgen ile dik olmayan üçgen. 

 

Aşağıdaki teorem  𝑇𝐻-düzlemindeki bir üçgenin bir dik açıya sahip olabilmesi için 

gerek ve yeter koşulu ifade eder.  Yeter koşul aslında Pisagor Teoreminin karşıtının 

başka bir ifadesidir. 

Teorem 4.2.2: 𝐴𝐵𝐶 üçgeni 𝑇𝐻-düzleminde kenar uzunlukları 𝑑𝑇𝐻(𝐵, 𝐶) = 𝑎𝑇𝐻, 

𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐶) = 𝑏𝑇𝐻 ve 𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵) = 𝑐𝑇𝐻 olan bir üçgen olsun; 𝑚1, 𝑚 ve 𝑚′ de sırasıyla 
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𝐵𝐶, 𝐴𝐵 ve 𝐴𝐶 kenarlarının eğimlerini göstersin. Buna göre 𝐴 açısının dik olması için 

gerek ve yeter koşul, 

𝜌(𝑥) =
√1 + 𝑥2

(√3 − 1)(1 + |𝑥|) + (2 − √3)𝑚𝑎𝑥{1, |𝑥|}
 

olmak üzere, 

[𝜌(𝑚1)]2𝑎𝑇𝐻
2 = [𝜌(𝑚)]2(𝑏𝑇𝐻

2+𝑐𝑇𝐻
2) = [𝜌(𝑚′)]2(𝑏𝑇𝐻

2+𝑐𝑇𝐻
2)     (4.15) 

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

İspat: (4.15) eşitliği geçerli ise 𝜌(𝑚) = 𝜌(𝑚′) ve [𝜌(𝑚1)]2. 𝑎𝑇𝐻
2 = [𝜌(𝑚)]2𝑏𝑇𝐻

2 +

[𝜌(𝑚)]2𝑐𝑇𝐻
2 = [𝜌(𝑚′)]2𝑏𝑇𝐻

2 + [𝜌(𝑚)]2𝑐𝑇𝐻
2 dir. O halde 

                        [𝜌(𝑚1)]2𝑎𝑇𝐻
2 = [𝜌(𝑚′)]2𝑏𝑇𝐻

2 + [𝜌(𝑚)]2𝑐𝑇𝐻
2                      (4.16) 

yazılabilir. 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚) ∙ 𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵) eşitliğini (4.16) eşitliğine uygularsak; 

 
 

Şekil 4.7. ℝTH
2  de A açısı dik olan ABC üçgeni. 

 

𝑑𝐸
2(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚)

2 ∙ 𝑑𝑇𝐻
2(𝐴, 𝐵) yani 𝑐𝐸

2 = 𝜌(𝑚)2 ∙ 𝑐𝑇𝐻
2, 𝑑𝐸

2(𝐵, 𝐶) = 𝜌(𝑚1)
2 ∙

𝑑𝑇𝐻
2(𝐵, 𝐶) yani 𝑎𝐸

2=𝜌(𝑚1)
2 ∙ 𝑎𝑇𝐻

2, 𝑑𝐸
2(𝐴, 𝐶) = 𝜌(𝑚′)

2 ∙ 𝑑𝑇𝐻
2(𝐴, 𝐶) yani 

𝑏𝐸
2
=𝜌(𝑚′)

2 ∙ 𝑏𝑇𝐻
2
dir. Böylece 𝑎𝐸

𝟐 = 𝑏𝐸
𝟐 + 𝑐𝐸

𝟐 elde edilir. Bu ise Öklidyen 

düzlemde Pisagor bağıntısına karşılık gelip, Öklidyen düzlemde Pisagor bağıntısının 

tersi de geçerli olduğundan 𝐴 açısının dik olduğunu gösterir. 

4.3  Thales Bağıntılarının Tetrakis Hexahedron Benzeri 

Bu bölümde Thales bağıntılarının Tetrakis Hexahedron düzlemindeki benzerleri [23] 

kaynağındaki benzer yöntemlerden faydalanılarak verilmektedir. 
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Teorem 4.3.1: (A.A.A.)  benzerlik teoremi ℝ𝑇𝐻
2  de geçerli değildir.  

İspat: (A. A. A. )  benzerliğinin ℝ𝑇𝐻
2  de geçerli olmadığını göstermek için bu özelliği 

sağlamayan bir örnek verilmesi yeterlidir. Şekil 4.8 de gösterildiği gibi 𝐴 = (2,1), 𝐵 =

(1,2), 𝐶 = (3,2), 𝐴′ = (0,1), 𝐵′ = (3,0) ve 𝐶′ = (1, −2) noktaları verilsin. Bu 

noktalarla oluşturulan 𝐴𝐵𝐶 ve 𝐴′𝐵′𝐶′ üçgenlerini göz önüne alalım. Dikkat edilirse 

𝑚(𝐴) = 𝑚(𝐴′), 𝑚(𝐵) = 𝑚(𝐵′) 𝑣𝑒 𝑚(𝐶) = 𝑚(𝐶′) dir. Öklid düzleminde 

(A.A.A.) benzerliğinden 𝐴𝐵𝐶 ~𝐴′𝐵′𝐶′ dür. Ancak 𝑇𝐻-düzleminde 𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐵) =

√3,  𝑑𝑇𝐻(𝐴′𝐵′) = 2, 𝑑𝑇𝐻(𝐵, 𝐶) = 2, 𝑑𝑇𝐻(𝐵′𝐶′) = 2√3,  𝑑𝑇𝐻(𝐴, 𝐶) =

√3 ve  𝑑𝑇𝐻(𝐴′𝐶′) = 2 olup 
√3

2
=

√3

2
≠

2

2√3
=

√3

3
 dir. Dolayısıyla 𝐴𝐵𝐶 ile 𝐴′𝐵′𝐶′ 

benzer değillerdir. 

Sonuç olarak 𝑇𝐻-düzleminde (A.A.A.) ve diğer benzerlik bağıntıları 

sağlanmamaktadır.  

 
 

Şekil 4.8. TH-düzleminde (A.A.A.) benzerlik teoremini sağlamayan iki üçgen. 

 

Teorem 4.3.2: Kesişen iki doğru, paralel üç doğru ile kesiştirildiğinde oluşan 

üçgenlerin karşılıklı kenar uzunlukları orantılıdır. Yani Şekil 4.9 de verilen 

𝑑1,  𝑑2 , 𝑑3 , ℓ1 𝑣𝑒 ℓ2 doğruları için  𝑑1 ∥ 𝑑2 ∥ 𝑑3 , ℓ1 ∦ ℓ2 ve ℓ𝑖 ∦ 𝑑𝑗 , 𝑖 = 1,2, j=1,2,3 

ise 

i. 
𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐸)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐷,𝐸)
  

ii.  
𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐹)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐹,𝐺)
 

dir. 
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Şekil 4.9. ℝTH
2  de üç paralel doğru tarafından kesilen paralel olmayan iki doğru. 

 

İspat: 

i. 𝐴, 𝐵, 𝐷 noktaları ve 𝐴, 𝐶, 𝐸 noktaları doğrudaş olduğundan Sonuç 4.1.2 

gereğince 
𝑑𝐸(𝐴,𝐵)

𝑑𝐸(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐷)
 ve 

𝑑𝐸(𝐴,𝐶)

𝑑𝐸(𝐴,𝐸)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐸)
 , dolayısıyla 

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐸)
 dir. 

𝑑1 doğrusunun eğimi m olsun. 𝑑1 // 𝑑2 // 𝑑3 olduğundan  𝑑2 ve  𝑑3 doğrularının 

eğilimleri de m dir. Önerme 4.1.2 gereğince 𝑚 ∈ ℝ için𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) =

 
√1+𝑚2

(√3−1)(1+|𝑚|)+(2−√3)max {1,|𝑚|}
. 𝑑𝑇𝐻(𝐵, 𝐶) ve 𝑑𝐸(𝐷, 𝐸) =

 
√1+𝑚2

(√3−1)(1+|𝑚|)+(2−√3)max {1,|𝑚|}
. 𝑑𝑇𝐻(𝐷, 𝐸) olup eşitlikler taraf tarafa oranlanırsa 

𝑑𝐸(𝐵, 𝐶)

𝑑𝐸(𝐷, 𝐸)
=  

√1 + 𝑚2

(√3 − 1)(1 + |𝑚|) + (2 − √3)max {1, |𝑚|}
𝑑𝑇𝐻(𝐵, 𝐶)

√1 + 𝑚2

(√3 − 1)(1 + |𝑚|) + (2 − √3)max {1, |𝑚|}
𝑑𝑇𝐻(𝐷, 𝐸)

=
𝑑𝑇𝐻(𝐵, 𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐷, 𝐸)
 

Elde edilir.  𝑚 → ∞ için 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝑑𝑇𝐻(𝐵, 𝐶) ve 𝑑𝐸(𝐷, 𝐸) = 𝑑𝑇𝐻(𝐷, 𝐸) 

olduğundan 
𝑑𝐸(𝐵,𝐶)

𝑑𝐸(𝐷,𝐸)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐷,𝐸)
 dir. Sonuç olarak 

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐸)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐷,𝐸)
 elde 

edilir.  

ii. Benzer biçimde 𝐴, 𝐵, 𝐺 noktaları ve 𝐴, 𝐶, 𝐹 noktaları doğrudaş olduğundan 

Sonuç 4.1.2 gereğince 
𝑑𝐸(𝐴,𝐵)

𝑑𝐸(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐺)
 ve 

𝑑𝐸(𝐴,𝐶)

𝑑𝐸(𝐴,𝐹)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐹)
, dolayısıyla 

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐹)
 dir. Önerme 4.1.2 gereğince 𝑚 ∈ ℝ için 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) =

 
√1+𝑚2

(√3−1)(1+|𝑚|)+(2−√3)max {1,|𝑚|}
𝑑𝑇𝐻(𝐵, 𝐶)  ve  𝑑𝐸(𝐹, 𝐺) =
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√1+𝑚2

(√3−1)(1+|𝑚|)+(2−√3)max {1,|𝑚|}
𝑑𝑇𝐻(𝐹, 𝐺) olup bu eşitlikler taraf tarafa 

oranlanırsa 
𝑑𝐸(𝐵,𝐶)

𝑑𝐸(𝐹,𝐺)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐹,𝐺)
 elde edilir. 𝑚 → ∞ için 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) =

𝑑𝑇𝐻(𝐵, 𝐶) ve 𝑑𝐸(𝐹, 𝐺) = 𝑑𝑇𝐻(𝐹, 𝐺) olduğundan, 
𝑑𝐸(𝐵,𝐶)

𝑑𝐸(𝐹,𝐺)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐹,𝐺)
 dir. Sonuç olarak 

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐴,𝐹)
=

𝑑𝑇𝐻(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝐻(𝐹,𝐺)
 elde edilir. 
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5. ℝ𝐓𝐎
𝟐  NUN TEMEL ÖZELLİKLERİ VE ℝ𝐓𝐎

𝟐  DA PİSAGOR TEOREMİ VE 

THALES BAĞINTILARI 

5.1  ℝ𝐓𝐎
𝟐  nun Temel Özellikleri 

Bu bölümde daha önceden [4] de 3 boyutlu analitik uzayda verilen Truncated 

Octahedron metriğinin izdüşüm kullanılarak elde edilen 2 boyutlu analitik düzlemdeki 

tanımı verilmekte ve bazı özelliklerine değinilmektedir. 

Tanım 5.1.1: ℝ2 de 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1) ve 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2) noktaları verilsin.  

𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|,
2

3
(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|)} 

biçiminde tanımlı 𝑑𝑇𝑂: ℝ2 × ℝ2 → [0, ∞) uzaklık fonksiyonuna Truncated 

Octahedron fonksiyonu denir. 

Teorem 5.1.1:  𝑑𝑇𝑂 uzaklık fonksiyonu ℝ2 de bir metriktir. 

İspat: 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2), 𝑃3 = (𝑥3, 𝑦3) ∈ ℝ2 verilsin. 𝑑𝑇𝑂 nun metrik 

olduğunu kanıtlamak için her 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ ℝ2 için   

(𝑖) 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) ≥ 0 ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = 0 ⟺ 𝑃1 = 𝑃2 

(𝑖𝑖) 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃1) 

(𝑖𝑖𝑖) 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) ≤ 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) 

aksiyomlarının sağlandığı gösterilmelidir. 

(𝑖) 𝑑𝑇𝑂 uzaklık fonksiyonu 

𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|,
2

3
(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|)}  

biçiminde tanımlı olduğundan, mutlak değer her zaman negatif olmayan değerler 

üreteceğinden, mutlak değerin maximumu da negatif olmayan değerler alacağından 

𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) ≥ 0 dır. Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = 0 ise |𝑥1 − 𝑥2| = 0, |𝑦1 − 𝑦2| = 0 

olup 𝑥1 = 𝑥2 , 𝑦1 = 𝑦2 ve dolayısıyla 𝑃1 = 𝑃2 elde edilir. Tersine 𝑃1 = 𝑃2 ise 𝑥1 =

𝑥2, 𝑦1 = 𝑦2 olacağından |𝑥1 − 𝑥2| = 0, |𝑦1 − 𝑦2| = 0 olup 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = 0 bulunur. 

(𝑖𝑖) Mutlak değer tanımından, açıkça 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃1) dir. Yani 𝑑𝑇𝑂 uzaklık 

fonksiyonu simetriktir. 
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(𝑖𝑖𝑖) 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2) ve 𝑃3 = (𝑥3, 𝑦3) ∈  ℝ2 olsun. 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) ≤

𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) eşitsizliğinin sağlandığı gösterilmelidir. 𝑃1, 𝑃2 and 𝑃3 

noktaları için 

𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑥1 − 𝑥3|, |𝑦1 − 𝑦3|,
2

3
(|𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3|)} 

𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|,
2

3
(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|)} 

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑥2 − 𝑥3|, |𝑦2 − 𝑦3|,
2

3
(|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|)} 

bahsedilen eşitsizliği incelemek için 27 durum dikkate alınmalıdır ; 

Durum 1: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑥1 − 𝑥2| ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =

|𝑥2 − 𝑥3| ise 

𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3| = |𝑥1 − 𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥2| 

                       ≤ |𝑥1 − 𝑥2| + |𝑥2 − 𝑥3| 

                    = 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3)  

elde edilir. 

Durum 2: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑦1 − 𝑦2|ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =

2

3
(|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|) ise 

𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3| = |𝑥1 − 𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥2| 

                    ≤ |𝑥1 − 𝑥2| + |𝑥2 − 𝑥3| 

                       ≤ |𝑦1 − 𝑦2| +
2

3
(|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|) 

                      = 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3)  

elde edilir. 

Eşitsizliğin geçerli olduğunun benzer hesaplamalarla kolaylıkla gösterilebildiği diğer 

durumlarda aşağıda belirtilmiştir; 

Durum 3: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑥1 − 𝑥2| ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =

2

3
(|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|) ise, 
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Durum 4: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑥1 − 𝑥2| ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =

|𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 5: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑦1 − 𝑦2| ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =

|𝑥2 − 𝑥3| ise, 

Durum 6: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑦1 − 𝑦2| ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =

|𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 7: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|) ve 

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) = |𝑥2 − 𝑥3| ise, 

Durum 8: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|) ve 

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) = |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 9: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|) ve 

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|) ise, 

Durum 10: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑦1 − 𝑦3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑥1 − 𝑥2| ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =

|𝑥2 − 𝑥3| ise, 

Durum 11: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑦1 − 𝑦3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑥1 − 𝑥2| ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =

|𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 12: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑦1 − 𝑦3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑥1 − 𝑥2| ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =

,
2

3
(|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|) ise, 

Durum 13: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑦1 − 𝑦3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑦1 − 𝑦2| ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =

|𝑥2 − 𝑥3| ise, 

Durum 14: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑦1 − 𝑦3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑦1 − 𝑦2| ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =

|𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 15: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑦1 − 𝑦3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑦1 − 𝑦2| ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =

2

3
(|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|) ise, 

Durum 16: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑦1 − 𝑦3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|) ve 

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) = |𝑥2 − 𝑥3| ise, 
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Durum 17: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑦1 − 𝑦3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|) ve 

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) = |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 18: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) = |𝑦1 − 𝑦3|, 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|) 

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|) ise, 

Durum 19: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3|), 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑥1 − 𝑥2| ve 

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) = |𝑥2 − 𝑥3| ise, 

Durum 20: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3|), 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑥1 − 𝑥2|  ve 

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) = |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 21: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3|), 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑥1 − 𝑥2|  ve 

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|) ise, 

Durum 22: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3|), 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑦1 − 𝑦2| ve 

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) = |𝑥2 − 𝑥3| ise, 

Durum 23: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3|), 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑦1 − 𝑦2| ve 

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) = |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 24: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3|), 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) = |𝑦1 − 𝑦2| ve 

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|) ise, 

Durum 25: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3|), 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) =

2

3
(|𝑥1 −

𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|) ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) = |𝑥2 − 𝑥3| ise, 

Durum 26: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3|), 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) =

2

3
(|𝑥1 −

𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|) ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) = |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 27: Eğer 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3|), 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) =

2

3
(|𝑥1 −

𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|) ve 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) =
2

3
(|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|) ise, 

böylece 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃3) ≤ 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑃3) elde edilir. 

Sonuç olarak 2 boyutlu analitik düzlemde 𝑑𝑇𝑂uzaklık fonksiyonu bir metriktir ve bu 

metrikle döşenmiş düzlem ℝ𝑇𝑂
2  olarak gösterilmektedir.   
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Önerme 5.1.1: Her Öklidyen öteleme 𝑇𝑂-düzleminde uzaklığı konur. Böylece 

ötelemeler  ℝ𝑇𝑂
2  de bir izometridir.  

İspat: 𝐴 = (𝑎1, 𝑎2), 𝑋 = (𝑥, 𝑦)  ∈  ℝ2 olmak üzere 𝑇𝐴:  ℝ𝑇𝑂
2  →   ℝ𝑇𝑂

2 , 𝑇𝐴(𝑋) = 𝐴 +

𝑋 olacak şekilde  ℝ𝑇𝑂
2  da bir öteleme olsun.  𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1) , 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2)  ∈  ℝ2 için 

𝑑𝑇𝑂(𝑇𝐴(𝑃1), 𝑇𝐴(𝑃2) )
= max {|𝑥1 + 𝑎1 − 𝑥2 − 𝑎1|, |𝑦1 + 𝑎2 − 𝑦2 − 𝑎2|,
2

3
(|𝑥1 + 𝑎1 − 𝑥2 − 𝑎1| + |𝑦1 + 𝑎2 − 𝑦2 − 𝑎2|)}

= max {|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|,
2

3
(|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|)}

= 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑃2)

 

dir. 

Dolayısıyla 𝑇𝐴  ℝ𝑇𝑂
2  da bir izometridir. 

Önerme 5.1.2: 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ𝑇𝑂
2  ve kartezyen koordinat düzleminde dikey bir doğru 

üzerinde bulunmayan iki nokta, 𝑚 de bu iki noktadan geçen doğrunun eğimi ise, 

𝜌(𝑚) =
√1 + 𝑚2

𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑚|,
2
3

(1 + |𝑚|)}
 

olmak üzere  

                                  𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚). 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵)                              (5.1) 

dir. Ayrıca 𝐴 ve 𝐵 dikey bir doğru üzerinde bulunan iki nokta ise, 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) =

𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵) dir. 

İspat: 𝐴 = (𝑥1, 𝑦1) ve 𝐵 = (𝑥2, 𝑦2) ℝ𝑇𝑂
2  de iki nokta olsun. Eğer 𝐴 ve 𝐵 dikey doğru 

üzerinde değilse, 𝑥1 ≠ 𝑥2 ise 𝑑𝐸 ve 𝑑𝑇𝑂 nin tanımını kullanarak,  

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 = |𝑥2 − 𝑥1|√1 + 𝑚2 

ve 

𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|,
2

3
(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|)}  

= |𝑥1 − 𝑥2|𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑚|,
2

3
(1 + |𝑚|)} 

biçiminde yazılabilir. Her iki eşitliği karşılıklı olarak birbirine oranlarsak; 
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𝑑𝐸(𝐴, 𝐵)

𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵)
=

√1 + 𝑚2

𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑚|,
2
3

(1 + |𝑚|)}
 

elde ederiz. Böylece, 

𝜌(𝑚) =
√1 + 𝑚2

𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑚|,
2
3

(1 + |𝑚|)}
 

olduğunda, 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚). 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵) 

dır. Eğer 𝐴 ve 𝐵 dikey doğru üzerinde ise, 𝑥1 = 𝑥2 dir. Bu durumda 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = |𝑦2 −

𝑦1| ve  𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵) = |𝑦2 − 𝑦1| olur.  Böylece 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵) eşitliği elde edilir. 

Önerme 5.1.2 doğrudaş noktalar için 𝑑𝑇𝑂 uzaklığının Öklid uzaklığının pozitif sabit 

bir katı olduğunu belirtir. 

Sonuç 5.1.1:  𝑃1, 𝑃2 ve 𝑋, ℝ2 de doğrudaş üç nokta olmak üzere  

𝑑𝐸(𝑃1, 𝑋) = 𝑑𝐸(𝑃2, 𝑋) ⇔ 𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑋) = 𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑋) 

dir. 

Sonuç 5.1.2:  𝑃1, 𝑃2 ve 𝑋, ℝ2 de üç farklı ve doğrudaş nokta olmak üzere 

𝑑𝐸(𝑃1, 𝑋)

𝑑𝐸(𝑃2, 𝑋)
=

𝑑𝑇𝑂(𝑃1, 𝑋)

𝑑𝑇𝑂(𝑃2, 𝑋)
 

dir.  

Tanım 5.1.2: ℝ𝑇𝑂
2  da merkezi 𝑃1 = (𝑥0, 𝑦0) ve yarıçapı 𝑟 birim olan çember  

𝑑𝑇𝑂(𝑃, 𝑃1) = {𝑃 = (𝑥, 𝑦)|𝑚𝑎𝑥 {|𝑥 − 𝑥0|, |𝑦 − 𝑦0|,
2

3
(|𝑥 − 𝑥0| + |𝑦 − 𝑦0|)} = 𝑟} 

kümesidir ve bu kümenin noktalarının geometrik yeri Şekil 5.1 de gösterildiği gibi 

köşeleri 𝑉1, 𝑉2, … … , 𝑉8 olan bir sekizgendir. Ayrıca 𝑉𝑖, 𝑖 = 1,2, … ,8 köşe noktalarının 

koordinatları; 𝑉1: (𝑥0 +
𝑟

2
, 𝑦0 + 𝑟), 𝑉2: (𝑥0 + 𝑟, 𝑦0 +

𝑟

2
), 𝑉3: (𝑥0 + 𝑟, 𝑦0 −

𝑟

2
), 𝑉4: 

(𝑥0 +
𝑟

2
, 𝑦0 − 𝑟), 𝑉5: (𝑥0 −

𝑟

2
, 𝑦0 − 𝑟),𝑉6: (𝑥0 − 𝑟, 𝑦0 −

𝑟

2
) 𝑉7: (𝑥0 − 𝑟, 𝑦0 +

𝑟

2
), 𝑉8: 

(𝑥0 −
𝑟

2
, 𝑦0 + 𝑟) biçimindedir. 
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Şekil 5.1. P1 = (x0, y0) merkezli Truncated Octahedron çemberi. 

 

5.2 Pisagor Teoreminin Truncated Octahedron Benzeri 

Bu bölümde Pisagor teoreminin Truncated Octahedron düzlemindeki benzerleri [22] 

kaynağına benzer yöntemlerden faydalanılarak verilmektedir. Kartezyen koordinat 

düzleminde iki nokta arasındaki Öklid ve Truncated Octahedron uzunluklarını 

birbirine dönüştürmeye yarayan bir bağıntı veren ve bu bağıntının bir özelliğini 

belirten aşağıdaki iki önerme ile Önerme 5.1.2 konu içinde önemli bir role sahiptir. 

Önerme 5.2.1: m sıfırdan farklı bir reel sayı ve 𝑚′ =
−1

𝑚
  ise, 

𝜌(𝑚) = 𝜌(𝑚′) =  𝜌(−𝑚) = 𝜌(−𝑚′)                                  (5.2) 

dir. 

İspat: 𝑚 ∈ ℝ − {0} ise, 𝑚′ =
−1

𝑚
∈ ℝ − {0} dir. 𝜌(𝑚) in tanımı kullanılarak 

𝜌 (−
1

𝑚
) =

√1 + (
−1
𝑚 )

2

𝑚𝑎𝑥 {1, |
−1
𝑚 | ,

2
3 (1 + |

−1
𝑚 |)}

=
√1 + 𝑚2

𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑚|,
2
3

(1 + |𝑚|)}

= 𝜌(𝑚)

 

elde edilir. Benzer şekilde 𝜌(𝑚) = 𝜌(−𝑚) ve 𝜌(𝑚′) = 𝜌(−𝑚) oldukları da 

kolaylıkla elde edilir. 
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Bundan sonra aksi belirtilmedikçe 𝐴𝐵𝐶, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat 

yönünün tersine harflendirilmiş, 𝐴 açısı dik olan bir üçgeni gösterecek ve daha önce 

tanımlandığı gibi bu üçgenin kenarlarının Öklidyen uzunlukları 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝑎𝐸, 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐶) = 𝑏𝐸 ve 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝑐𝐸, 𝑇𝑂-uzunlukları 𝑑𝑇𝑂(𝐵, 𝐶) = 𝑎𝑇𝑂, 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐶) =

𝑏𝑇𝑂 ve 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵) = 𝑐𝑇𝑂 olarak alınacaktır.  

Aşağıdaki önerme, bir dik üçgenin Öklid uzunlukları 𝑏𝐸 ve 𝑐𝐸 ile 𝑇𝑂 uzunlukları 𝑏𝑇𝑂 

ve 𝑐𝑇𝑂 nin genel olarak farklı olmasına rağmen oranlarının eşit olduğunu ifade eder. 

Önerme 5.2.2: 𝐴𝐵𝐶, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat yönünün tersine 

harflendirilmiş, 𝐴 açısı dik olan bir üçgen olsun.𝑑𝐸(𝐴, 𝐶) = 𝑏𝐸, 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝑐𝐸, 

𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐶) = 𝑏𝑇𝑂 ve 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵) = 𝑐𝑇𝑂 ise,   

𝑏𝐸

𝑐𝐸
=

𝑏𝑇𝑂

𝑐𝑇𝑂
                                                       (5.3) 

dir. 

İspat: 𝐴𝐵𝐶, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat yönünün tersine 

harflendirilmiş, 𝐴 açısı dik olan bir üçgen olsun. Eğer  𝐴𝐵𝐶 üçgeninin 𝐴𝐵 ve 

𝐴𝐶 kenarları koordinat eksenlerine paralel ise, 𝑐𝐸 = 𝑐𝑇𝑂 ve 𝑏𝐸 = 𝑏𝑇𝑂 olacağı açıktır. 

Böylece bu iki eşitliğin karşılıklı oranları birbirine eşittir. 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik 

kenarlarından biri koordinat eksenlerine paralel olmasın. Bu durumda diğer dik kenar 

da bir koordinat eksenine paralel değildir. Ancak kenarlar birbirine dik olduğundan, 

eğer 𝐴𝐵 doğrusunun eğimi 𝑚 ise, 𝐴𝐶 doğrusunun eğimi 𝑚′ = −
1

𝑚
  dir.   

 (5.1) ve (5.2) denklemleri kullanılarak; 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐶)

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵)
=

𝜌(𝑚). 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐶)

𝜌(𝑚). 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵)
 

böylece, 

𝑏𝐸

𝑐𝐸
=

𝑝(𝑚). 𝑏𝑇𝑂

𝑝(𝑚). 𝑐𝑇𝑂
=

𝑏𝑇𝑂

𝑐𝑇𝑂
 

elde edilir. 

Teorem 5.2.1:  

i. Eğer 𝐴𝐵𝐶  üçgeninin dik kenarları koordinat eksenlerine paralel ise, 

𝑎𝑇𝑂 = 𝑚𝑎𝑥 {𝑏𝑇𝑂, 𝑐𝑇𝑂,
2

3
(𝑏𝑇𝑂 + 𝑐𝑇𝑂)}                                   (5.4) 



59 
 

ii. Eğer 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik kenarları koordinat eksenlerine paralel değil, 

hipotenüsü de (yani 𝐵𝐶 kenarı) dikey değil ise, dik kenarlardan birinin eğimi 𝑚 olmak 

üzere,  

 𝑎𝑇𝑂 =
𝑚𝑎𝑥{|𝑏𝑇𝑂𝑚+𝑐𝑇𝑂|,|𝑐𝑇𝑂𝑚−𝑏𝑇𝑂|,

2

3
(|𝑏𝑇𝑂𝑚+𝑐𝑇𝑂|+|𝑐𝑇𝑂𝑚−𝑏𝑇𝑂|)}      

𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|,
2

3
(1+|𝑚|)}

               (5.5) 

dir. 

İspat: 

i. 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik kenarları koordinat eksenlerine paralel olsun ve Şekil 5.2 

de gösterildiği gibi 𝐴, 𝐵 ve 𝐶 nin koordinatları sırasıyla (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦1) ve (𝑥1, 𝑦2) 

olsun.  

𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|,
2

3
(|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|)} 

dolayısıyla 

𝑎𝑇𝑂 = 𝑚𝑎𝑥 {𝑏𝑇𝑂 , 𝑐𝑇𝑂 ,
2

3
(𝑏𝑇𝑂 + 𝑐𝑇𝑂)} 

olduğu açıktır. 

 
 

Şekil 5.2. ℝTO
2  da dik kenarları koordinat eksenine paralel olan ABC üçgeni. 

 

ii. Şekil 5.3 de gösterildiği gibi 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik kenarları koordinat eksenine 

paralel değil ve hipotenüsü de (yani 𝐵𝐶 kenarı) dikey bir doğru üzerinde değil ise, dik 

kenarlardan birinin eğimi 𝑚 ve hipotenüsün eğimi 𝑚1 olmak üzere, 𝐴𝐶 kenarının 
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eğimi de 𝑚′ = −
1

𝑚
  ve 𝑡𝑎𝑛 𝜃 =

𝑚−𝑚1

1+𝑚∙𝑚1
 dir. Denklem (3) kullanılarak,  𝑡𝑎𝑛 𝜃 =

𝑏𝐸

𝑐𝐸
=

𝑏𝑇𝑂

𝑐𝑇𝑂
  elde edilir. Böylece  

𝑏𝑇𝑂

𝑐𝑇𝑂
=

𝑚−𝑚1

1+𝑚∙𝑚1
                                                       (5.6) 

ve  

𝑚1 =
𝑐𝑇𝑂∙𝑚−𝑏𝑇𝑂

𝑏𝑇𝑂∙𝑚+𝑐𝑇𝑂
                                                     (5.7) 

dir. 

 
 

Şekil 5.3. ℝTO
2   de dik kenarlarından herhangi biri koordinat eksenlerine paralel 

olmayan ve dikey bir doğru üzerinde bulunmayan bir hipotenüse sahip ABC üçgeni. 

 

Denklem (5.1) göz önüne alınırsa; 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚) ∙ 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵) ⇒ 𝑐𝐸 = 𝜌(𝑚) ∙ 𝑐𝑇𝑂 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐶) = 𝜌(𝑚′) ∙ 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐶) ⇒ 𝑏𝐸 = 𝜌(𝑚) ∙ 𝑏𝑇𝑂 

𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝜌(𝑚1) ∙ 𝑑𝑇𝑂(𝐵, 𝐶) ⇒ 𝑎𝐸 = 𝜌(𝑚1) ∙ 𝑎𝑇𝑂 

elde edilir ve bu eşitlikler Öklidyen düzlemdeki Pisagor Teoreminde yani  𝑎𝐸
𝟐 =

𝑏𝐸
𝟐 + 𝑐𝐸

𝟐 eşitliğinde yerine yazılırsa 

[𝜌(𝑚1)]2𝑎𝑇𝑂
2 = [𝜌(𝑚)]2(𝑏𝑇𝑂

2+𝑐𝑇𝑂
2)                                 (5.8) 

elde edilir. Daha açık olarak 

(
√1+ 𝑚1

2

𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚1|,
2

3
(1+|𝑚1|)}

)

2

𝑎𝑇𝑂
2 = (

√1+ 𝑚2

𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|,
2

3
(1+|𝑚|)}

)

2

(𝑏𝑇𝑂
2+𝑐𝑇𝑂

2)              (5.9) 
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dir. Böylece (5.9) denklemde 𝑚1 =
𝑐𝑇𝑂∙𝑚−𝑏𝑇𝑂

𝑏𝑇𝑂∙𝑚+𝑐𝑇𝑂
   olduğu kullanılarak, 

𝑎𝑇𝑂 =
𝑚𝑎𝑥 {|𝑏𝑇𝑂𝑚 + 𝑐𝑇𝑂|, |𝑐𝑇𝑂𝑚 − 𝑏𝑇𝑂|,

2
3

(|𝑏𝑇𝑂𝑚 + 𝑐𝑇𝑂| + |𝑐𝑇𝑂𝑚 − 𝑏𝑇𝑂|)}      

𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑚|,
2
3

(1 + |𝑚|)}
 

elde edilir. 

Sonuç 5.2.1: 𝐵𝐶 kenarı, yani 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin hipotenüsü, koordinat eksenlerinden 

birine paralel ise, 

𝑎𝑇𝑂 =
𝑏𝑇𝑂

2+𝑐𝑇𝑂
2

𝑚𝑎𝑥{𝑏𝑇𝑂,𝑐𝑇𝑂,
2

3
(𝑏𝑇𝑂+𝑐𝑇𝑂)}

                                       (5.10)  

dir. 

İspat: 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin 𝐵𝐶 kenarı koordinat eksenlerinden birine paralel olsun, (Bkz: 

Şekil 5.4 ve Şekil 5.5). Eğer 𝐵𝐶 kenarı x-eksenine paralel ise 𝑚 1 = 0 olup 𝑝(𝑚1) =

1 dir. 𝐵𝐶 kenarı y-eksenine paralel ise 𝑚1 = ∞ olup 𝑝(𝑚1) → 1 dir.  Her iki durum 

için de denklem (5.8), 𝐴𝐵 kenarının eğimi 𝑚 olmak üzere, 𝑎𝑇𝑂
2 =

[𝑝(𝑚)]2(𝑏𝑇𝑂
2+𝑐𝑇𝑂

2) haline indirgenir. 

 
 

Şekil 5.4. ℝTO
2  da hipotenüsü x-eksenine paralel olan ABC üçgeni. 
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Şekil 5.5. ℝTO
2  da hipotenüsü y-eksenine paralel olan ABC üçgeni. 

 

Benzer üçgenler ve denklem (5.3) den, 𝐵𝐶 yatay iken, |𝑚| = |
𝐴𝐷

𝐵𝐷
| = |

𝐴𝐶

𝐴𝐵
| =

𝑏𝑇𝑂

𝑐𝑇𝑂
  ve  

𝐵𝐶 dikey iken, |𝑚| =
𝑐𝑇𝑂

𝑏𝑇𝑂
 elde edilir. Böylece 𝐵𝐶 yatay ise, 

𝑎𝑇𝑂
2 =

(

 
 
 √1 + (

𝑏𝑇𝑂

𝑐𝑇𝑂
)

2

𝑚𝑎𝑥 {1, |
𝑏𝑇𝑂

𝑐𝑇𝑂
| ,

2
3

(1 + |
𝑏𝑇𝑂

𝑐𝑇𝑂
|)}

)

 
 
 

2

(𝑏𝑇𝑂
2+𝑐𝑇𝑂

2) 

ve  𝐵𝐶 dikey ise, 

𝑎𝑇𝑂
2 =

(

 
 
 √1 + (

𝑐𝑇𝑂

𝑏𝑇𝑂
)

2

𝑚𝑎𝑥 {1, |
𝑐𝑇𝑂

𝑏𝑇𝑂
| ,

2
3

(1 + |
𝑐𝑇𝑂

𝑏𝑇𝑂
|)}

)

 
 
 

2

(𝑏𝑇𝑂
2+𝑐𝑇𝑂

2) 

elde edilir. Her iki denklem sonucunun denklem (5.10) a eşit olduğu açıktır. 

Bir sonraki sonuç da Pisagor Teoreminin bir 𝑇𝑂-benzeridir ve dik kenarlardan birinin 

eğimi yerine hipotenüsün eğimini parametre olarak içermektedir. 

Sonuç 5.2.2: Eğer 𝐴𝐵𝐶 üçgenin hiçbir kenarı koordinat eksenlerine paralel değil ise, 

𝐵𝐶 kenarının, yani hipotenüsün eğimi 𝑚1 olmak üzere, 

     𝑎𝑇𝑂 =
𝑚𝑎𝑥{|𝑏𝑇𝑂

2+𝑐𝑇𝑂
2|,|𝑐𝑇𝑂

2𝑚1+𝑏𝑇𝑂
2𝑚1|,

2

3
(|𝑏𝑇𝑂

2+𝑐𝑇𝑂
2|+|𝑐𝑇𝑂

2𝑚1+𝑏𝑇𝑂
2𝑚1|)}

𝑚𝑎𝑥{|𝑐𝑇𝑂−𝑏𝑇𝑂𝑚1|,|𝑏𝑇𝑂+𝑐𝑇𝑂𝑚1|,
2

3
(|𝑐𝑇𝑂−𝑏𝑇𝑂𝑚1|+|𝑏𝑇𝑂+𝑐𝑇𝑂𝑚1|)}

             (5.11)         
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dir. 

İspat: 𝐴𝐵 kenarının eğimi 𝑚 ise denklem (5.6) dan  

𝑚 =
𝑏𝑇𝑂+𝑐𝑇𝑂𝑚1

𝑐𝑇𝑂−𝑏𝑇𝑂𝑚1
                                                (5.12) 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikteki 𝑚 denklem (5.5) de yerine konulursa denklem (5.11) 

elde edilir. 

Uyarı 5.2.1: 𝐴𝐵 kenarı x-eksenine paralel, yani 𝑚 = 0 iken ya da 𝐴𝐵 kenarı dikey, 

yani 𝑚 → ∞ iken; denklem (5.5) denklem (5.4) deki eşitliğe indirgenir. Ayrıca (5.4) 

denklemi şu şekilde de elde edilir; 𝑚1 = 𝑡𝑎𝑛𝛼 =
𝑐𝑇𝑂

𝑏𝑇𝑂
 ve 𝑝(𝑚) → 1 dir. (5.8) ile verilen 

denklemi daha açık olarak 
1+ 𝑚1

2

(𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚1|,
2

3
(1+|𝑚1|)})

2 𝑎𝑇𝑂
2 = 𝑏𝑇𝑂

2+𝑐𝑇𝑂
2 biçiminde 

yazılabilir. Bu denklemde 𝑚1 =
𝑐𝑇𝑂

𝑏𝑇𝑂
 yerine konulduğunda, denklem (5.4) elde edilir. 

Benzer bir şekilde, 𝐵𝐶 kenarı x-eksenine paralel, yani 𝑚1 = 0 iken ya da 𝐵𝐶 kenarı 

dikey, yani 𝑚1 → ∞ iken; denklem (5.11) denklem (5.10) daki eşitliğe indirgenir. 

Ayrıca (5.10) denklemi şu şekilde de elde edilebilir; 𝑚 = 𝑡𝑎𝑛𝛼 = −
𝑐𝑇𝑂

𝑏𝑇𝑂
 ve 𝑝(𝑚1) →

1 dir. (5.8) ile verilen denklemi daha açık olarak 𝑎𝑇𝑂
2 =

1+ 𝑚2

(𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|,
2

3
(1+|𝑚|)})

2 (𝑏𝑇𝑂
2+𝑐𝑇𝑂

2) Biçiminde yazılabilir. Bu denklemde 𝑚 = −
𝑐𝑇𝑂

𝑏𝑇𝑂
  

yerine konulduğunda, denklem (5.10) elde edilir. 

Uyarı 5.2.2: 𝐴  açısı dik olan 𝐴𝐵𝐶 üçgeni saat yönünde harflendirilirse 𝑏𝑇𝑂 ve 𝑐𝑇𝑂 nin 

rolleri değişir. Böylece denklem (5.5); 

𝑎𝑇𝑂 =
𝑚𝑎𝑥 {|𝑐𝑇𝑂𝑚 + 𝑏𝑇𝑂|, |𝑏𝑇𝑂𝑚 − 𝑐𝑇𝑂|,

2
3

(|𝑐𝑇𝑂𝑚 + 𝑏𝑇𝑂| + |𝑏𝑇𝑂𝑚 − 𝑐𝑇𝑂|)}      

𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑚|,
2
3

(1 + |𝑚|)}
  (5.13) 

şekline, 

Benzer şekilde denklem (5.11),  

   𝑎𝑇𝑂 =
𝑚𝑎𝑥{|𝑐𝑇𝑂

2+𝑏𝑇𝑂
2|,|𝑏𝑇𝑂

2𝑚1+𝑐𝑇𝑂
2𝑚1|,

2

3
(|𝑐𝑇𝑂

2+𝑏𝑇𝑂
2|+|𝑏𝑇𝑂

2𝑚1+𝑐𝑇𝑂
2𝑚1|)}

𝑚𝑎𝑥{|𝑏𝑇𝑂−𝑐𝑇𝑂𝑚1|,|𝑐𝑇𝑂+𝑏𝑇𝑂𝑚1|,
2

3
(|𝑏𝑇𝑂−𝑐𝑇𝑂𝑚1|+|𝑐𝑇𝑂+𝑏𝑇𝑂𝑚1|)}

                (5.14) 

şekline gelir.  
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Sırada, Teorem 5.2.1 in karşıtının ve dolayısıyla Sonuç 5.2.2 nin karşıtının doğru 

olmadığını gösteren bir örnek verilmektedir. Diğer bir ifadeyle Öklidyen düzlemde 

bilinen Pisagor teoreminde bir 𝐴𝐵𝐶 üçgeni dik ise 𝑎𝐸
𝟐 = 𝑏𝐸

𝟐 + 𝑐𝐸
𝟐 bağıntısını 

sağlarken aynı zamanda 𝑎𝐸
𝟐 = 𝑏𝐸

𝟐 + 𝑐𝐸
𝟐 bağıntısı sağlanıyorsa bu üçgen diktir, yani 

tersi de doğrudur. Fakat 𝑇𝑂-düzleminde Pisagor bağıntısının sağlandığı  𝑎𝐸
𝟐 = 𝑏𝐸

𝟐 +

𝑐𝐸
𝟐 ye karşı gelen denklem (5.5) ya da denklem (5.11) i sağlayan fakat hiçbir dik açıya 

sahip olmayan bir 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin varlığını gösteren bir örnek verilebilir. Şekil 5.6 da 

gösterildiği gibi, 𝑇𝑂-çemberlerinden faydalanılarak denklem (5.5) ya da (5.11) deki 

Pisagor bağıntısının  𝑇𝑂-düzlemindeki karşılığını sağlayacak şekilde aynı kenar 

uzunluklarına sahip bir dik üçgen ile dik olmayan bir üçgen örneği verilmektedir. 

Bilindiği üzere, 𝑂 merkezli 𝑟 birim yarıçaplı 𝑇𝑂-çemberi, 𝑂 noktasına 𝑇𝑂-uzaklığı 𝑟 

birim olan tüm noktaların kümesidir. Bu noktaların geometrik yeri bir sekizgendir. 

Ayrıca Öklidyen çemberlerde olduğu gibi 𝑂 merkezli ve bu merkeze 𝑟 birim 𝑇𝑂-

uzaklığındaki bir nokta bu çemberi tamamen belirler. 

Örnek 5.2.1: 𝐴𝑂𝑂′, 𝑂𝑂′  kenarı x-eksenine paralel ve 𝑂 açısı dik olan, köşeleri saat 

yönünün tersine harflendirilmiş bir üçgen ve 𝑑𝑇𝑂(𝑂, 𝑂′) = 𝑐𝑇𝑂, 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝑂′) = 𝑏𝑇𝑂 ve 

𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝑂) = 𝑎𝑇𝑂 olsun, (Bkz; Şekil 5.6). 𝐶3, 𝑂 merkezli 𝑎𝑇𝑂yarıçaplı 𝑇𝑂-çemberi ve 

𝑂′ merkezli 𝑏𝑇𝑂 yarıçaplı 𝑇𝑂-çemberi ise 𝐶3
′  çemberi olsun. 𝐴′ noktasıda bu iki 

çemberin kesişiminde bir nokta olsun. 𝐴′ noktası hem 𝐶3 𝑇𝑂-çemberi hem de 𝐶3
′  𝑇𝑂-

çemberi üzerinde olduğu için 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝑂′) = 𝑏𝑇𝑂 ve 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝑂) = 𝑎𝑇𝑂 olduğu gibi 

𝑑𝑇𝑂(𝐴′, 𝑂′) = 𝑏𝑇𝑂, 𝑑𝑇𝑂(𝑂, 𝐴′) = 𝑎𝑇𝑂 uzunluğundadır. Bu durumda 𝐴𝑂𝑂′ üçgenine 

Teorem 5.2.1 uygulanırsa 𝑂𝑂′ doğru parçasının eğimi 𝑚 olmak üzere hiçbir dik açısı 

olmayan 𝐴′𝑂𝑂′ üçgeni için de geçerli olan,  

𝑎𝑇𝑂 =
𝑚𝑎𝑥 {|𝑏𝑇𝑂𝑚 + 𝑐𝑇𝑂|, |𝑐𝑇𝑂𝑚 − 𝑏𝑇𝑂|,

2

3
(|𝑏𝑇𝑂𝑚 + 𝑐𝑇𝑂| + |𝑐𝑇𝑂𝑚 − 𝑏𝑇𝑂|)}      

𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑚|,
2
3

(1 + |𝑚|)}
 

eşitliği elde edilir. Böylece Teorem 5.2.1 in karşıtının, dolayısıyla Sonuç 5.2.2 nin 

karşıtının doğru olmadığı gösterilmiş olur. 

Şekil 5.6 da yukarıdaki tartışılan ifadelere sayısal bir örnek verilmektedir. 𝐶3, 𝑂 =

(7,5) merkezli 𝑎𝑇𝑂 = 4 birim yarıçaplı çember ve 𝐴 = (7,9) noktasını 𝑂′ = (9,5)  

merkezinden geçen 2 birim eğimli doğru üzerinde bulunan 𝑉1
′ köşesi olarak kabul eden 

 𝑏𝑇𝑂 = 4 birim yarıçaplı 𝐶3
′  çemberi olsun. 𝐴′ = (8,9) bu iki çemberin kesişiminde bir 
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nokta olsun. 𝐴𝑂𝑂′ dik üçgeninde 𝑚 = 0 olduğundan 𝑎𝑇𝑂 = 𝑚𝑎𝑥 {𝑐𝑇𝑂 , 𝑏𝑇𝑂 ,
2

3
(𝑏𝑇𝑂 +

𝑐𝑇𝑂)} olup  𝑎𝑇𝑂 = 4 ve 𝑐𝑇𝑂 = 2 ise 𝑏𝑇𝑂 = 4 dür. 

𝐴′𝑂𝑂′ dik olmayan üçgeninde de 𝑎𝑇𝑂 = 4, 𝑏𝑇𝑂 = 4, 𝑐𝑇𝑂 = 2 ve 𝑚 = 0 olduğundan  

𝑎𝑇𝑂 =
𝑚𝑎𝑥 {|𝑏𝑇𝑂𝑚 + 𝑐𝑇𝑂|, |𝑐𝑇𝑂𝑚 − 𝑏𝑇𝑂|,

2

3
(|𝑏𝑇𝑂𝑚 + 𝑐𝑇𝑂| + |𝑐𝑇𝑂𝑚 − 𝑏𝑇𝑂|)}      

𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑚|,
2
3

(1 + |𝑚|)}
 

eşitliği sağlanır. 

 
 

Şekil 5.6. ℝTO
2  da denklem (5.5) i sağlayan bir dik üçgen ile dik olmayan üçgen. 

 

Aşağıdaki teorem  𝑇𝑂-düzlemindeki bir üçgenin bir dik açıya sahip olabilmesi için 

gerek ve yeter koşulu ifade eder.  Yeter koşul aslında Pisagor Teoreminin karşıtının 

başka bir ifadesidir. 

Teorem 5.2.2:  𝐴𝐵𝐶 üçgeni 𝑇𝑂 düzleminde kenar uzunlukları 𝑑𝑇𝑂(𝐵, 𝐶) = 𝑎𝑇𝑂, 

𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐶) = 𝑏𝑇𝑂 ve 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵) = 𝑐𝑇𝑂 olan bir üçgen olsun; 𝑚1, 𝑚 ve 𝑚′ de sırasıyla 

𝐵𝐶, 𝐴𝐵 ve 𝐴𝐶 kenarlarının eğimlerini göstersin. Buna göre 𝐴 açısının dik olması için 

gerek ve yeter koşul, 

𝜌(𝑥) =
√1 + 𝑥2

𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑥|,
2
3

(1 + |𝑥|)}
 

 olmak üzere 
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           [𝜌(𝑚1)]2𝑎𝑇𝑂
2 = [𝜌(𝑚)]2(𝑏𝑇𝑂

2+𝑐𝑇𝑂
2) = [𝜌(𝑚′)]2(𝑏𝑇𝑂

2+𝑐𝑇𝑂
2)            (5.15) 

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

İspat: (5.15) eşitliği geçerli ise 𝜌(𝑚) = 𝜌(𝑚′) ve [𝜌(𝑚1)]2𝑎𝑇𝑂
2 = [𝜌(𝑚)]2𝑏𝑇𝑂

2 +

[𝜌(𝑚)]2𝑐𝑇𝑂
2 = [𝜌(𝑚′)]2𝑏𝑇𝑂

2 + [𝜌(𝑚)]2𝑐𝑇𝑂
2 dir. O halde 

       [𝜌(𝑚1)]2𝑎𝑇𝑂
2 = [𝜌(𝑚′)]2𝑏𝑇𝑂

2 + [𝜌(𝑚)]2𝑐𝑇𝑂
2                      (5.16) 

yazılabilir. 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚) ∙ 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵) eşitliğini (5.16) eşitliğine uygularsak; 

 
 

Şekil 5.7. ℝTO
2  da A açısı dik olan ABC üçgeni. 

 

𝑑𝐸
2(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚)

2 ∙ 𝑑𝑇𝑂
2(𝐴, 𝐵) yani 𝑐𝐸

2 = 𝜌(𝑚)2 ∙ 𝑐𝑇𝑂
2, 𝑑𝐸

2(𝐵, 𝐶) = 𝜌(𝑚1)
2 ∙

𝑑𝑇𝑂
2(𝐵, 𝐶) yani 𝑎𝐸

2=𝜌(𝑚1)
2 ∙ 𝑎𝑇𝑂

2, 𝑑𝐸
2(𝐴, 𝐶) = 𝜌(𝑚′)

2 ∙ 𝑑𝑇𝑂
2(𝐴, 𝐶) yani 

𝑏𝐸
2
=𝜌(𝑚′)

2 ∙  𝑏𝑇𝑂
2
dir. Böylece 𝑎𝐸

𝟐 = 𝑏𝐸
𝟐 + 𝑐𝐸

𝟐 elde edilir. Bu ise Öklidyen 

düzlemde Pisagor bağıntısına karşılık gelip, Öklidyen düzlemde Pisagor bağıntısının 

tersi de geçerli olduğundan 𝐴 açısının dik olduğunu gösterir. 

5.3  Thales Bağıntılarının Truncated Octahedron Benzeri 

Bu bölümde Thales bağıntılarının Truncated Octahedron düzlemindeki benzerleri [23] 

kaynağındaki benzer yöntemlerden faydalanılarak verilmektedir. 

Teorem 5.3.1: (A. A. A. ) benzerlik teoremi ℝ𝑇𝑂
2  da genel olarak geçerli değildir.  

İspat: (A. A. A. )  benzerliğinin ℝ𝑇𝑂
2  da geçerli olmadığını göstermek için bu özelliği 

sağlamayan bir örnek verilmesi yeterlidir. Şekil 5.8 de gösterildiği gibi 𝐴 = (1,2),

𝐵 = (3,4), 𝐶 = (−1,4),  𝐴′ = (0,0), 𝐵′ = (2,0) ve  𝐶′ = (0, −2)  noktaları verilsin. 

Bu noktalarla oluşturulan 𝐴𝐵𝐶 ve 𝐴′𝐵′𝐶′ üçgenlerini göz önüne alalım. Dikkat edilirse 

𝑚(𝐴) = 𝑚(𝐴′), 𝑚(𝐵) = 𝑚(𝐵′) ve 𝑚(𝐶) = 𝑚(𝐶′) dir. Öklid düzleminde iki üçgenin 

kenar uzunlukları da karşılıklı olarak orantılı olup 𝐴𝐵𝐶 ~𝐴′𝐵′𝐶′ dir. Ancak 𝑇𝑂-
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düzleminde ise 𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐵) =
8

3
, 𝑑𝑇𝑂(𝐴′𝐵′) = 2, 𝑑𝑇𝑂(𝐵, 𝐶) = 4 , 𝑑𝑇𝑂(𝐵′𝐶′) =

8

3
,

𝑑𝑇𝑂(𝐴, 𝐶) =
8

3
 ve 𝑑𝑇𝑂(𝐴′𝐶′) = 2 olup 

4

3
=

4

3
≠

3

2
 dir, dolayısıyla 𝐴𝐵𝐶 𝑖𝑙𝑒 𝐴′𝐵′𝐶′ 

benzer değillerdir. 

 
 

Şekil 5.8. TO-düzleminde (A.A.A.) benzerlik teoremini sağlamayan iki üçgen. 

 

Sonuç olarak 𝑇𝑂-düzleminde (A.A.A.) ve diğer benzerlik bağıntıları 

sağlanmamaktadır. 

Teorem 5.3.2: Kesişen iki doğru, paralel üç doğru ile kesiştirildiğinde oluşan 

üçgenlerin karşılıklı kenar uzunlukları orantılıdır. Yani Şekil 5.9 da verilen 

𝑑1,  𝑑2 ,  𝑑3 , ℓ1 ve ℓ2 doğruları için 𝑑1 ∥ 𝑑2 ∥ 𝑑3 , ℓ1 ∦ ℓ2 ve ℓ𝑖 ∦ 𝑑𝑗 , 𝑖 = 1,2, j=1,2,3 

ise 

i. 
𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐸)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐷,𝐸)
  

ii. 
𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐹)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐹,𝐺)
 

dir.  

 
 

Şekil 5.9. ℝTO
2  da üç paralel doğru tarafından kesilen paralel olmayan iki doğru. 
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İspat:  

i. 𝐴, 𝐵, 𝐷 noktaları ve 𝐴, 𝐶, 𝐸 noktaları doğrudaş olduğundan Sonuç 5.1.2 

gereğince 
𝑑𝐸(𝐴,𝐵)

𝑑𝐸(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐷)
 ve 

𝑑𝐸(𝐴,𝐶)

𝑑𝐸(𝐴,𝐸)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐸)
, dolayısıyla 

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐸)
 dir. 

𝑑1 doğrusunun eğimi 𝑚 olsun. 𝑑1 // 𝑑2 // 𝑑3 olduğundan  𝑑2 ve  𝑑3 doğrularının 

eğilimleri de 𝑚 dir. Önerme 5.1.2 gereğince 𝑚 ∈ ℝ için 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) =

 
√1+ 𝑚2

𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|,
2

3
(1+|𝑚|)}

𝑑𝑇𝑂(𝐵, 𝐶) ve 𝑑𝐸(𝐷, 𝐸) =  
√1+ 𝑚2

𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|,
2

3
(1+|𝑚|)}

𝑑𝑇𝑂(𝐷, 𝐸) olup bu 

eşitlikler taraf tarafa oranlanırsa  

𝑑𝐸(𝐵, 𝐶)

𝑑𝐸(𝐷, 𝐸)
=

√1 + 𝑚2

𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑚|,
2
3

(1 + |𝑚|)}
𝑑𝑇𝑂(𝐵, 𝐶)

√1 + 𝑚2

𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑚|,
2
3

(1 + |𝑚|)}
𝑑𝑇𝑂(𝐷, 𝐸)

=
𝑑𝑇𝑂(𝐵, 𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐷, 𝐸)
 

elde edilir. 𝑚 → ∞ için 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝑑𝑇𝐻(𝐵, 𝐶)  ve 𝑑𝐸(𝐷, 𝐸) = 𝑑𝑇𝐻(𝐷, 𝐸) olduğundan 

𝑑𝐸(𝐵,𝐶)

𝑑𝐸(𝐷,𝐸)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐷,𝐸)
 dir. Sonuç olarak 

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐸)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐷,𝐸)
 elde edilir. 

ii. Benzer biçimde 𝐴, 𝐵, 𝐺 noktaları ve 𝐴, 𝐶, 𝐹 noktaları doğrudaş olduğundan 

Sonuç 5.1.2 gereğince 
𝑑𝐸(𝐴,𝐵)

𝑑𝐸(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐺)
 ve 

𝑑𝐸(𝐴,𝐶)

𝑑𝐸(𝐴,𝐹)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐹)
, dolayısıyla 

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐹)
 dir. Önerme 5.1.2 gereğince 𝑚 ∈ ℝ için 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) =

 
√1+ 𝑚2

𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|,
2

3
(1+|𝑚|)}

𝑑𝑇𝑂(𝐵, 𝐶) ve 𝑑𝐸(𝐹, 𝐺) =  
√1+ 𝑚2

𝑚𝑎𝑥{1,|𝑚|,
2

3
(1+|𝑚|)}

𝑑𝑇𝑂(𝐹, 𝐺) olup bu 

eşitlikler taraf tarafa oranlanırsa 

𝑑𝐸(𝐵, 𝐶)

𝑑𝐸(𝐹, 𝐺)
=

√1 + 𝑚2

𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑚|,
2
3

(1 + |𝑚|)}
𝑑𝑇𝑂(𝐵, 𝐶)

√1 + 𝑚2

𝑚𝑎𝑥 {1, |𝑚|,
2
3

(1 + |𝑚|)}
𝑑𝑇𝑂(𝐹, 𝐺)

=
𝑑𝑇𝑂(𝐵, 𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐹, 𝐺)
 

elde edilir. 𝑚 → ∞ için 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝑑𝑇𝑂(𝐵, 𝐶)𝑣𝑒 𝑑𝐸(𝐹, 𝐺) = 𝑑𝑇𝑂(𝐹, 𝐺) olduğundan, 

𝑑𝐸(𝐵,𝐶)

𝑑𝐸(𝐹,𝐺)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐹,𝐺)
 dir. Sonuç olarak 

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐴,𝐹)
=

𝑑𝑇𝑂(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝑂(𝐹,𝐺)
 elde edilir. 



69 
 

6. ℝ𝐓𝐫𝐎𝐜
𝟐  NİN TEMEL ÖZELLİKLERİ VE ℝ𝐓𝐫𝐎𝐜

𝟐  DE PİSAGOR TEOREMİ 

VE THALES BAĞINTILARI 

6.1 ℝ𝐓𝐫𝐎𝐜
𝟐  nin Temel Özellikleri 

Bu bölümde daha önceden [21] de 3 boyutlu analitik uzayda verilen Triakis 

Octahedron metriğinin izdüşüm kullanılarak elde edilen 2 boyutlu analitik düzlemdeki 

tanımı verilmekte ve bazı özelliklerine değinilmektedir. 

Tanım 6.1.1: ℝ2 de 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1) ve 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2) noktaları verilsin.  

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) = |𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} 

biçiminde tanımlı 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐: ℝ2 × ℝ2 → [0, ∞) uzaklık fonksiyonuna Triakis Octahedron 

uzaklık fonksiyonu denir. 

Teorem 6.1.1: 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐 uzaklık fonksiyonu ℝ2 de bir metriktir. 

İspat: 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2), 𝑃3 = (𝑥3, 𝑦3) ∈  ℝ2verilsin. 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐 nin metrik 

olduğunu kanıtlamak için her 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ ℝ2 için  

(𝑖) 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) ≥ 0 ve 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) = 0 ⟺ 𝑃1 = 𝑃2 

(𝑖𝑖) 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) = 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃2, 𝑃1) 

(𝑖𝑖𝑖) 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃3) ≤ 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃2, 𝑃3) 

aksiyomlarının sağlandığı gösterilmelidir. 

(𝑖) 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐 uzaklık fonksiyonu 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) = |𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} 

biçiminde tanımlı olduğundan ve mutlak değer her zaman negatif olmayan değerler 

üreteceğinden ve mutlak değerin minimumu negatif olmayan değerler alacağından 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) ≥ 0 dır.  Eğer 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) = 0 ise |𝑥1 − 𝑥2| = 0,|𝑦1 − 𝑦2| = 0 

olup 𝑥1 = 𝑥2 , 𝑦1 = 𝑦2 ve dolayısıyla 𝑃1 = 𝑃2 elde edilir. Tersine 𝑃1 = 𝑃2 ise 𝑥1 =

𝑥2, 𝑦1 = 𝑦2 olacağından |𝑥1 − 𝑥2| = 0, |𝑦1 − 𝑦2| = 0 olup 𝑑𝑇𝐻(𝑃1, 𝑃2) = 0 elde 

edilir. 

(𝑖𝑖) Mutlak değer tanımından, açıkça 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) = 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃2, 𝑃1) dir. Yani 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐 

uzaklık fonksiyonu simetriktir. 
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(𝑖𝑖𝑖) 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2) ve 𝑃3 = (𝑥3, 𝑦3) ∈  ℝ2 olsun. 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃3) ≤

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃2, 𝑃3) eşitsizliğinin sağlandığı gösterilmelidir. 𝑃1, 𝑃2 and 𝑃3 

noktaları için 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃3) = |𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦
1

− 𝑦
3
| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥1 − 𝑥3|, |𝑦1

− 𝑦
3
|} 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) = |𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦
1

− 𝑦
2
| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1

− 𝑦
2
|} 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃2, 𝑃3) = |𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦
2

− 𝑦
3
| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥2 − 𝑥3|, |𝑦2

− 𝑦
3
|} 

olup bahsedilen eşitsizliği incelemek için 8 durum dikkate alınmalıdır; 

Durum 1: Eğer |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|, |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2| ve |𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 −

𝑥3| ise 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃3) = (√2 − 1) |𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3| 

                      = (√2 − 1)|𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦2 − 𝑦3| 

                     ≤ [(√2 − 1)|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|] + [(√2 − 1)|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|] 

                        = 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃2, 𝑃3)  

elde edilir. 

Durum 2: Eğer |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|,  |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2|  ve |𝑥2 − 𝑥3| ≥ |𝑦2 −

𝑦3| ise, 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃3) = (√2 − 1) |𝑥1 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦3| 

                       = (√2 − 1)|𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦2 − 𝑦3| 

                     ≤ [(√2 − 1)|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|] + [(√2 − 1)|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|] 

                     ≤ [(√2 − 1)|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|] + [(√2 − 1)|𝑦2 − 𝑦3| + |𝑥2 − 𝑥3|] 

                      = 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃2, 𝑃3)  

elde edilir. Burada; 

 |𝑥2 − 𝑥3| ≥ |𝑦2 − 𝑦3| ⟹ (2 − √2)|𝑥2 − 𝑥3| ≥ (2 − √2)|𝑦2 − 𝑦3| 

 ⟹ (√2 − 1)|𝑦2 − 𝑦3| + |𝑥2 − 𝑥3| ≥ (√2 − 1)|𝑥2 − 𝑥3| + |𝑦2 − 𝑦3|  

olduğu kullanılmıştır. Eşitsizliğin geçerli olduğunun benzer hesaplamalarla kolaylıkla 

gösterilebileceği diğer durumlarda aşağıda belirtilmiştir;  
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Durum 3: |𝑥1 − 𝑥3| ≥ |𝑦1 − 𝑦3|, |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2| ve |𝑥2 − 𝑥3| ≥ |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 4: |𝑥1 − 𝑥3| ≥ |𝑦1 − 𝑦3|, |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2| ve |𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 − 𝑥3| ise, 

Durum 5: |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|, |𝑥1 − 𝑥2| ≥ |𝑦1 − 𝑦2| ve |𝑥2 − 𝑥3| ≥ |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 6: |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|, |𝑥1 − 𝑥2| ≥ |𝑦1 − 𝑦2| ve |𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 − 𝑥3 ise, 

Durum 7: |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|, |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2| ve |𝑥2 − 𝑥3| ≥ |𝑦2 − 𝑦3| ise, 

Durum 8: |𝑦1 − 𝑦3| ≥ |𝑥1 − 𝑥3|, |𝑦1 − 𝑦2| ≥ |𝑥1 − 𝑥2| ve |𝑦2 − 𝑦3| ≥ |𝑥2 − 𝑥3| ise 

Diğer durumlarda aynı yolla bulunur. Böylece  

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃3) ≤ 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2) + 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃2, 𝑃3) elde edilir. 

Sonuç olarak 2 boyutlu analitik düzlemde 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐uzaklık fonksiyonu bir metriktir ve bu 

metrikle döşenmiş düzlem ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐
2  olarak gösterilmektedir.   

Önerme 6.1.1: Her Öklidyen öteleme TrOc-düzlemde uzaklığı korur. Böylece 

ötelemeler  ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐
2  de bir izometridir. 

İspat: 𝐴 = (𝑎1, 𝑎2), 𝑋 = (𝑥, 𝑦)  ∈  ℝ2 olmak üzere 𝑇𝐴:  ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐
2  →   ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐

2 , 𝑇𝐴(𝑋) =

𝐴 + 𝑋 olacak şekilde  ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐
2  de bir öteleme olsun. 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1) , 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2)  ∈  ℝ2 

için 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑇𝐴(𝑃1), 𝑇𝐴(𝑃2) ) = |𝑥1 + 𝑎1 − 𝑥2 − 𝑎1| + |𝑦1 + 𝑎2 − 𝑦2 − 𝑎2|) + (√2 − 2)

min {|𝑥1 + 𝑎1 − 𝑥2 − 𝑎1|, |𝑦1 + 𝑎2 − 𝑦2 − 𝑎2|}

= |𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦1 − 𝑦2|(√2 − 2)min {|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|}

= 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑃2)

dir.  

Dolayısıyla 𝑇𝐴  ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐
2  de bir izometridir. 

Önerme 6.1.2: 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐
2  ve kartezyen koordinat düzleminde dikey bir doğru 

üzerinde bulunmayan iki nokta, 𝑚 de bu iki noktadan geçen doğrunun eğimi ise, 

𝜌(𝑚) =
√1 + 𝑚2

1 + |𝑚| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}
 

olmak üzere  

                     𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚). 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵)                               (6.1) 

dir. Ayrıca 𝐴 ve 𝐵 dikey bir doğru üzerinde bulunan iki nokta ise, 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) =

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵) dir. 
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İspat: 𝐴 = (𝑥1, 𝑦1) ve 𝐵 = (𝑥2, 𝑦2) ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐
2  de iki nokta olsun. Eğer 𝐴 ve 𝐵 dikey doğru 

üzerinde değilse, 𝑥1 ≠ 𝑥2 dir ve,  

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 = |𝑥2 − 𝑥1|√1 + 𝑚2 

ve 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵) = |𝑥1 − 𝑥2| + |𝑦
1

− 𝑦
2
| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1

− 𝑦
2
|} 

    = |𝑥1 − 𝑥2|[1 + |𝑚| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}] 

Biçiminde yazılabilir. Her iki eşitliği karşılıklı olarak birbirine oranlarsak; 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵)
=

√1 + 𝑚2

1 + |𝑚| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}
 

elde edilir. Böylece, 

𝜌(𝑚) =
√1 + 𝑚2

1 + |𝑚| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}
 

olmak üzere 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚). 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵) 

dir. Eğer 𝐴 ve 𝐵 dikey bir doğru üzerinde bulunan iki nokta ise, 𝑥1 = 𝑥2 dir. Bu 

durumda 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = |𝑦2 − 𝑦1| ve  𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵) = |𝑦2 − 𝑦1| olur.  Böylece 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵) eşitliği elde edilir. 

Önerme 6.1.2 doğrudaş noktalar için 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐 uzaklığının Öklid uzaklığının pozitif sabit 

bir katı olduğunu belirtir. 

Sonuç 6.1.1: 𝑃1, 𝑃2 ve 𝑋, ℝ2 de doğrudaş üç nokta olmak üzere  

𝑑𝐸(𝑃1, 𝑋) = 𝑑𝐸(𝑃2, 𝑋) ⇔ 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑋) = 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃2, 𝑋) 

dir. 

Sonuç 6.1.2: 𝑃1, 𝑃2 ve 𝑋, ℝ2 de üç farklı doğrudaş nokta olmak üzere 

𝑑𝐸(𝑃1, 𝑋)

𝑑𝐸(𝑃2, 𝑋)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃1, 𝑋)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃2, 𝑋)
 

dir.  

Tanım 6.1.2: ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐
2  de merkezi 𝑃1 = (𝑥0, 𝑦0) ve yarıçapı 𝑟 birim olan çember  
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𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑃, 𝑃1) = {𝑃 = (𝑥, 𝑦)||𝑥 − 𝑥0| + |𝑦 − 𝑦0| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥 − 𝑥0|, |𝑦 − 𝑦0|} = 𝑟} 

kümesidir. Bu kümenin noktalarının geometrik yeri köşeleri 𝑉1, 𝑉2, … … , 𝑉8 olan bir 

sekizgendir, (Bkz; Şekil 6.1). Bu sekizgenin köşe koordinatları ise, 𝑉1: (𝑥0, 𝑦0 + 𝑟) 

,  𝑉2: (
√2

2
𝑟 + 𝑥0,

√2

2
𝑟 + 𝑦0), 𝑉3: (𝑥0 + 𝑟, 𝑦0) , 𝑉4: (

√2

2
𝑟 + 𝑥0,

−√2

2
𝑟 + 𝑦0) , 

𝑉5: (𝑥0, 𝑦0 − 𝑟) , 𝑉6: (
−√2

2
𝑟 + 𝑥0,

−√2

2
𝑟 + 𝑦0), 𝑉7: (𝑥0 − 𝑟, 𝑦0),  𝑉8: (

−√2

2
𝑟 +

𝑥0,
√2

2
𝑟 + 𝑦0) biçimindedir. 

 
 

Şekil 6.1. P1 = (x0, y0) merkezli Triakis Octahedron çemberi. 

 

6.2 Pisagor Teoreminin Triakis Octahedron Benzeri 

Bu bölümde Pisagor teoreminin Triakis Octahedron düzlemindeki benzerleri [22] 

kaynağına benzer yöntemlerden faydalanılarak verilmektedir. Kartezyen koordinat 

düzleminde iki nokta arasındaki Öklid ve Triakis Octahedron uzaklıklarını birbirine 

dönüştürmeye yarayan bir bağıntı veren ve bu bağıntının bir özelliğini belirten 

aşağıdaki iki önerme ile Önerme 6.1.2 konu içinde önemli bir role sahiptir. 

Önerme 6.2.1: m sıfırdan farklı bir reel sayı ve 𝑚′ =
−1

𝑚
  ise, 

𝜌(𝑚) = 𝜌(𝑚′) =  𝜌(−𝑚) = 𝜌(−𝑚′)                                      (6.2) 

dür. 

İspat: 𝑚 ∈ ℝ − {0} ise, 𝑚′ =
−1

𝑚
∈ ℝ − {0} dir. 𝜌(𝑚) in tanımı kullanılarak 
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𝜌 (−
1

𝑚
) =

√1 + (
−1

𝑚
)

2

1 + |
−1

𝑚
| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛 {1, |

−1

𝑚
|}

=
√1 + 𝑚2

1 + |𝑚| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}

= 𝜌(𝑚)

 

elde edilir. Benzer şekilde 𝜌(𝑚) = 𝜌(−𝑚) ve 𝜌(𝑚′) = 𝜌(−𝑚) oldukları da 

kolaylıkla elde edilir. 

Bundan sonra aksi belirtilmedikçe 𝐴𝐵𝐶, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat 

yönünün tersine harflendirilmiş, 𝐴 açısı dik olan bir üçgeni gösterecek ve daha önce 

tanımlandığı gibi bu üçgenin kenarlarının Öklidyen uzunlukları 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝑎𝐸, 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐶) = 𝑏𝐸 ve 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝑐𝐸, 𝑇𝑟𝑂𝑐 −uzunlukları 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵, 𝐶) =  𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐, 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐶) =  𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐 ve 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵) =  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐 olarak alınacaktır.  

Aşağıdaki önerme, bir dik üçgenin dik kenarlarının Öklid uzunlukları 𝑏𝐸 ve 𝑐𝐸 ile 

𝑇𝑟𝑂𝑐-uzunlukları  𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐 ve  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐 nin genel olarak farklı olmasına rağmen oranlarının 

eşit olduğunu ifade eder. 

Önerme 6.2.2: 𝐴𝐵𝐶, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat yönünün tersine 

harflendirilmiş, 𝐴 açısı dik olan bir üçgen olsun. 𝑑𝐸(𝐴, 𝐶) = 𝑏𝐸, 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝑐𝐸, 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐶) =  𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐 ve 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵) =  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐 ise,   

𝑏𝐸

𝑐𝐸
=

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
                                                     (6.3) 

dir. 

İspat: 𝐴𝐵𝐶, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat yönünün tersine 

harflendirilmiş, 𝐴 açısı dik olan bir üçgen olsun. Eğer  𝐴𝐵𝐶 üçgeninin 𝐴𝐵 ve 𝐴𝐶 

kenarları koordinat eksenlerine paralel ise, 𝑐𝐸 =  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐 ve 𝑏𝐸 =  𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐 olacağı açıktır. 

Böylece bu iki eşitliğin karşılıklı oranları birbirine eşittir. 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik 

kenarlarından biri koordinat eksenlerine paralel olmasın. Bu durumda diğer dik kenar 

da bir koordinat eksenine paralel değildir. Ancak kenarlar birbirine dik olduğundan, 

eğer 𝐴𝐵 doğrusunun eğimi 𝑚 ise, 𝐴𝐶 doğrusunun eğimi 𝑚′ = −
1

𝑚
  dir.   

 (6.1) ve (6.2) denklemleri kullanılarak; 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐶)

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵)
=

𝜌(𝑚) ∙ 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐶)

𝜌(𝑚) ∙ 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵)
 



75 
 

böylece, 

𝑏𝐸

𝑐𝐸
=

𝑝(𝑚) ∙  𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

𝑝(𝑚) ∙  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
=

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
 

elde edilir. 

Teorem 6.2.1:  

i. Eğer 𝐴𝐵𝐶  üçgeninin dik kenarları koordinat eksenlerine paralel ise, 

 𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐 =  𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐 + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{ 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐,  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐}                    (6.4) 

ii. Eğer 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik kenarları koordinat eksenlerine paralel değil, 

hipotenüsü de (yani 𝐵𝐶 kenarı) dikey bir doğru üzerinde değil ise, dik kenarlardan 

birinin eğimi 𝑚 olmak üzere,  

 𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐 =
| 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚+ 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐|+| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚− 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐|}+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{| 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚+ 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐|,| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚− 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐|}      

1+|𝑚|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚|}
  (6.5) 

dir. 

İspat: 

i. 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik kenarları koordinat eksenlerine paralel olsun ve Şekil 6.2 

de gösterildiği gibi 𝐴, 𝐵 ve 𝐶 nin koordinatları sırasıyla (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦1) ve (𝑥1, 𝑦2) 

olsun. Bu durumda 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐶, 𝐵) = |𝑥2 − 𝑥1| + |𝑦2 − 𝑦1| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥2 − 𝑥1|, |𝑦2 − 𝑦1|} 

ve dolayısıyla 

 𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐 =  𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐 + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{ 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐,  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐}    

olduğu açıktır. 
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Şekil 6.2. ℝTrOc
2  de dik kenarları koordinat eksenine paralel olan ABC üçgeni. 

 

ii. Şekil 6.3 de gösterildiği gibi 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin dik kenarları koordinat 

eksenlerine paralel değil ve hipotenüsü de (yani 𝐵𝐶 kenarı) dikey bir doğru üzerinde 

değil ise, dik kenarlardan birinin eğimi 𝑚 ve hipotenüsün eğimi 𝑚1 olmak üzere, 𝐴𝐶 

kenarının eğimi de 𝑚′ = −
1

𝑚
  ve 𝑡𝑎𝑛 𝜃 =

𝑚−𝑚1

1+𝑚.𝑚1
 dir. Denklem (6.3) kullanılarak,  

𝑡𝑎𝑛 𝜃 =
𝑏𝐸

𝑐𝐸
=

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
   elde edilir. Böylece  

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
=

𝑚−𝑚1

1+𝑚∙𝑚1
                                                 (6.6) 

ve 

𝑚1 =
 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚− 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚+ 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
                                              (6.7) 

elde edilir. 

 
 

Şekil 6.3. ℝTrOc
2  de dik kenarlarından herhangi biri koordinat eksenlerine paralel 

olmayan ve dikey bir doğru üzerinde bulunmayan bir hipotenüse sahip ABC üçgeni. 
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Denklem (6.1) göz önüne alınırsa; 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚) ∙ 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵) ⇒ 𝑐𝐸 = 𝜌(𝑚) ∙  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐, 

𝑑𝐸(𝐴, 𝐶) = 𝜌(𝑚′) ∙ 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐶) ⇒ 𝑏𝐸 = 𝜌(𝑚) ∙  𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐, 

𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝜌(𝑚1) ∙ 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵, 𝐶) ⇒ 𝑎𝐸 = 𝜌(𝑚1) ∙  𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐 

elde edilir ve bu eşitsizlikler Öklidyen düzlemdeki Pisagor teoreminde yani  𝑎𝐸
𝟐 =

𝑏𝐸
𝟐 + 𝑐𝐸

𝟐 eşitliğinde yerine yazılırsa 

[𝜌(𝑚1)]2𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐
2 = [𝜌(𝑚)]2( 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐)                        (6.8) 

elde edilir. Daha açık olarak 

(
√1+𝑚1

2

1+|𝑚1|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚1|}
)

2

𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐
2 = (

√1+𝑚2

1+|𝑚|}+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚|}
)

2

∙ ( 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐)  (6.9) 

dir. (6.9) denklemde 𝑚1 =
 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚− 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚+ 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
 olduğu kullanılarak, 

𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐=
| 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚+ 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐|+| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚− 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐|+(√2−2)min{| 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚+ 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐|,| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚− 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐|}

(1+|𝑚|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚|})
 

elde edilir. 

Sonuç 6.2.1: 𝐵𝐶 kenarı, yani 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin hipotenüsü, koordinat eksenlerinden 

birine paralel ise, 

                                 𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐 =
 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐+ 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐

| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐|+| 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐|,| 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐|}
                        (6.10) 

dir. 

İspat: 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin 𝐵𝐶 kenarı koordinat eksenlerinden birine paralel olsun, (Bkz; 

Şekil 6.4 ve Şekil 6.5). Eğer 𝐵𝐶 kenarı x-eksenine paralel ise 𝑚 1 = 0 olup 𝜌(𝑚1) =

1 dir. 𝐵𝐶 kenarı 𝑦-eksenine paralel ise 𝑚1 = ∞ olup 𝜌(𝑚1) → 1dir.  Her iki durum 

için de denklem (6.8) eşitliği, 𝐴𝐵 kenarının eğimi 𝑚 olmak üzere, 𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐
2 =

[𝜌(𝑚)]2( 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐) haline indirgenir. 
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Şekil 6.4. ℝTrOc

2  de hipotenüsü x-eksenine paralel olan ABC üçgeni. 

 

 

 
 

Şekil 6.5. ℝTrOc
2  de hipotenüsü y-eksenine paralel olan ABC üçgeni. 

 

Benzer üçgenler ve denklem (6.3) den, 𝐵𝐶 yatay iken, |𝑚| = |
𝐴𝐷

𝐵𝐷
| = |

𝐴𝐶

𝐴𝐵
| =

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
  ve 

𝐵𝐶 dikey iken, |𝑚| =
 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
 elde edilir. Böylece 𝐵𝐶 yatay ise, 

𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐
2 =

(

 
 
 √1 + (

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
)

2

1 +
 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
+ (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{1,

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
}

)

 
 
 

2

( 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐) 

ve  𝐵𝐶 dikey ise, 
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𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐
2 =

(

 
 
 √1 + (

 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
)

2

1 +
 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
+ (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{1,

 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
}

)

 
 
 

2

( 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐) 

elde edilir. Her iki denklem sonucunun denklem (6.10) a eşit olduğu açıktır. 

Bir sonraki sonuç da Pisagor Teoreminin bir 𝑇𝑟𝑂𝑐-benzeridir ve dik kenarlardan 

birinin eğimi yerine hipotenüsün eğimini parametre olarak içermektedir. 

Sonuç 6.2.2: 𝐴𝐵𝐶 üçgenin hiçbir kenarı koordinat eksenlerine paralel değil ise, 𝐵𝐶 

kenarının, yani hipotenüsün eğimi 𝑚1 olmak üzere, 

 𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐 =
1+|𝑚1|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚1|}

| 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚1− 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐|+| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚1+ 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{| 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚1− 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐|,| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚1+ 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐|}
 

( 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐)                                                                                               (6.11)                                                                                                      

dir. 

İspat: 𝐴𝐵 kenarının eğimi 𝑚 ise denklem (6.6) dan  

𝑚 =
 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐+ 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚1

 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐− 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚1
                                                (6.12) 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikteki 𝑚 denklem (6.5) de yerine konulursa denklem (6.11) 

elde edilir. 

Uyarı 6.2.1: 𝐴𝐵 kenarı x-eksenine paralel, yani 𝑚 = 0 iken ya da 𝐴𝐵 kenarı dikey, 

yani 𝑚 → ∞ iken; denklem (6.5) denklem (6.4) deki eşitliğe indirgenir. Ayrıca (6.4) 

denklemi şu şekilde de elde edilir; 𝑚1 = 𝑡𝑎𝑛𝛼 =
 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
 ve 𝜌(𝑚) → 1 dir. (6.8) ile 

verilen denklemi daha açık olarak 
1+ 𝑚1

2

(1+|𝑚1|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚1|})
2 . 𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐

2 =  𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐 

biçiminde yazılabilir. Bu denklemde 𝑚1 =
 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
 yerine konulduğunda, denklem (6.4) 

elde edilir. 

Benzer bir şekilde, 𝐵𝐶 kenarı x-eksenine paralel, yani 𝑚1 = 0 iken ya da 𝐵𝐶 kenarı 

dikey, yani 𝑚1 → ∞ iken; denklem (6.11) denklem (6.10) deki eşitliğe indirgenir. 

Ayrıca (6.10) denklemi şu şekilde de elde edilebilir; 𝑚 = 𝑡𝑎𝑛𝛼 = −
 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
 ve 

𝜌(𝑚1) → 1 dir. (6.8) ile verilen denklemi daha açık olarak 𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐
2 =
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1+ 𝑚2

(1+|𝑚|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚|})
2 ( 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐) biçiminde yazılabilir. Bu denklemde 𝑚 =

−
 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
  yerine konulduğunda, denklem (6.10) elde edilir. 

Uyarı 6.2.2: 𝐴 açısı dik olan 𝐴𝐵𝐶 üçgeni saat yönünde harflendirilirse  𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐 ve  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐 

nin rolleri değişir. Böylece denklem (6.5);  

𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐 =

| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚+ 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐|+| 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚− 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚+ 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐|,| 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚− 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐|}

1+|𝑚|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚|}
              (6.13) 

şekline, benzer şekilde denklem (6.11),  

𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐 =
1 + |𝑚1| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚1|}

| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚1 −  𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐| + | 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚1 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚1 −  𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐|, | 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚1 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐|}
 

( 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐)                                                                                                                                         (6.14)                                                                                                      

şekline gelir.  

Sırada, Teorem 6.2.1 in karşıtının ve dolayısıyla Sonuç 6.2.2 nin karşıtının doğru 

olmadığını gösteren bir örnek verilmektedir. Diğer bir ifadeyle Öklidyen düzlemde 

bilinen Pisagor teoreminde üçgen dik ise 𝑎𝐸
𝟐 = 𝑏𝐸

𝟐 + 𝑐𝐸
𝟐 bağıntısı 

sağlanırken 𝑎𝐸
𝟐 = 𝑏𝐸

𝟐 + 𝑐𝐸
𝟐 bağıntısı sağlanıyorsa bu üçgen diktir, yani tersi de 

doğrudur. Fakat 𝑇𝑟𝑂𝑐-düzleminde Pisagor bağıntısının sağlandığı  𝑎𝐸
𝟐 = 𝑏𝐸

𝟐 + 𝑐𝐸
𝟐 

ye karşı gelen denklem (6.5) ya da denklem (6.10) u sağlayan fakat hiçbir dik açıya 

sahip olmayan bir 𝐴𝐵𝐶 üçgeninin varlığını gösteren bir örnek verilebilir. Şekil 6.6 da 

gösterildiği gibi, 𝑇𝑟𝑂𝑐-çemberlerinden faydalanılarak denklem (6.5) veya (6.10) deki 

Pisagor bağıntısının 𝑇𝑟𝑂𝑐-düzlemindeki karşılığını sağlayacak şekilde aynı kenar 

uzunluklarına sahip bir üçgen ile dik olmayan bir üçgen örneği verilmektedir. Bilindiği 

üzere, 𝑂 merkezli 𝑟 birim yarıçaplı 𝑇𝑟𝑂𝑐-çemberi, 𝑂 noktasına 𝑇𝑟𝑂𝑐-uzaklığı 𝑟 birim 

olan tüm noktaların kümesidir. Bu noktaların geometrik yeri bir sekizgendir. Ayrıca 

Öklidyen çemberlerde olduğu gibi 𝑂 merkezli ve bu merkeze 𝑟 birim 𝑇𝑟𝑂𝑐-

uzaklığındaki bir nokta bu çemberi tamamen belirler. 

Örnek 6.2.1: Merkezi 𝑂 = (0,0), yarıçapı r birim ve köşeleri saat yönünde Şekil 6.6 

dakine benzer biçimde 𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉8 olarak isimlendirilmiş olan 𝑇𝑟𝑂𝑐-çemberi 

 𝐶4 = {(𝑥, 𝑦)│|𝑥| + |𝑦| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{|𝑥|, |𝑦|}} 
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olsun. Böylece, bahsi geçen 𝑇𝑟𝑂𝑐-çemberinin köşelerinin koordinatları sırasıyla 𝑉1 =

(0, 𝑟), 𝑉2 = (
√2

2
𝑟,

√2

2
𝑟), 𝑉3 = (𝑟, 0), 𝑉4 = (

√2

2
𝑟,

−√2

2
𝑟), 𝑉5 = (0, −𝑟), 𝑉6 =

(
−√2

2
𝑟+,

−√2

2
𝑟), 𝑉7 = (−𝑟, 0),  𝑉8 = (

−√2

2
𝑟,

√2

2
𝑟) dir. 𝐶4 in 𝑉1𝑉8 kenarına 𝑂 dan inilen 

dikmenin ayağı 𝐴 = (−
√2

8
𝑟,

2+√2

8
𝑟) olsun. 𝐴 noktasını 𝑂′ = (

√2

8
𝑟,

2−√2

8
𝑟) 

merkezinden geçen -1 eğimli doğru üzerinde bulunan 𝑉8
′ köşesi olarak kabul eden r 

birim yarıçaplı 𝐶4 çemberi şekilde gösterilen kırmızı çember olsun. Böylece 𝑂 açısı 

dik olacak şekilde, köşeleri saat yönünün tersine harflendirilmiş 𝐴𝑂𝑂′ üçgeni elde 

edilir.  𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑂, 𝑂′) = 𝑐, 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑂, 𝐴) = 𝑏  ve 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑂′, 𝐴) = 𝑎 denilsin, (Bkz: Şekil 

6.6). 𝐴′ de 𝐶4 ve 𝐶4
′  çemberlerinin kesişiminde bir nokta olsun. 𝐴′  noktası hem 𝐶4  

𝑇𝐻-çemberi hem de 𝐶4
′  𝑇𝑟𝑂𝑐-çemberi üzerinde olduğu için 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑂, 𝐴) = 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐 ve 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑂′, 𝐴) = 𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐olduğundan 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑂, 𝐴′) = 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐 ve 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝑂′, 𝐴′) = 𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐 

elde edilir. Bu durumda 𝐴𝑂𝑂′ üçgenine Teorem 6.2.1 uygulanırsa 𝑂𝑂′ doğru 

parçasının eğimi 𝑚 olmak üzere hiçbir dik açısı olmayan 𝐴′𝑂𝑂′ üçgeni için de geçerli 

olan, 

  𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐 =
| 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚+ 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐|+| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚− 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐|}+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{| 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚+ 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐|,| 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐𝑚− 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐|}      

1+|𝑚|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚|}
   

eşitliği elde edilir. Böylece 𝑅𝑇𝑟𝑂𝑐
2  de Teorem 6.2.1 ün karşıtının dolayısıyla Sonuç 

6.2.2 nin karşıtının doğru olmadığı gösterilmiş olur. 

 

 
 

Şekil 6.6. ℝTrOc
2  de denklem (6.5) i sağlayan bir dik üçgen ile dik olmayan üçgen. 
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Aşağıdaki teorem  𝑇𝑟𝑂𝑐-düzlemindeki bir üçgenin bir dik açıya sahip olabilmesi için 

gerek ve yeter koşulu ifade eder.  Yeter koşul aslında Pisagor Teoreminin karşıtının 

başka bir ifadesidir. 

Teorem 6.2.2: 𝐴𝐵𝐶 üçgeni 𝑇𝑟𝑂𝑐-düzleminde kenar uzunlukları 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵, 𝐶) =

𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐, 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐶) = 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐 ve 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵) = 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐 olan bir üçgen olsun; 𝑚1 ,𝑚 ve 

𝑚′ de sırasıyla 𝐵𝐶, 𝐴𝐵 ve 𝐴𝐶 kenarlarının eğimlerini göstersin. Buna göre 𝐴 açısının 

dik olması için gerek ve yeter koşul, 

𝜌(𝑥) =
√1 + 𝑥2

1 + |𝑥| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑥|}
 

olmak üzere 

      [𝜌(𝑚1)]2𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐
2 = [𝜌(𝑚)]2( 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐) = [𝜌(𝑚′)]2( 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐 +  𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐)    (6.15) 

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

İspat: (6.15) eşitliği geçerli ise 𝜌(𝑚) = 𝜌(𝑚′) ve [𝜌(𝑚1)]2𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐
2 =

[𝜌(𝑚)]2 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐 + [𝜌(𝑚)]2 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐 = [𝜌(𝑚′)]2 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐 + [𝜌(𝑚)]2 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐 dir. O halde 

                       [𝜌(𝑚1)]2𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐
2 = [[𝜌(𝑚′)]2 𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐

𝟐 + [𝜌(𝑚)]2 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
𝟐                  (6.16) 

yazılabilir. 𝑑𝐸(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚). 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵) eşitliği (6.16) eşitliğine uygulanırsa; 

 
 

Şekil 6.7. ℝTrOc
2  de A açısı dik olan ABC üçgeni. 

 

𝑑𝐸
2(𝐴, 𝐵) = 𝜌(𝑚)

2 ∙ 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐
2(𝐴, 𝐵) yani 𝑐𝐸

2 = 𝜌(𝑚)2 ∙ 𝑐𝑇𝑟𝑂𝑐
2, 𝑑𝐸

2(𝐵, 𝐶) = 𝜌(𝑚1)
2 ∙

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐
2(𝐵, 𝐶) yani 𝑎𝐸

2=𝜌(𝑚1)
2 ∙ 𝑎𝑇𝑟𝑂𝑐

2, 𝑑𝐸
2(𝐴, 𝐶) = 𝜌(𝑚′)

2 ∙ 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐
2(𝐴, 𝐶) yani 

𝑏𝐸
2
=𝜌(𝑚′)

2 ∙  𝑏𝑇𝑟𝑂𝑐
2
dir. Böylece 𝑎𝐸

𝟐 = 𝑏𝐸
𝟐 + 𝑐𝐸

𝟐 elde edilir.  Bu ise Öklidyen 

düzlemde Pisagor bağıntısına karşılık gelip, Öklidyen düzlemde Pisagor bağıntısının 

tersi de geçerli olduğundan 𝐴 açısının dik olduğunu gösterir. 
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6.3 Thales Bağıntılarının Triakis Octahedron Benzeri 

Bu bölümde Thales bağıntılarının Triakis Octahedron düzlemindeki benzerleri [23] 

kaynağındaki benzer yöntemlerden faydalanılarak verilmektedir. 

Teorem 6.3.1: (K.A.K.) benzerlik teoremi ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐
2  de geçerli değildir.  

İspat: (K.A.K.) benzerliğinin ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐
2  de geçerli olmadığını göstermek için bu özelliği 

sağlamayan bir örnek verilmesi yeterlidir. Köşeleri 𝐴 = (1,0), 𝐵 = (3,3), 𝐶 = (3,0) 

ve 𝐶 açısı dik olan 𝐴𝐶𝐵 üçgeni ile 𝐶′ açısı dik olan 𝐴′𝐶′𝐵′ üçgenini ele alalım. 

Karşılıklı (K.A.K.) elemanlarının aynı olacağı şekildeki 𝐴′𝐶′𝐵′ üçgenini şu şekilde 

oluşturalım; 𝐶′ = (0,0) olmak üzere 𝐶′ merkezli 2 birim yarıçaplı TrOc çemberi 

üzerindeki bir nokta 𝐴′ = (2√2 − 2, 4√2 − 4) olsun ve 𝐴′𝐶′ doğru parçasıyla negatif 

yönde 900 lik açı yapan 𝐶′𝐵′ ışını ile 𝐶′ merkezli 3 birim yarıçaplı TrOc-çemberinin 

kesişim noktası 𝐵′ = (6 − 6√2, 3√2 − 3) biçimindedir. Açıkça 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐶) =

2, 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵, 𝐶) = 3, 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴, 𝐵) = 2√2 + 1, 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴′, 𝐶′) = 2, 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵
′, 𝐶′) = 3 ve 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴′, 𝐵′) = 6√2 − 5, ayrıca 𝑚(𝐴) = 𝑚(𝐴′), 𝑚(𝐵) = 𝑚(𝐵′) ve 𝑚(𝐶) = 𝑚(𝐶′) 

dür. ℝ𝐸
2  de 𝐴𝐶𝐵 ve 𝐴′𝐶′𝐵′ üçgenlerinin karşılıklı kenar uzunlukları da eş olup 𝐴𝐶𝐵 

~𝐴′𝐶′𝐵′ dür. Ancak ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐
2  de karşılıklı kenar uzunluklarının oranları eşit değildir, 

yani 
|𝐴𝐶|

|𝐴′𝐶′|
=

|𝐵𝐶|

|𝐵′𝐶′|
≠

|𝐴𝐵|

|𝐴′𝐵′|
 dir, dolayısıyla Şekil 6.8 de verilen 𝐴𝐶𝐵 ile 𝐴′𝐶′𝐵′ 

üçgenleri ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐
2  de benzer üçgenler değildir. Sonuç olarak ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐

2  de, (K.A.K.) ve diğer 

benzerlik bağıntıları geçerli değildir. 

 
 

Şekil 6.8. TrOc-düzleminde (K.A.K.) benzerlik teoremini sağlamayan iki üçgen. 
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Teorem 6.3.2: Kesişen iki doğru, paralel üç doğru ile kesiştirildiğinde oluşan 

üçgenlerin karşılıklı kenar uzunlukları orantılıdır. Yani Şekil 6.9 da verilen 

𝑑1,  𝑑2 ,  𝑑3 , ℓ1 ve ℓ2 doğruları için 𝑑1 ∥ 𝑑2 ∥ 𝑑3 , ℓ1 ∦ ℓ2 ve ℓ𝑖 ∦ 𝑑𝑗 , 𝑖 = 1,2, j=1,2,3 

ise 

i. 
𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐸)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐷,𝐸)
 

ii. 
𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐵)

  𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐹)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐹,𝐺)
 

dir. 

 
 

Şekil 6.9. ℝTrOc
2  de üç paralel doğru tarafından kesilen paralel olmayan iki doğru. 

 

İspat:  

i. 𝐴, 𝐵, 𝐷 noktaları ve 𝐴, 𝐶, 𝐸 noktaları doğrudaş olduğundan Sonuç 6.1.2 

gereğince 
𝑑𝐸(𝐴,𝐵)

𝑑𝐸(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐷)
, dolayısıyla 

𝑑𝐸(𝐴,𝐶)

𝑑𝐸(𝐴,𝐸)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐸)
 dir. O halde 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐸)
 dir. 𝑑1 doğrusunun eğimi 𝑚 olsun. 𝑑1 // 𝑑2 // 𝑑3 olduğundan  𝑑2 ve 

 𝑑3 doğrularının eğilimleri de 𝑚 dir. Önerme 6.1.2 gereğince 𝑚 ∈ ℝ için 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) =

 
√1+ 𝑚2

1+|𝑚|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚|}
𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵, 𝐶)    ve 𝑑𝐸(𝐷, 𝐸) =

 
√1+ 𝑚2

1+|𝑚|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚|}
𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐷, 𝐸) olup bu eşitlikler taraf tarafa oranlanırsa 

𝑑𝐸(𝐵, 𝐶)

𝑑𝐸(𝐷, 𝐸)
=

√1 + 𝑚2

1 + |𝑚| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}
𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵, 𝐶)

√1 + 𝑚2

1 + |𝑚| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}
𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐷, 𝐸)

=
𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵, 𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐷, 𝐸)
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elde edilir. 𝑚 → ∞ için 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵, 𝐶) ve 𝑑𝐸(𝐷, 𝐸) = 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐷, 𝐸) 

olduğundan 
𝑑𝐸(𝐵,𝐶)

𝑑𝐸(𝐷,𝐸)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐷,𝐸)
 dir. Sonuç olarak 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐷)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐸)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐷,𝐸)
 

elde edilir. 

ii. Benzer biçimde, 𝐴, 𝐵, 𝐺 noktaları ve 𝐴, 𝐶, 𝐹 noktaları doğrudaş olduğundan 

sonuç 6.1.2 gereğince 
𝑑𝐸(𝐴,𝐵)

𝑑𝐸(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐺)
 ve 

𝑑𝐸(𝐴,𝐶)

𝑑𝐸(𝐴,𝐹)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐹)
, dolayısıyla 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐹)
 dir. Önerme 6.1.2 gereğince 𝑚 ∈ ℝ için 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) =

 
√1+ 𝑚2

1+|𝑚|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚|}
𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵, 𝐶)  ve  𝑑𝐸(𝐹, 𝐺) =

 
√1+ 𝑚2

1+|𝑚|+(√2−2)𝑚𝑖𝑛{1,|𝑚|}
𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐹, 𝐺) olup bu eşitlikler taraf tarafa oranlanırsa 

𝑑𝐸(𝐵, 𝐶)

𝑑𝐸(𝐹, 𝐺)
=

√1 + 𝑚2

1 + |𝑚| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}
𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵, 𝐶)

√1 + 𝑚2

1 + |𝑚| + (√2 − 2)𝑚𝑖𝑛{1, |𝑚|}
𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐹, 𝐺)

=
𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵, 𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐹, 𝐺)
 

elde edilir. 𝑚 → ∞ için 𝑑𝐸(𝐵, 𝐶) = 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵, 𝐶) ve 𝑑𝐸(𝐹, 𝐺) = 𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐹, 𝐺) 

olduğundan, 

𝑑𝐸(𝐵,𝐶)

𝑑𝐸(𝐹,𝐺)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐹,𝐺)
 dir. Sonuç olarak 

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐵)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐺)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐴,𝐹)
=

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐵,𝐶)

𝑑𝑇𝑟𝑂𝑐(𝐹,𝐺)
 elde edilir. 
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7. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tezde Öklid dışı geometrilere örnek teşkil eden dört farklı Minkowski tipi 

geometride Öklidyen geometride bilinen Pisagor Teoremi ile Thales Bağıntılarının 

karşılıkları incelenmiş olup tez Öklid dışı geometrilerde farklı çalışmalar yapılabilmesi 

adına literatüre katkı sağlamak üzere hazırlanmıştır. 

İlk bölümde tez konusu adına motivasyon kaynağı belirtilmiş, ikinci bölümde ise 

konunun daha iyi anlaşılabilmesi için gerekli ve daha önceden bilinen tanım ve 

teoremler verilmiştir. 

Tezin üç, dört, beş ve altıncı bölümlerinde sırasıyla Disdyakis Dodecahedron, Tetrakis 

Hexahedron, Truncated Octahedron ve Triakis Octahedron uzaylarının düzleme 

indirgenmiş metrikleri ile döşeli ℝ𝐷𝐷
2 , ℝ𝑇𝐻

2 , ℝ𝑇𝑂
2  ve ℝ𝑇𝑟𝑂𝑐

2  düzlemlerinin temel 

özellikleri ile bu düzlemlerin her birinde Pisagor Teoremi ve Thales Bağıntılarının 

benzerleri incelenmiştir. 

Sonuç olarak bu tez çalışması Minkowski tipi geometriler üzerine çalışmalar yaparak 

matematikçilere Öklidyen düzlemde bilinen teoremlerin benzerlerinin nasıl 

bulunabileceği hakkında ışık tutacaktır. Böylece başka Öklidyen teoremlerin de tezde 

verilen düzlemlerde ya da benzer şekilde elde edilebilecek Minkowski tipi 

düzlemlerde çalışılması düşünülebilir. 
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