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OZET

Bu tezde bazi konveks ¢okytizliileri kiire olarak kabul eden, ti¢ boyutlu analitik uzayda
daha 6nceden tanimlanmis metriklerle olusturulmus Minkowski tipi geometrilerin
diizlemdeki karsiliklart tanimlanip bu diizlemlerde Thales ve Pisagor teoremlerinin
benzerlerinin belirlenmesi tizerine ¢alisilmustir.

Tez yedi boliimden olusmaktadir. Ik boliimde tezde ele alinan problemin énemi ve
motivasyon kaynagmin belirlenmesi adina literatiir taramasi yapilmustir. Ikinci
boliimde tez boyunca kullanilmis bazi 6nemli temel tanim ve teoremler verilmistir.
Ucg, dort, bes ve altinc1 boliimler ise tezin orijinal olan boliimleridir ve bu boliimlerde
sirastyla Disdyakis Dodecahedron, Triakis Octahedron, Truncated Octahedron ve
Tetrakis Hexahedron diizlemleri tanimlanip bazi ozellikleri verildikten sonra bu
diizlemlerde Thales ve Pisagor teoremlerinin karsiliklari iizerine c¢alisilmistir. Son
olarak yedinci boliimde elde edilen sonuglar Gzetlenmis, literatiire katkisindan
bahsedilmis ve bu tezde yapilan c¢aligmalar 1s13inda yapilabilecek caligmalara
onerilerde bulunulmustur.
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ABSTRACT

This thesis focuses on defining the counterparts of Minkowski-type geometries in the
plane, which are constructed with metrics previously defined in three-dimensional
analytical space, considering certain convex polyhedra as spheres. Additionally, the
thesis investigates the analogues of Thales’ and Pythagoras’ theorems in these planes.

The thesis consists of seven chapters. In the first chapter, a literature review is
conducted to highlight the importance of the problem addressed in the thesis and to
outline the sources of motivation. The second chapter presents some essential
definitions and theorems used throughout the thesis. Chapters three, four, five, and six
constitute the original contributions of the thesis. These chapters introduce and define
the planes of the Disdyakis Dodecahedron, Triakis Octahedron, Truncated
Octahedron, and Tetrakis Hexahedron, respectively. After providing their properties,
the study examines the analogues of Thales’ and Pythagoras’ theorems in these planes.
Finally, the seventh chapter summarizes the results obtained, discusses their
contribution to the literature, and provides recommendations for future studies based
on the work carried out in this thesis.
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1. GIRIS
1.1 Konveks Cokyiizliiler

Estetik ve simetri tlim alanlarda oldugu gibi matematik diinyasinda da olduk¢a 6nemli
yere sahiptir. Simetri, ilki belirsiz bir mikemmellik veya giizelligi yansitan bir
muntazamlik veya estetik olarak hosa giden bir orantililik ve denge duygusu olarak;
ikincisi kesin ve iyi tanimlanmis bigimsel sistemin kurallarina (geometri, fizik vb.)
gore gosterilebilen veya isaret edilebilen bir denge ve orantililik kavrami veya kendine
benzesme 0rnegi olarak iki sekilde tanimlanir [1]. Sahip olduklari birden ¢ok simetri
ozelliginden dolay1, ¢okyiizliller matematiksel ve estetik acidan insanlarin ilgisini
izerine ¢eken objeler olmuslardir. Cokyiizliiler bu baglamda 6nemli bir rol oynar.
Sonlu sayida dogru pargalarinin bir zinciri ile sinirlandirilmis diizlemsel sekle ¢okgen
denilmektedir. Ortak kenarlara sahip ¢okgenlerden olusan cisme bir ¢okyiizlii ve
cokgenleri ele alindiginda her bir ¢okgene ¢okyiizliiniin bir yiizii denir. Cokgenlerin
kenar ve koseleri bu ¢okylizliiniin kenar ve koselerini olusturur. Kisaca her bir yiizi
diizlemsel ¢okgenler ile smirlanan, ayrit ve koseleri de bu gokgenlerin kenar ve
koseleri olan cisimlere cokyiizli (Polyhedron) denilmektedir [2]. Cokyiizliiler
yilizeylerindeki g¢okgenlerin 6zelliklerine gore simetrik ya da asimetrik yapilar
sergileyebilirler. Bu cisimler, diizgiin ve diizglin olmayan tiirlere ayrilir ve sahip
olduklar1 simetri 6zellikleri, onlar1 farkli siiflara ayiran temel faktorlerden biridir.
Cokyiizliiler sahip olduklar1 6zelliklerine gore smiflandirilmiglardir. Herhangi iki
noktasini birlestiren dogru pargasinin tamami, ¢okyiizliiniin yiizeyinde (bir yiiziinde)
veya i¢inde kaliyorsa bu ¢okyiizliiye dis biikkey (konveks), aksi halde i¢ biikey
(konkav) denilmektedir [3]. Tiim ayrit ve yiizleri es, ayrica her kosesinde ayni sayida
ylziin kesistigi cokyiizlillere diizglin cokytizliiler denilmektedir. Eger cokyiizlii
diizgiin degilse diizgiin olmayan ¢okyiizlii olarak isimlendirilirler. Konveks, simetrik
cokyiizliiler Platonik cisimler, Arsimed cisimleri ve Katalan cisimleri olarak ii¢ ana
grupta incelenebilir. Burada Platonik cisimler diizgiin c¢okyiizliiler, Arsimed ve
Katalan cisimler ise diizgiin olmayan ¢okyiizliiler sinifina girer [4]. Katalan cisimleri
tek tip diizgiin olmayan c¢okgenlerden, Arsimed cisimleri iki tipte diizgiin
cokgenlerden, Platonik cisimler ise hem tek tip hem de diizgiin olan ¢okgenlerden
meydana gelir. Platonik cimler bes, Katalan cisimleri on ti¢, Arsimed cisimleri de on
iic tanedir. M.O. 360 yillarinda Yunan filozof Platon (Eflatun) Timaus adl1 eserinde,

diizgiin dort yiizli (Tetrahedron) ile atesi, diizgiin sekiz yiizlii (Octahedron) ile havayz,



diizgiin yirmi yiizlii (Icosahedron) ile suyu, diizgiin alti yiizlii (Dodecahedron) ile
evreni iliskilendirerek doganin anlasilabileceginden bahsetmistir. Platonun isminden
esinlenerek bu diizgiin ¢okyiizliilere Platonik cisimler denilmektedir. Katalan cisimler
1865 yilinda Belgikali matematikgi Eugene Catalan tarafindan tanimlanmistir. Katalan
cisimleri, Platonik cisimler ve Arsimet cisimlerden ayiran en 6nemli 6zellik, diizgiin
olmayan konveks yapilar olmalaridir. Katalan cisimlerin yiizlerindeki c¢okgenler
diizgiin olmayan ¢okgenlerdir [5]. Arsimed cisimleri ise bagka bir Yunan matematikgi
Syracuse Arsimet’den adin1 alir. Arsimed cisimlerinin bu ismi almis olmasimnin sebebi
Pappus’un Koleksiyon’ununda Arsimed’in, yiizleri birden fazla diizgiin ¢gokgen olan

on ii¢ cisim buldugundan bahsetmesidir [4].

Konveks ¢okyiizliilerin yiliz ayrit ve kose sayilari arasinda Euler Teoremi olarak
bilinen bir bagint1 vardir. Kose sayis1 K, ayrit sayist A, yiliz sayist Y, her bir kdsede
birlesen ayrit sayis1 q, her bir yiizii olusturan ayrit sayis1 p olmak iizere, diizgiin bir

cokyiizliicin K + Y — A = 2 dir. Platon ¢okyiizliileri i¢in bu verilerin bir tablosu

asagidaki gibidir.
COKYUZLU Y K A q p
Dortyiizli 4 4 3 3
Kiip 6 8 12 3 4
Sekizyiizli 8 6 12 4 3
Onikiyiizli 12 20 30 3 5
Yirmiyiizli 20 12 30 5 3

Tablo 1.1. Euler Formiili.

Tablo 1.1. deki sayilar yardimiyla her bir ¢okyiizlii i¢in K + Y — A sayis1 hesaplanirsa
her zaman sonucun 2 oldugu goriiliir. Bu sadece Platon katilar1 i¢in degil tiim konveks

cokyiizliiler igin gegerli bir 6zelliktir [6].

Arsimed cisimlerinin duallerine ise Katalan cisimleri denir. Kiibiin ve Octahedronun
(diizgiin sekizytizliiniin) Tablo 1.1. deki satirlar1 karsilastirildiginda belli benzerlikler
goriilebilir. Ornegin, kenar sayilari esit, p ve q degerleri yer degistirmis, ayn1 zamanda
Y ve K degerleri de yer degistirmistir. Ayn1 gézlemleri Dodecahedron ve Icosahedron
arasinda da yapmak miimkiindiir. Bunun nedeni bu cisimlerin birbirlerinin duali
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olmalaridir. Elimizde herhangi bir ¢okyiizlii olsun, ona P diyelim. Simdi P nin her
yuiziiniin merkez noktasini igsaretleyelim, bu noktalar dual ¢okyiizliiniin (onu da P’ ile
gosterelim) koseleri olacaktir. Eger P de iki yiiz komsu ise (yani aralarinda bir kenar
varsa) o zaman o ylizlerin merkezleri arasina bir kenar koyalim. Bu kenarlar da dualin
kenarlar1 olacaktir. Bu sekilde elde edilen cisim de bir ¢okytizlii olur ve insadan dolay1
K=K' 'Y =AveA =Y oldugu kolayca goriiliir. Eger P bir platonik bir cisimse, P’

de platonik cisim olur [7].

Bazi bilim adamlarina gore, Euler Formiilii Descartes’a aittir. Bunu ileri stirmelerinin
sebebi de, Descartes’a ait olan bir teoremin dogrudan sonuglarindan birinin de
yukaridaki bagint1 olmasidir. Ancak bu bagintiy1 ilk kez 1750 yilinda agik¢a ortaya
atan kisi Euler oldugu bilinmektedir. Euler’in amaci, gokytizliileri siniflandirabilmekti.
Ancak bunu yapabilmek i¢in sadece yiizlerin sayisi1 yeterli degildi; ayrit ve kose
sayilari da incelenmeliydi. Euler incelemeleri sirasinda bu ii¢ say1 arasindaki bagintiy1
kesfetti. Bagintinin kesin ispati ise ancak 1847 yilinda C.von Saudt tarafindan
yapilabildi [3]. Platonik ve Arsimed cisimlerinin sekilleri, Altin oranin gizemleri,
matematiksel ve geometriksel kurallar1 Leonardo da Vinci ve Albrecht Diirer gibi 6nde
gelen sanatgilarin eserlerinde sifrelenmislerdi. Leonardo da Vinci, 1509'da Luca
Pacioli'nin yayimladig: ilahi Oran adl1 bir ¢alismasina resimler vermistir. Bu kitapta
Leonardo da Vinci tarafindan yapilmis Five Platonic Solids (Bes Platonik Cisim) adli
resimler bulunmaktadir. Bunlar, bir kiip, bir Tetrahedron, bir Dodecahedron, bir

Octahedron ve bir Ikosahedronun resimleridir [8].

Miihendislik malzemelerinin ¢ogundaki atom diziminde {i¢ boyutlu tekrarlanan bir
atom dizimi goriiliir. Boyle yapilara kristal denir. Kristallerdeki tic boyutlu kalibin
tekrarindaki sebep malzeme igyapisindaki atom koordinasyonudur. Bu i¢
koordinasyon kristalin dis seklini de kontrol eder. Kar seklinin alt1 koseli dis yapisi fen

bilimlerindeki ¢okyiizliilerin inceleme alanlarina girer [9].



Sekil 1.1. Kar tanesi.

Sonug olarak ¢okytizliiler sahip olduklar1 birden ¢ok simetri ve estetik 6zelliklerinden

dolay1 matematik, fizik, mimari ve sanat alaninda titizlikle ¢alisilan konular olmustur.
1.2 Minkowski Geometrisi ve Konveks Cokyiizliiler ile iliskileri

Minkowski uzaklig1 ve Minkowski metrigi, hem Oklid uzakliginda hem de Manhattan
(Taksi metrigi), Maximum, Cin dama gibi metriklerin genellestirilmesi olarak
diisiiniilebilen normlu vektdr uzayindaki bir metriktir. Adin1 Polonyali matematikgi

Hermann Minkowski’den almistir.

Tanmm 1.2.1: P = (xq,x5, ..., xy) V€ Q = (y1,Y2, ..., V), R™ de noktalar olmak
uzere

1
n P
d,(P,Q) = (ZIxi - Yi|p>
i=1

bi¢iminde tanimli uzaklik fonksiyonuna Minkowski uzakligi denir.

Minkowski uzakliginin p = 2 oldugu 6zel durumu Oklid uzakligmi; p = 1 oldugu
6zel durumu Manhattan (Taksi) uzakligini; p = oo 6zel durum ise maximum

uzakligini vermektedir [10].

Minkowski geometri, eliptik ve hiperbolik geometriden farkli sonlu boyutlu bir
Oklidyen olmayan geometridir. Ayrica space-time Minkowskian geometrisinden de
farklidir. Minkowski geometrisindeki lineer yap1 Oklidyen geometrisindeki ile hemen
hemen aynidir. Noktalar, dogrular ve diizlemler Oklidyen geometrinin noktalari,
dogrular1 ve diizlemleri ile ayn1 iken, ag1 6l¢iimii de Oklidyen geometrideki ile aym
yolla yapilmaktadir. Minkowski geometrisinin Oklidyen geometriden tek farki

kullanilan uzaklik fonksiyonudur. Bu uzaklik fonksiyonuna gore uzaklik her yonde



ayni degildir. Bu farklilikla birlikte uzakliga bagli yapilar tamamen degismektedir [5].
Dolayisiyla Minkowski geometrilerinde uzaklikla ilgili kavramlarin incelenmesi ilgi
cekici konularin ortaya ¢ikmasmi saglamaktadir. Ornegin miihendislikte en yakin
komsu algoritmasinin siiflandirilmasinda, istatistikte, makine 6§renimi gibi alanlarda
benzerligi veya farkliig1 6lgmek icin kullamlir. Ayrica Oklidyen uzaydaki bilinen
kiirenin yerine alinan "yeni birim kiire" degisebilen bir genel simetrik konveks
kiimedir ve paralellik aksiyomu gegerli olmasina ragmen, Pisagor teoremi gibi benzeri
birgok teorem gegerli degildir. Bu geometrilere 6rnek verecek olursak Taksi
geometrisi, Cin Dama geometrisi ve a geometrisi 6rnek olarak verilebilir [11].
Minkowski geometrilerin birim kiirelerinin genel simetrik konveks kiimeler olmasi

gercegi bazi ¢okyiizliiler ile metrikler arasinda ilgi kurulabilecegini gostermektedir.
Tamm 1.2.2: P, = (x1,y1,21) Ve P, = (X, Y5, 2,) € R30olmak iizere,

dy (Py, P) = max{|x; — x31, |y1 — y2l, 121 — 2,1}

bigiminde taniml1 dj;: R3 x R3 — [0,00) uzaklik fonksiyonu kullanilarak olusturulan
Minkowski geometrisi Maksimum uzay1 olarak isimlendirilmektedir ve R3; bigiminde

gosterilmektedir. R3; uzayinim birim kiiresi diizgiin altryiizlii ya da kiiptiir.

Sekil 1.2. R3; nin birim kiiresi olan kiip.

Benzer sekilde Taksi 3-uzayda birim kiire bir diizglin sekizyiizlidiir. Son yillarda
yapilan ¢aligmalarda da birim kiiresi Dodecahedron ve Icosahedron olacak sekilde
metriklerin dolayistyla Minkowski geometrilerin varligi goriilmiistiir. Ayrica ¢in dama
metrigi ile dosenmis uzaymn birim kiresi bir Katalan cisim olan Deltoidal
Icositetrahedron oldugu goriilmektedir. n- boyutlu R,,Oklid uzayinda verilen konveks

yapilar i¢in, birim kiireleri bu konveks yapilar olan normlarin varligi bilinmektedir [2].



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
Bu béliimde tez boyunca kullanilacak temel kavram ve teoremler verilecektir.
2.1  Cesitli Geometrik Ozellikler

Bu boliimde verilen tanim ve teoremler [12], [13], [14] ve [15] kaynaklar1 baz alinarak
derlenmis olup ayrintili bilgi i¢in bu kaynaklara bakilabilir.

Tanmm 2.1.1: A bos olmayan bir kiime olmak iizere A X A lizerinde tanimlanmis
asagidaki sartlar1 saglayan reel degerli d fonksiyonuna A kiimesi iizerinde bir metriktir
denir.V X,Y,Z € Aigin,

M) X # Yigind (X,Y) > 0 (Pozitif tanimlilik 6zelligi)
M)dX,Y) =0 X =Y (Ayn1 yerde bulunma)
M3)d (X,Y) = d(Y,X) (Simetri 6zelligi)
My)dXY) <£dX,Z2) + d(Z)Y) (Uggen esitsizligi)

Diger bir ifadeyle, M; — M, sartlarini saglayan d : X X X — R fonksiyonuna metrik
denir [16].

Tanmmm 2.1.2: Oklid diizleminde alinan A = (x4,y,), B = (x,,y,) € R? iki nokta

olmak tizere A ve B noktalar1 i¢in

dg(A,B) =/ (x2 — x1)% + (V2 — ¥1)?

biciminde tamimlanan dz: R? x R? > R fonksiyonuna Oklid uzaklik fonksiyonu

denir.

Teorem 2.1.1: Oklid uzaklik fonksiyonu bir metriktir. d; metrigi ile ddsenmis analitik

diizlem RZ% ile gosterilir ve Oklidyen diizlem olarak isimlendirilir.

Tammm 2.1.3: Diizlemde verilen herhangi bir noktadan esit uzaklikta bulunan

noktalarin kiimesine ¢ember denir.

Yukaridaki genel tamm kullamilarak R% de ¢ember tanimi su sekilde verilebilir;
diizlemde verilen M = (m,n) noktasindan r birim (r € R,r > 0) uzaklikta
bulunan degisken nokta X = (x,y) olmak iizere {X:|dz(X,M)| = r }noktalar
kiimesi bir cember belirtir. Burada M noktasina ¢emberin merkezi, r reel sayisina ise

cemberin yarigap1 ad verilir.



Tanim 2.1.4: Bir Oxy-koordinat sistemiyle verilen analitik diizlemde bir A = (a,, a,)

vektorii verildiginde diizlemde alinan herhangi bir P = (x, y) noktasini bagka bir P’ =
(x',y") noktasina resmeden T:(x,y) = (x',y') = (x — a;,y — a,) doniisimiine
Oteleme hareketi, A vektoriine 6teleme vektori denir ve bu doniisiim kisaca T (a, b) ile

gosterilir [17].
Tammm 2.1.5: P noktalar kiimesi, £ dogrular kiimesi ve d herhangi bir uzaklik
fonksiyonu olmak tizere u = {P,L,d} metrik geometrisi verilsin. f:P — P
dontlistimii VP;, P, € P i¢in

d(PbPz) = d(f(P1);f(P2))
Ozelligini sagliyorsa f doniisiimiine izometri denir [18].
Teorem 2.1.2: Ters acilarin Olgiileri esittir.

Ispat: O noktasinda kesisen ACile BD dogrularini ele alalim. Boylece olusan AOB ile
COD ters agilardir, (Bkz; Sekil 2.1).

.B A

.C D-

Sekil 2.1. Kesisen dogrularla olusan ters agilar.

m(AO0B) + m(BOC) = 180° ve m(BOC) + m(COD) = 180° oldugundan bu iki
esitlikte m(AOB) = m(COD) yani ters acilarin esit oldugu elde edilir. Benzer sekilde
m(A0D) = m(BOC) oldugu gosterilir.

Aksiyom 2.1.1: k,l ve m diizlemde, k || m, | ¥ k ve | } m 6zelligine sahip dogrular
olsunlar. Bu durumda olusan yondes acilar estir, yani k || mise  m(ABC) =
m(BEF), m(ABD) = m(BEG), m(DBE) = m(GEH) ve m(CBE) = m(FEH) dir,
(Bkz; Sekil 2.2).
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Sekil 2.2. k, 1 ve m dogrulari ile olusan agilar.

Teorem 2.1.3: k,l ve m diizlemde, k || m, [ } k ve |l  m 6zelligine sahip dogrular

olsunlar. Bu durumda olusan i¢ ters acilar birbirine esittir.

Ispat: k,I ve m diizlemde k | m, [Nk = B velnm = E 6zelliginde dogrular ve
A B,E,H, | tzerindeki, B,C,D, k ftzerindeki, E,F,G, m {zerindeki noktalar
olsunlar, (Bkz; Sekil 2.2.). k Il m oldugundan yéndes agilarin esliginden m(ABC) =
m(BEF) ve ters acilarin esliginden, m(ABC) = m(DBE) dir. Béylece bu iki
esitlikten, m(BEF) = m(DBE) elde edilir.

Teorem 2.1.4: k,lve m diizlemde, k || m, [ } k ve l } m 6zelligine sahip dogrular

olsunlar. Bu durumda olusan dis ters agilar birbirine esittir.

Ispat: k, 1 ve m diizlemde k | m, LNk = Bvelnm = E &zelligindeki dogrular ve
A B,E,H, | tzerindeki, B,C,D, k ftzerindeki, E,F,G, m fzerindeki noktalar
olsunlar, (Bkz; Sekil 2.2). k Il m oldugundan yéndes agilarm esliginden m(ABD) =
m(BEG) ve ters acilarin esliginden, m(BEG) = m(FEH) dir. Boylece bu iki
esitlikten, m(ABD) = m(FEH) elde edilir.

Teorem 2.1.5: k,lve m diizlemde, k || m, | } k ve l } m 6zelligine sahip dogrular

olsunlar. Bu durumda olusan kars1 durumlu agilar biitiinlerdir.

Ispat: k, [ ve m diizlemde k | m, LNk = Bvelnm = E &zelligindeki dogrular ve
A B,E,H, | tzerindeki, B,C,D, k tzerindeki, E,F,G, m {zerindeki noktalar
olsunlar, (Bkz; Sekil 2.2). k || m oldugundan yéndes agilarin esliginden; m(ABC) =
m(BEF) dir ve ayrica m(ABC) + m(CBE) = 180° dir. Bu iki esitlikten m(BEF) +

m(CBE) = 180° yani kars1 durumlu acilarin biitiinler oldugu elde edilir.



Sonug 2.2.1: k, [ ve m diizlemde, {igii birlikte tek bir noktadan gegmeyen ancak ikiger

ikiger kesisen dogrular olsunlar, (Bkz; Sekil 2.3).

m

Sekil 2.3. Diizlemde ikiser ikiser kesisen ancak tek bir noktada kesismeyen k, 1 ve m
dogrulari.

Bu durumda;

I.  Yondes agilar es ise dogrular paraleldir.
ii. Ig ters acilar es ise dogrular paraleldir.
iii.  Dis ters agilar es ise dogrular paraleldir.

iv.  Kars1 durumlu agilar es ise dogrular paraleldir.

Tamm 2.1.6: n € N* ve n > 3 olmak iizere, ayni diizlemdeki herhangi ti¢ii dogrudas
olmayan P;, P,.., B, noktalarinda kesisen, [P;P,], [P, Ps],.., [B,P;] dogru pargalarinin

birlesim kiimesine ¢cokgen denir.

Tammm 2.1.7: Herhangi bir ¢okgenin biitiin kenarlar1 uzatildiginda, bu dogrular
cokgeni kesmiyorsa bu cokgene konveks cokgen, uzatilandan en az biri ¢okgeni
kesiyorsa bu ¢okgene konkav ¢okgen denir. Konveks bir ¢okgende, biitlin kenar ve

koseler herhangi bir kenarin ayni tarafinda kalir.
Herhangi bir noktalar kiimesi i¢in konvekslik tanimi1 asagidaki gibi verilebilir;
Tanim 2.1.8: P bir noktalar kiimesi ve P; < P olsun. P, Q € P, olacak bi¢imdeki her

P, Q nokta ¢ifti i¢in PQ dogru pargasi P, in bir alt kiimesi oluyorsa, P; e konvekstir

denir.

Tanmm 2.1.9: P;,P, ve P; dogrudas olmayan farkli {i¢ nokta olmak {izere,

[P, P,], [P,P5] ve [P;P;] nin birlesim kiimesine tiggen denir.

Koseleri 4, B ve C noktalari olan iiggen AABC bigiminde (veya 4, B ve C nin herhangi
bir swrada yazilmasiyla) gosterili. A,BveC noktalari tii¢gen koseleri,
[AB],[BC] ve [CA] ya lggen kenarlari, |BC| = a,|AC| = bve|AB| = cye ii¢cgen

9
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kenar uzunluklari ve A = BAC, B = ABC ve C = ACB acilarina da iiggen i¢ agilari

adi1 verilir.
Tanmm 2.1.10: AABC ve ADEF diizlemde verilen herhangi iki tiggen ve f: {4, B,C} —
{D, E, F} iicgenler koseleri arasinda birebir drten bir esleme olsun. Bu durumda
AB =~ f(Af(B), BC =f(B)f(C), CA =f(Of(A)
ve
A= f(d), B=fB), (=[O
ise f ye bir eslik bagintis1 denir.

AABC ve ADEF ftggenleri es iseler bu durumda bir f:{A4,B,C} - {D,E,F} eslik
bagintis1 vardir. f esligi f(A) =D, f(B) = E ve f(C) = F bi¢iminde verildiyse
AABC =~ ADEF yazlir.

Tamm 2.1.11: ki {iggen arasinda yapilan birebir eslemede, karsilikli agilar es ve

karsilikli kenar uzunluklari orantili ise bu tiggenlere benzer iiggenler denir.

Sekil 2.4. Benzer Uggenler.

Sekildeki iiggenler arasinda, AABC < ADEF eslemesi verilsin. m(4) = m(D),
m(B) = m(E), m(C) = m(F)
Ve

|AB| _|BC| _|AC| _
|DE|  |EF| |DF|

ise
AABC ile ADEF benzerdir ve benzerlik AABC ~ ADEFseklinde gosterilir.

Tanmm 2.1.12: Benzer iki iiggenin karsilikli kenarlarinin uzunluklari oranina benzerlik
orani denir. Benzerlik orani pozitif bir k reel sayisidir. Es iicgenler benzerdirler ve

benzerlik orani 1 dir.
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Aksiyom 2.1.2: Iki iiggenin karsilikli ikiser kenarlarinin uzunluklar1 orantili ve bu

kenarlarin arasinda kalan agilar es ise bu iki liggen benzerdir.

Bu benzerlige kenar-agi-kenar (K.A.K.) benzerligi, bu aksiyoma da (K.A.K.) benzerlik

aksiyomu denir.

Sekil 2.5. (K.A.K.) Benzerlik Aksiyomu.

Yani
A8 _ M _ kvem(@) = m(D) =  AABC ~ ADEF
IDE| — IDF]

dir. Buradan m(B) = m(E), m(C) = m(F) ve % = k diyebiliriz.

Aksiyom 2.1.3: Iki iiggen arasinda yapilan bir eslemede, karsilikl1 acilar es ise bu iki
ticgen benzerdir. Bu benzerlige ac-agi-ac1 (A.A.A.) benzerligi denir.

Aksiyom 2.1.4: 1ki iicgen arasinda yapilan bir eslemede, karsilikli kenarlarin
uzunluklart orantili ise bu ii¢genler benzerdir. Bu benzerliler kenar-kenar-kenar

(K.K.K.) benzerligi denir.

2.2 Oklid diizleminde Thales Bagintilar1 ve Pisagor Teoremi

2.2.1 OKlid diizleminde Thales Bagintilar

Teorem 2.2.1.1: Kesisen iki dogru, paralel ii¢ dogruyla kesistirildiginde olusan
ticgenlerin karsilikli kenar uzunluklari orantilidir. Yani Sekil 2.6 dad, Il d, Il d5,4;1 #
tyvet; kd;,i =12, j=1,23 olmak lizere

|AB| _ |AC| __ |BC|
|AD| |AE| |DE|

|AB| _ |AC| _ |BC|
|AG|  |AF|  |FG]

dir.
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d;

d3

Sekil 2.6. Ug paralel dogru tarafindan kesilen iki paralel dogru.

Ispat: ABC ve ADE iicgenlerinin (A.A.A.) benzerliginden, (Bkz. Sekil 2.7).

|AB| __ |AC| _ |BC|.

| = | DE | ABC ve AFG iggenlerinin (A.A.A.) benzerliginden ise

|AB| __ |AC| __ |BC|
|AG| |AF| |FG|

elde edilir.

d °

dy

Sekil 2.7. Benzer tiggenler ABC ve AGF; ABC ve ADE.

2.2.2  OKklid diizleminde Pisagor Teoremi

Pozitif bilimlerin olusumundan giiniimiize denk gelen yol hem ¢ok uzun hem de ¢ok
mesakkatlidir. Yirmi bes ytizy1l 6nce bu yola ilk adimini atanlarin baginda Pythagoras
(Pisagor, M.0.569-477) gelir. O, bilimler tarihi boyunca ilk defa ve hayat1 pahasina,
bilimsel mantigin temellerini, bir daha degistirilemeyecek olan, axiom-postulat-
hypothesis bazina oturtarak, bu diislince zincirini bir de (absolute) mutlak (ispat) ‘in

liizumu ile noktalamistir. O kendisinden ¢ok daha Oncelerden birikmis ve kendi
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devrinde gelismis tim cesitli fakat daginik ve bireysel kalmis bilimleri bir disiplin
altinda derleyerek siniflandirmis ve her birini ayri bir bilim dali olarak grenime
agmustir. Devrinin filozofu, geometri, aritmetik, miizik, astronomi, cografya ve tabiat
bilimlerinde iistat idi. Fizik alaninda ilk defa optik kuramlarini koymus, ses ve
armonikleri teorilerine ilk adimimi atmistir. Buna ragmen, bilim tarihgilerinin
birlestikleri nokta, Pisagor’un asil biiyiikliigliniin geometri alaninda olusudur.
Pisagor’un insanliga devrettigi en 6nemli miras1 kendi adina izafe edilen o meshur
‘Pisagor Teoremi’ dir. Ona gore sadece deneysel olarak kanitlanan bu ‘3-4-5’ kuralinin
cok daha genis ve evrensel bir kuramin sonucu olup olmadigini aragtirmak ve mutlaka
bir geometrik ispatin1 yapmak gerekiyordu [19]. Bir dik tliggende, dik kenarlarin
tizerinde kurulan karelerin alanlar1 toplami, hipoteniis iizerinde kurulan karenin
alanina esittir. Bu ifadeyi sdyle sdyleyebiliriz. Bir dik liggende dik kenarlarin kareleri
toplam1 hipoteniisiin  karesine esittir. Pisagor bagmtisinin ispati yiizyillardir
matematikgileri mesgul etmis, yiizlerce farkli ispat yapilmistir. Detayli bilgi igin [20]
kaynagina bakilabilir.

2.3 Disyakis Dodecahedron, Triakis Octohedron, Truncated Octahedron ve

Tetrakis Hexahedron Uzaylari

Bu béliimde Disyakis Dodecahedron, Triakis Octohedron, Truncated Octahedron ve
Tetrakis Hexahedron Uzaylarinin tanimlart ve temel o6zellikleri [21], [4] ve [2]

kaynaklarindan faydalanilarak kisaca verilecektir.

2.3.1 Disdyakis Dodecahedron Uzay1

Tamm 2.3.1.1: R3 de P, = (x1,y1,21) Ve P, = (x5, ¥, Z) noktalar: verilsin.

|1 — X2, |y — x2| + [y1 — yal,
dpp(Py, P;) = maxi|y: — yal, +(\/§—1)min lx1 — x2| + |21 — 23], +(\/§—
|1 — 25| ly1 — ¥zl + 121 — 23|

|1 — x2],
|21 — 2;]

seklinde tanimlanan dpp: R3 X R® - [0, 00) uzaklik fonksiyonuna analitik 3-uzayda

P; ve P, noktalar1 arasindaki Disdyakis Dodecahedron uzaklik fonksiyonu denir.
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Teorem 2.3.1.1: dpp uzaklik fonksiyonu bir metriktir ve bu metrikle déosenmis 3

boyutlu analitik uzayin birim kiiresi bir Disdyakis Dodecahedron’dur [2].

Disdyakis Dodecahedron 48 yiizii, 72 kenar1 ve 26 kdsesi bulunan bir Katalan cisimdir,
(Bkz: Sekil 2.8).

Sekil 2.8. Disdyakis Dodecahedron.

2.3.2 Triakis Octohedron Uzay:
Tamm 2.3.2.1: R3 de P, = (x4,y1,2,) V€ P, = (x5, V5, Z,) noktalar1 verilsin.
drroc(Py, P2) = |x1 — x2| + ly1 — y2l + |21 — 2,
+ (\/Z - 2)min{|x1 = %2l ly1 = y21, 121 — 2,1}

seklinde tanimlanan dr,.o.: R3 X R3 — [0, ) uzaklik fonksiyonuna analitik 3-uzayda

P; ve P, noktalar1 arasindaki Triakis Octahedron uzaklik fonksiyonu denir.

Teorem 2.3.2.1: dp,o. uzaklik fonksiyonu bir metriktir ve bu metrikle désenmis 3

boyutlu analitik uzayin birim kiiresi bir Triakis Octahedron’ dur, [21].

Triakis Octahedron 24 yiizii, 36 kenar1 ve 14 kosesi bulunan bir Katalan cisimdir,
(Bkz: Sekil 2.9).

Sekil 2.9. Triakis Octahedron.

2.3.3 Tetrakis Hexahedron Uzayi

Tamm 2.3.3.1: R3de P; = (x1,y4,21) Ve P, = (x5, Y5, Z,) noktalar: verilsin.
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dry(Py, Py) = (\E - 1)max |y — x2| + |21 — z3], ¢ + (2 - \/§)max |y1 — Yl

|y — %21 + [y1 — y2l, {|x1 - x2|,}
ly1 — ¥2| + 121 — 23] |21 — 2|

seklinde tanimlanan dry: R® X R3 - [0, ) uzaklik fonksiyonuna analitik 3-uzayda

P; ve P, noktalar1 arasindaki Tetrakis Hexahedron uzaklik fonksiyonu denir.

Teorem 2.3.3.1: dpy uzaklik fonksiyonu bir metriktir ve bu metrikle désenmis 3

boyutlu analitik uzayin birim kiiresi bir Tetrakis Hexahedron’ dur [2].

Tetrakis Hexahedron 24 yiizii, 36 kenar1 ve 14 kosesi bulunan bir Katalan cisimdir,
(Bkz: Sekil 2.10).

Sekil 2.10. Tetrakis Hexahedron.

2.3.4 Truncated Octahedron Uzay:

Tamm 2.3.4.1: R3de P, = (x1,y;,21) Ve P, = (x5, Y5, Z,) noktalar: verilsin.

2
dro(Py,Py) = max{Z (1 = o1+ 1n = ol + 121 = 22D, ey = 5ol ys = 321, 122 = 21}
seklinde tammlanan d: R3 X R3 — [0, 0) uzaklik fonksiyonuna analitik 3-uzayda
P; ve P, noktalar1 arasindaki Truncated Octahedron uzaklik fonksiyonu denir.

Teorem 2.3.4.1: dy, uzaklik fonksiyonu bir metriktir ve bu metrikle dosenmis 3

boyutlu analitik uzayin birim kiiresi bir Truncated Octahedron’ dur [4].

Truncated Octahedron 14 yiizii, 36 kenar1 ve 24 kosesi bulunan bir Arsimed cisimdir,
(Bkz: Sekil 2.11).

Sekil 2.11. Truncated Octahedron.
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3. R3p NIN TEMEL OZELLIKLERI VE R3, DE PISAGOR TEOREMI VE
THALES BAGINTILARI

3.1 R2, nin Temel Ozellikleri

Bu bélimde daha o6nceden [2] de 3 boyutlu analitik uzayda verilen Disdyakis
Dodecahedron metriginin izdiisiim kullanilarak elde edilen 2 boyutlu analitik

diizlemdeki tanim1 verilmekte ve bazi 6zelliklerine deginilmektedir.
Tamm 3.1.1: R? de P; = (x1,y;) Ve P, = (x;,y,) noktalar verilsin.
dpp(Py, P;) = max{|x; — x|, |y, — y2I} + (‘/§ - ‘/E)min{bﬁ — %2, ly1 — ¥21}

bigiminde tanimli dpp:R? X R? > [0,0) uzakhik fonksiyonuna Disdyakis

Dodecahedron uzaklik fonksiyonu denir.
Teorem 3.1.1: dpp, uzaklik fonksiyonu R? de bir metriktir.

ispat: Pl = (xl,yl), Pz = (xz,yz), P3 = (x3,y3) € RZ VerI|SII’l dDD nln metrlk
oldugunu kanitlamak icin her P, P,, P; € R? i¢in

(1) dpp (P, P2) 20vedpp (P, P) =0 P =P,

(it) dpp(Py, P2) = dpp (P2, P1)

(iit) dpp(Py, P3) < dpp(Py, P;) + dpp (P2, P3)

aksiyomlarinin saglandig1 gosterilmelidir.

(i) dpp uzaklik fonksiyonu P;, P, € R? olmak iizere

dpp (Pr, Py) = max{|x; — x;|, [y1 — y21} + (V3 = V2)min{|x; — x,|, [y1 — v}

biciminde tanimli oldugundan, mutlak deger her zaman negatif olmayan degerler
tireteceginden ve mutlak degerin maximumu da minimumu da negatif olmayan
degerler alacagindan dpp(Py, P,) = 0 dir. Eger dpp(Py,P;) =0 ise |x; — xy| =
0, |y1 —y2| = 0olup x; = x, vey; =y, elde edilir. Dolayisiyla P; = P, dir. Tersine
P, =P, ise x; =x, Ve y; =Yy, olacagindan |x; —x,| =0, |y; —y2| =0 olup
dpp(Py, P,) = 0 elde edilir.

(ii) Mutlak deger tanimindan, |a — b| = |b — a| oldugundan agik¢a dpp(Py, P,) =
dpp (P,, Py) dir. Yani dpp uzaklik fonksiyonu simetriktir.

(iii) Py = (x1,¥1), P2 = (x3,¥,) ve P; = (x3,¥3) € R? olsun.
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dpp(P1, P3) < dpp(Py, P) + dpp (P2, Ps)
esitsizliginin saglandigi gosterilmelidir. P;, P, and P; noktalari i¢in
dpp (P, P3) = max{|x; — x3|,|y1 — y3|} + (\/§ - \/E)minﬂxl — 13|, [y1 — ¥3l}
dpp (P1, P2) = max{|x; — x;|, |y1 — y2|} + (\/§ - \/E)minﬂxl —x2|, [y1 — y2}
dpp (P2, P3) = max{|x, — x3|, [y, — y3|} + (‘/§ - \/E)minﬂxz — 13|, [y2 — ¥3l}
dir. Bahsedilen esitsizligi incelemek i¢in 8 durumu dikkate almak gerekir;
Durum 1: Eger |x; — x3| = |y1 — y3l, %1 — x2| = |y1 — ¥2| Ve |x3 — x3| = |y, — y3], ise

dpp(P1,P3) =|x; —x3| + (@—\/E)b’l — sl
= |xg —x +x3 — x3| + (\/g—\/z)bﬁ — ¥, + ¥, — sl
< lxg = x| + [ — x3] + (\/g_‘/i)bﬁ — Y| + (\/§—\/§)|y2 — 3|
= (I%; = %2| + (V3 =V2)|y; = y2) + (Ix2 — 3] + (V3 = V2)|y; — y3]
= dpp (P, P2) + dpp (P2, P3)

elde edilir.
Durum 2: Eger |x; — x3| = |y1 — y3l, |1 — %2| = |y1 — y2| Ve |y2 — y3| = |x; — x3], ise

dpp(Py, P3) = |x; — x3] + (V3 = V2) |y, — y3]
= |x1 — Xz + X3 — X3 + (V3 =V2)|y1 — 2 + 2 — y3l
< (Jxg = %2 + (V3 =V2)|y1 = y21) + (Ix2 — 3] + (V3 = V2)|y2 — y31)
< (1% = x| + (V3 =V2)|y1 = y21) + (Iy2 = ¥3| + (V3 = V2)|xz — x3])
= dpp(P1, Pz) + dpp (P2, P3)

elde edilir. Burada;
ly2 —y3l 2 |x —x3| = (1—(\/5—\/5)) ly, —ys3l = (1—(\/5—\/5)) |2, — x5
= |y, —ys3l + (@—\/E)bfz —x3| = [x; —x3| + (\/g—\/z)b’z — ysl

oldugu kullanilmistir. Ortaya ¢ikabilecek diger durumlar da asagida belirtilmis olup

benzer hesaplamalarla kolaylikla gosterilebilir;

Durum 3: [x1 — x3| = |y1 — y3l, [y1 — Y2l = [%1 — x2| Ve [x3 — x3]| = |y, — y3] ise,
Durum 4: |x1 — x3| = |y1 — y3l, [y1 — Y2l = [%1 — x2| Ve [y, — y3| = |x2 — x3] ise,
Durum 5: [y; — y3| = [x1 — x3], |x1 — x2| = [y1 — 2| Ve [x2 — X3 = |y2 — y3] ise,
Durum 6: |y, — y3| = |x1 — x3|, [x1 — x2| = |y1 — 2| Ve [y2 — y3| = |xz — x3] ise,
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Durum 7: |y, — ys| = |x1 — x3], |[y1 — ¥2| = [x1 — x| Ve |x; — x3] = |y, — y3] ise,
Durum 8: |y; — ys| = |x1 — x3l, |[y1 — ¥2| = [x1 — x| Ve |y, — y3| = |x, — x3] ise,
boylece dpp (Py, P3) < dpp(Py, Py) + dpp (P, P3) elde edilir.

Sonug olarak 2 boyutlu analitik diizlemde dppuzaklik fonksiyonu bir metriktir ve bu

metrikle dosenmis diizlem R2,, olarak gosterilmektedir.

Onerme 3.1.1: Her Oklidyen o6teleme DD-diizleminde uzakligi korur. Boylece

otelemeler R3, de bir izometridir.

Ispat: A = (a;,a,), X = (x,y) € R? olmak iizere T;: R3, - R3,,T4(X) = A+
X olacak sekilde R3,, de bir 6teleme olsun. P; = (x1,v),P, = (x3,v,) € R? icin
dDD(TA(Pl)i TA(PZ) ) = max{lxl + a; — X — all’ |y1 + a, —y2 — aZl}

+(V3 = V2)min {|x; + a; —x, —a;l, |y1 + 2z — y2 — az}

= max{|x; — x3|,|y1 — y2|} + (\/§ - \/E)min {lxy — %21, lys — 213}
= dDD(PpPz)

elde edilir. Dolayisiyla T, R%,, de bir izometridir.

Onerme 3.1.2: A,B € R%, ve kartezyen koordinat diizleminde dikey bir dogru

tizerinde bulunmayan iki nokta, m de bu iki noktadan ge¢en dogrunun egimi ise,

V14 m?
max{1,|m|} + (V3 — V2)min{1, |m|}

p(m) =

olmak iizere
dg(A,B) = p(m).dpp(4,B) G.1D
dir. A ve B dikey bir dogru tizerinde bulunan iki nokta ise, dz (A, B) = dpp (A, B) dir.

Ispat: A = (x;,y;) ve B = (x;,¥,), R, de iki nokta olsun. Eger A ve B dikey bir

dogru tizerinde degilse, x; # x, Ve,

dg(A,B) = \/(xz —x1)2+ (V2 —y1)? =[x — x|y 1+ m?
ve

dpp(4,B)  =max{|x; — x;|, |y1 — ¥21} + (V3 = V2)min{|x; — x,], [y1 — ¥.1}
=|x; — x2|[max{1, Im| + (V3 — V2)min{1, |m|}]

bi¢iminde yazilabilir. Her iki esitligi karsilikli olarak birbirine oranlarsak,
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dg(A,B) V14 m?
dpp(A,B) max{1,|m|} + (V3 — V2)min{1, |m|}

elde edilir. Boylece,

V1+ m?2
max{1, |m|} + (\/§ — \/E) min{1, |m|}

p(m) =

olmak uzere

dE(A'B) = P(m) dDD(A'B)

dir. Eger A ve B dikey bir dogru iizerindeki iki nokta ise, x; = x, dir. Bu durumda
dg(A,B) = |y, —y1l ve dpp(A,B) =y, —y,| olur. Boylece dg(4,B) =
dpp (4, B) esitligi elde edilir.

Onerme 3.1.2 dogrudas noktalar igin dpp uzakligmin Oklid uzakliginm pozitif sabit
bir kat1 oldugunu belirtir.

Sonug¢ 3.1.1: P;, P, ve X, R? de dogrudas ii¢ nokta olmak iizere
dg(Py, X) = dg(P3,X) © dpp(Py,X) = dpp(P;, X)

dir.

Sonug¢ 3.1.2: P;, P, ve X, R? de ii¢ farkli dogrudas nokta olmak iizere

dp(PLX) _ dpp(Py,X)
45 (P X) ~ dpp(Py X)

dir.
Tamm 3.1.2: R3,, de merkezi P, = (x,,y,) ve yarigap1 r birim olan ¢ember

dDD(Prpl) =
{P = (x,y)|max{lx — xol, |y — yol} + (V3 = V2)min{lx — xo|, |y — yol} = 7}

kiimesidir ve bu kiimenin noktalarinin geometrik yeri Sekil 3.1 de gosterildigi gibi
koseleri  V,,V,,...,Vgolan bir sekizgendir. Bu sekizgenin kose noktalarinin

koordinatlar1 ise, V;i:(xg,yo+71), Vy: (@ + xo,@ + yo), Vs

. (V6—vz+2)r (—Vé+vz-2)r
Va: ( 4 4 + yo)'

+ Xo, Vs: (x0,y0—71), Ve:

(x0 +7,Y0),
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—V6+y2-2 —V6+V2-2 V2-V6-2
(( ” )r+x0'( 2 )r+3’0)1 V7 (xo —7,¥0), Vg : ((4—)r+
x0, L 1 ) bigimindedir.
Vi :"‘. .Pl = (Xo: ¥o) )"

Vs

Sekil 3.1. P, = (x¢,y,) merkezli Disdyakis Dodecahedron ¢emberi.

3.2 Pisagor Teoreminin Disdyakis Dodecahedron Benzeri

Bu béliimde Pisagor teoreminin Disdyakis Dodecahedron diizlemindeki benzerleri
[22] kaynagina benzer yoOntemlerden faydalanilarak verilmektedir. Kartezyen
koordinat diizleminde iki nokta arasindaki Oklid ve Disdyakis Dodecahedron
uzunluklarini birbirine doniistiirmeye yarayan bir baginti1 veren ve bu bagintinin bir
ozelligini belirten asagidaki iki énerme ile Onerme 3.1.2 konu i¢inde énemli bir role

sahiptir.

Onerme 3.2.1: m sifirdan farkl1 bir reel say1 ve m’ = _Fl ise,

p(m) = p(m’) = p(-m) = p(—m’) (3.2)
dir.

Ispat: m € R — {0} ise, m’ = _Fl € R — {0} dir. p(m) in tanim1 kullanilarak

—1\?
( 1) _ 1+ (%)
P\m max{1, |%1|} + (V3 =V2)min{1, |_W1|}
T¥me
max{|m|,1} + (V3 — V2)min{|m|,1}
= p(m)
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elde edilir. Benzer sekilde p(m) = p(—m) ve p(m') = p(—m) olduklar1 da
kolaylikla elde edilir.

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e ABC, Kartezyen koordinat diizleminde kdseleri saat
yOniiniin tersine harflendirilmis, A a¢is1 dik olan bir iiggeni gosterecek ve bu tiggenin
kenarlarinin Oklidyen uzunluklart dg(B,C) = ag, dg(A,C) = bg ve dgz(A,B) =
¢g, DD uzunluklari dpp (B, C) = app, dpp(4,C) = bpp vedpp(4,B) = cpp olarak

alinacaktir.

Asagidaki énerme, bir dik {iggenin dik kenarlarinin Oklid uzunluklar1 by Ve cg ile DD
uzunluklar1 by, Ve cpp Nin genel olarak farkli olmasina ragmen oranlarin esit

oldugunu ifade eder.

Onerme 3.2.2: ABC, kartezyen koordinat diizleminde koseleri saat yoniiniin tersine
harflendirilmis, A agis1 dik olan bir tiggen ve dg(A,C) = bg, dg(A,B) = cg,
dDD(Al C) = bDD ve dDD(Al B) = Cpp ISE,

be _ Pop (33)

CE ¢DD

dir.

Ispat: ABC, Kkartezyen koordinat diizleminde koseleri saat yoniiniin tersine
harflendirilmis, A agis1 dik olan bir liggen olsun. Eger ABC liggeninin AB ve AC
kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel ise, cy = cpp Ve by = bpp olacagr agiktir.
Boylece bu iki esitligin karsilikli oranlar1 birbirine esittir. ABC iiggeninin dik
kenarlarindan biri koordinat eksenlerine paralel olmasi. Bu durumda diger dik kenar

da bir koordinat eksenine paralel degildir. Ancak kenarlar birbirine dik oldugundan,

eger AB dogrusunun egimi m ise, AC dogrusunun egimi m' = — = dir.
(3.1) ve (3.2) denklemleri kullanilarak;

dg(A,C) p(m)-dpp(AC)
dg(A,B) a p(m) - dpp(A,B)

boylece,

b_E _p(m)- bpp _ bpp

cg p(m)- cpp Cpp

elde edilir.
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Teorem 3.2.1:

I. Eger ABC igcgeninin dik kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel ise,

a = max{b,c} + (\/§ - \/E)min{b, c} (3.4)

ii. Eger ABC iggeninin dik kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel degil,
hipotentisii de (yani BC kenari) dikey bir dogru iizerinde degil ise, dik kenarlardan

birinin egimi m olmak iizere,

__ max{|bm+c|,|em-b|}+(/3-V2)min{|bm+c|Jcm-b|}
a= max{1,|m|}+3-VZ)min{1,|m|}

(3.5)
dir.
ispat:

i. ABC tggeninin dik kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel ve Sekil 3.2 de
gosterildigi gibi A, B ve C nin koordinatlar1 sirasiyla (xq,y;), (x5, y1) ve (x1,y2)

olsun.
dpp(C, B) = max{|x, — x;1, |y, — y:1} + (V3 = V2) min{|x, — x;1, |y, — 1}
dolayisiyla
a = max{b, c} + (V3 — V2)min{b, c}

oldugu aciktir.

b =|yz-]|

A= (x1, ¥1) €= |xz_xy|

m'’

Sekil 3.2. R%,, de dik kenarlar1 koordinat eksenine paralel olan ABC iiggeni.

ii.  Sekil 3.3 de gosterildigi gibi ABC tiggeninin dik kenarlar1 koordinat eksenine
paralel degil, hipoteniisii de (yani BC kenari) dikey bir dogru iizerinde degildir. Dik
kenarlardan birinin e§imi m ve hipoteniisiin e§imi m, olmak iizere, AC kenarinin
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.. 1 - .
egimi dem’ = —— ve tan 8 = ——~ dir. Denklem (3.3) kullamilarak, tan 6 =
m 1+m.my
bE _ bDD -1 o
— = —— elde edilir. Boylece
CE ¢pD
bDD m-mq
—_— = (3.6)
CDD 1+m-mq
ve
_ Cppm=bpp
m; = Dop T con (3.7)
elde edilir.
¥ A
* b
C
a
B
a B

m

Sekil 3.3. R3, de dik kenarlarindan herhangi biri koordinat eksenlerine paralel
olmayan ve dikey bir dogru lizerinde bulunmayan bir hipoteniise sahip ABC {iggeni.

Denklem (3.1) goz oniine alinirsa;
dg(A,B) = p(m) - dpp(4,B) = cx = p(m) " cpp
dg(A,C) = p(m') - dpp(A,C) = bg = p(m) * bpp
dg(B,C) = p(my) - dpp(B,C) = ag = p(my) - app

elde edilir. Oklidyen diizlemdeki Pisagor Teoreminde yaniaz? = by* + cz2

esitliginde yukaridaki ifadeler yerlerine yazilirsa

[P(m1)]2-a002 = [P(m)]z(bDDZ+CDDZ) (3.8)
elde edilir.

Daha acik olarak
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2
1+m? 2
( / mj a2 = ( Vi+m?2 ) (bDD2+CDD2) (3.9)

max{1,|mq|}+ 3—V2)min{1,|m4|} ~ \max{1,|m[}+(v3-v2) min{1,|m|}

dir. (3.9) denkleminde m, = 22222 yerine konuldugunda,
DD DD

0= max{|bppm + cppl,| cppm — bpp|} + (V3 = V2)min{| bppym + cppl,| cppm — bppl}
max{1,|m|} + (V3 — V2)min{1, |m|}

elde edilir.

Sonu¢ 3.2.1: Eger BC kenari, yani ABC ii¢geninin hipoteniisii, koordinat

eksenlerinden birine paralel ise,

bpp*+ cpp? (3.10)

a =
max{|cppl,|bpp}+(3—V2)min{lcppl.Ibppl}
dir.

Ispat: ABC iiggeninin BC kenar1 koordinat eksenlerinden birine paralel olsun, (Bkz:
Sekil 3.4 ve Sekil 3.5). Eger BC kenar1 x-eksenine paralel ise m ; = 0 olup p(m;) =
1 dir. BC kenar1 y-eksenine paralel ise m; = oo olup p(m;) — 1 dir. Her iki durum
icin de denklem (3.8) esitligi, AB kenarinn egimi m olmak iizere, app? =

[p(mM)]?(bpp>+ cpp?) haline indirgenir.

Sekil 3.4. R3, de hipoteniisii x-eksenine paralel olan ABC ii¢geni.
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Sekil 3.5. R4, de hipoteniisii y-eksenine paralel olan ABC iiggeni.

Benzer tiggenler ve denklem (3.3) esitliginden, BC yatay iken, |m| = |;—§ = |%|

oo e BC dikey iken, |m| = IC)D—Delde edilir. Boylece BC yatay ise,
D DD

( Ly

Cpp

aDDZ = I b B | (bDD2+CDD2)
\max{l, C';D} + (V3 —V2)min{1, C';D}/
DD DD
ve BC dikey ise,
> 2
1+(522)
app® = LD (bDD2+CDD2)

max{1, %} + (V3 —V2)min{1, %}

elde edilir. Her iki denklem sonucunun denklem (3.10) a esit oldugu agiktir.

Bir sonraki sonug da Pisagor Teoreminin bir DD benzeridir ve dik kenarlardan birinin

egimi yerine hipoteniisiin egimini parametre olarak igermektedir.

Sonug¢ 3.2.2: ABC iiggenin higbir kenar1 koordinat eksenlerine paralel degil ise, BC

kenarinin, yani hipoteniisiin egimi m, olmak tizere,

_ (bpp?+cpp?)[max{1,lmy}+(V3-v2)min{1,|m41}]
max {|cpp—bppm4|,|bpp+cppmy|}+(vV3—V2)min{lcpp—bppmil.Ibpp+cppma |}

app

dir.
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Ispat: AB kenarinin egimi m ise denklem (3.6) dan

— bpp+cppm, (3 12)
¢pp—bppmy '

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki m denklem (3.5) de yerine konulursa denklem (3.11)

elde edilir.
Uyan 3.2.1:

ABC tggeninde AB kenar1 x-eksenine paralel, yani m = 0 iken; denklem (3.5)

denklem (3.4) indirgenir.

..L.

A ) m =0

Sekil 3.6. R3, de AB kenar1 x-eksenine paralel ABC iiggeni.

Benzer bir sekilde, BC kenar1 x-eksenine paralel, yani m; = 0 iken; denklem (3.11)

denklem (3.10) deki esitlige indirgenir.

B a C my=0

Sekil 3.7. R3, de BC kenar1 x-eksenine paralel ABC iiggeni.

AB kenar1 y-eksenine paralel, yani m — oo iken; denklem (3.5) denklem (3.4) e

indirgenir.
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my m=co

Sekil 3.8. R3, de AB kenar1 y-eksenine paralel ABC iiggeni.

Ayrica (3.4) denklemi su sekilde de elde edilir;

m; = tana = ZD—D ve p(m) — 1 dir. (3.8) ile verilen denklemi daha agik olarak
DD

1+m?

(max(Lma |+ (V3—2)min{Limi)?

2 2 2
app~ = bpp“+cpp

bi¢iminde yazilabilir. Bu denklemde m; = ZD—D yerine konuldugunda, denklem (3.4)
DD

elde edilir.

BC kenar1 dikey iken; yani m; — oo iken; denklem (3.11) denklem (3.10) esitligine

indirgenir.

m, — oo m

Sekil 3.9. R3, de BC kenar1 y-eksenine paralel ABC iicgeni.

Ayrica (3.10) denklemi su sekilde de elde edilebilir;
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m=tana = —;D—D ve p(m;) — 1 dir. (3.8) ile verilen denklemi daha agik olarak
DD

5 1+ m? (Bon? + cop?)
app* = c
op (max{1, |m|} + (V3 — V2)min{1, |m|})? op op
bigiminde yazilabilir. Bu denklemde m = —ZD—D yerine konuldugunda, denklem
DD

(3.10) elde edilir.

Uyan 3.2.2: A acis1 dik olan ABC ii¢geni saat yoniinde harflendirilirse by, Ve cpp

nin rolleri degisir. Boylece denklem (3.5);

[max{l, lm|} + (\/§ — \/f)min{l, Iml}]aDD = max{|cppm + bpp|, |bppm —
cppl + (\/§ - \/E)min{chDm + bppl, |bppm — cpp} (3.13)

sekline, benzer sekilde denklem (3.11);

[max{|bDD + cppmal, lcpp + bppmy |} + (\/§ - \/?)minﬂbuu — cppMy|, [epp +
bDDmll}]aDD = (bDDZ + CDDZ)max{lf |mq|} + (\/5 A \/E)min{l, |m, |} (3.14)
sekline gelir.

Asagida, Teorem 3.2.1 in karsitinin ve dolayisiyla Sonug 3.2.2 nin karsitinin dogru

olmadigini gosteren bir 6rnek verilmistir. Diger bir ifadeyle Pisagor teoreminde liggen

dik iseag? = bg® + cz% bagmtist saglanir, ayrica ag? = b + cg>

bagintisi
saglaniyorsa bu liggen diktir, yani ifadenin karsit1 da dogrudur. Fakat DD-diizleminde
Pisagor bagintisinin saglandign az? = bp* + cg? ye kars1 gelen denklem (3.5) ya da
denklem (3.11) esitligini saglayan fakat hi¢bir dik agiya sahip olmayan bir ABC
licgeninin varligmi gosteren bir 6rnek verilebilir. Ornekte Sekil 3.10 da gosterildigi
gibi, DD-¢emberlerinden faydalanilarak denklem (3.5) veya (3.11) deki Pisagor
bagintisinin DD-diizlemindeki karsiligini saglayacak sekildeki bir dik tiggen ile ayni
kenar uzunluklarina sahip dik olmayan bir tiggen 6rnegi verilmektedir. Bilindigi lizere,
O merkezli r birim yarigapli DD —¢emberi, O noktasina DD —uzaklig1 r birim olan
tim noktalarin kiimesidir. Bu noktalarin geometrik yeri bir sekizgendir. Ayrica

Oklidyen ¢emberlerde oldugu gibi O merkezli ve bu merkeze r birim

DD —uzakligindaki bir nokta bu ¢cemberi tamamen belirler.

Ornek 3.2.1: Merkezi 0 = (0,0), yarigapt r birim ve koseleri saat yoniinde

Vi, V,, ..., Vg olarak isimlendirilmis olan DD-¢emberi
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¢, = {(x,y) | max{lx|, Iy} + (V3 = V2)min{|x|, Iy} = }

olsun. Bdylece, bahsi gegen DD-¢emberinin koselerinin  koordinatlar1 (0, 1),

(2+V6—v2)r (V6—v2+2)r (V6—V2+2)r (—V6+v2-2)r
( 4 ’ 4 )’ (,0), ( 4 ’ 4 )’ (0,—1),
((—\/E+;/§—2)r =+, (—\/E+;/§—2)r)1 (-r,0) ve ((ﬁ_\f_z)r, (JE—\ZE+2)T) dir. C; cemberinin

3 346
3 +—\/—r) olsun. A noktasini

ViVg kenarina O dan inilen dikmenin ayagi A = (—?r,

0" = (x4, y0) = (g (6 —+3 - \/i)r,g (6vV3—6v2 — l)r) merkezinden gegen -1
egimli dogru iizerinde bulunan Vg kosesi olarak kabul eden r birim yarigcapli C';
¢cemberi sekilde gosterilen kirmizi gember olsun. Boylece O acgist dik olacak sekilde,
koseleri saat yoniiniin tersine harflendirilmis AOO' tiggeni elde edilir. dpp(0,0') =
¢pp, dpp(0,A) = bpp vedpp(0',A) = app olarak isimlendirilsin, (Bkz; Sekil 3.10).
A" de C, ve C'; ¢emberlerinin kesisiminde bir nokta olsun. A’ noktasi hem C; DD-
cemberi hem de €'; DD-gemberi lizerinde oldugu i¢in dpp(0,A) = bpp Ve
dpp(0',A) = app oldugundan dpp(0,A") = bpp Vedpp(0',A") = app elde edilir.
Bu durumda A0 O’ ii¢genine Teorem 3.2.1 uygulanirsa 00’ dogru pargasinin egimi m
olmak 1tizere higbir dik agis1 olmayan A'00’ Jlggeni igin de gegerli
olan, [max{l, Im|} + (V3 — v2) min{1, Iml}]aDD = max{|bppm + cppl, |cppm —

bppl} + (V3 = V2)min{|bppm + cppl, lcppm — bpp |} esitligi elde  edilir.
Boylece R3,, de Teorem 3.2.1°in karsitinin dolayistyla Sonug 3.2.1’in karsitinin dogru

olmadig1 gosterilmis olur.

Vll
a
Vg4 V'a
Va, i V2
a
b
v ' vy
- 1
- 0" = (xp, ¥0) \
y v c , Va
Ve o = (0,0) /
Vs vy
Vs cy . Va
— — V's

Cy Ve

Sekil 3.10. R, de denklem (3.5) i saglayan bir dik {i¢gen ile dik olmayan iicgen.
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Asagidaki teorem, DD —diizlemindeki bir tiggenin bir dik aciya sahip olabilmesi igin
gerek ve yeter kosul ifade eder. Yeterli kosul, aslinda Pisagor teoreminin karsitinin

baska bir ifadesidir.

Teorem 3.2.2: ABC ii¢geni DD —diizleminde kenar uzunluklar1 dpp(B,C) = app,
dpp(A,C) = bpp ve dpp(A, B) = cpp olan bir liggen olsun; m,, m ve m' de sirasiyla
BC, AB ve AC kenarlarmin egimlerini gostersin. Buna gore A agisinin dik olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul,

it
max{1,|x|} + (\/§ - \/E) min{1, |x|}

p(x) =

olmak tlizere
[p(my)]? - app® = [P(m)]z(bDD2+CDDZ) = [p(m,)]z(bDDz-l'CDDz) (3.15)
esitliginin saglanmasidir.
ispat: (3.15) esitligi gegerli ise p(m) = p(m") ve [p(my)]% app? = [p(M)]%bpp> +
[o(m))?cpp* = [p(m")*bpp” + [p(m")]*cpp? dir. O halde
[p(m)1? - app® = [p(m)]*bpp” + [p(M)]*cpp* (3.16)
yazilabilir. dg (A, B) = p(m) - dpp (4, B) esitligi (3.16) esitligine uygulanirsa;

A

my B a

m

Sekil 3.11. R3p de A agis1 dik olan ABC {iggeni.

dEZ(A;B) = ,D(m)2 ’ dDDZ(A’B) yani ¢z = p(m)?- cpp?, dEZ(B. C) = ,D(ml)2 :
dpp”(B,C) yani ag*=pany®* app® Ve de’(4,0) = ,D(m’)2 ~dpp’(A,C) yani

bg”=p(mn)? * bpp°dir. Boylece ag? = bg® + ¢z elde edilir. Bu ise Oklidyen
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diizlemde Pisagor bagintisina karsilik gelip Oklidyen diizlemde Pisagor bagintisiin

tersi de gecerli oldugundan A agisiin dik oldugunu gosterir.
3.3 Thales Bagintilarinin Disdyakis Dodecahedron Benzeri

Bu béliimde Thales bagintilarinin Disdyakis Dodecahedron diizlemindeki benzerleri

[23] kaynagindaki benzer yontemlerden faydalanilarak verilmektedir.
Teorem 3.3.1: (A.A.A.) benzerlik teoremi R%, de gecerli degildir.

Ispat: (A.A.A.) benzerlik teoreminin R, de saglanmadigim gostermek icin bir drnek
verilmesi yeterlidir. Sekil 3.12 de gosterildigi gibi A = (3,3) , B = (5,3), € = (3,5) ve
A'=(1,0),B' = (—2,—-3),C" = (4,—3) noktalarin1 ve bu noktalarla olusturulan
ABC ve A'B'C' tiggenlerini gz 6niine alalim. Dikkat edilirse m(4) = m(4"),m(B) =
m(B’) ve m(C) = m(C") diir.  (A.A.A) benzerliginden ~ Oklid  diizleminde
ABC ~A'B’'C’ dir. Ancak DD-diizleminde dpp, (4, B) = 2, dpp(A'B") =3(1++3 -
V2),dpp(B,C) =2+ 2(v3 =+2),dpp(B'C’) = 6, dpp(4,C) =

3(1+v3-v2) _ 3(1+V3-v2) L3
2 h 2 1+V/3-V2

2ve dpp(A'C) =3(1+V3—-+2) olup dir.

Dolayisiyla ABC ile A'B'C’ benzer degillerdir.

Sekil 3.12. DD-diizleminde (A.A.A.) benzerlik teoremini saglamayan iki tiggen.

Sonu¢ olarak DD-diizleminde (A.A.A.)) ve diger benzerlik bagmtilari

saglanmamaktadir.
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Teorem 3.3.2: Kesisen iki dogru, paralel {i¢ dogru ile kesistirildiginde olusan
ticgenlerin karsilikli kenar uzunluklari orantilidir. Yani Sekil 3.13 de verilen
dl’ dz,d3,‘£1, ‘BZ dogrularl 1(;11’1 d1 ” dz " d3,‘€1 H ‘82 ve ‘gi H d],l = 1,2, j:1,2,3 ISG

dpp(AB) _ dpp(AC) _ dpp(B.C)
dpp(AD)  dpp(AE) dpp(D,E)

dpp(4,B) — dpp(A,C) — dpp(B,C)
dpp(AG) dpp(AF) dpp(F,G)

dir.

[ )

! F G L
d

A
B ¢
d;
D E

d;

Sekil 3.13. R3 de ii¢ paralel dogru tarafindan kesilen paralel olmayan iki dogru.

ispat:

i A,B,D noktalar1 ve A,C,E noktalar1 dogrudas oldugundan Sonug¢ 3.1.2

dpp(AB) — dpp(4,C) dir
dpp(AD)  dpp(AE)

de(AB) _ dpp(4.B) dg(AC) _ dpp(AL)
dg(AD) dpp(AD) ~ dpg(AE) dpp(AE)’

geregince dolayisiyla

d; dogrusunun egimi m olsun. d; // d, // d3 oldugundan d,ve d;dogrularinin

egilimleri de m dir. Onerme 3.1.2 geregince m € R igin

V1+m?
(V3-1)@+|mD+(2-v3)max {1,|m|}

Vi+m?
(v3-1)(1+|m+(2—V3)max {1,|m|}

dg(B,C) = dpp(B,C) ve dg(D,E) =

.dpp (D, E) olup bu esitlikler taraf tarafa oranlanirsa

V1 +m? dop (B, C)
dg(B,C)  (V3—1)(1+ImD)+ @2 —V3max (L, |m} °" "  dpp(B,C)
dg(D,E) V1 4+ m? ~ dpp(D,E)
dDD(DlE)

(V3-1)1 + Im]) + (2 — V3)max {1, |m|}
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elde edl|ll’ m — o 1(,‘1r1 dE(B, C) = dDD(B’ C) ve dE(D, E) = dDD(Dl E) Oldugundan

dg(B,C) _ dpp(BC) 4. .. dpp(AB) _ dpp(AC) _ dpp(B.C)
220E) — dop(D.E) dir. Boylece sonug olarak o0 4D) — ZopAE) — Zpp(D.E)

elde edilir.

ii.  Benzer bigimde A, B, G noktalar1 ve A, C, F noktalar1 dogrudas oldugundan

< - dg(AB) _ dpp(AB) de(AC) _ dpp(AC) dpp(AB) _
Sonug 3.1.2 geregince A0 — dopae € I — dpp(AF) dolayisiyla Zp(A0)
dpp(A,C) . - .. .
Too(AF) dir. Onerme 3.1.2 geregince me R igin
v1+ m?2
dg(B,C) = max{1,|m|}+(/3-V2)min{1,|m|} dpp (B, ) ve dg(F,G) =
Vit m2

LT (D miniLlh dpp(F, G) olup bu esitlikler taraf tarafa oranlanirsa

Vit m?
dg(B,C) _ max{1,|m[} + (V3 — V2)min{1, |m|} oo (B, C) _ dop(B,0)
dg(F,G) V1 + m?2 doo (F,G) dpp(F,G)

max{1,|m|} + (V3 — V2)min{1, |m|}
elde edilir.
m — o icindg(B,C) = dpp(B,C) ve dg(F,G) = dpp(F,G)

elde

de(B,C) _ dpp(B,C) dir. Sonug olarak dpp(4B) _ dpp(AC) _ dpp(B,C)

Idugund
OlCUEUNAAn, G 76 T dop(F.0) dop(AG)  dpp(AF) _ dpp(F.6)

edilir.
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4. R3%y NIN TEMEL OZELLIKLERI VE R%, DE PISAGOR TEOREMI VE
THALES BAGINTILARI

41 R4y nin Temel Ozellikleri

Bu boliimde daha onceden [2] de 3 boyutlu analitik uzayda verilen Tetrakis
Hexahedron metriginin izdiisiim kullanilarak elde edilen 2 boyutlu analitik diizlemdeki

tanimi verilmekte ve bazi 6zelliklerine deginilmektedir.
Tamm 4.1.1: R? de P; = (x1,y;) Ve P, = (x;,y,) noktalar verilsin.
dry (P, Py) = (‘/§ - 1)(|x1 —x2| +y1 —y2D) + (2 - ‘/5) max{|x, — x|, 1y1 — y21}

bi¢iminde tanimli d7y: R? X R? - [0, ) uzaklik fonksiyonuna Tetrakis

Hexahedron fonksiyonu denir.
Teorem 4.1.1: dry uzaklik fonksiyonu R? de bir metriktir.

ispat Pl = (xl,yl), P2 = (XZ,yz), P3 F (X3,y3) € RZ VerI|Sin dTH nin metrlk

oldugunu kanitlamak i¢in her Py, P,, P; € R? i¢in
(1) dry (P, P;) 2 0vedry(P,P)) =0 =P =P,
(i) drp(Py, P2) = dry (P, Pr)
(ii0) drp(Py, P3) < dry(Py, Pr) + dry(Py, P3)
aksiyomlarinin saglandig1 gosterilmelidir.
(i) dry uzaklik fonksiyonu
dru(Py, Py) = (V3 = 1)(Ix1 = x| + [y1 = y21) + (2 = V3) max{lxs — xal, lys — y21}

biciminde tanimli oldugundan, mutlak deger her zaman negatif olmayan degerler
tireteceginden, mutlak degerin maximumu da negatif olmayan degerler alacagindan
drp(Py, P;) 20 dir. Eger dpy(PL,Py) =0 iselx; —x|=0,|y1 —y2| =0
olup x; = x, , y; = y, ve dolayisiyla P; = P, elde edilir. Tersine P, = P, ise x; =

X5, Y1 = Y, olacagindan |x; — x,| = 0, |y; — 2| = 0 olup dry(P;, P,) = 0 bulunur.

(ii) Mutlak deger tanimindan agik¢a dry (Py, Py) = dry (Py, Py) dir. Yani dry uzaklik

fonksiyonu simetriktir.
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(iit) Py = (x1,y1), Po = (x2,y,) ve P3=(x3,y3) € R? olsun. dry(P;,P;) <
dry (Py, Py) + dry(P,, Ps) esitsizliginin saglandigi gosterilmelidir. Agikea P;, P, and

P5 noktalar1 i¢in
dry(Py, Ps) = (V3 = 1)(Ix1 — 231 + ly1 — y30)
+ (2 — \/§)max{|x1 —x3| + |ly1 —ys3l}
dry (P, P;) = (‘/§ - 1)(|x1 — X2| + |y1 — ¥21)
+ (2 - \/§)max{|x1 — x| + ly1 — ¥2l}
dry(Py, Ps) = (V3 = 1)(Ix; — x3] + |y2 — ¥31)
+ (2 - \/§)max{|x2 —x3| + |y, —ys3l}
dir. Bahsedilen esitsizligi incelemek i¢in 8 durum dikkate alinmalidir;
Durum 1: Eger |x; — x3| = [y1 — ¥3l, %1 — %2| = [y1 = y2l, %2 —x3| = [y2 — y3l
ise
dry(Py, P3) = (\/§ - 1)(|X1 —x3| + ys —ysD) + (2 - \/§)|x1 — X3
= |xg — x| + (\E— 1)|}’1 — ¥l
=lx; —x +x, —x3| + (\/§— 1)|}’1 — Y2ty — ysl
< (Jxg = x2] + [x2 — x3]) + (\/§— 1)(|3’1 — Y2l + ly2 — 3D
= (|x1 — x| + (\/§— 1)|)’1 _3’2|) + (|x2 —x3| + (\/§— 1)|}’2 _Y3|)
= dry(Py, P2) + dry (P2, P3)
elde edilir.

Durum 2: Eger |x; — x3| = [y; — ¥3l, [x1 — x| = [y1 — 2| Ve [y, —ys| =[xz —

x| ise

dry(Py, P3) = |x; — x3] + (V3 = 1)ly; — ys|
< (leg = 22l + (V3= 1) Iyy — y2l) + (Ixz — x5l + (V3 = )|y, — y3l)
< (b1 = 22l + (V3= Dlys = y2l) + (Iyz = yal + (V3= 1)z = x31)
= drp (P, P2) + dry (P2, P3)

elde edilir. Burada;

35



ly, —y3l = |x; —x3] = (2 —\/§)|YZ —y3l = (2 —\/§)|x2 — X3

= (|3’2 —y3| + (\/ﬁ— 1)|x2 —x3|) = (|x2 —x3| + (\/5— 1)|y2 _Y3|)

oldugu kullanilmistir. Esitsizligin gegerli oldugunun benzer hesaplamalarla kolaylikla

gosterilebildigi diger durumlarda asagida belirtilmistir;

Durum 3: |x; — x3| = |y1 — ¥sl, [y1 = ¥2| = |x1 — x| Ve |xz — x3| = |y — y3| ise,
Durum 4: [x; — x3| = [y1 — 3|, [y1 — Y2l = [x1 — x| Ve |y2 — y3| =[x, — x3] ise,
Durum 5: |y; — y3| =[x — x3], [x1 — X2| = |y1 — Yol Ve [x3 — x3| = |y, — y3| ise,
Durum 6: |y; — y3| =[x — x3|, [x1 — X2| = |y1 — Y2l Ve [y2 — y3| =[x, — x3 ise,
Durum 7: |y; — y3| =[x — x3|, [y1 — Y2l = [x1 — xa| Ve [x; — x3| = |y, — y3] ise,
Durum 8: |y; — y3| =[x — x3|, [y1 — Y2l = [x1 — x| Ve |yo — ¥3| = |x; — x3] ise,
boylece dpy (Py, P3) < dpy(Py, Py) + dry (P, P3) elde edilir.

Sonug olarak 2 boyutlu analitik diizlemde d;yuzaklik fonksiyonu bir metriktir ve bu

metrigin sagladig1 diizlem R, olarak gosterilmektedir.

Onerme 4.1.1: Her Oklidyen oteleme TH-diizleminde uzakhigi korur. Boylece

otelemeler RZ,, de bir izometridir.

Ispat: A = (a,,a;), X = (x,y) € R? olmak iizere T4: RZ;, —» RZ,, T,(X) =X +
Aolacak sekilde RZ, de reel bir dteleme olsun. P; = (x1,y1),P, = (x5,y,) € R?
i¢cin

= (\/§— 1)(|x1 +a;—x, —aq| +|y1 +a; —y, —azl)

+(2 - V3) max{lxl ta; —x— a1|;}
lys + a; =y, — a|

= (V3= 1)l — x| + Iy = 32)) + (2= 3) max{'l’;:’;zzll’}
= dry (P, Py)

dir. Dolayisiyla T, RZ, de bir izometridir.

dry(Ta(P1), Ta(P2) )

Onerme 4.1.2: A, B € R%, ve kartezyen koordinat diizleminde dikey bir dogru

tizerinde bulunmayan iki nokta, m de bu iki noktadan gecen dogrunun egimi ise,

V1+ m?
(V3-1)( + ImD + (2 — V3)max{1, Im|}

p(m) =
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olmak tlizere
dg(A,B) = p(m).dry (A, B) (4.1)

dir. Ayrica A ve B dikey bir dogru ilizerinde bulunan iki nokta ise, dz(4,B) =
dry (4, B) dir.

Ispat: A = (x;,y;) ve B = (x;,¥,), R, de iki nokta olsun. Eger A ve B dikey bir

dogru tizerinde degilse, x; # x, dir ve

dg(A,B) =/ (xz = x)? + (v, — y1)? = |x, — x; |V 1 + m?
ve
dry(A,B) = (\/§ - 1)(|x1 — X+ ly1 —y2) + (2 — \/§) max{|x; — x|, |y, —
Y21} = 12 = x| [(V3 = 1)1 + |m]) + (2 = V3)max{1, |m|}]
bigiminde yazilabilir. Her iki esitligi karsilikli olarak birbirine oranlarsak;

dg(A,B) B V1 + m?
dry(A,B) (V3 —1)(1 + |m]) + (2 — V3)max{1, |m|}

elde edilir. Boylece,

Vi+ m?
(V3-1) + ImD + (2 = V3)max{1, m|}

p(m) =
olmak uzere,
dg(4,B) = p(m).dy (4, B).

elde edilir. Eger A ve B dikey bir dogru tizerinde bulunan iki nokta ise, x; = x, dir.
Bu durumda dz(A,B) = |y, —yi| ve dry(4,B) = |y, —y;i| olur. Bdylece
dg(A,B) = dry (4, B) esitligi elde edilir.

Onerme 4.1.2 dogrudas noktalar i¢in dyy uzakhiginin Oklid uzakhiginin pozitif sabit
bir kat1 oldugunu belirtir.

Sonug¢ 4.1.1: P, P, ve X, R? de dogrudas ii¢ nokta olmak iizere
dp (P, X) = dg(Py, X) © dpy(Py, X) = dpy (P, X)
dir.

Sonug¢ 4.1.2: P;, P, ve X, R? de ii¢ farkli dogrudas nokta olmak iizere
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dg(Py, X) _ dry(Py, X)
dg(P, X)  dry(Py, X)

dir.
Tamm 4.1.2: RZ,, de merkezi P, = (x,,y,) ve yarigap1 r birim olan ¢ember

dTH(Plpl)
={pP= (x,y)|(\/§— 1)(lx — xol + 1y — o) + (2 —\/§) max{|x — xol, |y — yol} =1}

kiimesidir ve bu kiimenin noktalarinin geometrik yeri Sekil 4.1 de gosterildigi gibi

koseleri Vi, Vs, ... ... , Vg olan bir sekizgendir. Bu sekizgenin kose koordinatlari ise, V;:
V3 V3 V3 -3
(X0, Yo + 1), Va: (?r + X0, 5T + yo), V3. (xo +7,50), Vu: (?r + X051 + yo),
-3 -3 -3 V3
Ve: (xg, Y0 — 1), Vs: (Tr + Xo,——T + yo), Vo (xg —1,90), Vgt (Tr + X0, 5T +

¥o) bigimindedir.

Vi

Vg Va

2

Vi Py = (xq, ¥o)

Ve Vi

Vs

Sekil 4.1. P, = (x,,y,) merkezli Tetrakis Hexahedron gemberi.

4.2  Pisagor Teoreminin Tetrakis Hexahedron Benzeri

Bu boéliimde Pisagor teoreminin Tetrakis Hexahedron diizlemindeki benzerleri [22]
kaynagima benzer yontemlerden faydalanilarak verilmektedir. Kartezyen koordinat
diizleminde iki nokta arasindaki Oklid ve Tetrakis Hexahedron uzunluklarini birbirine
doniistiirmeye yarayan bir bagmti veren ve bu bagitinin bir 6zelligini belirten

asagidaki iki 6nerme ile Onerme 4.1.2 konu iginde dnemli bir role sahiptir.
Onerme 4.2.1: m sifirdan farkl bir reel say1 ve m’ = _;1 ise,
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p(m) =p(m’) = p(-m) = p(-m’) (4.2)

dir.

Ispat: m € R — {0} ise, m' = _;1 € R — {0} dir. p(m) in tanimi kullanilarak

1+ (2

(3 - :

) T (V3—1) (14 |-|) + (2 - VE)max {1, |- =}
) Vit m?
- (\/§ - 1)(1 + |m|) + (2 - \/g)max{l, |m|}

= p(m)

elde edilir. Benzer sekilde p(m) = p(—m) ve p(m') = p(—m) olduklar1 da
kolaylikla elde edilir.

Bundan sonra aksi belirtilmedikge ABC, kartezyen koordinat diizleminde koseleri saat
yoniiniin tersine harflendirilmis, A agis1 dik olan bir liggeni gosterecek ve daha dnce
tammlandig1 gibi bu iiggenin kenarlarinin Oklidyen uzunluklart dg(B,C) = ag,
dig(A,C) = by ve dg(A,B) = cg, TH-uzunluklan dyy(B,C) = ary, dry(4,C) =

bry ve dry (A, B) = cry olarak alinacaktir.

Asagidaki 6nerme, bir dik iiggenin dik kenarlarmin Oklid uzunluklar1 by ve cg ile TH-
uzunluklar1 bry Ve cry nin genel olarak farkli olmasina ragmen oranlarinin esit

oldugunu ifade eder.

Onerme 4.2.2: ABC, Kartezyen koordinat diizleminde kdseleri saat yoniiniin tersine
harflendirilmis, A acis1 dik olan bir iiggen olsun. dg(4,C) = bg, dg(4,B) = c,
dTH(A' C) = bTH ve dTH(A, B) = CTH ISG,

bg _ bru (4.3)

CE CTH
dir.

Ispat: ABC, Kkartezyen koordinat diizleminde koseleri saat yoniiniin tersine
harflendirilmis, A4 acis1 dik olan bir iiggen olsun. Eger ABC ti¢geninin AB ve AC
kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel ise, cy = cry Ve by = bry olacagi agiktir.
Boylece bu iki esitligin karsilikli oranlar1 birbirine esittir. ABC {i¢geninin dik

kenarlarindan biri koordinat eksenlerine paralel olmasin. Bu durumda diger dik kenar
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da bir koordinat eksenine paralel degildir. Ancak kenarlar birbirine dik oldugundan,
eger AB dogrusunun egimi m ise, AC dogrusunun egimi m' = —% dir.
(4.1) ve (4.2) denklemleri kullanilarak;

dg(A,C)  p(m)-dry(4,C)
dg(4A,B) B p(m) - dry(4,B)

boylece,
b_E _ p(m) - bry _ bry
ce p(M)-cry  cry
elde edilir.
Teorem 4.2.1:

I. Eger ABC tiggeninin dik kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel ise,
aTH = (\/§ - 1)( CTH + bTH) + (2 - @)max{ CTH’ bTH} (44)

ii. Eger ABC fuggeninin dik kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel degil,
hipoteniisii de (yani BC kenar1) dikey bir dogru iizerinde degil ise, dik kenarlardan

birinin egimi m olmak iizere,

_ (V3-1)( ecrym— brgl+| brym+ crp)+(2—v3)max{| brym+ cryl| crym— bryl}

(vV3-1)(Im|+1)+(2-v3)max{1,|m[}

ary (4.5)

dir.
Ispat:

I. ABC tggeninin dik kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel olsun ve Sekil 4.2
de gosterildigi gibi A, B ve C nin koordinatlari sirastyla (x4, y1), (%2, 1) ve (x1,¥2)

olsun. Bu durumda
dry(C,B) = (\E - 1)(|x2 — x|+ |y2 =y + (2 - \/E)maxﬂxz —x1], |¥2 — 11}
dolayisiyla

Ary = (\/§ — 1)( cry + bry) + (2 — \/§)max{ Cru, bry}

oldugu aciktir.
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C= (%1, ¥2)

b =|ly2_»1| a

-
A= (x3. ¥1) £ = lay_uxy|

m"

Sekil 4.2. R%, de dik kenarlar1 koordinat eksenine paralel olan ABC iicgeni.

ii. Sekil 4.3 de gosterildigi gibi ABC liggeninin dik kenarlar1 koordinat eksenine
paralel degil ve hipoteniisii de (yani BC kenari) dikey bir dogru tizerinde degil ise, dik

kenarlardan birinin egimi m ve hipoteniisiin e§imi m, olmak iizere, AC kenarinin

. 1 - .
egimi dem’ = —— ve tan & = ——= dir. Denklem (4.3) kullanilarak, tan 8 =
m 1+m-my
b b iy, ..
—£ = T g|de edilir. Boylece
CE CTH
bry — m-mq (4 6)
¢ty 1+mmy '
ve
‘m-b
m, = —ZTH _m L 4.7
TH'M+ CTH
elde edilir
¥ A
N b
c
[}
B
a 3

m

Sekil 4.3. R% de dik kenarlarindan herhangi biri koordinat eksenlerine paralel
olmayan ve dikey bir dogru iizerinde bulunmayan bir hipoteniise sahip ABC {iggeni.
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Denklem (4.1) g6z 6niine alinirsa;
dg(A,B) = p(m) - dry(A,B) = cg = p(m) - cry
dg(4,C) = p(m') - dry(A,C) = by = p(m) - bry
dg(B,C) = p(my) " dry(B,C) = ag = p(my) - ary

elde edilir ve bu esitlikler Oklidyen diizlemdeki Pisagor Teoreminde yani ag? =

by* + cz? esitliginde yerlerine yazilirsa

[p(m)]*ary® = [p(m)]z(bTH2+CTH2) (4.8)

elde edilir. Daha agik olarak

} 2 2
1+my a 2 _ ( V1+m?2 )
“Qryc = .

(V3=1)(Imq |+ 1) +(2—V3)max{1,Im4} (V3=1)(Im|+1)+(2—V3)max{1,|m|}

(bru’+cru?) (4.9)

dir. (4.9) denklemde m, = 2218 oldugy kullanilarak,
TH’ TH

S (\/§ = 1)(|CTHm — byl + |brym + cryl) + (2 = \/g)max{leHm + crul, lepgm — by}
™ (V3= 1)(Im| + 1) + (2 — V3)max(1, [ml|}

elde edilir.

Sonu¢ 4.2.1: BC kenari, yani ABC ti¢geninin hipoteniisii, koordinat eksenlerinden

birine paralel ise,

— bTH2+CTH2
rH = (V3-1)(brul+leruD+(2=V3)max{lbryllcrul} (4.10)

dir.

Ispat: ABC iiggeninin BC kenar1 koordinat eksenlerinden birine paralel olsun, (Bkz:
Sekil 4.4 ve Sekil 4.5). Eger BC kenar1 x-eksenine paralel ise m; = 0 olup p(m;) =
1 dir. BC kenar1 y-eksenine paralel ise m; = oo olup p(m,) — 1 dir. Her iki durum

icin de denklem (4.8), AB kenarmin efimi m olmak iizere, ary? =

[p(m)]2(bry’+cry?) haline indirgenir.
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Sekil 4.4. R4y de hipoteniisii x-eksenine paralel olan ABC {i¢geni.

my
m

Sekil 4.5. R%y de hipoteniisii y-eksenine paralel olan ABC {i¢geni.

Benzer tiggenler ve denklem (4.3) den, BC yatay iken, |m| = |% = |%| = % ve
BC dikey iken, |m| = ZLT: elde edilir. Boylece BC yatay ise,
2
2
1+ (%)
ary® (bru”+cru?)

| OE-n (1) + - vEmar {2

ve BC dikey ise,
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/ 1+ (ZLTZ)Z \2
\63 -0 (H52] 1) + @ - max u|22]))

elde edilir. Her iki denklem sonucunun denklem (4.10) a esit oldugu agiktir.

(bru’+cru?)

2 _
ary” =

Bir sonraki sonug¢ da Pisagor Teoreminin bir T H-benzeridir ve dik kenarlardan birinin

egimi yerine hipoteniisiin egimini parametre olarak icermektedir.

Sonug 4.2.2: ABC fii¢genin higbir kenar1 koordinat eksenlerine paralel degil ise, BC

kenarinin, yani hipotentisiin egimi m, olmak iizere,

P (vV3-1)(|eru®ma—bry®my |+ |bry®+ory?|)+(2—V3)max{|cry?mi—bry®my |, |bru®+org?|} (4 11)
TH (V3-1)(brg+crumy|+lcry —bram, D+(2—V3)max{lcry—bram, L |Ibrg+cram |} '

dir.
Ispat: AB kenarmin egimi m ise denklem (4.6) dan

— brg+cry.mq (4 12)
cry—brpmy '

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki m denklem (4.5) de yerine konulursa denklem (4.11)

elde edilir.

Uyan 4.2.1: AB kenar1 x-eksenine paralel, yani m = 0 iken ya da AB kenar1 dikey,

yani m — oo iken; denklem (4.5) denklem (4.4) deki esitlige indirgenir. Ayrica (4.4)

denklemi su sekilde de elde edilir; m; = tana = % ve p(m) = 1 dir. (4.8) ile
TH

verilen denklemi daha agik olarak

1+ m,?
(V3= 1) + Imy D) + (2 = VE)max(L, Im, [})

a2 2 2
aty” = bry“+cry

bi¢iminde yazilabilir. Bu denklemde m; = % yerine konuldugunda, denklem (4.4)
TH

elde edilir. Benzer bir sekilde, BC kenar1 x-eksenine paralel, yani m; = 0 iken ya da
BC kenar dikey, yani m; — oo iken; denklem (4.11) denklem (4.10) daki esitlige

indirgenir. Ayrica (4.10) denklemi su sekilde de elde edilebilir; m = tana = — JId

bru
ve p(my)—>1 dir. (4.8) ile verilen denklemi daha acik olarak ap,? =

1+ m?

((VE-1)@+imD+(2-VE)max(,iml})

> (bTH2+cTH2) bigiminde yazilabilir. Bu denklemde

m=— % yerine konuldugunda, denklem (4.10) elde edilir.
TH
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Uyar1 4.2.2: A acis1 dik olan ABC ii¢geni saat yoniinde harflendirilirse bry Ve cry

nin rolleri degisir. Boylece denklem (4.5);

o (V3—1)Ubrgm—cryl+lcrym+bry)+(2—v3)max{|crym~+bry||brym—cry|} (4.13)
TH — (V3=1)(Im|+D+(2—V3)max{1,/m} '
sekline, benzer sekilde denklem (4.11),

a _ (\/?-1)(|bTH2m1—CTH2m1 | +|CTH2+bTH2 D+(2—\/§)max{|bTH2m1—cTH2m1 |’|CTH2+bTH2 |}
TH (V3=1)Uery+brumy|+Ibry—crumiD+(2—V3)max{|bry—crymillcry+brumi |}

(4.14)

sekline gelir.

Sirada, Teorem 4.2.1 in karsitinin ve dolayisiyla Sonu¢ 4.2.2 nin karsitinin dogru
olmadigini gosteren bir 6rnek verilmektedir. Diger bir ifadeyle Oklidyen diizlemde
bilinen Pisagor teoreminde bir ABC ii¢geni dik ise az? = bg® + cz2 bagmntisini
saglarken ayni zamanda az% = by + cz2 bagintisi saglantyorsa bu iiggen diktir, yani
terside dogrudur. Fakat TH-diizleminde Pisagor bagmtismin az? = bEZ + cg? ye
kars1 gelen denklem (4.5) ya da denklem (4.11) u saglayan fakat hi¢bir dik agiya sahip
olmayan bir ABC tiggeninin varligimm1 gosteren bir ornek verilebilir. Sekil 4.6 da
gosterildigi gibi, TH-¢emberlerinden faydalanilarak denklem (4.5) veya (4.11) deki
Pisagor bagintisinin TH-diizlemindeki karsiligini saglayacak sekilde ayni kenar
uzunluklarina sahip bir dik liggen ile dik olmayan bir tiggen Ornegi verilmektedir.
Bilindigi iizere, O merkezli r birim yarigapli TH-¢gemberi, O noktasina TH-uzaklig1 r
birim olan tiim noktalarin kiimesidir. Bu noktalarin geometrik yeri bir sekizgendir.
Ayrica Oklidyen ¢emberlerde oldugu gibi O merkezli ve bu merkeze r birim TH-

uzakligindaki bir nokta bu ¢emberi tamamen belirler.

Ornek 4.2.1: Merkezi 0 = (0,0), yarigap1 r birim ve koseleri saat yoniinde Sekil 4.6

dekine benzer bigimde V;,V,, ..., Vg olarak isimlendirilmis olan T H-¢emberi

G2 = { ) [ (V3= 1)(Uxl + Iy + (2 — V3)max{|x], IyI}}

olsun. Boylece, bahsi gegen TH-gcemberinin koselerinin koordinatlari sirasiyla V; =

Vi V3 Vi 3
00 V= (Sr3r), B=00, Vu=(Srn33r), VB=0-1), V=

3
(_T\/Er+,%§r), V, =(—r0), Vg = (_Tﬁr,gr) dir. C, ¢cemberinin V; Vg kenarina O
(-1-3v3)r (5+2\/§)r)
13 S

olsun. A noktasim1 0’ =

dan inilen dikmenin ayagi A =(
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((—3+4\/§)r ’ (15— 9x/§)r)

- . merkezinden gegen -1 egimli dogru iizerinde bulunan Vg kosesi

olarak kabul eden r birim yarigapli C; ¢emberi sekilde gosterilen kirmizi gember olsun.
Boylece O agis1 dik olacak sekilde, kdseleri saat yoniiniin tersine harflendirilmis AO O’
tiggeni elde edilir. d75(0,0") = ¢y, dry(0,A) = by ve dry(0',A) = ary olarak
isimlendirilsin, (Bkz; Sekil 4.6). A" de C, ve C, ¢emberlerinin kesisiminde bir nokta
olsun. A’ noktas1 hem C, TH-¢emberi hem de C; TH-¢emberi tizerinde oldugu i¢in
dry(0,A) =bry ve dpy(0',A) =ary oldugundan d;y(0,A") = byy Ve
dry(0',A") = agy elde edilir. Bu durumda AOO' tiggenine Teorem 4.2.1 uygulanirsa
00' dogru pargasinin egimi m olmak tizere higbir dik agis1 olmayan A'00’ {iggeni
igcinde gegerli olan

_ (V3-1)( crym— brul+| brym+ crp)+(2—vV3)max{| brym+ cryl.| crum— bryl}

ArH (V3-1)(Im|+1)+(2—V3)max{1,|m|}

esitligi elde edilir. Boylece R%, de Teorem 4.2.1 in karsitinin dolayisiyla Sonug 4.2.2

nin karsitinin dogru olmadigi gosterilmis olur.

V(j_
Vi
A
Va4
8 = V’z
Vg V2
=
a
r=5
V'7 - V'a
= o' = N V-
e (0, ¥0) 3
vy 0 = (0,0)
Ve Vy
Ve Va
r
CZ
C
Vs

Vs

Sekil 4.6. R%; de denklem (4.5) i saglayan bir dik iicgen ile dik olmayan iiggen.

Asagidaki teorem T H-diizlemindeki bir {icgenin bir dik agiya sahip olabilmesi i¢in
gerek ve yeter kosulu ifade eder. Yeter kosul aslinda Pisagor Teoreminin karsitinin

bagka bir ifadesidir.

Teorem 4.2.2: ABC iiggeni TH-diizleminde kenar uzunluklart d;y(B,C) = ary,

dry(A,C) = bry ve dry (A, B) = cpy olan bir tiggen olsun; my, m ve m’ de sirasiyla
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BC, AB ve AC kenarlarinin egimlerini gostersin. Buna gore A acisinin dik olmast igin

gerek ve yeter kosul,

Vi+ %2
(V3-1) + Ix]) + (2 — V3)max{1, |x|}

p(x) =

olmak tizere,
[P(m1)]2am2 = [p(m)]z(bTH2+CTH2) = [p(m’)]z(bTH2+CTH2) (4.15)
esitliginin saglanmasidir.
ispat: (4.15) esitligi gegerli ise p(m) = p(m’) ve [p(my)]1% ary? = [p(M)*bry” +
[p(m)|%cru® = [p(M")]*bry” + [p(M)]?cry? dir. O halde
[o(m)Pary® = [p(m)?bry” + [p(M)]*cry® (4.16)
yazilabilir. d; (4, B) = p(m) - dry (4, B) esitligini (4.16) esitligine uygularsak;

A

nty B a

m

Sekil 4.7. R%, de A acis1 dik olan ABC iiggeni.

dEz(A;B) = ,D(m)2 . dTHZ(A;B) yani cg® = p(m)? - cry?, dEZ(B; C) = p(m1)2 .
dTHZ(B' C) vyani aEZ:P(m1)2 “ary’, dEZ(A, C) = ,D(m’)2 ) dTHZ(Ar C) yani
bp?=p(mr)? * bry”dir. Boylece ag? = bg® + ¢;* elde edilir. Bu ise Oklidyen
diizlemde Pisagor bagmtisina karsilik gelip, Oklidyen diizlemde Pisagor bagintisiin

tersi de gecerli oldugundan A agisinin dik oldugunu gosterir.
4.3  Thales Bagintilarinin Tetrakis Hexahedron Benzeri

Bu boliimde Thales bagintilarinin Tetrakis Hexahedron diizlemindeki benzerleri [23]

kaynagindaki benzer yontemlerden faydalanilarak verilmektedir.
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Teorem 4.3.1: (A.A.A.) benzerlik teoremi R%,, de gegerli degildir.

Ispat: (A.A.A.) benzerliginin R2,, de gecerli olmadigini gdstermek icin bu dzelligi
saglamayan bir 6rnek verilmesi yeterlidir. Sekil 4.8 de gosterildigi gibi A = (2,1),B =
(1,2),c =(@3,2),A =(0,1),B'"=(3,00veC' =(1,—-2) noktalar1 verilsin. Bu
noktalarla olusturulan ABC ve A'B'C' liggenlerini gbz Oniine alalim. Dikkat edilirse
m(A4) = m(4"),m(B) = m(B") ve m(C) = m(C") dir. Oklid diizleminde
(A.A.A)) benzerliginden ABC ~A'B'C" diir. Ancak TH-diizleminde dry(4,B) =
V3, dry(A'B) = 2,dry(B,C) =2, dry(B'C) = 2V3, dry(4,C) =

g = g 2= g Dolayisiyla ABC ile A'B'C’

V3ve dpy(A'C") =2 olup i

benzer degillerdir.

Sonu¢ olarak TH-diizleminde (A.A.A) ve diger benzerlik bagmtilari

saglanmamaktadir.

Sekil 4.8. TH-diizleminde (A.A.A.) benzerlik teoremini saglamayan iki ticgen.

Teorem 4.3.2: Kesisen iki dogru, paralel ii¢ dogru ile kesistirildiginde olusan
ticgenlerin karsilikli kenar uzunluklar1 orantilidir. Yani Sekil 4.9 de verilen
dy, dy,ds, ¢y ve £, dogrulariigin dq | dy Il d3, €1 k£, ve t; & dj,i=1,2,j=1,2,3

ise

i dru(AB) _ dru(AC) _ dru(B,.C)
' dry(AD)  dry(AE) drp(DE)

i dru(AB) _ dru(AC) _ dru(B,C)
' dry(AG)  dry(AF)  dry(F.G)

dir.
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ds

Sekil 4.9. R4, de ii¢ paralel dogru tarafindan kesilen paralel olmayan iki dogru.

Ispat:

A,B,D noktalar1 ve A,C,E noktalar1 dogrudas oldugundan Sonug¢ 4.1.2
20 dg(4,B) _ dru(4B) dg(AC) _ dra(40) dru(4B) _ dra(4C)
ECTCEINCE G @D) = druab) '° dp(AE)  dru(4E)’ folayisigd aru(AD) . dru(AE) O

d; dogrusunun egimi m olsun. d; // d, // d3 oldugundan d,ve d;dogrularinin
icindg(B,C) =

egilimleri de m dir. Onerme 4.12 geregince m € R
Vitm?
G-0arimnra—amas iy 4ri (B, ©) Ve dp(D,E) =
V1+m? e
DDt @—VEmax Wl dry (D, E) olup esitlikler taraf tarafa oranlanirsa
V1 +m?
dTH(Br C)
dp(B,C) (V3 -1)(1 +|m|]) + (2 — V3)max {1, |m|} _ dry(B,C)
dr(D, E)

dg(D,E) V1 + m? (D, E)
(V3-1)1+|m]) + 2 -V)max{1,|m[}

Edlllr m — o 1(;1n dE(B, C) = dTH(B’ C) ve dE(D,E) = dTH(D' E)

< dg(B,C) _ dryg(B.C) ;. dry(AB) _ drg(AC) _ dry(B.C)
oldugundan 2205 — drn(DE) dir. Sonug¢ olarak TnAD) — IrHAE) — Ira(D.E) elde

Elde

edilir.

Benzer bicimde A, B, G noktalar1 ve A, C, F noktalar1 dogrudas oldugundan

oy dg(AB) _ dry(AB) dp(AC) _ dry(AC) dry(AB) _
Sonug 4.1.2 geregince A0 — Irnas) Y AP — dr(AF) dolayisiyla ey

meR i¢in dg(B,C) =

@O iy, Onerme  4.1.2  geregince

dru(AF)
m? dry (B, C) ve dg(F,G) =

(v3-1)(1+|m]+(2—V3)max {1,|m|}
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Vi+m?
(v3-1)(1+|mD+(2-V3)max {1,|m|}

dg(B,C) — dru(B,C)
dE(F'G) dTH(F'G)

dry(F,G) olup bu esitlikler taraf tarafa

oranlanirsa elde edilir. m - wicindg(B,C) =

B0 _ druBO 4ir Sonug olarak

dTH (B, C) ve dE(Fl G) = dTH (F, G) Oldugundan, ds(F.G) = drn(F.G)

drp(AB) _ dry(AC) _ dry(B,C)

= = | ilir.
dry(AG)  dry(AF)  dry(F.G) elde ed
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5. RZ, NUN TEMEL OZELLIiKLERI VE R%, DA PISAGOR TEOREMI VE
THALES BAGINTILARI

5.1 R2, nun Temel Ozellikleri

Bu bélimde daha 6nceden [4] de 3 boyutlu analitik uzayda verilen Truncated
Octahedron metriginin izdiisiim kullanilarak elde edilen 2 boyutlu analitik diizlemdeki

tanimi verilmekte ve bazi 6zelliklerine deginilmektedir.

Tamm 5.1.1: R? de P; = (x1,y;) Ve P, = (x;,y,) noktalar verilsin.

2
dro(Py, Py) = max{lxl — x|, ly1 — }’2|;§(|x1 — x| + |y, — }’ZD}
biciminde tanimli dpy:R? X R? - [0,00) uzaklik fonksiyonuna Truncated
Octahedron fonksiyonu denir.
Teorem 5.1.1: dy, uzaklik fonksiyonu R? de bir metriktir.

Ispat: P, = (x1,¥1), P, = (x2,¥2), P; = (x3,y3) € R%verilsin. dyo nun metrik

oldugunu kanitlamak i¢in her Py, P,, P; € R? i¢in
(1) dro(P1,P;) 2 0vedro(Py,P) =0 = Py =P,
(it) dro(P1, P2) = dro(Py, P1)

(iit) dro(P1, P3) < dro(Py, P2) + dro (P2, P3)
aksiyomlarinin saglandig1 gosterilmelidir.

(i) dro uzaklik fonksiyonu

2
dro(Py, P;) = max{lxl — x|, lys — }’2|,§ (Ix1 — x| + |y1 — Yzl)}

biciminde tanimli oldugundan, mutlak deger her zaman negatif olmayan degerler
ireteceginden, mutlak degerin maximumu da negatif olmayan degerler alacagindan
dro(Py,P;) 20 dir.  Efer dro(P,P) =0 iselx; —x|=0,|y1 —y2| =0
olup x; = x, , y; = y, ve dolayisiyla P; = P, elde edilir. Tersine P, = P, ise x; =

X5, Y1 = Y olacagindan |x; — x,| = 0, |y; — y,| = 0 olup dro(P;, P2) = 0 bulunur.

(ii) Mutlak deger tanimindan, agik¢a dro (Py, Py) = dro(P,, P;) dir. Yani dy o uzaklik

fonksiyonu simetriktir.
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(iit) Py = (x1,y1), P, = (x2,y2) Ve P3=(x3,y3) € R* olsun. dro(Py,P;) <
dro(P1, Py) + dro(P,, P3) esitsizliginin saglandigi gosterilmelidir. P, P, and P;

noktalar1 i¢in

2

dro(Py, P3) = max{lxl —x3], |y, — }’3|;§(|x1 —x3| + |y1 — }’3|)}
2

dro(Py, Py) = max{lxl — x|, Iy, — }’2|;§(|x1 —xz| + |y — }’ZD}

2
dro(Py, P3) = max{lxz —x3l, |y, — y3|,§(|x2 —x3| + |y, — Y3|)}

bahsedilen esitsizligi incelemek i¢in 27 durum dikkate alinmalidir ;

Durum 1: Eger dro(Py, P3) = |x1 — x3|, dro (P, P2) = |%1 — x| Ve dro(Py, P3) =

|y — x5 ise
dro(Py, P3) = |x1 — x3]| = |x1 — x5+ %2 — x;
< g = x| + x5 — x3]
= dro(Py, P;) + dro (P2, P3)
elde edilir.
Durum 2: Eger dro(Py, P3) = %1 — x3|, dro(Py, Py) = |y1 — y2lve dro(Py, P3) =
= (I — x5] + Iy, — y3D) ise
dro(Py, P3) = |x; —x3| = |xg — x5+ %, — x

< |xq — x| + [x — x3]

2
< ly; — yal +§(|X2 —x3| +y2 —y30)

= dro(Py, P;) + dro (P, P3)
elde edilir.

Esitsizligin gegerli oldugunun benzer hesaplamalarla kolaylikla gosterilebildigi diger

durumlarda asagida belirtilmistir;
Durum 3 Eger dTO(P1'P3) = |.X1 —x3|, dTO(P1’P2) = |x1 — le ve dTo(Pz,Pg) =

2 (Ixz — 23] + Iy, — ysD) fse,
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Durum 4: Eger dro(Py, P3) = |x1 — x3l, dro(Py, P2) = |x1 — x3| Ve dpo(Py, P3) =
ly2 — w3l ise,
Durum 5: Eger dro(Py, P3) = |x1 — x3|, dro(P1, Py) = |y1 — ¥2| Ve dro(Py, P3) =
|x, — x3] ise,
Durum 6: Eger dro(Py, P3) = |x; — x3|, dro(P1, P;) = |y; — y2| ve dro(P,, P3) =
ly2 — vl ise,

- 2
Durum 7: Eger dro(Py, P3) = |x; — x3|, dpo(Py, P;) = §(|x1 —x2| + [y1 — y2|) ve
dro(Py, P3) = |x, — x3] ise,

- 2
Durum 8: Eger dro(Py, P3) = |x; — x3|, dro(Py, P;) = §(|x1 — x| + ly1 — y2|) ve
dro(Py, P3) = |y, — ysl ise,

- 2
Durum 9: Eger dro(Py, P3) = |x; — x3|, dro(Py, P;) = g(|x1 — x| + ly1 — y2|) ve

2 .

dro(Py, P3) = §(|x2 —x3| + |y, — y3l) ise,
Durum 10: Eger dro(Py, P3) = |y1 — y3l, dro(P1, Py) = |x; — x3| Ve dro (P, P3) =
|x, — x3] ise,
Durum 11: Eger dro (Py, P3) = |y1 — ¥3l, dro(P1, P2) = |x; — x3| Ve dro (P, P3) =
ly2 — ysl ise,
Durum 12: Eger dro(Py, P3) = |yy — y3l, dro(Py, P2) = |x1 — x3| Ve dpo (P, P3) =
2 )
5 (e = x3] + |y2 — y3l) ise,
Durum 13: Eger dro(Py, Ps) = |y1 — y3l, dro(P1, P2) = |y1 — y2| ve dro(Py, P3) =
lx, — x3] ise,
Durum 14: Eger dro (P, P3) = |y1 — y3l, dro(P1, P) = |y1 — y2| ve dro (P, P3) =
ly2 — vl ise,
Durum 15: Eger dro (P, P3) = |y1 — y3l, dro(P1, P;) = |y1 — y2| ve dro (P, P3) =

2 )
§(|x2 —x3| + |y, — y3l) ise,

Durum 16: Eger dro(Py, P3) = |y1 — ¥3l, dro (P, P) = §(|x1 — x| + |lys — y2|) ve

dro(Py, P3) = |x, — x3] ise,
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Durum 17: Eger dro (Py, P3) = |y, — y3l, dro(Py, P2) = §(|x1 —xz| + [y — y2) ve
dro (P, P3) = |y, — ysl ise,

Durum 18: Eger dro(Py, P3) = |y — ¥3l, dro(P, Pp) = §(|x1 — x| + ly1 — y2)
dro(Py, P3) = = (Ix, — x3] + ly2 — ysl) ise,

Durum 19: Eger do(Py, P3) = §(|x1 —x3| + |y1 — ¥31), dro(P1, P,) = |x1 — x| ve
dro(Pz, P3) = |x; — x3| ise,

Durum 20: Eger dro (Py, P3) = §(|x1 —x3| + |y1 —y31), dro (P, P) =[xy — x;| Ve
dro(Pz, P3) = |y2 — sl ise,

Durum 21: Eger dro (Py, P3) = §(|x1 —x3| + ly1 — y31), dro(Py, P2) = %1 — x| ve
dro(Py, P3) = §(|x2 —x3| + [y2 — y3]) ise,

Durum 22: Eger dro(Py, P3) = §(|x1 —x3| + |y1 — y3l), dro(Py, P2) = |y1 — y2l ve
dro(Pz, P3) = |x; — x3] ise,

Durum 23: Eger dro (P, P3) = §(|x1 —x3| + [y1 — y31), dro (P, P2) = |y — y,| ve
dro(Py, P3) = |yz — sl ise,

Durum 24: Eger dro (Py, P3) = §(|x1 —x3| + ly1 = y31), dro (P, P2) = |y — y,| ve
dro(Py, P3) = = (Ix — x3] + ly2 — y31) ise,

Durum 25 Eger dro(Py,Ps) =5 (1% = x| + [y1 = ys), dro(Py,P) =2 (Ix1 —
Xo| + 1y1 — ¥21) ve dro (P, P3) =[x, — x3| ise,

Durum 26: Eger dro(Py,P3) = §(|X1 —x3l + ly1 —y3l), dro(P,Py) = §(|x1 -
Xo| + 1y1 — ¥21) ve dro (P, P3) = |y, — 3l ise,

Durum 27: Eger dro(Py,P3) = §(|X1 —x3l + |y —y3l), dro(P,Pp) = §(|x1 -
%ol + 171 = ¥21) Ve dro(Py, P3) = % (Ixz = 3] + |y, — v ise,

boylece dro(Py, P3) < dro(Py, Py) + dro(P,, P3) elde edilir.

Sonug olarak 2 boyutlu analitik diizlemde d;,uzaklik fonksiyonu bir metriktir ve bu

metrikle ddsenmis diizlem RZ%, olarak gdsterilmektedir.
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Onerme 5.1.1: Her Oklidyen oteleme TO-diizleminde uzaklhigi konur. Béylece

otelemeler RZ, de bir izometridir.

Ispat: A = (a;,a,),X = (x,y) € R? olmak iizere T,: R2, - RZ%,, T,(X) = A+

X olacak sekilde R2, da bir 6teleme olsun. P; = (x1,y1),P, = (x3,¥,) € R? icin
dro (T4 (P, Tu(Py) ) =max {|x; + a; —x; —a;|,|y; + a; —y, — a,l,
§(|x1 +a; —x, —aq| + |y, +ax =y, — azl)}

2
= max {|x; — x;|, [y, — 3’2|»§ (Ix1 = 221, ly1 — y2D3
= dTO(Pl'PZ)

dir.
Dolayisiyla T, R2, da bir izometridir.

Onerme 5.1.2: A,B € R%, ve kartezyen koordinat diizleminde dikey bir dogru

tizerinde bulunmayan iki nokta, m de bu iki noktadan ge¢en dogrunun egimi ise,

V14 m?
2
max {1, ml,5 (1 + [m|)}

p(m) =

olmak tizere
dg(A,B) = p(m).dro(A,B) (5.1)

dir. Ayrica A ve B dikey bir dogru iizerinde bulunan iki nokta ise, dz(4,B) =
dro (4, B) dir.

Ispat: A = (x;,y,) ve B = (x,,v,) R%, de iki nokta olsun. Eger A ve B dikey dogru

tizerinde degilse, x; # x, iSe dg Ve dgp nin tanimini kullanarak,

deg(4,B) = \/(xz —x1)2+ (V2 —y1)? =[x — x|y 1+ m?

ve

2
dro(4,B) = max {Ix; = 2l Iy, = vzl (s = 1 + s = 7}
2
= Iy = x;lmax {1, ml, 2 (1 + mD)}

biciminde yazilabilir. Her iki esitligi karsilikli olarak birbirine oranlarsak;
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dp(A,B) Vit m?

dro(4, B) max {1, Iml,%(l + Iml)}
elde ederiz. Boylece,
V1 + m?2
p(m) =

2
max {1, |m|,§ 1+ Iml)}
oldugunda,
dg(A,B) = p(m).dro (4, B)

dir. Eger A ve B dikey dogru iizerinde ise, x; = x, dir. Budurumda dz(4,B) = |y, —
yi|ve dro(4,B) = |y, — y1| olur. Boylece dg (A4, B) = dro (4, B) esitligi elde edilir.

Onerme 5.1.2 dogrudas noktalar i¢in dr, uzakliginin Oklid uzakhiginin pozitif sabit

bir kat1 oldugunu belirtir.

Sonu¢ 5.1.1: P;, P, ve X, R? de dogrudas ii¢c nokta olmak iizere
dg(Py, X) = dg(Py, X) © dpo(Py, X) = dro(Py, X)

dir.

Sonug¢ 5.1.2: P, P, ve X, R? de ii¢ farkl1 ve dogrudas nokta olmak iizere

dE(Plfx) — dTO(Plﬂx)
dE(PZ'X) dTO(PZ'X)

dir.
Tamim 5.1.2: RZ, da merkezi P; = (x,, V) Ve yarigapi 7 birim olan ¢gember
2
dro(P,Py) = {P = G y)lmax{lx = xol Iy = yol 5 (hx = x| + 1y = yo} = 1}

kiimesidir ve bu kiimenin noktalarinin geometrik yeri Sekil 5.1 de gosterildigi gibi

koseleri Vy, 15, ... ... , Vg olan bir sekizgendir. Ayrica V;, i = 1,2, ...,8 kdse noktalarinin

koordinatlari; V;: (xo +£,y0 +r), V,: (xo +7,% +§) Vs: (xo +7,¥ —g) V,:
(k0 o3 ) s (10— o ) (s 70~ 2) i (10 o0 ), o

(x0 — L0+ r) bicimindedir.
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Va v

V2
V7

Py = (x0, ¥0)

Ve Va

Vs Vy

Sekil 5.1. P, = (x,,y,) merkezli Truncated Octahedron ¢emberi.

5.2 Pisagor Teoreminin Truncated Octahedron Benzeri

Bu boliimde Pisagor teoreminin Truncated Octahedron diizlemindeki benzerleri [22]
kaynagina benzer yontemlerden faydalanilarak verilmektedir. Kartezyen koordinat
diizleminde iki nokta arasindaki Oklid ve Truncated Octahedron uzunluklarini
birbirine doniistiirmeye yarayan bir baginti veren ve bu bagmtinin bir 6zelligini

belirten asagidaki iki dnerme ile Onerme 5.1.2 konu iginde énemli bir role sahiptir.
Onerme 5.2.1: m sifirdan farkli bir reel sayltve m' = _;1 ise,

p(m) = p(m') = p(—m) = p(—m') (5.2)
dir.

Ispat: m € R — {0} ise, m’ = _Fl € R — {0} dir. p(m) in tanim1 kullanilarak

2
o[- 1) _ 1+ (5)
mar{L 5] 500+ )
It
mazx {1, Iml, £ (1 + [m]))
= p(m)

elde edilir. Benzer sekilde p(m) = p(—m) ve p(m') = p(—m) olduklar1 da
kolaylikla elde edilir.
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Bundan sonra aksi belirtilmedikge ABC, Kartezyen koordinat diizleminde kdseleri saat
yoniiniin tersine harflendirilmis, A agis1 dik olan bir liggeni gosterecek ve daha dnce
tamimlandig1 gibi bu iicgenin kenarlarmin Oklidyen uzunluklarni dg(B,C) = ag,
dig(A,C) = by ve dg(A, B) = cg, TO-uzunluklari d7o (B, C) = arg, dro(4,C) =

bro ve dro (A, B) = cro olarak alinacaktir.

Asagidaki 6nerme, bir dik {icgenin Oklid uzunluklar1 bg Ve cg ile TO uzunluklar1 byg

Ve cro Nin genel olarak farkli olmasina ragmen oranlarinin esit oldugunu ifade eder.

Onerme 5.2.2: ABC, Kartezyen koordinat diizleminde koseleri saat yoniiniin tersine
harflendirilmis, A agis1 dik olan bir tiggen olsun.dg(A,C) = by, dg(A,B) = cg,
dTO(A’ C) = bTO ve dTO(A’ B) = CTO ISE,

be _ bro (5.3)

CE cTto
dir.

Ispat: ABC, Kartezyen koordinat diizleminde koseleri saat yoniiniin tersine
harflendirilmis, A agis1 dik olan bir licgen olsun. Eger ABC ii¢geninin AB ve
AC kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel ise, cg = cyo Ve by = bry olacagi agiktir.
Boylece bu iki esitligin karsilikli oranlar1 birbirine esittir. ABC ii¢geninin dik
kenarlarindan biri koordinat eksenlerine paralel olmasin. Bu durumda diger dik kenar

da bir koordinat eksenine paralel degildir. Ancak kenarlar birbirine dik oldugundan,
eger AB dogrusunun egimi m ise, AC dogrusunun egimi m' = —% dir.
(5.1) ve (5.2) denklemleri kullanilarak;

dp(4,C) _ p(m).dro(4, C)
dg(A,B) p(m).dro(4,B)

boylece,
b_E _ p(m).bro _ bro
ce  p(m).cro cro
elde edilir.
Teorem 5.2.1:

I. Eger ABC iiggeninin dik kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel ise,

2
arp = max {bro, CTO'§ (bro + CTO)} (5.4)
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Ii. Eger ABC fggeninin dik kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel degil,

hipoteniisii de (yani BC kenari) dikey degil ise, dik kenarlardan birinin egimi m olmak

lizere,
2
max{leom+cTo llcrom=brol3(Ibrom+crol+lcrom—bro I)}
aro = 2 (5.5)
max{1,lm| 2(1+m|)}
dir.
Ispat:

I. ABC tggeninin dik kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel olsun ve Sekil 5.2

de gosterildigi gibi A, B ve C nin koordinatlari sirastyla (xq, y1), (x5, y1) ve (xq1,¥,)

olsun.
2
dro(4, B) = max {lx, = %, 1 = 2l 5 (1 = 2] + Iyr = v2D)}
dolayistyla
2
aro = max {bTO' ¢ro,3 (bro + CTO)}
oldugu agiktir.

c= (x1, ¥2)

b =||ya_»1] a

A= (x1,¥1) e = sy B= (xz. )

m’

Sekil 5.2. R%, da dik kenarlar1 koordinat eksenine paralel olan ABC ii¢geni.

i. Sekil 5.3 de gosterildigi gibi ABC tiggeninin dik kenarlar1 koordinat eksenine
paralel degil ve hipoteniisii de (yani BC kenar1) dikey bir dogru lizerinde degil ise, dik

kenarlardan birinin egimi m ve hipoteniisiin egimi m; olmak iizere, AC kenarinin
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o 1 - . b
egimidem’ = —— vetan§ = 1m ~L_ dir. Denklem (3) kullanilarak, tan 6 = C—E =
o .
b o ..
L2 elde edilir. Boylece
¢ro
b -
o= (5.6)
cro 1+mmy
ve
m-b
m, = ¢ro'm—0Tt0 (5.7)
brom+cro
dir.
by A
N b
c
;]
B
a B

m

Sekil 5.3. R%, de dik kenarlarindan herhangi biri koordinat eksenlerine paralel
olmayan ve dikey bir dogru lizerinde bulunmayan bir hipotentiise sahip ABC tiggeni.

Denklem (5.1) goz oniine alinirsa;
dg(A,B) = p(m) - dro(4,B) = cg = p(m)  cro
dg(A,C) = p(m') - dro(A,C) = bg = p(m) * bro
dg(B,C) = p(my) " dro (B, C) = ag = p(my) * aro

elde edilir ve bu esitlikler Oklidyen diizlemdeki Pisagor Teoreminde yani az% =

bEZ + cg? esitliginde yerine yazilirsa

[p(m)]?are® = [p(m)]z(bT02+CT02) (5.8)

elde edilir. Daha agik olarak

/ 2 —_— 2
<max{ L }) aro® = <max{ o }) (bT02+CT02) (5.9)

2 2
1mal 2(1+my ) Llm] 21 +|ml)
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cro'm—bro
TO'M+CTO

dir. Boylece (5.9) denklemde m; = oldugu kullanilarak,

2
max {|brom + crol, lcrom — brol,5 (Ibrom + crol + lerom = brol)}

aro =

2
max {1,Iml,5 (1 + [m|)}
elde edilir.

Sonu¢ 5.2.1: BC kenari, yani ABC iiggeninin hipoteniisii, koordinat eksenlerinden

birine paralel ise,

2 2
bro“+cro

2
max{bro,CTo,g(bTO +CT0)}

aAro = (510)

dir.

Ispat: ABC iiggeninin BC kenar1 koordinat eksenlerinden birine paralel olsun, (Bkz:
Sekil 5.4 ve Sekil 5.5). Eger BC kenar1 x-eksenine paralel ise m, = 0 olup p(m;) =
1 dir. BC kenar1 y-eksenine paralel ise m; = oo olup p(m,) — 1dir. Her iki durum
icin de denklem (5.8), AB kenarmin egimi m olmak iizere, ary? =

[p(m)]?(bro*+crp?) haline indirgenir.

Sekil 5.4. R%, da hipoteniisii x-eksenine paralel olan ABC {iggeni.

61



Sekil 5.5. R%, da hipoteniisii y-eksenine paralel olan ABC iicgeni.

Benzer iiggenler ve denklem (5.3) den, BC yatay iken, |m| = | | = | | = bﬂ ve

BC dikey iken, |m| = elde edilir. Boylece BC yatay ise,

2( e )

aro? = bro’+crp?
TO | bTO §<1+ bTO )}l (TO TO)

max {1, —=
\ )
2
c
’1 + (ﬂ)
, bro

c 2 C
max {1, [££< ,—<1+ 10
{ brol’3 bro

ve BC dikey ise,

Qaro

)} (bro’+cro?)

elde edilir. Her iki denklem sonucunun denklem (5.10) a esit oldugu agiktir.

Bir sonraki sonug da Pisagor Teoreminin bir T0O-benzeridir ve dik kenarlardan birinin

egimi yerine hipoteniisiin egimini parametre olarak igermektedir.

Sonug 5.2.2: Eger ABC ii¢cgenin higbir kenar1 koordinat eksenlerine paralel degil ise,

BC kenarmin, yani hipotentisiin egimi m, olmak lizere,

max{|bT02+CT02|:|CT02m1+bT02m1 |:§(|bT02+CT02|+|CT02m1+bT02m1|)}

aro = (5.11)

2
max{|CT0_bTOm1 LIbro+cromalz(Icro=bromal+lbro+crom: I)}
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dir.
Ispat: AB kenarmnin egimi m ise denklem (5.6) dan

— bro+cromy (5 12)
cro—bromi '

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki m denklem (5.5) de yerine konulursa denklem (5.11)

elde edilir.

Uyan 5.2.1: AB kenar1 x-eksenine paralel, yani m = 0 iken ya da AB kenar1 dikey,

yani m — oo iken; denklem (5.5) denklem (5.4) deki esitlige indirgenir. Ayrica (5.4)

denklemi su sekilde de elde edilir; m; = tana = ;T—o ve p(m) — 1dir. (5.8) ile verilen
TO

1+ mlz

(max{1,|m1 |'§(1+ Imy D})z

denklemi daha agik olarak aro? = bro’+crp? bigiminde

yazilabilir. Bu denklemde m; = ZT—O yerine konuldugunda, denklem (5.4) elde edilir.
TO

Benzer bir sekilde, BC kenar1 x-eksenine paralel, yani m; = 0 iken ya da BC kenari

dikey, yani m; = oo iken; denklem (5.11) denklem (5.10) daki esitlige indirgenir.

Ayrica (5.10) denklemi su sekilde de elde edilebilir; m = tana = — ZT—Z ve p(my) —
T

1 dir. (5.8) ile verilen denklemi daha agik olarak apo? =

2
1 m > (bro?+cro?) Biciminde yazilabilir. Bu denklemde m = — <2

(max{l,lml%(lﬂml)}) bro

yerine konuldugunda, denklem (5.10) elde edilir.

Uyar15.2.2: A agis1 dik olan ABC tiggeni saat yoniinde harflendirilirse by Ve cro NIN

rolleri degisir. Boylece denklem (5.5);

2
max{|CT0m + brol, [brom — CT0|’§(|CT0m + bro| + |brom — CTOD}

aTO = 2 (513)
max {1, |ml,5 (1 + |ml)}
sekline,
Benzer sekilde denklem (5.11),
Ly = max{|cT02+bT02|,|bT02m1+cT02m1|,§(|CT02+bT02|+|bT02m1+cT02m1|)} (5.14)

2
max{leO—CTomﬂ.lCTo+bTom1|,§(|bTo—CTom1|+|CTo+bTom1|)}

sekline gelir.
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Sirada, Teorem 5.2.1 in karsitinin ve dolayisiyla Sonu¢ 5.2.2 nin karsitinin dogru
olmadigini gosteren bir 6rnek verilmektedir. Diger bir ifadeyle Oklidyen diizlemde
bilinen Pisagor teoreminde bir ABC iicgeni dik ise az? = bg® + cz? bagmntisini
saglarken ayni zamanda az% = by + cz2 bagintis saglantyorsa bu iiggen diktir, yani
tersi de dogrudur. Fakat TO-diizleminde Pisagor bagmtisinin saglandig1 az? = bEz +
cg? ye karsi gelen denklem (5.5) ya da denklem (5.11) i saglayan fakat higbir dik ac1ya
sahip olmayan bir ABC ti¢geninin varligin1 gosteren bir 6rnek verilebilir. Sekil 5.6 da
gosterildigi gibi, TO-¢emberlerinden faydalanilarak denklem (5.5) ya da (5.11) deki
Pisagor bagintisinin TO-diizlemindeki karsiligini saglayacak sekilde ayni kenar
uzunluklaria sahip bir dik tiggen ile dik olmayan bir liggen ornegi verilmektedir.
Bilindigi tizere, O merkezli r birim yarigapli TO-¢emberi, O noktasina TO-uzaklig1 r
birim olan tiim noktalarin kiimesidir. Bu noktalarin geometrik yeri bir sekizgendir.
Ayrica Oklidyen ¢emberlerde oldugu gibi O merkezli ve bu merkeze r birim TO-

uzakligindaki bir nokta bu ¢emberi tamamen belirler.

Ornek 5.2.1: AOO’, 00’ kenar x-eksenine paralel ve O agis1 dik olan, koseleri saat
yOniiniin tersine harflendirilmis bir tiggen ve d7(0,0") = crg, d7o(4,0") = byo Ve
dro(4,0) = arg olsun, (Bkz; Sekil 5.6). C5, O merkezli argyaricapli TO-¢emberi ve
0' merkezli bg, yarigaphi TO-gemberi ise C3 ¢emberi olsun. A" noktasida bu iki
¢emberin kesisiminde bir nokta olsun. A’ noktasi hem C3; TO-¢emberi hem de C5 TO-
¢emberi tizerinde oldugu icin drp(4,0") = bro Ve dro(A,0) = ary oldugu gibi
dro(A',0") = byg, dro(0,A") = arp uzunlugundadir. Bu durumda AO O’ iiggenine
Teorem 5.2.1 uygulanirsa 00’ dogru pargasinin egimi m olmak tizere higbir dik agis1

olmayan A'00’ tiggeni i¢in de gegerli olan,

2
max {IbTOm + crol. lcrom — bro |,§ (Ibrom + crol + lcrom — bro D}

aro = 2
max {1, |ml, 5 (1 + |ml)}
esitligi elde edilir. Boylece Teorem 5.2.1 in karsitinin, dolayisiyla Sonug 5.2.2 nin

karsitinin dogru olmadig gosterilmis olur.

Sekil 5.6 da yukaridaki tartisilan ifadelere sayisal bir d6rnek verilmektedir. C3, O =
(7,5) merkezli ary = 4 birim yarigcapli ¢ember ve A = (7,9) noktasim1 0’ = (9,5)
merkezinden gegen 2 birim egimli dogru tizerinde bulunan V; kdsesi olarak kabul eden

bro = 4 birim yarigapli C5 gemberi olsun. A" = (8,9) bu iki gemberin kesisiminde bir
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nokta olsun. AOO’ dik tiggeninde m = 0 oldugundan ary = max {CTO, broé (bro +
CTO)} O|Up Aro = 4 ve Cro = 2 ISG bTO = 4 dur.
A'00' dik olmayan tiggeninde de ary = 4, brg = 4, cro = 2 ve m = 0 oldugundan

2
max {IbTOm + crol. lcrom — bro |‘§ (Ibrom + crol + lcrom — bro D}

aro =

max {1,Iml, (1 + [m])}

esitligi saglanir.

vy Vi=A=(7.9) Aa=@9 WV V',
'
Ve v, V's
Vg
e b
L2 L
o=(7,5 ¢ 0" =(9,5)
v
’ 4
Vs Vi Va
Cs
CS
v
Vs Ve Vs 5

Sekil 5.6. R%, da denklem (5.5) i saglayan bir dik iicgen ile dik olmayan {iggen.

Asagidaki teorem TO-diizlemindeki bir liggenin bir dik agiya sahip olabilmesi igin
gerek ve yeter kosulu ifade eder. Yeter kosul aslinda Pisagor Teoreminin karsitinin

baska bir ifadesidir.

Teorem 5.2.2: ABC tiggeni TO diizleminde kenar uzunluklar1 d;o(B,C) = aro,
dro(A,C) = bro Ve dro(A, B) = cpp olan bir liggen olsun; my, m ve m' de sirasiyla
BC, AB ve AC kenarlariin egimlerini gostersin. Buna gore A acisinin dik olmasi igin

gerek ve yeter kosul,

VIt %
2
max {1, |x],5 (1 + |x])}

p(x) =

olmak tizere
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[p(m)1?are® = [p(M)]*(bro”+cro?) = [p(M")]?(bro” +cro?) (5.15)
esitliginin saglanmasidir.
Ispat: (5.15) esitligi gegerli ise p(m) = p(m’) ve [p(my)]%aro? = [p(M)]*bro” +
[p(M)]2cro® = [p(M)]?*bro” + [p(M)]cro? dir. O halde
[p(m)2are® = [p(m")]*bro” + [p(M)]?cro (5.16)

yazilabilir. dg (4, B) = p(m) - d;o (4, B) esitligini (5.16) esitligine uygularsak;

£
1

Ty g a

m

Sekil 5.7. R%, da A agis1 dik olan ABC iiggeni.

dEZ(ArB) = P(m)2 . dToz(A:B) yani cg® = p(m)? - cro?, dEZ(B’ C) = P(ml)2 :
dro®(B,C)  yani AE’=p(my)” " Aro” ds*(4,C) = P(m’)z +dro®(4,€)  yani
bEZ:p(m,)Z - bro?dir. Boylece ag? = bg® + ¢z elde edilir. Bu ise Oklidyen
diizlemde Pisagor bagintisina karsilik gelip, Oklidyen diizlemde Pisagor bagmtisinin

tersi de gecerli oldugundan A agisinin dik oldugunu gosterir.
5.3 Thales Bagintilarinin Truncated Octahedron Benzeri

Bu béliimde Thales bagintilarinin Truncated Octahedron diizlemindeki benzerleri [23]

kaynagindaki benzer yontemlerden faydalanilarak verilmektedir.
Teorem 5.3.1: (A.A.A.) benzerlik teoremi R%, da genel olarak gegerli degildir.

Ispat: (A.A.A.) benzerliginin RZ, da gecerli olmadigim gdstermek igin bu dzelligi
saglamayan bir 6rnek verilmesi yeterlidir. Sekil 5.8 de gosterildigi gibi A = (1,2),
B=(34), C=(-14), A'=(0,0), B'=(2,0) ve C' = (0,—2) noktalar verilsin.
Bu noktalarla olusturulan ABC ve A'B’C' liggenlerini gz 6niine alalim. Dikkat edilirse
m(4) = m(4"),m(B) = m(B') ve m(C) = m(C") dir. Oklid diizleminde iki liggenin
kenar uzunluklar1 da karsilikli olarak orantili olup ABC ~A'B'C’ dir. Ancak TO-
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diizleminde ise dro(4,B) ==, dro(A'B") = 2,dro(B,C) = 4,dro(B'C) =2,
dro(A,C) =2vedro(A'C’) =2 olup T=2+2 dir, dolayisiyla ABC ile A'B'C’

benzer degillerdir.

e

Sekil 5.8. TO-diizleminde (A.A.A.) benzerlik teoremini saglamayan iki ticgen.

Sonu¢ olarak TO-diizleminde (A.A.A)) ve diger benzerlik bagmtilar

saglanmamaktadir.

Teorem 5.3.2: Kesisen iki dogru, paralel {i¢ dogru ile kesistirildiginde olusan
tiggenlerin karsilikli kenar uzunluklart orantihdir. Yani Sekil 5.9 da verilen

dy, dy, d3, € vef, dogrulart igin dq | dy I d3, €4 # €5 ve ¢; K dj,i =1,2,j=123

ise
i dro(4,B) — dro(AC) — dro(B,C)
' dro(AD)  dro(AE) dro(DE)
o dro(A,B) _ dro(AC) _ dro(BC)
1. = =
dro(AG)  dro(AF) dro(F,G)
dir.

dy

B o
ds

D E

Sekil 5.9. R%, da ii¢ paralel dogru tarafindan kesilen paralel olmayan iki dogru.
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Ispat:

I. A,B,D noktalar1 ve A,C,E noktalar1 dogrudas oldugundan Sonug¢ 5.1.2

dro(AB) — dro(AC) dir
dro(AD)  dro(AE) '

dg(AB) _ dro(AB) dg(AC) _ dro(AL)
dg(A,D) dro(AD) dg(AE) dro (A'E)’

geregince dolayistyla

d, dogrusunun egimi m olsun. d, // d, // d; oldugundan d,ve d;dogrularinin
egilimleri de m dir. Onerme 5.1.2 geregince m€R icin dg(B,C) =

+/ 2 N 2
— ——dro(B,C) ve dg(D,E) = —
max{1,lm| 2(1+m))} max{1,lm| 2(1+m|)}

dro(D,E) olup bu

esitlikler taraf tarafa oranlanirsa

2
Y14 m dro(8,C)
dg(B,C) max{l, Im|,5 (1 + Iml)} _dro(B,C)
dg(D,E) VI+ m? ~ dro(D,E
£(D,E) 1+ m dro(D, E) ro(D, E)

max {1,Iml, % (1 + |m))}

elde edilir.m — oo i¢in dg(B,C) = dry(B,C) vedg(D,E) = dry(D, E) oldugundan

dg(B,C) _ dro(B,C) dir. Sonug olarak dro(A,B) _ dro(AC) _ dro(B,C)

= = = elde edilir.
dg(D,E)  dro(D,E) dro(AD) dro(AE) dro(DE)

ii. Benzer bigimde A, B, G noktalar1 ve A,C,F noktalar1 dogrudas oldugundan

dro(AB) —
dro(A,G)

dg(AB) _ dro(AB) dg(AC) _ dro(AL)
dg(4,G) dro(AG) dg(AF) dro (ArF)’

Sonug 5.1.2 geregince dolayisiyla

dro (A,C) d ir
dTO (A,F) '

rm?4.(B,C) ve dg(F,G) = Vit m?
maX{l,ImI,§(1+|m|)} max{1,|m|,§(1+|m|)}

Onerme 512 geregince m€ER i¢cin dg(B,C) =

dro(F,G) olup bu

esitlikler taraf tarafa oranlanirsa

2
Y1+ m dro(B,C)
dg(B,C) max{l, Im|,5 (1 + Iml)} _dro(B,C)
dg(F,G) Vit m? "~ dro(F,G
e(F,G) 1+m dro(F, G) ro(F,G)

2
max {1,|ml, 5 (1 + |ml)}
elde edilir. m — oo igin dg(B, C) = do(B, C)ve dg(F,G) = dro(F, G) oldugundan,

elde edilir.

de(B,C) _ dro(B.C) dir. Sonug olarak dro(AB) _ dro(AC) _ dro(B,C)
dg(F.G)  dro(F.G) dro(AG)  dro(AF)  dro(F.G)
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6. RZ.,. NIN TEMEL OZELLIKLERI VE R3_,. DE PISAGOR TEOREMI
VE THALES BAGINTILARI

6.1 RZ . nin Temel Ozellikleri

Bu bolimde daha 6nceden [21] de 3 boyutlu analitik uzayda verilen Triakis
Octahedron metriginin izdiisiim kullanilarak elde edilen 2 boyutlu analitik diizlemdeki

tanimi verilmekte ve bazi 6zelliklerine deginilmektedir.

Tamm 6.1.1: R? de P; = (x1,y;) Ve P, = (x;,y,) noktalar verilsin.

Arroc(P1, Py) = %1 — 22| + |ly1 — y2l + (‘/E - Z)min{lxl — %2, ly1 — ¥21}

bigiminde tamiml1 d7,oq: R? X R? — [0, ) uzaklik fonksiyonuna Triakis Octahedron

uzaklik fonksiyonu denir.
Teorem 6.1.1: d . uzaklik fonksiyonu R? de bir metriktir.

ispat: Pl = (xl,yl), Pz = (xz,yz), P3 = (X3,y3) € RZVGI’HSIH dTTOC nln metrlk

oldugunu kanitlamak icin her P, P,, P; € R? i¢in

(D) drroc(P1, Py) 2 0 Ve drroc(Pr,P) =0 Py =P,
(i) drroc(Pr, P2) = drroc (P, P1)

(iit) drroc(P1, P3) < drroc(P1, P2) + drroc(Py, P3)
aksiyomlarinin saglandig1 gosterilmelidir.

(i) drroc uzaklik fonksiyonu

drroc(P1, P2) = |x1 — x3| + |y1 — 2| + (\/i - 2)min{|x1 — %20, ly1 — ¥213}

biciminde tanimli oldugundan ve mutlak deger her zaman negatif olmayan degerler
tireteceginden ve mutlak degerin minimumu negatif olmayan degerler alacagindan
drroc(P1,P2) 20 dir.  Eger drpoc(Py,Py) =0 ise |x; — x| =0,y —y2| =0
olup x; = x, , y; = y, ve dolayisiyla P; = P, elde edilir. Tersine P, = P, ise x; =
X5, y1 =Y, olacagindan |x; —x,| =0, |y; —y2| =0 olup dyy (P, P;) =0 elde

edilir.

(ii) Mutlak deger tanimindan, agik¢a dr,.oc(Py, Py) = drroc(P, Py) dir. Yani dp,o.

uzaklik fonksiyonu simetriktir.
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(iit) Py = (x1,y1), P, = (x2,¥2) Ve P3 = (x3,y3) € R? olsun. drpoc(Py,P3) <
drroc(P1, Py) + dproc(Py, P3) esitsizliginin saglandigi gosterilmelidir. Py, P, and P;

noktalart icin
drroc(Py, P3) = |x, = x5| + |y, — v,| + (V2 = 2)min{lx; — x31, |y, - v,|}
drroc(Py, Py) = |xy = x| + |y, = v,| + (V2 = 2)min{|x, — x,1, |y, - v,]}
drroc(Pa, P3) = |y = x3| + |y, = v,| + (V2 = 2)min{|x, — x3], |y, - v,]}
olup bahsedilen esitsizligi incelemek i¢in 8 durum dikkate alinmalidir;

Durum 1: Eger |y; — y3| = |x1 — x3], |y1 — Y2l = [x1 — x| Ve |y; —ys3| = |x; —

x| ise
drroc(Py, P3) = (V2 = 1) Ix; — X3] + |y1 — ys|
= (V2= D)lx; — %, + %, — X3l + [y, = y2 + ¥, — 3l
< [(V2=1)lx; — x5] + lys — ¥2l] + [(V2 = 1) |2 — %3] + |y — y5]

= dryoc(P1, P2) + drroc (P2, Ps3)

elde edilir.

Durum 2: Eger |y; — y3| = |x1 — x3|, |y1 — Y2l = |x1 — x2| Ve |x; —x3| = |y, —

V3| ise,
drroc(Py, P3) = (V2 = 1) |xy — x31 + [y — ysl
=(V2=1)lxy =%, + 23 — x5 + ly1 — ¥2 + y2 — ¥3l
< [(V2 = 1)lxy = ol + lys = v2l] + [(VZ = D)lxz = x3] + |2 — y3]]
< [(V2 = 1)l = 22l + lys = y2l] + [(V2 = D)lyz = ysl + |xz — x5]]
= drroc(Py, P2) + drroc(Py, P3)
elde edilir. Burada;
%, = %31 2 y2 =3l = (2= V2)Ix, — 251 2 (2= V2)ly, — y3
= (V2= 1)ly, — ysl + Ix2 — x5l = (V2 = 1)|x; — x3] + |y, — y3

oldugu kullanilmistir. Esitsizligin gegerli oldugunun benzer hesaplamalarla kolaylikla

gosterilebilecegi diger durumlarda asagida belirtilmistir;

70



Durum 3: [x1 — x3| = |y1 — y3l, [y1 — Y2l = |%1 — x2| Ve [x3 — x3]| = |y, — y3] ise,
Durum 4: |x; — x3| = |y1 — y3l, [y1 — Y2l = |%1 — x2| Ve [y, — y3| = |x2 — x3] ise,
Durum 5: [y; — y3| = [x1 — x3], |21 — x2| = [y1 — 2| Ve [x2 — x3]| = |y2 — y3] ise,
Durum 6: |y; — y3| = |x1 — X3, [x1 — x2| = |y1 — 2| Ve [y2 — y3| = |x2 — x5 ise,
Durum 7: |y — y3| = |x1 — x3|, [y1 — y2| = |x1 — x| Ve |xz — x3| = |y — y3] ise,
Durum 8: |y; — y3| = |x1 — X3, |[y1 — ¥2| = |x1 — x2| Ve |y — y3| = |x; — x3] ise

Diger durumlarda ayni yolla bulunur. Boylece

Arroc(P1, P3) < drroc(Py, Py) + drroc(Py, P3) elde edilir.

Sonug olarak 2 boyutlu analitik diizlemde d,.o.uzaklik fonksiyonu bir metriktir ve bu

metrikle ddsenmis diizlem R%,.,. olarak gosterilmektedir.

Onerme 6.1.1: Her Oklidyen oteleme TrOc-diizlemde uzakhigi korur. Boylece

otelemeler RZ,.,. de bir izometridir.

Ispat: A = (ay,a;), X = (x,y) € R? olmak iizere Ty: R, o, = RZ.,.,T4(X) =
A + X olacak sekilde RZ,,. de bir dteleme olsun. P; = (x1,y1) , P, = (x5,y,) € R?
i¢in
drroc(Ta(P1), Ta(P2) ) =Ix1+ a3 —x, —asl + ly1 + az =y, —az]) + (V2 - 2)
min {|x; + a; — x; — a4/, [y + a; — y, — a,|}
= |x; = 22| + |y1 — ¥21(V2 = 2)min {|x; — x,1, [y1 — y,1}
= drroc(P1, P2)
dir.

Dolayisiyla T, RZ,.,. de bir izometridir.

Onerme 6.1.2: A4, B € R2,,, ve kartezyen koordinat diizleminde dikey bir dogru

tizerinde bulunmayan iki nokta, m de bu iki noktadan ge¢en dogrunun egimi ise,

T
1+ |m|+ (\/7 — Z)min{l, |m|}

p(m) =

olmak tlzere
dg(A,B) = P(m)- dTrOC(A’B) (6.1)

dir. Ayrica A ve B dikey bir dogru iizerinde bulunan iki nokta ise, dz(4,B) =
drroc(4, B) dir.
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Ispat: A = (x;,y,) ve B = (x5, y,) R%, . de iki nokta olsun. Eger A ve B dikey dogru

tizerinde degilse, x; # x, dir Ve,

dg(A,B) =/ (xz = x1)2 + (2 — y1)? = %, = x; |V 1+ m?
ve
drroc(4,B) = |x, — x| + |y, = v,| + (V2 = 2)min{|x; — x,1, |y, = v, |}
= |x; — x%,|[1 + |m| + (V2 - 2)min{1, |m|}]
Biciminde yazilabilir. Her iki esitligi karsilikl1 olarak birbirine oranlarsak;

dg(A4,B) VI + m?
drroc(4,B) 1+ |m| + (V2 — 2)min{1, |m|}

elde edilir. Boylece,

I
1+ |m|+ (\/E — Z)min{l, |m|}

p(m) =

olmak tizere

dg(A,B) = p(m) dTrOc(A' B)

dir. Eger A ve B dikey bir dogru iizerinde bulunan iki nokta ise, x; = x, dir. Bu
durumda dg(4,B) = |y, —y1| ve  dproc(A,B) =|y, —yi| olur.  Boylece
di(A,B) = drro.(4, B) esitligi elde edilir.

Onerme 6.1.2 dogrudas noktalar i¢in dr,.o. uzakhiginin Oklid uzakligmin pozitif sabit

bir kat1 oldugunu belirtir.

Sonug¢ 6.1.1: P;, P, ve X, R? de dogrudas ii¢ nokta olmak iizere
dg(Py, X) = dg(Py, X) © drpoc (P, X) = drroc(P2, X)

dir.

Sonug 6.1.2: P;, P, ve X, R? de ii¢ farkl1 dogrudas nokta olmak iizere

dE(Pl'X) — dTTOC(Pl'X)
dE(PZ'X) dTrOC(PZ'X)

dir.

Tanmim 6.1.2: R%,.,. de merkezi P; = (x,,,) ve yarigap1 r birim olan cember
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drroc(P, Py) = {P = (x;Y)“x — X0l + |y —yol + (\/i— 2)min{|x—x0|,|y —Yol} = T}

kiimesidir. Bu kiimenin noktalarinin geometrik yeri koseleri V;, V5, ... ... , Vg olan bir

sekizgendir, (Bkz; Sekil 6.1). Bu sekizgenin kose koordinatlart ise, V;: (xq, yo + 1)

V2 V2 V2
) VZ:(7T‘+JCO,7T'+}/O), V3:(XO+r;yO) ) V4_:(7

-2 -2
TT + XO,TT + yo),

r+x0,%ir+y0) ,

-2
V7:(X0—T,y0), Vg!(TT‘I‘

VS:(XOJyO_r) s VG:(
X0, 27 + yy ) bigimindedir.

¥y

Vg Va

L ]
¥y Py = (xq, ¥o) Vs

Ve v,

Vs

Sekil 6.1. P, = (x¢,y,) merkezli Triakis Octahedron ¢emberi.

6.2 Pisagor Teoreminin Triakis Octahedron Benzeri

Bu boliimde Pisagor teoreminin Triakis Octahedron diizlemindeki benzerleri [22]
kaynagia benzer yontemlerden faydalanilarak verilmektedir. Kartezyen koordinat
diizleminde iki nokta arasindaki Oklid ve Triakis Octahedron uzakliklarini birbirine
doniistiirmeye yarayan bir bagint1 veren ve bu bagmtinin bir 6zelligini belirten

asagidaki iki dnerme ile Onerme 6.1.2 konu iginde 6nemli bir role sahiptir.
Onerme 6.2.1: m sifirdan farkli bir reel saytve m' = % ise,

p(m) = p(m’) = p(=m) = p(—=m’) (6.2)
diir.

Ispat: m € R — {0} ise, m’ = % € R — {0} dir. p(m) in tanim1 kullanilarak
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1 't (%1)2
p( ) T1+ = + (V2 - 2)min{1, |-}
Vg
B 1+ |m|+ (\/7 — Z)min{l, |m|}
= p(m)

elde edilir. Benzer sekilde p(m) = p(—m) ve p(m') = p(—m) olduklar1 da
kolaylikla elde edilir.

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e ABC, Kartezyen koordinat diizleminde kdseleri saat
yOniiniin tersine harflendirilmis, A agis1 dik olan bir tiggeni gosterecek ve daha dnce
tammlandig1 gibi bu iiggenin kenarlarimin Oklidyen uzunluklart dg(B,C) = ag,
dig(A,C) = bg ve dg(A,B) = cg, TrOc —uzunluklar d7o.(B,C) = arroc,

drroc(4,C) = brroc V€ drroc(A,B) = crpoc olarak alinacaktir.

Asagidaki onerme, bir dik iiggenin dik kenarlariin Oklid uzunluklar1 bg ve c ile
TrOc-uzunluklart by, V€ Crroc NN genel olarak farkli olmasina ragmen oranlarinin

esit oldugunu ifade eder.

Onerme 6.2.2: ABC, Kartezyen koordinat diizleminde kdseleri saat yoniiniin tersine
harflendirilmis, A agis1 dik olan bir tiggen olsun. dg(4,C) = bg, dg(A,B) = cg,

dTrOc(A' C) = bryroc V€ drroc (A'B) = Crroc ise,

b_E — brroc (6 3)
CE CTroc .

dir.

Ispat: ABC, Kkartezyen koordinat diizleminde koseleri saat yoniiniin tersine
harflendirilmis, A ag¢is1 dik olan bir tiggen olsun. Eger ABC ti¢geninin AB ve AC
kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel ise, cp = Crproc V€ by = bryroc 0Olacagt aciktir.
Boylece bu iki esitligin karsilikli oranlar1 birbirine esittir. ABC ii¢geninin dik
kenarlarindan biri koordinat eksenlerine paralel olmasin. Bu durumda diger dik kenar

da bir koordinat eksenine paralel degildir. Ancak kenarlar birbirine dik oldugundan,

eger AB dogrusunun egimi m ise, AC dogrusunun egimi m' = —% dir.
(6.1) ve (6.2) denklemleri kullanilarak;

de(4,C) _ p(m) - drroc(4, €)
dg(A,B) p(m)-drroc(A B)
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boylece,

b_E _ p(m) ' bTT‘OC _ bTrOc
cg  p(Mm)- Crroc CTroc

elde edilir.

Teorem 6.2.1:
I. Eger ABC iggeninin dik kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel ise,
Arroc = bTrOc + Crroc + (\/E - Z)min{ bTrOc: CTTOC} (6-4)

ii. Eger ABC tggeninin dik kenarlart koordinat eksenlerine paralel degil,
hipotentisii de (yani BC kenari) dikey bir dogru iizerinde degil ise, dik kenarlardan

birinin egimi m olmak iizere,

a - | brrocm+ crrocl+| crrocm— bTrOc|}+(‘/§_2)min{| brrocm+ crrocl| crrocm— brrocl} (6 5)
TrOc 1+|m|+(V2-2)min{1,|m|} )

dir.
Ispat:

i. ABC tggeninin dik kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel olsun ve Sekil 6.2
de gosterildigi gibi A, B ve C nin koordinatlar sirastyla (x4, y1), (%2, 1) ve (x1,¥2)

olsun. Bu durumda
Arroc(C,B) = |x; — x1| + |y2 — 1| + (\/E - 2)min{|x2 —x1|, 1y2 — 11}
ve dolayisiyla
Arroc = brroc + Crroc + (V2 = 2)min{ bryoe, Crroc)

oldugu aciktir.
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C= (x31. ¥2)

b =llyz-»l a

(-]
A= (x3, 1)

¥
m x

Sekil 6.2. R%,. de dik kenarlar1 koordinat eksenine paralel olan ABC ii¢geni.

ii. Sekil 6.3 de gosterildigi gibi ABC ii¢geninin dik kenarlar1 koordinat
eksenlerine paralel degil ve hipoteniisii de (yani BC kenar1) dikey bir dogru tizerinde

degil ise, dik kenarlardan birinin egimi m ve hipoteniisiin egimi m, olmak tizere, AC

kenarmin egimi dem’ = —L1 ve tan 8 = =L dir. Denklem (6.3) kullanilarak,
m 1+m.my

tan 8 = 2E = 21r0¢ g|de edilir. Boylece

CE CTroc
brroc — m—mq (6 6)
CTroc 1+mm, .
ve
c m-—b
ml — TrOc TrOc (67)
brrocm+ cTroc
elde edilir.
¥ A
N b
c
o
B
@ 9

m

Sekil 6.3. R% . de dik kenarlarindan herhangi biri koordinat eksenlerine paralel
olmayan ve dikey bir dogru lizerinde bulunmayan bir hipotentiise sahip ABC tiggeni.
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Denklem (6.1) g6z 6niine alinirsa;
dg(A,B) = p(m) " drroc(4,B) = cg = p(m) " crroc,
dg(4,C) = p(m’) - drroc(4,C) = bg = p(m) * bryoc,
dg(B,C) = p(my) " drroc(B,C) = ag = p(my) * arroc

elde edilir ve bu esitsizlikler Oklidyen diizlemdeki Pisagor teoreminde yani ag? =

bEZ + cg? esitliginde yerine yazilirsa

[o(m)]?arroc” = [P(m)]z( brroc. + CTTOCZ) (6.8)

elde edilir. Daha agik olarak

1+|my |+(VZ2—2)min{1,|m, |} 1+|m|}+(V2-2)min{1,|m|}

2
/1+m2 Yz 2
( - ) aTrOcz =5 ( L ) ' ( bTrOcz + CTrOcz) (6-9)

dir. (6.9) denklemde m, = 2T oldugy kullanilarak,
TrOc TrOc

a _l brrocm+ crroclt| crrocm— bTrOcl"'(\/E_Z) min{| brrocm+ crrocl| crrocm— brrocl}
Troc (1+|m|+(VZ-2)min{1,|m|})

elde edilir.

Sonu¢ 6.2.1: BC kenari, yani ABC ti¢geninin hipoteniisii, koordinat eksenlerinden

birine paralel ise,

2 2
brroc”+ crroc
a = < 6.10
TTOC ™ | crroel+ brrocl+(V2—2)min{| crrocl| brrocl} ( )

dir.
Ispat: ABC iiggeninin BC kenar1 koordinat eksenlerinden birine paralel olsun, (Bkz;
Sekil 6.4 ve Sekil 6.5). Eger BC kenar1 x-eksenine paralel ise m ; = 0 olup p(m;) =

1 dir. BC kenar1 y-eksenine paralel ise m; = o olup p(m,) — 1dir. Her iki durum

icin de denklem (6.8) esitligi, AB kenarmm egimi m olmak iizere, aro.> =

[p(M)%( brroc” + crroc?) haline indirgenir.
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g -
B D q C m,

Sekil 6.4. R, de hipoteniisii X-eksenine paralel olan ABC iiggeni.

L8]

Sekil 6.5. R de hipoteniisii y-eksenine paralel olan ABC iicgeni.

ﬂ — brroc

Benzer tiggenler ve denklem (6.3) den, BC yatay iken, |m| = |%| = |AB| == ve
TrOc
BC dikey iken, |m| = L% ¢lde edilir. Bdylece BC yatay ise,
brroc y
2
1+(Mmﬁ2
) CTroc 2 2
arroc” = brro 7 brro (brroc” + Crroc”)
1+ —Lroc 4 (2 — 2)min{1,-2Lroc
CTroc ( )mln{ CTrOc}

ve BC dikey ise,
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2
C
1+( TrOc)
bTrOc

2
(bTrOC + CTrOcz)

2 _
arroc =
1+ L% + (V2 — 2)min{1, 512}
TrOc

\ bTrOc

elde edilir. Her iki denklem sonucunun denklem (6.10) a esit oldugu agiktir.

Bir sonraki sonug¢ da Pisagor Teoreminin bir TrOc-benzeridir ve dik kenarlardan

birinin egimi yerine hipoteniisiin egimini parametre olarak icermektedir.

Sonug¢ 6.2.2: ABC {iggenin higbir kenar1 koordinat eksenlerine paralel degil ise, BC

kenarinin, yani hipoteniisiin egimi m, olmak lizere,

1+|my [+(V2-2)min{1,|m4 |}

a = -
g | brrocmi— crrocl+| crrocma+ bTTOcl"‘(\/E_z)mln{l brrocmi— crrocl| crrocmat brrocl}
2 2
( bTrOc + CTroc ) (6-11)
dir.

Ispat: AB kenarmin egimi m ise denklem (6.6) dan

m = Zrroct crrocmy (6.12)

crroc™ brrocM1

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki m denklem (6.5) de yerine konulursa denklem (6.11)

elde edilir.

Uyari 6.2.1: AB kenar1 x-eksenine paralel, yani m = 0 iken ya da AB kenar1 dikey,
yani m — oo iken; denklem (6.5) denklem (6.4) deki esitlige indirgenir. Ayrica (6.4)

denklemi su sekilde de elde edilir; m; = tana = —;Troc ve p(m) - 1 dir. (6.8) ile
TrOc
1+ mlz

(1+|m1|+(\/§—2)min{1,|m1|})2

2 _ 2 2
arroc” = brroc” t+ Crroc

verilen denklemi daha agik olarak

bi¢iminde yazilabilir. Bu denklemde m; = ;TTOC

yerine konuldugunda, denklem (6.4)

TrOc

elde edilir.

Benzer bir sekilde, BC kenar1 x-eksenine paralel, yani m; = 0 iken ya da BC kenari

dikey, yani m; — oo iken; denklem (6.11) denklem (6.10) deki esitlige indirgenir.

CTrOc

Ayrica (6.10) denklemi su sekilde de elde edilebilir; m = tana = ——— ve

TrOc

p(my) > 1 dir. (6.8) ile verilen denklemi daha agik olarak ag .2 =
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1+ m2

(1+|m|+(v2-2)min{1,|m|})

5 (brroc” + Cro.2) bigiminde yazilabilir. Bu denklemde m =

CTrOc

———= yerine konuldugunda, denklem (6.10) elde edilir.

TrOc

Uyar1 6.2.2: A acis1 dik olan ABC li¢geni saat yoniinde harflendirilirse br.oc Ve Crroc

nin rolleri degisir. Boylece denklem (6.5);

Arroc =

| crrocm+ brroclt| brrocm— CTrOc|+(‘/E_2)min{| crrocm+ brrocl| brrocm— crrocl} (6 13)
1+|m|+(vV2-2)min{1,|ml} '

sekline, benzer sekilde denklem (6.11),

1+ Imyl + (V2 = 2)min{1, Imy |}

| crrocmi — brrocl + | brrocmy + crrocl + (\/7 - Z)minﬂ crrocMi — bryocl, | brrocmi + Crrocl}

(bT‘r’OCZ + CTrOCZ) (614)
sekline gelir.

Arroc =

Sirada, Teorem 6.2.1 in karsitinin ve dolayisiyla Sonu¢ 6.2.2 nin karsitinin dogru
olmadigin1 gosteren bir drnek verilmektedir. Diger bir ifadeyle Oklidyen diizlemde
bilinen  Pisagor teoreminde iiggen dik iseag? = bg® +cg?  bagmtisi
saglanirken az? = bE2 + cg? bagmtis1 saglaniyorsa bu iicgen diktir, yani tersi de
dogrudur. Fakat TrOc-diizleminde Pisagor bagmtisinin saglandigt az% = by* + cz2
ye kars1 gelen denklem (6.5) ya da denklem (6.10) u saglayan fakat hicbir dik agiya
sahip olmayan bir ABC ii¢geninin varligini gosteren bir 6rnek verilebilir. Sekil 6.6 da
gosterildigi gibi, TrOc-¢emberlerinden faydalanilarak denklem (6.5) veya (6.10) deki
Pisagor bagintisinin TrOc-diizlemindeki karsiligini saglayacak sekilde ayni kenar
uzunluklarina sahip bir tiggen ile dik olmayan bir liggen 6rnegi verilmektedir. Bilindigi
tizere, O merkezli r birim yarigapli TrOc-gemberi, O noktasina TrOc-uzaklig1 r birim
olan tiim noktalarin kiimesidir. Bu noktalarin geometrik yeri bir sekizgendir. Ayrica
Oklidyen ¢emberlerde oldugu gibi O merkezli ve bu merkeze r birim TrOc-

uzakligindaki bir nokta bu ¢emberi tamamen belirler.

Ornek 6.2.1: Merkezi O = (0,0), yaricap1 r birim ve koseleri saat yoniinde Sekil 6.6

dakine benzer bigimde V;,V,, ..., Vg olarak isimlendirilmis olan TrOc-¢emberi

Co = {3 [Ix1 + Iyl + (VZ = 2)min{|x], 1y1}}
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olsun. Boylece, bahsi gecen TrOc-¢emberinin koselerinin koordinatlari sirasiyla V; =

N NN

(0,7'); VZ = (?T‘,?T‘), V3 = (T', O), V4_ = (?r’TT)’ VS — (0' _T), V6 —

(_T\/Er-l_’%ir)’ V; =(-10), Vg = (_Tﬁrgr) dir. C, in V;Vg kenarma O dan inilen

dikmenin  ayagi1 A = (—ET,ZNE?”) olsun. A noktasim O’ = (gr, —Z_ﬁr)
8 8 S 2

merkezinden gecen -1 egimli dogru iizerinde bulunan Vg kosesi olarak kabul eden r
birim yarigcapli C, ¢emberi sekilde gosterilen kirmizi gember olsun. Boylece O agisi
dik olacak sekilde, koseleri saat yoniiniin tersine harflendirilmis AOO' ti¢geni elde
edilir. d7,0.(0,0") = ¢, dryoc(0,A) = b Ve drro.(0',A) = a denilsin, (Bkz: Sekil
6.6). A’ de C, ve C; ¢emberlerinin kesisiminde bir nokta olsun. A" noktasi hem C,
TH-¢emberi hem de C; TrOc-gemberi tizerinde oldugu igin d7,o.(0,A) = by Ve
drroc(0',A) = arpocoldugundan  dryoc(0,4") = brroe Ve drroc(0', A7) = arpoc
elde edilir. Bu durumda AOO’ iiggenine Teorem 6.2.1 uygulanirsa 00’ dogru
parcasinin egimi m olmak iizere higbir dik agis1 olmayan A’O0’ tiggeni i¢in de gegerli

olan,

a __ I brrocm+ crrocl+| crrocm— bTrOc|}+(‘/E—2)min{| brrocm+ crrocll| crrocm— brrocl}
Troc 1+|m|+(VZ—2)min{1,|m|}

esitligi elde edilir. Boylece RZ,,. de Teorem 6.2.1 iin karsitinin dolayistyla Sonug

6.2.2 nin karsitinin dogru olmadigi gésterilmis olur.

vy
vy
A
V'g A__.-/’/ | L
VEI T V2
a
b
v N Vs
r o__ \
) p 0’ = (x0,Y0)
4 ®
Vs \ 0 = (0,0) / Va
Ci Vi
Cs . _— - v,
o
~—

Sekil 6.6. R, de denklem (6.5) i saglayan bir dik {icgen ile dik olmayan iicgen.
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Asagidaki teorem TrOc-dlizlemindeki bir liggenin bir dik agiya sahip olabilmesi igin
gerek ve yeter kosulu ifade eder. Yeter kosul aslinda Pisagor Teoreminin karsitinin

baska bir ifadesidir.

Teorem 6.2.2: ABC fliggeni TrOc-diizleminde kenar uzunluklari dro.(B,C) =
ATrocs dTTOC(AI C) = bTTOC ve dTT'OC(Al B) = Crroc olan bir l'i(;gen Olsun; mqy . ,m ve
m' de sirastyla BC, AB ve AC kenarlarinin egimlerini géstersin. Buna gére A agisinin

dik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

V14 x2
1+ |x| + (V2 — 2)min{1, |x|}

p(x) =

olmak tizere
[o(m)arsoc” = [P (brroc” + crroc®) = [P (brroc” + crroc?)  (6.15)
esitliginin saglanmasidir.
Ispat: (6.15) esitligi gegerli ise p(m)=p(m’) ve [p(m)]?aro’ =
[p(M)]? brro” + [p(M)]? erro? = [p(M)]? brro” + [p(M)]? crvo 2 dir. O halde
[p(m)Parro.” = [[p(M)]? breo.” + [P(M)]? crroc” (6.16)

yazilabilir. dg (4, B) = p(m).drro.(4, B) esitligi (6.16) esitligine uygulanirsa;

A

I

Sekil 6.7. R%,. de A acis1 dik olan ABC iicgeni.

dEZ(A:B) = P(m)2 ' dTrOcz(A:B) yani cg® = p(m)? - crpc?, dEZ(B» C) = P(ml)2 )
dTrOcz(Br C) vyani aEZZP(ml)Z “Arroc’ dEZ(A' C) = P(m’)2 : dTrOCZ(A: C) vyani
bEZZp(m/)Z « brrocldir. Boylece ag? = bg? + cz2 elde edilir.  Bu ise Oklidyen
diizlemde Pisagor bagintisina karsilik gelip, Oklidyen diizlemde Pisagor bagintisinin

tersi de gecerli oldugundan A agisinin dik oldugunu gosterir.
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6.3 Thales Bagintilarinin Triakis Octahedron Benzeri

Bu bélimde Thales bagintilarinin Triakis Octahedron diizlemindeki benzerleri [23]

kaynagindaki benzer yontemlerden faydalanilarak verilmektedir.
Teorem 6.3.1: (K.A.K.) benzerlik teoremi R2,.,. de gecerli degildir.

Ispat: (K.A.K.) benzerliginin R2,. . de gecerli olmadigin1 gdstermek icin bu 6zelligi
saglamayan bir 6rnek verilmesi yeterlidir. Koseleri A = (1,0), B = (3,3), € = (3,0)
ve C agist dik olan ACB ftggeni ile C' agis1 dik olan A'C’'B’ tliggenini ele alalim.
Karsilikli (K.A.K.) elemanlarinin ayni olacagi sekildeki A'C'B’ tiggenini su sekilde
olusturalim; C’" = (0,0) olmak iizere C' merkezli 2 birim yaricapli TrOc ¢emberi
tizerindeki bir nokta A" = (2\/? — 2,42 — 4) olsun ve A’'C' dogru pargasiyla negatif
yonde 90° lik ac1 yapan C’'B’ 151 ile C’ merkezli 3 birim yaricapli TrOc-¢emberinin
kesisim noktast B’ = (6 —6V2,3v2 — 3) bi¢imindedir. Agik¢a drroc.(4,C) =
2,drroc(B,C) = 3,d1r0c(A,B) = 2Y2 + 1,d 7o (A, C') = 2,d7r0c(B',C") = 3 ve
drroc(A’,B") = 672 — 5, ayrica m(A) = m(A"), m(B) = m(B") ve m(C) = m(C")
diir. RZ de ACB ve A'C'B’ iicgenlerinin karsilikli kenar uzunluklar1 da es olup ACB

~A'C'B’ diir. Ancak RZ,.,, de karsilikli kenar uzunluklarinin oranlari esit degildir,

lilcl = 15, 145l dir, dolayisiyla Sekil 6.8 de verilen ACB ile A'C'B’
|A’c’| [B'C’| |A"B’|

yani

ticgenleri RZ..,. de benzer iicgenler degildir. Sonug olarak R, de, (K.A.K.) ve diger
benzerlik bagintilar1 gegerli degildir.

vy

Sekil 6.8. TrOc-diizleminde (K.A.K.) benzerlik teoremini saglamayan iki {icgen.
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Teorem 6.3.2: Kesisen iki dogru, paralel {i¢ dogru ile kesistirildiginde olusan
ticgenlerin karsilikli kenar uzunluklari orantihidir. Yani Sekil 6.9 da verilen
dl’ dz, d3,‘£1 ve ‘gz dogrularl 1(;1n d1 ” dz " d3,‘€1 H ‘gz ve {)i H d],l = 1,2, j:l,2,3

ise
i drroc(AB) _ drroc(AC) _ drroc(BC)
' dTTOC(ArD) dTrOc(A;E) dTrOc(D;E)
” dTrOC(AJB) — dTrOc(AJC) — dTrOC(B'C)
' dTTOc(A'G) dTrOc(A'F) dTrOc(F’G)
dir.

A

B C
ds

D E
g

Sekil 6.9. R% . de ii¢ paralel dogru tarafindan kesilen paralel olmayan iki dogru.

Ispat:

i. A,B,D noktalar1 ve A,C,E noktalar1 dogrudas oldugundan Sonug¢ 6.1.2

dE(A'B) _ dTTOC(A!B)

— dE(AvC) _ dT‘rOc(A:C) d”. O halde dTTOC(A'B) _
dg(AD)  drroc(AD) '

dp(AE)  drroc(AE) drroc(A,D)

geregince dolayisiyla

dTrOc(A:C) d”. dl

dogrusunun egimi m olsun. d, //d,// ds; oldugundan d,ve
drroc(AE)

d5 dogrularinin egilimleri de m dir. Onerme 6.1.2 geregince m € R i¢in dg(B,C) =
Vit m?

1+|m|+(V2-2)min{1,|m|}

V1+ m?2
1+|m|+(\/7—2)min{1,|m|}

drroc(B, C) ve dg(D,E) =

drroc(D, E) olup bu esitlikler taraf tarafa oranlanirsa

Vit

dTrOc (B' C)

dg(B,C) 1+ |m|+ (V2 —2)min{1,|m|} _drroc(B,C)
dz(D,E) Vit m2 ~ drroc(D,E
E( ) 1+ m drroe(D, E) troc( )

1+ |m|+ (\/E — Z)min{l, |m|}
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elde edilir. m — oo lgln dE(B, C) = dTT'OC(B' C) ve dE(D, E) = dTT'OC(D' E)

dg(B,C d B,C . d A,B d A,C d B,C
e(B,C) — Troc(B,C) dir. Sonug olarak Troc(4,B) _ Troc(4,C) _ Troc(B,C)
dE(D'E) dTrOc(D'E) dTrOc(A’D) dTrOc(A’E) dTrOc(D,E)

oldugundan
elde edilir.

ii. Benzer bi¢cimde, A, B, G noktalar1 ve A, C, F noktalar1 dogrudas oldugundan

dg(A,B) — drroc(A,B) dg(AC) — drroc(4,C)
dE(ArG) dTTOC(A'G) dE(A'F) dTTOC(A'F)’

sonu¢ 6.1.2 geregince dolayisiyla

dTrOc(A'B) — dTrOC(AJC)
dTTOc(ArG) dTrOc(ArF)

V1+ m2
1+|m|+(v2-2)min{1,|m|}

V1+ m2
1+|m|+(\/7—2)min{1,|m|}

dir. Onerme 6.1.2 geregince m € R i¢in dg(B,C) =

dTrOc(B: C) Ve dE(F; G) =

drroc(F, G) olup bu esitlikler taraf tarafa oranlanirsa

Vit 2

dTrOc(B' C)

dg(B,C) 1+ |m|+ (V2 —2)min{1, |m|} _dryoc(B,0)
d.(F,G) I+ m2 T d F,G
E( ) 1+ m drroo(F, G) Troc( )

1+ |m| + (V2 = 2)min{1, |m|}

elde  edili.  m - wicindg(B,C) = drroe(B, C) Ve dg(F, G) = drroe(F, G)

oldugundan,

dg(B,C) _ drroc(BC) .. drroc(AB) _ drroc(AC) _ drroc(B.C) “r
= dir. Sonuc olarak = = elde edilir.

de(FG)  drroc(F.G) ¢ drr0c(AG)  d1r0c(AF)  drroc(FG)
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tezde Oklid dis1 geometrilere ornek teskil eden dort farkli Minkowski tipi
geometride Oklidyen geometride bilinen Pisagor Teoremi ile Thales Bagmtilarinin
karsiliklar1 incelenmis olup tez Oklid dis1 geometrilerde farkli galismalar yapilabilmesi

adina literatiire katki saglamak tizere hazirlanmigtir.

Ik béliimde tez konusu adina motivasyon kaynagi belirtilmis, ikinci béliimde ise
konunun daha iyi anlasilabilmesi i¢in gerekli ve daha onceden bilinen tanim ve

teoremler verilmistir.

Tezin ii¢, dort, bes ve altinc1 bolimlerinde sirasiyla Disdyakis Dodecahedron, Tetrakis
Hexahedron, Truncated Octahedron ve Triakis Octahedron uzaylarinin diizleme
indirgenmis metrikleri ile doseli R%,, R%,, R%, ve RZ.,. diizlemlerinin temel
ozellikleri ile bu diizlemlerin her birinde Pisagor Teoremi ve Thales Bagintilarinin

benzerleri incelenmistir.

Sonug olarak bu tez calismas1 Minkowski tipi geometriler iizerine ¢aligmalar yaparak
matematikgilere Oklidyen diizlemde bilinen teoremlerin benzerlerinin nasil
bulunabilecegi hakkinda 151k tutacaktir. Bdylece baska Oklidyen teoremlerin de tezde
verilen diizlemlerde ya da benzer sekilde elde edilebilecek Minkowski tipi

diizlemlerde calisilmasi diistiniilebilir.
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