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OZET
PLATONIK RIEMANN YUZEYLERI UZERINDE SABIT EGRILER
Serhan ULUSAN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim DaI}
Tez Danismani: Yrd. Do¢. Dr. Adnan MELEKOGLU
2010, 38 sayfa

Yedi bolimden olusan bu c¢alismanin amaci platonik Riemann yiizeyleri
iizerindeki sabit egrileri ve bu egrilerin bazi 6zelliklerini incelemektir.

Birinci boliimde girig kismu verildi.

Ikinci boliimde tezin ana konusu icin gerekli olan temel bilgilere yer verildi.
Ucgiincii boliimde kisaca hiperbolik geometri tanitilds.

Dérdiincii boliim, Fuchs ve NEC (Non-Euclidean crystallographic) gruplan ile
Riemann yiizeylerine ayrildi.

Besinci boliimde diizgiin figiirler tanitilip bunlarin siniflandirilmasi yapildi.
Altinc1 boliimde tezin ana konusu olan platonik Riemann yiizeyleri iizerindeki
sabit egrilerin desenleri tanitildi ve siiflandirildi. Ayrica her sabit egriye karsilik,
birbirinin tersi olan, egriyi ters yonlerde dondiiren ve donel otomorfizmalar olarak
adlandirilan iki otomorfizma oldugu gosterildi. Son olarak bu otomorfizmalar
yardimiyla cinsi 2 ve 3 olan platonik Riemann yiizeyleri iizerindeki sabit egrilerin
uzunluklar1 hesaplandi.

Yedinci boliimde elde edilen sonuglar verildi.

Anahtar Sézciikler: Riemann yiizeyleri, Platonik yiizeyler, Diizgiin figiirler, Sabit
egri, Desen, Donel otomorfizma
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ABSTRACT
FIXED CURVES ON PLATONIC RIEMANN SURFACES
Serhan ULUSAN

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics_
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Adnan MELEKOGLU
2010, 38 pages

The main topic of this study, which consists of seven chapters, is to investigate
fixed curves on platonic Riemann surfaces and some properties of these curves.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, basic concepts, which are necessary for the main topic of
the thesis, were given.

In the third chapter, hyperbolic geometry has been shortly introduced.

The fourth chapter is devoted to Fuchsian groups, NEC (Non-Euclidean
crystallographic) groups and Riemann surfaces.

In the fifth chapter, regular maps were introduced and classified.

In the sixth chapter, the patterns of fixed curves on platonic Riemann surfaces,
which are the main topic of the thesis, were introduced and -classified.
Furthermore, it has been shown that for each curve there exist two automorphisms
so called rotary automorphisms. These are inverses of each other and they rotate
the curve in opposite directions. Finally, with the aid of these automorphisms the
lengths of fixed curves on platonic Riemann surfaces of genera two and three have
been calculated.

The seventh chapter involves the conclusion of study.

Key words: Riemann surfaces, Platonic surfaces, Regular maps, Fixed curve,
Pattern, Rotary automorphism



xi

ONSOZ

Bu tez galismam boyunca yardimlarini esirgemeyen danigsman hocam Yrd. Dog.
Dr. Adnan MELEKOGLU’ na (Adnan Menderes Universitesi, Matematik
Boliimii) sonsuz tesekkiir ederim.

Ayrica, tezin diizeltme asamasinda yapici Onerileriyle bana yol gosteren degerli
hocalarim Yrd. Dog. Dr. Yusuf KAYA’ ya (Zonguldak Karaelmas Universitesi,
Matematik Boliimii) ve Dog. Dr. Ibrahim CANAK’ a (Adnan Menderes
Universitesi, Matematik Béliimii) tesekkiirii bir borg bilirim.



xiii

ICINDEKILER

KABUL VE ONAY SAYFASI ..ottt il
BILIMSEL ETIK BILDIRIM SAYFASI ..........ccocoooiiiiiiieeeeee e v
OZET ..ottt e et e e et a e e e s tb e e e s stb e e e e e taaeeeaaraee e nraeaas vii
ABSTRACT ...ttt ettt et et s b e e b e eave e reereans ix
ONSOZ ... xi
SIMGELER DIZINI ........cooviiiiiiiec s XV
SEKILLER DIZINT ..o Xvii
CIZELGELER DIZINT ..., Xix
Lo GIRIS oo 1
2. TEMEL BILGILER .........coocooiviiiiiiccececeeeeee e 3
2.1 Topolojik Gruplar.............occcooiiiiiiiiiiiiie et 3
2.2 Grup ELKiSi ....ooooooiiiiiiieee e e 3
2.3 Boliim (Yoriinge) Uzaylart ..........c.ccoooiiiiiiiiiiiiiieieeeece e 4
2.4 AYIIK Gruplar ..ot 5
2.5 Mobius Doniistimleri ............cc.cooooiiiiiiiiii e 6
2.6 Bir Cember Uzerinde Yansima (Inversiyon) ................c.ccccooovveivvnnnnnn. 8
3. HIPERBOLIK GEOMETRI. ..........coocoooiiiiiiiieeeeeeee e 10
3.1 Hiperbolik DUzIem ...............ccocooiiiiiiiieicceee e 10
3.2 Hiperbolik MetriK ............cccoooiiiiiiiiiiiie e 11
3.3 Hiperbolik DoZrular ..............cccooiiiiiiiiiiiiiiceeeeeee e 16
3.4 Hiperbolik Diizlemde Izometriler ......................cccocovovivvveiicieeeeen, 17
3.5 Hiperbolik Uggenler .............c..ccoooovovuivieeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 19
3.6 Hiperbolik Trigonometri .............c.ccoooiiiiiiiiiiiiiieeeee e 20
4. RIEMANN YUZEYLERININ ELDE EDILMESI .........cccoceooviiiinan. 21
4.1 NEC ve Fuchs Gruplari ................cccoooiiiiiiiiiiie e 21
4.2 Ucgensel GruPIar ...........c..ccoocovooviieeieeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 21
4.3 Riemann YUZzeyleri ............cccooooiiiiiiiiiiiiiice e 22
5. DUZGUN FIGURLER ..........cocooomiiiiieeeeeeeeeeeeeeee e 25
5.1 DUZGUN FiGUI ......oooiiiiiii e 25

5.2 Diizgiin Figiirlerin Siniflandirllmast ..........cc..ccoocooiiiiiiiiininiecene 26



X1V

5.2.1 Cinsi 0 olan diizgiin figlirler ................cccoooiiiiiiniiinieee e 26
5.2.2 Cinsi 1 olan diizgiin figlirler ................ccccoooiiiiiiniiiieeee e 27
5.2.3 Cinsi 1 den biiyiik olan diizgiin figiirler ..., 28
6. PLATONIK YUZEYLER .....cooooooiiiiiiiiineineeieineseseeeeeesseessseseseeeens 29
6.1 Platonik YUIZEY ........cccoooiviiiiiieiieeie ettt 29
6.2 Sabit Egrilerin Desenleri ................coccooiiiiiiiiiniiieeeeeeee e 29
6.3 Donel Otomorfizmalar .............c..coooiiiiiiiiiiiiiieecee e 32
6.4 Sabit Egrilerin UzunluKIar: ................ccoocoiiiiiiniiieee e 33
TeSONUC ...ttt ettt e et e e e se et esesseensesseeseensesneensas 36
KAYNAKLAR ...ttt 37

OZGECMIS ..ot eeenesan 38



XV

SIMGELER DiZiNi

{m.n}

Cy
PGL(2,R)
PSL(2,R)

Figiir tipi
Genisletilmis kompleks diizlem
Hiperbolik diizlemin tiim izometrilerinin grubu

Hiperbolik diizlemin konform izometrilerinin grubu

Hiperbolik diizlem i¢in birim daire modeli
Hiperbolik diizlem i¢in iist yar1 diizlem modeli
I¢ acilar f’f ve z olan bir hiperbolik {iggen
I m n
Kompleks sayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi
S yiizeyinin konform otomorfizmalarinin olusturdugu grup
S ylizeyinin tiim otomorfizmalarinin olusturdugu grup

Tam sayilar kiimesi



Xvil

SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.1. G grubunun boliim uzay1 olan tor YUZeyi......cccecvevveereereervenreenenn, 5
Sekil 2.2. Bir gember tizerinde yansSima...........coceerueerienienieesieeneenee e see e 8
Sekil 3.1. Yalanct KUIE.......ccveeeveiioiieieie ettt e 10
Sekil 3.2. Ust yar1 diizlem modeline gore dogrular.............c.cococoeveveveerevrnererennnn 11
Sekil 3.3. Birim daire modeline gore dogrular..........ccccoooeviiiieiiienenniciiee 11
Sekil 3.4. Hiperbolik dOSru pargasi........c..ccvecveeeiierieerverienieeieeseeseeseeesenesene e 12
Sekil 3.5. Iki noktay birlestiren hiperbolik dogru parcast..............ccccevevueverenne 15
Sekil 3.6. Hiperbolik dogrular..........c.ccooiiiiiiiiiiieeeeeee e 16
Sekil 3.7. Paralel, ayrik paralel ve kesigen hiperbolik dogrular.......................... 16
Sekil 3.8. Hiperbolik diizlemde Oteleme............ccceeevvvieciieiciieciiecee e 18
Sekil 3.9. Hiperbolik diizlemde rotasyon...........ccceceevirniiniiiniieeneeneenieeie e 18
Sekil 3.10. Hiperbolik diizlemde limit rotasyon ...........ccceeevvecveereereervesnenneenns 19
Sekil 3.11. Hiperbolik diizlemde 6telemeli yansima...........ccceceeveeveenienienneee 19
Sekil 4.1. Hiperbolik bir liggenin kenarlar iizerindeki yansimalar..................... 21
Sekil 5.1. Kiire tizerinde {2,n} ve {n,2} tipindeki figlirler...........ccceerevrrrrennnnnn. 27
Sekil 5.2. Kiire tizerindeki diger diizgiin figiirlere karsilik gelen cisimler.......... 27
Sekil 6.1. Uggenin kenarmdaki yansimalar..................cccovveuevereusveceerenerenennnns 30
Sekil 6.2. Donel otomorfizma ............ooovveeeiiiiiiiiiieee e 32

Sekil 6.3. Herhangi bir (2,3,7) -TIGZENI .cevuveriieiieiieiieiieeie et 34



X1X

CiZELGELER DiZiNi

Cizelge 6.1. Kiire iizerindeki diizgiin figiirler ve desenleri..........cccecuercvereenene 30
Cizelge 6.2. Sabit egrilerin desenleri .........occeeveereenieniieieeeeee e, 31
Cizelge 6.3. Desenler ve donel otomorfizmalar...........c.cccveeveviencieninncieeieeien, 33
Cizelge 6.4. Cinsi 2 olan ylizeyler iizerindeki sabit egrilerin uzunluklari .......... 35

Cizelge 6.5. Cinsi 3 olan ylizeyler tizerindeki sabit egrilerin uzunluklari .......... 35



1. GIRIS

Ja? + dy?
X—-i-y uzakhk

y
fonksiyonu ile hiperbolik diizlem igin bir modeldir ve iist yar1 diizlem modeli

H= {x + iy| x,yeR, y> 0} kiimesi, iizerinde tanimh ds =

olarak adlandirilir. Ayni zamanda, I) = {z € (C| |z| < 1} kiimesi de iizerinde taniml

2\d
ds =|—Z|2 uzaklik fonksiyonu ile hiperbolik diizlem i¢in bir modeldir ve

1-|z
. . . . iz+l . o
birim daire modeli olarak adlandirlir. j(z) = —— doniisiimii yardimi ile bu iki
Z41i
model arasinda gec¢is daima miimkiindiir.
H kiimesinin konform izometrileri

az+b

(a,b,c,d eR ve ad —bc =1)
cz+d

bicimindeki Mdbius doniisiimlerinden olusur (Jones ve Singerman, 1987). Bu
doniisiimler sabit noktalarma gore, dtelemeler, rotasyonlar ve limit rotasyonlar

olmak {izere {i¢ tiire ayrilirlar.

Hiperbolik diizlemin konform izometrileri bileske islemine gore bir grup olusturur
ve bu grubun herhangi bir ayrik alt grubuna bir Fuchs grubu denir. Bir Fuchs
grubunun boliim uzayi bir ylizeydir.

[, otelemelerden olusan bir Fuchs grubu ve H/ T kompakt olsun. Bu durumda
S=H/T bolim uzayr bir kompakt Riemann yiizeyidir. Eger A, grubunu
normal alt grup olarak igeren bir bagska Fuchs grubu ve |A : F| =n (I grubunun A

grubundaki indeksi) ise A/T grubu S yiizeyinin bir konform otomorfizma

grubudur. Boylece, her Riemann ylizeyinin konform otomorfizma grubu iki Fuchs
grubunun bdliim grubu olarak ifade edilebilmektedir. Eger yukaridaki A grubu bir
licgensel Fuchs grubu ise S yiizeyine bir platonik Riemann yiizeyi denir.

Bu vylizeyler geometrik olarak diizglin ve 0zdes cokgenlere boliinebilir. Bu
ylizeyler tlizerine; ¢okgenlerin koselerini kdse, kenarlarini kenar kabul eden bir

diizglin figiir yerlestirilebilir. Burada her bir ¢okgene diizgiin figiiriin bir yiizl



denir. Riemann yiizeylerinin yonlenmeyi korumayan doniisiimleri de iceren tiim
otomorfizma gruplarini belirlemek i¢in ise NEC (Non-Euclidean Crystallographic)
gruplarindan benzer sekilde yararlanilmaktadir. Bir Riemann yiizeyi tizerindeki bir
yansimanin sabit tuttugu noktalarin kiimesi yiizey iizerinde basit kapali egrilerden
olusur. Bu egrilerin her birine bir sabit egri denir. Bu ¢alismada ilk 6nce platonik
Riemann yiizeyleri Tlizerindeki sabit egrilerin desenleri tanmitilacak ve
simiflandirilacaktir. Ayrica her sabit egriye karsilik birbirinin tersi olan ve egriyi
ters yonlerde dondiiren iki otomorfizma oldugu gosterilecektir. Bu
otomorfizmalara sabit egrinin donel otomorfizmalari denir. Son olarak bu
otomorfizmalar yardimiyla platonik Riemann yiizeyleri {izerindeki sabit egrilerin
uzunluklarinin hesaplanma metodu gosterilip cinsi 2 ve 3 olan platonik Riemann

yiizeyleri iizerindeki sabit egrilerin uzunluklar1 hesaplanacaktir.



2. TEMEL BILGILER

Bu boliimde, bu ¢alismada sikga kullanilan bazi temel bilgiler verilecektir

2.1. Topolojik Gruplar

Tanmm 2.1.1 (G,*) bir grup ve ayni zamanda topolojik uzay olsun. Eger
Vg,heG igin,

a:GxG—>G,a(g,h)=g+*h

f:G—>G,p(g)=g"

seklinde tamimlanan o ve f doniisiimleri siirekli ise G grubuna bir topolojik

grup denir.
Bundan boyle, aksi belirtilmedikge g * /4 = gh alinacaktir.

Ornek 2.1.1 (C,+), (R,+) ve (Z,+) gruplar1 Oklid topolojisiyle birlikte ele
alindiginda birer topolojik gruptur.

2.2. Grup Etkisi

Tanmmm 2.2.1 G bir grup ve X #J bir kilme olmak lizere asagidaki sartlari

saglayan

$:GxX > X

doniisiimiine G grubunun X kiimesi iizerine bir etkisi denir:

(D) ple;x)=x  (VxeX)

) ¢(g1g2,x) =¢(g1,¢(g2,x)) (Vxe X ve Vgpgz €G).

Burada e, G grubunun birim elemanidir.

Ornek 2.2.1 X topolojik uzay ve G = { g| g:X->X homeomorﬁzma} olsun.

G kiimesi fonksiyonlarda bileske islemine gore bir gruptur. Bu durumda Vxe X



ve VgeG i¢in, ¢:GxX —> X, #(g,x)=g(x) seklinde tanmimlanan ¢

doniigiimii G grubunun X kiimesi lizerine bir etkisidir.

Tanmm 2.2.2 X #O bir kime, G bir grup ve ¢:GxX — X donlsimi G
grubunun X kiimesi {izerine bir etkisi olsun. Eger Vx, ye X icin ¢(g,x)=y
olacak sekilde bir g € G varsa, G grubunun X kiimesi {izerine etkisi gecislidir

denir.

Tamm 2.2.3 X O bir kiime, G bir grup ve ¢:Gx X — X doniisiimi G
grubunun X kiimesi iizerine bir etkisi olsun. Eger x# y ve u #v 0Ozelligindeki
Vx, y,u,ve X elemanlan i¢in ¢(g,x)=u ve ¢(g,y)=v olacak sekilde bir
g € G varsa, G grubunun X kiimesi {izerine etkisi ¢ift ge¢islidir denir.

2.3. Boliim (Yoriinge) Uzaylar

Tamim 2.3.1 X # J birkiime ae X ve ¢:Gx X — X doniisimi, G grubunun

X kiimesi tizerine bir etkisi olsun. Bu durumda, G, = {¢(g,a)| ge G} kiimesine
a noktasimnin yoriingesi ve S, = { ge G| #(g,a)= a} kiimesine de ¢ noktasinin

sabitleyeni denir.

Tammm 2.3.2 X bir topolojik uzay ve G={ g| g: X—>X homeomorﬁzma}
olsun. Bu durumda Vxe X ve VgeG igin, ¢:GxX > X, ¢(g,x) =g(x)

seklinde tanimlanan ¢ doniisiimiiniin G grubunun X kiimesine bir etkisi oldugu

biliniyor. Bu sartlar altinda X uzaymin asagidaki 6zellikleri saglayan kapali bir
K alt kiimesine G grubu i¢in bir temel bolge denir:

o0 Jgx)=x,

geCG

(i) Io(mg(;{)z@ (Vg e G—{e}).

Tamm 2.3.3 X bir topolojik uzay ve G, X uzayma etki eden bir grup olmak

iizere, G, kiimesi x € X noktasinin yoriingesi olsun. Her x, y € X igin,

xPy < yeG,



olarak tamimlanan £ bagmtis1 bir denklik bagmntisidir. Bu denklik bagintist X

uzayini denklik siniflaria ayirir. Bu denklik bagintisina gore bir x elemaninin
denklik smifi, x elemanmin yoriingesidir ve denklik siniflarinin  kiimesi
X / p= {Gx‘ xeX } olarak gosterilir. X / f, X kiimesinin bu bagintiya goére

bolim kiimesidir.

7:X = X/B, x(x) =G, bdlim fonksiyonu olmak iizere;

"Ac X / p aciktir < 7[_1(14), X uzayinda agiktir"

seklinde tamimlanan A4 agik kiimeleri X / f kiimesi iizerinde bir topoloji
olusturur. Bu topolojiye boliim topolojisi denir. X / £ kiimesi bu topolojiyle
birlikte diisiiniildiigiinde bir topolojik uzaydir ve X/ topolojik uzayma béliim
uzayl veya yoriinge uzayi denir. X / £ bolim uzaymin elemanlar1 G grubuna

gore yoriingeler oldugundan X / f yerine X, / G notasyonu kullanilacaktir.

Ornek 23.1 f,g:C—>C, f(z)=z+1 ve g(z)=z+i seklinde tamml
dontigimler olsun. f ve g doniisiimleri C iizerine etki eden bir G grubu
iiretirler. Bu grubun C iizerine etkisi diisiiniiliirse, koseleri, 0,1, ve 1+i olan
kare, G grubu i¢in bir temel bolgedir. Bu karenin kenarlar1 iizerinde ayni

yoriingeye sahip noktalar uygun sekilde birlestirilirse boliim uzayi olarak bir tor

ylizeyi elde edilir.
[ 1+ <
— > —>
0 1

Sekil 2.1. G grubunun boliim uzay1 olan tor yiizeyi

2.4. Ayrik Gruplar

Tamm 2.4.1 G bir topolojik grup olsun. G grubunun biitiin tek noktali alt
kiimeleri agik ise G topolojik grubuna bir ayrik grup denir. Bu durumda, ayrik

topoloji ile birlikte diisliniildiiglinde her grup bir ayrik grup olur.



Tamim 2.4.2 X bir topolojik uzay ve A4, X uzaymin bir alt uzayr olsun. Her

a€ A noktasmin U N Az{a} olacak sekilde bir U komsulugu varsa, 4

uzayina X topolojik uzaymin bir ayrik alt uzayi denir.

Tamm 2.4.3 G bir topolojik grup ve H, G grubunun bir alt grubu olsun. Eger
H, G topolojik uzayinin bir ayrik alt uzayi ise H grubuna G grubunun bir ayrik

alt grubu denir.

Ornek 2.4.1 (Z,+) grubu (R,+) grubunun bir ayrik alt grubudur.

Tamm 2.4.4 X bir topolojik uzay ve Ac X olsun. Eger Vae 4 igin
U mAz{a} olacak sekilde a noktasinin bir U komsulugu varsa, 4 kiimesine

X topolojik uzayinin bir ayrik alt kiimesidir denir.

.. 1
Ornek 2.4.2 A= { — | neZ,n#0 } kiimesi reel sayilar kiimesinin bir ayrik alt
n

1
kiimesidir. Fakat B ={ — | neZ,n#0 } , {0} kiimesi reel sayilar kiimesinin
n

bir ayrik alt kiimesi degildir. Clinkii 0 noktasinin her komsulugunda B kiimesine

ait 0 dan baska elemanlar da mevcuttur.

2.5. Mobius Doniisiimleri

Tamm 2.5.1 a,b,c,d € C ve ad —bc # 0 olmak lizere,

T(z) = az+b

cz+d

seklindeki doniisiimlere Mobius dontisiimleri denir. Bu doniisiimlerin kiimesi
PGL(2,C) notasyonuyla gosterilir ve ad —bc sayisma 7T  doniisimiiniin

determinanti denir.

T(z) = az+b

(a,b,c,d e R ve ad —bc =1) (2.5.1)
cz+d

seklindeki  doniigiimlerin ~ kiimesi de PSL(2,R) notasyonuyla  gosterilir.
PSL(2,R) kiimesinin doniigiimleri ile birlikte,



(a,b,c,d eR ve ad —bc =-1) (2.5.2)

seklindeki Mobius doniigiimleri bir grup olusturur. PSL(2,R) bu grubun iki
indeksli bir alt grubudur ve bu grup PGL(2,R) notasyonuyla gdsterilir.

T(z) = az+b

(a,b,c,d eR ve A=ad—bc>0) (2.5.3)
cz+d

a b
(ﬁ)ZJr(ﬁ)
c d
(ﬁ)rf(ﬁ)
doniisimini elde ederiz. Buradan, (—=)(—m)—(-22)2) =1 oldugu icin

N/NRNINERN/NGN/N

(2.5.3) doniisiimiiniin PSL(2,R) kiimesinin elemani oldugu goriiliir.

olsun. 7 doniisiimiinde pay ve payday1 JA ya bolersek T'(z) =

PSL(2,R) kiimesi,
z—>az+b (a,beR ve a>o) (2.5.4)

seklindeki doniisiimleri de igerir. Clinkii,

ff_ 1
az+b=—Y% ve Az(\/;)(

b
—)—(0)(—=) =1 dir.
o] NP
Ja

(2.5.3) doniigiimti,

(az+b)(cz +d) _ (aczz + bd) + (adz + bcz)

|cz+af|2 |cz+a’|2

T(z)= (2.5.5)

biciminde yazilabilir. z=x+iy olmak lizere 7T(z)=u+iv karmagik sayismin

sanal kismi

(ad —bc)y
v=

= 2.5.6)
|cz + d|2 (

olarak bulunur.



H = {x+ iy| x,yeR, y> 0} kiimesi iist yar1 diizlem olmak tizere, ad —bc >0

oldugundan, T doniisiimiiniin H kiimesini kendi {izerine resmettigi aciktir.
Teorem 2.5.1 PSL(2,R) kiimesi fonksiyonlarda bileske islemine gére bir gruptur.
Ispat: (Churchill ve Brown, 1990).

Teorem 2.5.2 PSL(2,R) grubu H iizerinde gegislidir, Ru{oo} lizerinde ¢ift

gecislidir.
Ispat: (Jones ve Singerman, 1987).

Teorem 2.5.3 Mobius doniisiimleri cemberler ve dogrulari, ¢emberler ve

dogrulara resmederler.
Ispat: (Churchill ve Brown, 1990).

2.6. Bir Cember Uzerinde Yansima (inversiyon)

C

Sekil 2.2. Bir gember iizerinde yansima

C, Sekil 2.2 de goriildiigi gibi, karmasik diizlemde merkezi p, yarigapt » olan

bir gember ve z e C—{ p} olsun. p noktasindan baslaylp z noktasindan gecen

yar1 dogru iizerinde,

|Z—p||w—p| = (2.6.7)

olacak sekilde bir tek w noktasi vardir. Boylece, z noktast C ¢emberi iizerinde
yansitildiginda goriintiisii (2.6.7) denklemindeki kurali saglayan w noktasi olur.
C c¢emberi iizerinde bu sekilde elde edilen yansimaya ¢ember iizerindeki yansima



(inversiyon) denir ve Ic notasyonuyla gosterilir. I, :C—{ p} - C—{ p} bir

fonksiyondur ve bu fonksiyon c¢emberin merkezi hari¢, ¢emberin, igindeki
noktalar1 digindaki noktalara, disindaki noktalari igindeki noktalara resmeder. Bu
durumda, z—p iken w—o ve w—p iken z—>o olur. / donisimi

cember {izerindeki noktalarin her birini sabit tutar. z # p olmas1 durumunda,

(@ - P)w-p)| =|E@ -D)||w-p)| =|]z- p||w-p| =+

olur. Bu esitlikte arg(z— p)=arg(w— p) oldugundan arg(z —p)(w—p)=0
bulunur. Boylece (z —p)(w—p)= ¥ olur ve sonug olarak / doénisiimiiniin

denklemi,

2

w=1(z)=p+—— (2.6.8)

z—-p
seklinde elde edilir. Eger p =0 ve r =1 olarak alinirsa birim ¢gember {izerindeki

yansima elde edilir ve bu yansimanin denklemi;

I.(2)= (2.6.9)

Nllb—i

olur.
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3. HIPERBOLIK GEOMETRI

3.1. Hiperbolik Diizlem

Bir diizlem iizerinde, bir L dogrusu ve bu dogruya ait olmayan bir p noktasi
verildiginde, p noktasindan gecen ve L dogrusunu kesmeyen birden fazla
dogruyu iizerinde bulunduran diizlem arayist sonucunda hiperbolik diizlem ortaya

cikmistir. Hiperbolik diizleme bir 6rnek olarak yalanci kiire (pseudosphere)
verilebilir.

Sekil 3.1. Yalanci kiire

Yalanci kiire;

x=0—-tan @, y =sechd, 0 €[0,x) (3.1.1)

parametrik denklemleri ile verilen ve ¢ekme egrisi (tractrix) olarak bilinen egrinin,
x ekseni etrafinda 360 derece dondiiriilmesi ile elde edilen yilizeydir. Bu yiizeyin
her noktast bir eyer noktasidir ve her noktasindaki Gauss egriligi —1 dir.
Uzerindeki geometrinin daha kolay anlasilabilmesi icin hiperbolik diizlemin
degisik modelleri ortaya konulmustur. Bunlardan en ¢ok kullanilan modeller, iist
yar1 diizlem modeli ve birim daire modeli olarak adlandirilan modellerdir.

Ust yar1 diizlem modeline gore hiperbolik diizlem; H = {x+iy| x,yeR, y> 0}

kiimesidir. H modeline gore hiperbolik diizlemdeki dogrular, reel eksene dik olan
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Oklid dogrular1 ve merkezi reel eksende olan ¢emberlerin H kiimesi icinde kalan
kisimlaridir (Sekil 3.2).

Sekil 3.2. Ust yar1 diizlem modeline gore dogrular

Birim daire modeline gore hiperbolik diizlem; D = {z e(C‘ |Z| < 1} kiimesidir. Bu

modele gore hiperbolik diizlemin dogrulari, karmasik diizlemde D kiimesinin
stmirint dik kesen, Oklid dogru ve gemberlerinin D kiimesinde kalan kisimlaridir
(Sekil 3.3).

...........

Sekil 3.3. Birim daire modeline gére dogrular

Ust yari diizlem ve birim daire modeline gore hiperbolik ag1 ise, bu diizlemlerdeki
iki hiperbolik dogru arasindaki Oklid anlaminda 6lgiilen agidir.

Bu tezin genelinde {iist yar1 diizlem modeli kullanilacak ve agiklamalar bu model
temel alinarak yapilacaktir.

3.2. Hiperbolik Metrik

1=[0,1] ve x,y:I—> R tiirevlenebilir fonksiyonlar ve y:/ —> RxR egrisi
7 (1) = (x(¢), »(¢)) seklinde verilsin. y egrisinin Oklid uzunlugu, ds* = dx* + dy’

formiilii yardimiyla
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|7|E ,[ (_)

olarak verilir.

p:1—>H ve B(t)=(x(¢), y(t)) olmak iizere F egrisinin hiperbolik uzunlugu,

2 2
ds* :M formiilii yardimryla
y
d dz
EF @y
18], = J’ dt = j 1
y(t) o Y(1)

olarak verilir.

Ornek 3.2.1 b>a >0 olmak iizere, sanal eksen tizerindeki ia ve ib noktalarim
birlestiren Oklid dogru parcasinin Oklid uzunlugunun b—a birim oldugu
biliniyor.

ia

Sekil 3.4. Hiperbolik dogru pargasi

1=[0,1] igin f:1 —> H egrisi Sekil 3.4 deki ia ve ib noktalarin birlestiren
dogru parcast olmak iizere, bu egri £ (¢) =(0,(b—a)t+a) parametrik denklemine

sahiptir. Bu egrinin hiperbolik uzunlugu;

dx.o dyo
14|+ ()
dt dt
= dt
Ll
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1
= J-b;adt =In(b) —In(a) = ln(é)
0 a a

olarak bulunur.

Teorem 3.2.1 y:I —H biregrive T € PSL(2,R) ise [Toy|, =|y|, dir.
. az+b
Ispat: T(z)= (a,b,c,d e R ve ad —bc =1) olsun. O halde
cz+d
d_T_a(cz+d)—c(az+b)_ 1
dz (cz+d)* (cz+d)*

bulunur. z=x+iy, T(z) =u+iv olarak alinirsa (2.5.6) denklemi geregince

__ 7
|cz+d|2
elde edilir ve buradan
ar| _ v
dz| y
olur. O halde;
dT dT dz
1 Y
dz dz dt
7oy, ! ; dt=£ - dt
dz dz
lar) - Har
= dt =|—dt=
g o g =l

bulunur.
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Simdi z; ve z, hiperbolik diizlemde iki farkli nokta olmak tizere, bu iki noktay1

birlestiren ve hiperbolik uzunlugu en kiiciik olan egrinin tek oldugu gosterilecek.
Bu oOzellikteki bir egriye ise z, ve z, noktalarim birlestiren hiperbolik dogru

pargasi denir.

Teorem 3.2.2 Hiperbolik diizlemde iki farkli noktay: birlestiren bir tek hiperbolik
dogru par¢asi vardir.

ispat:
1. Durum: z,z, € H ve bu noktalarin reel kisimlar: sifir olsun. O halde noktalar
a,beR olmak  lzere z) =ia, z, =ib seklindedir.  Genel  durum

bozulmayacagindan b >a kabul edilebilir. Sanal eksenin z; ve z, noktalarim

birlestiren Oklid dogru parcast » olsun. Bu dogru parcasmnin hiperbolik
b ¥ . . .

uzunlugunun In(—) oldugu biliniyor. y~ egrisi z; ve z, noktalarin birlestiren y
a

egrisinden farkli bir baska egri olsun. Bu durumda,
7 [0,1] > H, y (1) = (x(), (1)) (1€[0,1])

seklindedir ve en az bir £, €[0,1] i¢in x(£,) # 0 dir. O halde

dx Ay dy .
7 ='1[ (dt) +(dt) dt>'1[ (dt) dt

o 0 0 ()

dy dy
1)) 1 (=) 1
dt dt dy b
= dt> | —=—dt=|—dt=In(—) =
e i g

bulunur ve ‘7*‘1{ >|7|  oldugu gorilir. O halde z; ve z, noktalarin birlestiren
hiperbolik dogru pargasi bu iki noktayi birlestiren Oklid dogru parcasidir.
Eger z, ve z, noktalar hiperbolik diizlemde reel kisimlar1 aym fakat sifirdan

farkli olan noktalar ise bu noktalar 7(z) =z+a, @ € R seklinde bir doniisiim ile
sanal eksen iizerine tagmnabilirler. 7 € PSL(2,R) oldugundan yukaridaki
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agiklamalar ve Teorem 3.2.1 geregince, z; ve z, noktalarim birlestiren hiperbolik

dogru pargasinin bu noktalar1 birlestiren Oklid dogru pargast oldugu gériiliir.

2. Durum: z ve z, noktalar hiperbolik diizlemde reel kisimlari farkl olan iki
nokta olsun. Bu durumda, merkezi reel eksen iizerinde bulunan ve bu noktalardan
gecen bir tek C ¢emberi vardir. Sekil 3.5 deki gibi bu ¢cemberin reel ekseni kestigi
noktalar zl* ve z; olsun. Teorem 2.5.2 geregince T (zl*) =0 ve T(zz*) =
olacak sekilde bir 7 € PSL(2,R) doniisimii vardir. Ayrica, Mdbius doniistimleri
cemberler ve dogrulari, ¢emberler ve dogrulara resmettikleri i¢in 7(C) sanal

eksenin hiperbolik diizlemde kalan kismudir ve 7(z;) ile T(z,) noktalarim

birlestiren hiperbolik dogru parcasi bu noktalar1 birlestiren Oklid dogru pargasidir.
T, hiperbolik dogru par¢alarini hiperbolik dogru parcalarina resmettigi i¢in z, ve

z, noktalarini birlestiren hiperbolik dogru pargasi, C ¢emberinin bu iki noktay:

birlestiren yayidir.

Sekil 3.5. iki noktayi birlestiren hiperbolik dogru pargasi

Yani, her iki durumda da bu iki noktay1 birlestiren bir tek hiperbolik dogru pargasi

vardir.

Sonu¢ 3.2.1 Ust yart diizlem modeline gore hiperbolik dogru parcalari, reel
eksene dik olan Oklid dogru parcalari ve reel ekseni dik kesen Oklid

cemberlerinin yaylaridir.

z ve w hiperbolik diizlemde iki nokta olmak iizere, bu iki nokta arasindaki

hiperbolik uzaklik, bu noktalar1 birlestiren hiperbolik dogru parcasinin uzunlugu
olarak tammlanir ve p(z,w) notasyonu ile gosterilir. Bu sekilde elde edilen

p:HxH —[0,0) fonksiyonu H {izerinde bir metriktir ve hiperbolik metrik

olarak adlandirilir.
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Teorem 3.2.3 H iizerinde hiperbolik metrik ile Oklid metrigi aym topolojiyi

tiretirler.

Ispat: (Katok, 1992).
3.3. Hiperbolik Dogrular

Merkezi reel eksen iizerindeki ¢emberler ve reel eksene dik Oklid dogrularinin
hiperbolik diizlemde kalan kisimlarina, hiperbolik dogrular denir. Sekil 3.6 da
gosterilen d, dogrusunun bir ucu reel eksen lizerindedir, diger ucunun ise

sonsuzda oldugu kabul edilir.

Sekil 3.6. Hiperbolik dogrular

Tamm 3.1.1 d, ve d, iki farkli hiperbolik dogru olsun. Bu durumda;

(/) d, ve d, dogrularinin R U{co} iizerinde bir tek ortak noktalari varsa dogrular

paraleldirler (Sekil 3.7 a).

(if) d, ve d, dogrularmin H ve RuU{oo} da higbir ortak noktalar1 yoksa bu
dogrular ayrik paraleldirler (Sekil 3.7 b).

(iii) d, ve d, dogrularinin hiperbolik diizlemde bir tek ortak noktalar1 varsa

dogrular kesisirler (Sekil 3.7 ¢).

Sekil 3.7. Paralel, ayrik paralel ve kesisen hiperbolik dogrular
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3.4. Hiperbolik Diizlemde izometriler

Hiperbolik diizlemin izometrileri yansimalar, Otelemeler, donmeler, Otelemeli
yansimalar ve limit rotasyonlardir. Bu izometrilerden yansimalar ve oOtelemeli
yansimalar, yonlenmeyi korumayan izometriler; 6telemeler, donmeler ve limit

rotasyonlar ise yonlenmeyi koruyan izometrilerdir.

Teorem 3.4.1 Hiperbolik diizlemin yonlenmeyi koruyan izometrileri ¢ift sayida
yansimanin, yonlenmeyi korumayan izometrileri tek sayida yansimamn bileskesi
olarak ifade edilebilirler.

ispat: (Stillwell, 1992),

Yansima: d hiperbolik diizlemde bir dogru olsun. d reel ekseni dik kesen bir yar1
dogru veya bir yarim ¢emberdir. d bir yar1 dogru ise bunun iizerindeki yansima
Oklid diizlemindeki yansima ile aymidir. d bir yarim ¢cember ise bunun {izerindeki
yansima d {izerindeki inversiyondur.

Oteleme: d, ve d, hiperbolik diizlemde ayrik paralel iki dogru olsun. Bu
durumda d; ve d, dogrularmn bir tek ortak dikmesi vardir. Bu dikme d; ile
gosterilsin. d; dogrusunun sonsuzdaki noktalart 4 ve B olmak lizere; d,
dogrusu, d, ve d, dogrularimi C ve D noktalarinda kessin (Sekil 3.8). C ve D
noktalar arasindaki hiperbolik uzaklik m olmak lizere, 7; ve 7, doniisiimleri
sirasiyla d;, ve d, dogrularn iizerindeki yansimalar olsunlar. 7 =T, 0 T,
donilisimii d; ortak dikmesi boyunca bir Gtelemedir. T otelemesi hiperbolik
diizlemde higbir noktay1 sabit tutmaz. z,, d, lizerinde bir nokta olmak tlizere T
Otelemesi, z, noktasini d; dogrusu lizerinde 2m kadar oteler. T Otelemesi d,
ortak dikmesini kiime olarak sabit tutar. Yani T'(d;)=d; dir. T Otelemesinin
tersi olan 77" = T, o T, doniisiimii de d; ortak dikmesi boyunca bir 6telemedir ve
T otelemesi ile benzer Ozelliklere sahiptir. Ancak 7' oOtelemesi dy dogrusu

tizerindeki noktalar1 4 noktasindan B noktasina dogru otelerken T - Stelemesi
tam tersi yonde oteler. Her iki 6telemede de 6teleme mesafesi 2m dir.
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Sekil 3.8. Hiperbolik diizlemde teleme

Rotasyon: d, ve d, dogrulart hiperbolik diizlemde, aralarindaki dar a¢1 «
olacak sekilde bir 4 noktasinda kesigsinler (Sekil 3.9). T} ve T, swrasiyla d, ve
d, dogrulan iizerindeki yansimalar olmak tizere 7 =7 07, doniisimi A4
noktasini sabit tutan bir rotasyondur. T = T, o T, doniisiimii, 7 rotasyonunun
tersidir ve T rotasyonu ile benzer Ozeliklere sahiptir. T ve T ! rotasyonlari

hiperbolik diizlemde A4 noktasi disindaki noktalar1 4 noktasi etrafinda 2« kadar

dondiiriirler. Fakat dondiirmeler birbirinin tersi yoniinde olur.

Sekil 3.9. Hiperbolik diizlemde rotasyon

Limit Rotasyon: d, ve d, hiperbolik diizlemde paralel iki dogru ve bu
dogrularimin reel eksende kesistikleri nokta 4 noktasi olsun (Sekil 3.10). d; ve
d, dogrular iizerindeki yansimalar sirastyla 7; ve T, olmak iizere, T =T, T,

dontisimii A noktasim sabit tutar ve 7 doniisiimii, 4 noktasini sabit tutan bir

limit rotasyon olarak adlandirilir. 7 -1 =T, 01, doniisiimii, 7 doniisiimiiniin

tersidir ve yine A noktasmi sabit tutan bir limit rotasyondur. 7 ve T -
dontisimleri A noktasindan gegen hiperbolik dogrular1 yine A noktasindan
gecen hiperbolik dogrulara resmederler ve hicbir hiperbolik dogruyu sabit

tutmazlar.
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Sekil 3.10. Hiperbolik diizlemde limit rotasyon

Otelemeli Yansima: d, ve d, hiperbolik diizlemde ayrik paralel iki dogru ve dj;
ug noktalar1 4 ve B olan ve d| ve d, dogrularim sirastyla C ve D noktalarinda
dik kesen bagka bir hiperbolik dogru olsun (Sekil 3.11). 7}, 7, ve T; doniisiimleri
sirasiyla d|,d, ve d; dogrularn lizerindeki yansimalar olmak tizere
T=ToT,oT; donisimii d; dogrusu boyunca bir 6telemeli yansimadir. Bu
doniigiim, d; dogrusunu kendi tizerine resmeder ve bu dogrunun u¢ noktalarini
sabit tutar. z,, d; dogrusu lizerinde bir nokta ise T'(z,) noktas1 da d; dogrusu

tuzerindedir ve bu iki nokta arasindaki uzaklik C ve D noktalar1 arasindaki
uzakligin iki kati kadardir. 7 doniisiimi hiperbolik diizlemde d, dogrusu

haricinde higbir dogruyu sabit tutmaz. T ! doniisimii 7 doniisiimii ile benzer
ozelliklere sahiptir fakat 6teleme yonleri birbirlerinin tersidir.

Sekil 3.11. Hiperbolik diizlemde 6telemeli yansima

3.5. Hiperbolik Uggenler

Bir A hiperbolik iiggen soyle tanimlanir; H veya D modelinde ii¢ nokta verilsin.
Bu noktalar1 birlestiren geodezik dogru parcalarinin olusturacagi liggen A

licgenini tanimlar.
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1 1 1
Teorem 3.5.1 [,m,n pozitif tamsayt olsun ve —+—+—<1 olmak iizere ig
m n
T T T L . .
aguart —,— ve — olan bir hiperbolik tiggen daima mevcuttur.

m n

Ispat: (Jones ve Singerman, 1987).

Boyle bir hiperbolik {iggene bir (/,m,n)-liggeni denir. Bu calismada daha c¢ok
(2,m, n) -tiggenleri incelenecektir.

3.6. Hiperbolik Trigonometri

Oklid geometrisinde aym i¢ agiya sahip fakat kenar uzunluklari farkli olan
iicgenler bulunabilir. Hiperbolik geometride ise i¢ acilar1 belli olan hiperbolik
ticgenin kenar uzunluklarinin degerleri tekdir. Bu uzunluklar hiperbolik Kosiniis
ve hiperbolik Siniis kurallar1 yardimiyla bulunabilir.

Teorem 3.6.1 Kenar uzunluklart a,b,c ve bu kenarlarin karsisindaki acilar

swrasyla a, B,y >0 olan bir hiperbolik ii¢gende asagidaki kurallar gegerlidir.

Bu kurallara hiperbolik Kosiniis kurallar: denir.

(i) cosh ¢ = cosh a cosh b —sinh a sinh b cos ¥

cos @ cos ff+cosy

(if)coshc = - -
sina sin 8
Ispat: (Beardon, 1983).

Teorem 3.6.2 Kenar uzunluklart a,b,c ve bu kenarlarin karsisindaki acilar

swraswyla a, B,y >0 olan bir hiperbolik iicgende asagidaki kural gegerlidir. Bu
kurala hiperbolik Siniis kuralr denir.

sinh a B sinh b B sinh ¢

sin@  sinf  siny

Ispat: (Beardon, 1983).
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4. RIEMANN YUZEYLERININ ELDE EDIiLMESI
4.1. NEC ve Fuchs Gruplar

Hiperbolik diizlemin biitiin izometrileri, fonksiyonlarin bileske islemine gore bir
grup olusturur ve bu grup PGL(2,R) notasyonu ile gosterilir. PGL(2,R)
grubunun sadece konform doniisiimlerden olusan alt grubu ise PSL(2,R)

notasyonu ile gosterilir.

Tamim 4.1.1 T, PGL(2,R) grubunun bir ayrik alt grubu olsun. H/ I’ boliim uzayi

kompakt ise I' grubuna bir NEC grubu denir. Eger ' sadece konform
doniigiimlerden olusuyorsa I grubuna bir Fuchs grubu denir.

4.2. Ucgensel Gruplar

S, Sekil 4.1 de gosterilen koseleri 4, B, C, kenarlar1 a,b,c ve k,I,m birden

1 1 1
biiyiik ve ;+;+—<1 ozelligini saglayan pozitif tamsayilar olmak fizere, i¢

m
w7 T . [ .. . .. . .
acilari ;, 7 ve — olan bir hiperbolik iiggen ve bu ii¢genin kenarlari {izerindeki
m

yansimalar sirasiyla «, f ve y olsun.

Sekil 4.1. Hiperbolik bir tiggenin kenarlari izerindeki yansimalar

S hiperbolik iiggeninin b kenan iizerindeki f yansimasi altinda goriintiisii
£(S) hiperbolik tiggenidir. Ayni sekilde S iicgeninin diger kenarlar1 {izerindeki

yansimalar altinda da goriintiileri hiperbolik iiggenlerdir. Bu iicgenler kenarlari
iizerinde tekrar yansitilir ve bu sekilde devam edilirse hiperbolik diizlem i¢ agilart
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111
kKU m
hareketleri diisiiniildiigiinde aff doniisimii B kosesini sabit tutan m mertebeli,

olan tiggenlerle kaplanir. S hiperbolik liggeninin bu yansimalar altinda

ya donlisimli 4 kosesini sabit tutan £ mertebeli, Sy doniisiimii de C kosesini

sabit tutan / mertebeli bir donmedir.

S iicgeninin kenarlari iizerindeki bu yansimalar sonlu olmayan bir I'" grubu
iiretir. Bu I grubunun iireticileri olan doniisiimler yonlenmeyi korumayan

dontigiimler olduklar1 i¢in bu grup bir Fuchs grubu degildir. p hiperbolik

diizlemde herhangi bir nokta olmak iizere,
r,={f(p)| fer’|

kiimesi p noktasinin yoriingesidir. Bu kiimenin eleman1 olan noktalardan her biri
yukaridaki iiggenlerden biri lizerinde yer alir. Bu nedenle F; kiimesi hiperbolik
diizlemin ayrik bir alt kiimesidir. O halde, I'" grubu bir NEC grubudur. Bu sekilde

elde edilen bir gruba bir iiggensel NEC grubu denir. I'* grubunun konform
doniisiimlerden olugan I' alt grubuna ise bir liggensel Fuchs grubu denir.

Yukaridaki sekildeki S iiggeni I'" grubu igin bir temel bolgedir ve H/ ™ bolim
uzay1 topolojik olarak bir disktir. S W B(S) c¢okgeni de I" grubu icin bir temel
bolgedir ve ]HI/ I' topolojik olarak bir kiiredir.

Notasyon: Yukarida tammlanan I'™ ve I gruplari bu calismada sirasiyla
r (k,l,m) ve F(k,l,m) gruplar1 olarak ifade edilecektir.

4.3. Riemann Yiizeyleri

Tanim 4.3.1 S baglantili bir Haursdorff topolojik uzayi olsun. S uzaymin her s
noktast C in bir agik alt kiimesine homeomorf olan, agik bir U komsuluguna
sahipse S uzayina bir yiizey denir.

Tanim 4.3.2 § baglantili bir Haursdorff topolojik uzay1 olsun. Bir 4 = {(U i d)l-)}
ailesi agsagidaki kosullar1 sagliyorsa 4 ailesine, S topolojik uzay: igin bir atlas ve
(U;,®,;) ikilisine bir pafta denir:
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(i) Her bir U; = § agik kiimedir ve UUI. =S dir.

iel

(7i) Her bir W, C in bir agik alt kiimesi olmak iizere, ®;:U, > W, bir

homeomorfizmadir.

Tanim 4.3.3 S bir yiizey olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan {(¢j,U j) jed }

ailesi varsa S ylizeyine bir Riemann yiizeyi denir:
(@) {U jiJjed } , S ylizeyinin agik ortlisiidiir.
(if) Her bir ¢., U j den C in acik bir alt kiimesine homeomorfizmadir.

(i) Eger U=U,nU;#@ ise ¢(¢,)" :4,(U)—> ¢U), $,U) ve ()

kiimeleri arasinda analitik bir doniistimdiir.

Teorem 4.3.1 Her basit baglantili Riemann yiizeyi asagidakilerden birine
konform denktir:

(7) Riemann kiiresi C_ =C u{oo} ,
(i) Kompleks diizlem C,

(iii) Ust yar1 diizlem H .

Ispat: (Jones ve Singerman, 1987).

Teorem 4.3.2 X, cinsi g >1 olan bir kompakt Riemann yiizeyi olsun. X ve
]HI/ I' konform denk olacak sekilde bir T Fuchs grubu vardir.

Ispat: (Jones ve Singerman, 1987).

Teorem 4.3.3 I'; ve I'y iki Fuchs grubu olsun. Bu durumda H/l"1 ve H/F2
konform denktir ancak ve ancak gF1 g71 =F2 olacak sekilde g e PSL(2,R)

vardir.

Ispat: (Jones ve Singerman, 1987).
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Tanmim 4.3.4 X bir Riemann ylizeyi olsun. Eger f: X — X konform veya anti
konform bir homeomorfizma ise bu f homeomorfizmasina X yiizeyinin bir

otomorfizmasi denir.

Bu c¢alismada bir X Riemann yiizeyinin biitliin otomorfizmalarinin olusturdugu
grup Aut™X; bu grubun sadece konform otomorfizmalardan olusan alt grubu ise

Aut™ X notasyonu ile gosterilecektir.

Teorem 4.3.4 ' bir Fuchs grubu olsun. Ni(l“) ve N'(I), T grubunun
swrastyla PGL(2,R) ve PSL(2,R) gruplarindaki normalleyenleri olmak iizere,

Aut*(H/T) = N*(I')/T ve Aut*(H/T) = N*(I')/T
dir.
Ispat: (Jones ve Singerman, 1987).

Tanim 4.3.5 S, cinsi g>1 olan bir Riemann yiizeyi olsun. Mertebesi 2 ve

konform olmayan bir :S — S otomorfizmasina S ylizeyinin bir simetrisi denir.

Bu durumda S yiizeyine bir simetrik ylizey denir.

Yukaridaki tanimda bahsedilen o simetrisi S ylizeyinde bazi noktalar: sabit tutar.
Fakat bir yiizeyin, sabit noktasi olmayan simetrileri de mevcut olabilir. Bu
calismada sabit noktalar1 olan simetriler ele alinacaktir.

Tamim 4.3.6 S, cinsi g >1olan bir Riemann yiizeyi ve o, S yiizeyinin bir

simetrisi olsun. o simetrisinin sabit noktalarindan olusan kiime S ylizeyi
iizerinde basit kapali egrilerden olusur. Bu egrilerin her birine o simetrisinin bir

sabit egrisi denir.

Harnack teoremine gore o simetrisinin sabit egrilerinin sayis1 en fazla g+1

tanedir.
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5. DUZGUN FIGURLER

Bu boliimde, diizgiin figiirler hakkinda bilgi verilecektir.

5.1. Diizgiin Figiir

Tanmm 5.1.1 Sonlu ve baglantili bir G grafinin, kompakt, baglantili ve
yonlendirilebilir bir S yiizeyine gdomiilmesine S iizerinde bir figiir denir. Burada,
S —G yiiz (face) adi verilen ¢okgenlerden olusur ve bu ¢okgenlerin her biri bir
acik diske homeomorftur. G grafinin kdse ve kenarlarina sirasiyla figiiriin kose ve
kenarlar1 denir. Eger bir figiiriin yiizleri diizgiin ve 6zdes ¢okgenlerden olusuyorsa,
bu figiire bir diizgiin figiir denir.

Tamim 5.1.2 Verilen bir diizgilin figiiriin yiiz merkezleri, kenar orta noktalar ve
koselerine bu diizgiin figiiriin geometrik noktalar1 denir.

Notasyon: Bu caligmada, bir diizgiin figiiriin kdseleri, kenar orta noktalar ve yiiz
merkezleri sirasiyla 0, 1 ve 2 notasyonuyla gosterilecektir.

Tanim 5.1.3 Ayni yiizey iizerinde bulunan ancak mevcut diizgiin figiiriin yiiz
merkezlerini kose kabul eden ve bu koselerin her biri mevcut diizgiin figiiriin
sadece bir kenarin1 kesecek sekilde yeni kenarlarla birlestirilmesiyle elde edilen
yeni figiir de bir diizgiin figiirdiir. Bu diizgiin figiire mevcut diizgiin figiiriin dual
figlirli denir.

Tamim 5.1.4 u bir diizgiin figiir olsun. g figilirlinlin her bir yiizii » kenarl bir
diizgiin cokgen ve her bir kdsesinden ¢ikan kenarlarin sayis1 m ise p figiirliniin

tipi {m, n} olarak tanimlanur.

{m,n} tipindeki bir diizgiin figiiriin duali olan diizgiin figiiriin tipinin {n,m}

oldugu kolayca goriilebilir.

Tanim 5.1.5 Bir S Riemann yiizeyi lizerinde bulunan bir diizgiin figiiriin cinsi,

S yiizeyinin cinsi olarak tanimlanir.
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5.2. Diizgiin Figiirlerin Siniflandirilmasi

u bir S yiizeyi iizerinde {m,n} tipinde bir diizglin figiir ve F, p figiiriiniin bir
ylizii olsun. F yiiziiniin merkezi, F' yliziine komsu olan kenar orta noktalar ve

koselere geodezik dogru parcgalariyla birlestirilsin. Bu durumda F, 2n adet

. e T T V4 .
licgene boliinlir. Bu iiggenlerin her birinin i¢ acilar E’_ ve — olur ve bir
m n

(2,m, n) -liggenidir.

Eger u figiliriiniin cinsi 0 ise, bu liggenler kiire {izerindedir ve bu durumda

. C T T 7
(2,m, n) -iggeninin i¢ agilari toplami —+—+— > 7 olur.
m n

1 1 1
Diizenleme yapilirsa, cinsi 0 olan {m,n} tipindeki diizglin figiirler, —+—>—

m n 2
esitsizligi ¢coziilerek bulunur.
) I 1 1 1 1 1 . . .
Benzer sekilde, —+—=— ve —+— <— ifadelerinden sirasiyla cinsi 1 ve 1 den
m n 2 m n

biiyiik olan figiirler elde edilir.

5.2.1 Cinsi 0 olan diizgiin figiirler

Yukarida belirtildigi gibi, {m,n} tipindeki bir diizgiin figiiriin kiire iizerinde

I 1 1
olmasi i¢in gerek ve yeter sart —+— > — olmasidir. Burada m, n > 2 olmalidir.
m n

1

m=2 i¢cin —>0 yani n >0 olup her n degeri i¢in kiire {izerinde {Z,n} tipinde
n

diizgiin figiirler bulunabilir. Ayn1 sekilde duali olan {n, 2} tipinde diizgiin figiirler

1 1 1
elde edilebilir. m =3 i¢in §+— >E esitsizliginden n <6 elde edilir. Buradan
n

n=2,3,4,5 degerleri bulunur. n» =2 durumu daha 6nce incelenmisti. O halde,
m =3 durumu igin {3,3}, {3,4} ve {3,5} tipinde diizgiin figiirler elde edilir.

Bunlar sirastyla diizgiin dort yiizlii (Tetrahedron), kiip (Hexahedron) ve diizgiin

1 1 1
oniki yiizliiye (Dodecahedron) karsilik gelen figiirlerdir. m =4 i¢in Z+_ >5
n

esitsizliginden 7 <4 bulunur ve bu durumda, {3,4} figiiriiniin duali olan {4,3}
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figlirii bulunur. Bu figiir de diizgiin sekiz yiizliiye (Octahedron) karsilik gelir.
m =5 i¢in ise yeni figiir olarak {3,5} figliriiniin duali olan {5,3} figiirii elde
edilir. Bu figiir ise diizglin yirmi yiizliiye (Icosahedron) karsilik gelir. m > 6 igin
yukarida bulunanlarin disinda yeni diizgiin figiirler elde edilmez. Ayni1 islemler »

icin uygulanirsa ayni figiirler bulunur.

Sonug olarak, cinsi 0 olan diizgiin figiirler » > 2 igin {Z,n}, {n,2} ve {3,3},
{3.4}, {3,5}, {4.3}, {5.3} tipindeki figiirlerdir.

{2.n] 2

Sekil 5.1. Kiire iizerinde { } {n 2 tipindeki figiirler

YeTaYsYe:

{3,3} {3,4

LUy

Sekil 5.2. Kiire tizerindeki diger diizgiin figilirlere karsilik gelen cisimler

5.2.2 Cinsi 1 olan diizgiin figiirler

{m,n} tipindeki bir diizgiin figiirin cinsinin 1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

1 1
—+— =5 olmasidir. Bu denklem ¢oziilerek, cinsi 1 olan bir diizgiin figiiriin
m n

tipinin {4,4}, {3,6} veya {6,3} oldugu goriiliir. Burada, tipi {3,6} ve {6,3}

olan figiirler birbirinin dualidir ve ayni1 tor yiizeyi iizerinde bulunurlar. Bu yiizey,
dar agilar1 60 derece olan bir eskenar dortgenin karsilikli kenarlarinin uygun
sekilde birlestirilmesiyle elde edilir. Tipi {4,4} olan figiiriin duali ise kendisi ile
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ayn1 tiptedir. Bu figiirii lizerinde bulunduran tor yiizeyi, bir karenin karsilikli

kenarlarinin uygun sekilde birlestirilmesiyle elde edilir.

5.2.3 Cinsi 1 den biiyiik olan diizgiin figiirler

{m,n} tipindeki bir diizgiin figiliriin cinsinin 1 den biiylik olmasi i¢in gerek ve

1 1 1
yeter sart —+— < 5 olmasidir. Bu esitsizligi saglayan pozitif tam sayilarin sonlu
m n

olmadig1 aciktir. m,n>5 sartim1 saglayan tim m ve n pozitif tam sayilarina
karsilik {m,n} tipinde diizgiin figiirler mevcuttur. m=3 i¢in n>7 ve m=4
icin n>5 olmalidir. Benzer irdelemeler n=3 ve n=4durumlan igin de

gecerlidir.

Yukaridaki sartlar1 saglayan m ve n tamsayilarina karsilik {m,n} tipinde bir
diizgiin figiir her yiizey iizerinde bulunmayabilir. Ornegin {3,7} tipindeki bir
diizgiin figiirii lizerinde bulunduran sonsuz Riemann yiizeyi vardir. Klein'in
Riemann yiizeyi olarak bilinen ve cinsi 3 olan yiizey, bu 6zelligi saglayan en

kiigiik cinsli ylizeydir.
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6. PLATONIK YUZEYLER
6.1. Platonik Yiizey

Tamm 6.1.1 S bir Riemann yiizeyi olsun. Eger S yiizeyi lizerinde bir diizgiin

figiir bulunuyorsa bu S yiizeyine bir Platonik Riemann yiizeyi denir.

Teorem 6.1.1 S =H/Q bir Riemann yiizeyi ve u, S yiizeyi iizerinde tipi
{m,n} olan bir diizgiin figiir olsun. Bu durumda Q, F(Z,m,n) grubunun bir

normal alt grubudur.
Ispat: (Jones ve Singerman, 1987).

6.2. Sabit Egrilerin Desenleri

4 bir S =H/Q yiizeyi iizerinde {m,n} tipinde bir diizgiin figiir olsun. Eger §
ylizeyinin bir otomorfizmasi w figlriinii invaryant birakiyorsa bu otomorfizma

aynt zamanda u figiriinlin de bir otomorfizmasidir. g figliriinin tim

otomorfizmalari bu sekilde elde edilir ve bileske islemine gore bir grup olusturur.
Bu grup ve sadece konform otomorfizmalardan olusan alt grubu sirasiyla Aut® 7,

ve Aut®u notasyonuyla gosterilecektir. Eger Q grubunun PGL(2,R) deki

normalleyeni I (2,m,n) grubu ise Auti,u ve Aut™S gruplar1 izomorftur. Aksi

halde, Aur* M grubu Aut*S grubunun bir 6z alt grubudur (Singerman, 1974).

4 figlriiniin biitiin yiizleri daha 6nce agiklandigr gibi 2n adet (2,m,n)-liggenine

boliinsiin. Boylece, S yiizeyi ‘Autiy‘ adet tiggene boliinmiis olur.

T, S yiizeyi {izerinde bir (2,m,n)-liggeni ve T iiggenin kenarlarindaki

yansimalar P, O, R olsun. Ayrica bu ii¢ yansima
P?= 0% =R*=(PQ)’ = (QR)" = (RP)" =1

bagintilarint saglasin. Bu yansimalar Aut® A grubunu iretir.
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Sekil 6.1. Uggenin kenarindaki yansimalar

M, S ylzeyi lizerinde bir sabit egri olsun. M sabit egrisi x figiiriiniin baz1

geometrik noktalarindan geger ve bu geometrik noktalar

Q\ay..Q;_ Q) Q\Qy..Q)_0; ...0\0y...0;_ 0y (6.2.1)

1 2 N

seklinde bir geometrik dizi olusturur. Burada a; € {0,1,2}, 1 <i <k dir. Bu diziye
M sabit egrisinin deseni denir. Bu dizinin tekrar eden her bir aa,..a,_q;

parcasima ise desenin bir halkasi denir. O halde bir yiizey {lizerindeki bir sabit

egrinin deseni, sonlu halkadan olusan bir zincir bigimindedir.

Bir desenin mertebesi desendeki halka sayisi olarak tanimlanir. (6.2.1) deseni
(alaz...ak_lak)N olarak kisaltilabilir. Kiire tizerindeki {3,3} tipindeki diizgiin

figiirin biitiin sabit egrileri 010212 seklinde desene sahiptir. Bu desenin, halka
sayist 1 oldugundan mertebesi 1 dir.

Cizelge 6.1 de kiire iizerindeki diizgiin figiirler ve bunlara karsilik gelen sabit egri

ve desenleri verilmistir.

Cizelge 6.1. Kiire iizerindeki diizgiin figiirler ve desenleri

Figiir Tipi | Sabit Egri Sayis1 | Desen

{3.3 6 010212
3 12)*
13:4] 6 (0102)°

(3,5} 15 (010212)*
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4 bir § Riemann yiizeyi {izerinde {m,n} tipinde bir diizgiin figiir olsun. Bu
figiire karsilik gelen sabit egrilerin desenleri m ve n sayilariin tek veya gift
olmasina baghdir. Ornek olarak, m ve n sayilari tek say1 olsun. Bu durumda 4

figlirinlin  yansimalar1 tarafindan sabit tutulan her bir
(010212 )k seklindedir. Burada & bir pozitif tam sayidir.

egrinin  deseni

Benzer sekilde m ve n sayilarmin diger durumlarina gore olusan desenler

belirlenebilir. Bu desenler Cizelge 6.2 de verilmistir.

Cizelge 6.2. Sabit egrilerin desenleri

Durum Yansimalar | Desen Halkasi
m ve ntek | P,O,R 010212
. P 12
m tek n cift O.R 0102
P 12
m ve n ¢ift | O 01
R 02
P, R 0212
ift n tek
e 0 01

Cizelge 6.2 icin notlar:

(i) Cizelgede desenlerin sadece bir halkas1 verilmistir.

(i) m ve n sayilarinin her ikisinin de tek oldugu durumda x figliriiniin tim
yansimalari esleniktir ve yiizey tizerindeki her bir sabit egrinin deseni (010212 )k

bi¢gimindedir. Burada & bir pozitif tam sayidir.

(iii) m sayisinin tek, n sayismin ¢ift oldugu durumda; Q ve R yansimalari
Auti,u grubunda esleniktir. Ancak P yansimast Q ve R yansimalari ile eslenik
olmayabilir ve P nin (12 )k desenli en az bir sabit egrisi vardir. Benzer sekilde,
O ve R yansimalarinin her birinin (0102 )k desenli en az bir sabit egrisi vardir.

Burada k& bir pozitif tam sayidir. Benzer irdelemeler diger durumlar igin de

gecerlidir.
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Sonu¢ 6.2.1 Bir yiizey tizerindeki bir sabit egrinin deseni asagida verilen
halkalardan biri yardimiyla elde edilir: 01, 02,12, 0102, 0212, 010212.

6.3. Donel Otomorfizmalar

4 bir S Riemann ylizeyi lizerinde {m,n} tipinde bir diizgiin figiir, M bu figiiriin
bir yansimasi tarafindan sabit tutulan bir egri ve M egrisinin deseninin mertebesi
1 den biiyiik olsun. M egrisini kiimesel olarak sabit tutan # figliriiniin iki tane
konform otomorfizmasi vardir. Bu otomorfizmalar birbirlerinin tersidir ve M
egrisini zit yonde dondiiriirler. Bu otomorfizmalara M  egrisinin donel
otomorfizmalar1 denir. Eger M egrisinin deseninin mertebesi 1 ise, bu desen bir

adet halkadan olusur ve donel otomorfizmasi sadece birim doniisiimdiir.

Simdi M sabit egrisinin desenlerini inceleyelim. ilk olarak M egrisinin deseni
(12 )k olsun. Burada & bir pozitif tam sayidir. Cizelge 6.2 de goriilecegi gibi bu
desen sadece n sayisinin ¢ift oldugu durumlarda karsimiza gikar. M egrisinin &
adet yiizli, merkezlerinden gegerek ikiye boldiigi agiktir. Bu yiizler F|, F,,..., F},
olsun. Her bir yiiziin 2n tane (2,m,n)-lggenine boliinebilecegi biliniyor.
M egrisi, F yiziindeki bir 7} lg¢geninin 12-kenarindan gegsin ve 7, liggenin

kenarlar iizerindeki yansimalar P, Q ve R olsun.

n
L
(RP)(2 )R

Sekil 6.2. Donel otomorfizma
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Bu yansimalar Aut* 4 grubunu tretir. Sekil 6.2 de goriildiigii gibi, ¢ figliriiniin

(5-1
(RP)? 'R otomorfizmasi 7, iiggenini F] yiizinde bulunan bir 7, ii¢genine

yansitir. O yansimasi ise 7, liggenini F), yiiziindeki bir 7, {iggenine yansitir.

E))
Boylece Q(RP)2? R otomorfizmasi 7, iiggenini 7; iiggenine resmeder.

G-
O(RP)? 'R otomorfizmasinin mertebesinin k& oldugu ve M egrisini kiimesel

olarak sabit tutugu agiktir. O halde, bu otomorfizma M egrisinin bir donel
otomorfizmasidir. Eger M~ (12 )k desenli bir baska egri ise M" egrisinin donel

otomorfizmalar1 ile M  egrisinin donel otomorfizmalart aym eslenik
sinifindadirlar (Melekoglu, 2008).

Diger desenlere karsilik gelen donel otomorfizmalar da benzer sekilde elde
edilebilir ve sonuglar Cizelge 6.3 de verilmistir.

Cizelge 6.3. Desenler ve donel otomorfizmalar

Durum | Desen Halkasi Donel Otomorfizma
1 12 (RP)(g_l) RO
i )" ron'2 o
il k0> P
M 0> pion * Pr)*
i 07 Pr)? (o) 2 o)
° e (P R)%1 Q(RP)%1 (QR)(%fl) 0

6.4. Sabit Egrilerin Uzunluklar:

Cinsi 1 den biiyiik ve {m,n} tipinde bir diizgiin figlir bulunduran bir Riemann
yiizeyi lizerinde bir sabit egri, bu yiizey iizerinde bulunan (2,m,n)-liggenlerinin

bazi kenarlarindan gecer. O halde, bir sabit egri sonlu sayida (2,m,n)-liggeninin
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kenarlarindan olusur. Hiperbolik Siniis ve Kosiniis kurallar1 yardimi ile bu tiir
iicgenlerin kenar uzunluklar1 hesaplanabildigi i¢in sabit egrilerin uzunlugu da
hesaplanabilir.

Ornek 6.4.1 S cinsi 3 ve 168 adet konform otomorfizmast bulunan yiizey olsun.
Bu yiizey tizerinde {3,7} tipinde bir diizgiin figiir bulundugu biliniyor. Bu yiizey
lizerinde 28 adet sabit egri vardir ve her birinin deseni 010212010212010212 dir
(Klein, 1878). Bu sabit egrilerin her biri (2,3,7) -licgenlerinin 6 adet 01, 6 adet 02

ve 6 adet 12 kenarindan olusur. Bir (2,3,7) -liggeninin 1, z ve z i¢ agilarinin

karsisindaki kenarlarin uzunluklar sirasiyla a, b ve ¢ olsun.

Sekil 6.3. Herhangi bir (2,3,7) -liggeni

Bu hiperbolik ti¢gen i¢in Kosiniis kuralindan,

Vi Vi Vs
COS— COS— +COS—
cosha = 3 7

. T . T
sin —sin —
2 3
olur ve hesaplamalar sonucunda @ kenarmin hiperbolik uzunlugu a =0,2831282

bulunur.

Bir kenarin uzunlugu ve i¢ acilari belli oldugu i¢in hiperbolik Siniis kuralindan,

sinh a B sinh b B sinh ¢

. T . .
sin— sin— sin—
7



35

olur ve esitliklerden yararlanilarak ¢ kenarinin  hiperbolik  uzunlugu
c=0,6206718 ve b kenarinin hiperbolik uzunlugu b=0,5452747 olarak

bulunur. Kenar uzunluklar1 belli oldugu igin sabit egrinin uzunlugu yaklagik
8,6944483 olarak hesaplanir.

Benzer sekilde herhangi bir platonik yiizey iizerindeki sabit egrilerin uzunluklar
hesaplanabilir. Asagidaki cizelgelerde cinsi 2 ve cinsi 3 olan yiizeyler tizerindeki
sabit egrilerin uzunluklar verilmistir (Melekoglu, 1998).

Cizelge 6.4. Cinsi 2 olan yiizeyler lizerindeki sabit egrilerin uzunluklari

Figiir Tipi | Desen | Sabit Egri Uzunlugu
(5,10} 0102 | 6.3676503
’ 12 3.2338433
(12)* | 7.6603142
{4,6f [ (02)° |4.5848633
(01> [2.6339157
3.8) (12)> | 3.0571418
’ (0102)* | 4.9656634

Cizelge 6.5. Cinsi 3 olan yiizeyler lizerindeki sabit egrilerin uzunluklari

Figiir Tipi | Desen [ Sabit Egri Uzunlugu

0102 8.6944483

(7:14) 12 41519716
(12) 6.6515435

{412y [ (01) 3.3257717
02 3.9833047

(3,12) (12)* i 5.1067474
(0102) 7.5112634

(12)° 4.8969048

(4,8} [ (01) 3.0571418
(02)? 6.1142836

(12) 3.8301571

{4,6f | (o1} 5.2678315
(02) 4.5848633

(3,8) 12)* 6.1142836
’ (0102)* | 4.9656634
{3,7} (010212)° | 8.6944483
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7. SONUC

Bu tez calismasinda ilk once platonik Riemann yiizeyleri iizerindeki sabit egri
tanimi verildi ve sabit egri desenleri tanitilip bu desenler siniflandirildi. Ayrica
adma donel otomorfizma denilen; her sabit egriye karsilik birbirinin tersi olan ve
egriyi ters yonlerde dondiiren iki otomorfizmanin oldugu gosterildi. Son olarak bu
otomorfizmalar yardim ile platonik Riemann yiizeyleri iizerindeki sabit egrilerin
uzunluklarinin hesaplanma metodu gosterildi ve cinsi 2 ve 3 olan platonik
Riemann ylizeyleri {iizerindeki sabit egrilerin uzunluklar1 hesaplanip cizelge
halinde verildi.
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