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OZET

POLAR CEKiRDEKLi DOGRUSAL VOLTERRA iNTEGRAL
DENKLEM SiSTEMLERI

Maide SEN
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Danigmani: Yrd. Dog. Dr. Ali ISIK
2012, 59 sayfa

Bu calismada,

K(t,1)v(1)dr,

t
. t

v(t) = (1 (1), vz (), -, vn (1)),

f© = (O, O, fu()), fu(®) € C[0,T],

K(t,T) = (Kij(t, T))nxn , Kij(t, T) S C(O <7t<t< T);

ilj = 1:2;'“171

polar ¢ekirdege sahip integral denklem sistemi ele alinmistir. Baslangic deger
kosullu, fonksiyon katsayili hiperbolik denklemin ¢oziimii tekil ¢ekirdege sahip 3
boyutlu Volterra tipi integral denklemini saglar. Polar ¢ekirdekli lineer Volterra
integral denklemlerinin varlik ve teklik teoremleri ispatlanmistir. Tekil integral
denklemlerin ¢oziimlerinde yaklasik ardisiklar yontemi kullanilmig, varlik ve

tekligiyle ilgili gerekli teoremler tizerinde durulmustur.

Anahtar Sézciikler: Integral denklem sistemi, polar cekirdek, Weierstrass
teoremi.






X
ABSTRACT

LINEAR SYSTEM OF THE VOLTERRA INTEGRAL EQUATION WITH
A POLAR KERNEL

Maide SEN

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Ali ISIK
2012, 59 pages

In this study,

v(t) = f(t) + K(t,v)v(7)dr,

t
J‘ t
J ‘/tZ —TZ

v(t) = (1 (1), v2(2), -, vn (1)),

f@® = (i, (0, fu (), fm(©) € C[0,T],

K(t,7) = (K;(t, ‘L'))nxn, Kij(t, D) ECO<T<t<T),

i'j = 1121“"n

are considered integral equation with a polar kernel. Initial value problems for
hyperbolic equations with function coefficients provides integral equation with
3-D Volterra type. Existence and uniqueness theorems of the volterra integral
equation a polar kernel are proved. Method of successive approximation used in
solutions of singular integral equations, existence and uniqueness theorems are

emphasied.

Key words : system of integral equations, a polar kernel, Weierstrass theoerms.
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1.GIRiS

Bir Volterra integral denkleminin K (¢, t) ¢ekirdegi t € [a,T] i¢in sinirli, yani M

bir sabit olmak tizere

|K(t,t)| < M,t € [a,Tl];
f(t)’nin sabit terimi [a, T] araliginda integre edilebilir ise her A degeri i¢in [a, T]
araliginda Volterra integral denkleminin u(t) gibi integre edilebilir bir tek ¢oziimii

vardir.

Bir mekanik problemin incelendigi 1823 yilinda Abel’in ilk defa integral

denkleme rastladig1 bilinmektedir. Karsilastig1 fiziksel problemin ¢oziimiiniin

t
u(t)
fo-= |
Vvt—1
a
seklinde lineer Volterra integral denklemine indirgenip bu denklemin ¢6ziimii yine

Abel tarafindan 1826 yilinda verilmistir.

Integral smirlarinm birinin degisken olmasiyla tanimlanan Volterra integral
denklemlerinin ¢6zliimiinde yaklasik ardigiklar yontemi elverisli bir yontemdir. Bu
yontemle problemin ¢oziimiinde varlik ve teklik teoremleri ispatlanmigtir. R’de
alman ve homojen olmayan bir dalga denkleminin d’Alambert integral formiiliine
indirgendigi, R*> ve R*’de alman homojen olmayan dalga denklemlerinin de
Poisson ve Kirchoff integral denklemlerine indirgendigi ve bu integral
denklemlerinin de yaklagik ardisiklar ydntemiyle ¢oziilebilinecegi O. Ozkaya
tarafindan 2010 yilinda gosterilmistir.

2011°de G. Metin’in Yiiksek lisans tezinde baslangi¢ deger kosullu fonksiyon
katsayili hiperbolik denklemin ¢6ziimii tekil ¢ekirdege sahip 3 boyutlu Volterra

tipi integral denklemini sagladigi gosterilmistir. Bu ¢6ziimde travel time function



7(x,x%) ve Sobolev fonksiyonu o(x,x°) onemli rol oynar. Hiperbolik denklemi
[u(x, t)] = u(x, t — ) doniistimiiyle tasiyict denkleme indirgenmistir. Travel time
fonksiyonu eikonal denkleminin bir ¢6ziimii, Sobolev fonksiyonu da tasiyici
denkleminin bir ¢oziimiidiir. Sobolev fonksiyonunu bulmak i¢in tasiyici denklemi
yapilandirilmistir. Bu 3 boyutlu Volterra integral denklemi yaklasik ardisiklar

yontemiyle ¢oziilebilir.

Bu calismada,

() = f(t) + K(t,v)v(r)dr,

g t
ﬁ(t) = (U1 (t), U (t), ***yUn (t))’

f@©) = (L@, f2(6), -, fu(£), fm(t) € C[0,T],

K(t, 1) = (K (¢, T))nxn, Kij(t, D) eCO<T<t<T),

Lj=12,-,n

polar cekirdege sahip integral denklem sistemi ele alinacaktir. Bu sistemin ¢oziimii

yaklagik ardigiklar yontemiyle saglanabilir.



2.TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Tanimlar ve Teoremler

Tamim 2.1.1 Integral smirlarindan biri t gibi bir degiskene sahip olan integral
denkleme Volterra integral denklemi, simirlarindan her ikisi birden sabit
olabilecegi gibi biri veya her ikisi birden sonsuz olan denklemlere de Fredholm

integral denklemleri denir.

(2.1.1)’te verilen tanima gore Fredholm integral denklemine ait ¢ekirdek
{(t,1):a<t<T, a<t<T} Kkaresel bolgesi iizerinde, Volterra integral
denklemine ait ¢ekirdek {(t,7):a <t <t < T } liggensel bolgede tanimlanmigtir
(Romanov, 1974).

Ayrica bilinmeyen fonksiyonun tiirevleri integralin igindeyse buna Integro

diferansiyel denklemi denir.

Tamm 2.1.2 K(t, 1) ¢ekirdek fonksiyonu {(a <t < T, a <7 <T)} araliginda
stirekli ise integral denklem tekil (singiiler) olmayan bir integral denklemdir. Eger

K(t,7) bu aralikta siirekli degilse, integral denkleme tekil (singiiler) integral
denklem adi verilir (Lovitt, 1950).

Tanim 2.1.3 (Diizgiin Siirekli Fonksiyon) E, R’nin bos olmayan bir alt kiimesi
ve f: E — R seklinde tanimli bir fonksiyon olsun. Burada f diizgiin siirekli
bir fonksiyondur ancak ve ancak her bir &€ > 0 i¢in bir § > 0 vardir dyle ki
[t—al<d ve t,a€eE |f(t) —f(a)| < ¢ esitsizligini saglar.

Teorem 2.1.1 (Birinci Weierstrass Teoremi) t € [0,T] olmak {izere
vn=0,12,.. i¢cin |v,(t)| <a, ve Xn-;a, nimerik serisi yakinsak olsun.

O zaman, [0,T]’de Yo Vn(t) dizgin yakinsaktir.
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Teorem 2.1.2 (ikinci Weierstrass Teoremi) Y-, v,(t) serisi [0, T]’de diizgiin
yakinsak ve v, (t)’lerin her biri [0, T]de siirekli fonksiyon olsunlar. O zaman,

Y=o Un(t) serisi [0, T] de siireklidir ve

B N B N B
lim f Z v, (£)dt = f lim Z v (6) dt = f v(t)dt
N-oo a n=0 a N-oo n=0 P

olur. Burada V[a, 8] c [0, T] dir.
Teorem 2.1.3 (Gronwall Esitsizligi)

i.  &(t), [0, T] de negatif olmayan, toplanabilir bir fonksiyon olsun. Oyle ki,

vt € [0,T] ve ¢y, ¢, = 0 igin integral esitsizligini saglar.

t
(&) < ¢ fo &(s)ds + c,. (2.1.1)
O zaman, Vt € [0,T] igin &(t) < (1 + ¢ tert) dir. (2.1.2)
ii.  Ozel olarak, eger Vt € [0,T] igin

E(t) < ¢ f, €(s)ds ise &(t) = 0°dr.

Ispat: n(t) := fot &(s)ds olsun. O zaman [0, T] de
n < ¢n + cy’dir.
Gronwall esitsizliginin tiirev formuna gore
n(t) < e“1t(n(0) + c,) = c,tett bulunur. O zaman (2.1.2)’den
E() S cem+ ¢y S (1 + cptefh)

elde edilir.



2.2. Yaklasik Ardisiklar Metodu

t
u(t) =f()+ /1] K(t,"u(r)dr (2.2.1)

integral denklemini ele alalim.

A=0 igin u(t) = f(t) = ug(t) olsun. Elde edilecek fonksiyonu u,(t) ile

gosterirsek

t
u(t) = f(t) +/’lf K(t,T)uy(t)dt (2.2.2)

olur. t’nin bir fonksiyonu olan integral ifadesi

t
1) = j K(t, D)ug(r)dr (2.2.3)

ile gosterilirse (2.2.2) ifadesi

u () = () + A4 (1) (2.2.4)

olur. i1k yaklagimi

uo(t) = f(£) = ¢po(t) (2.2.5)

esitligi seklinde kabul edersek tigiincii yaklasim

t
u,(t) = f(t) + )lf K(t,7)u,(7)dr (2.2.6)

olur.



(2.2.4)1 (2.2.6)’da yerine yazalim.

15 (6) = o(6) + A f K(t, Do () + Aps (D],

t t
1, (6) = o (£) + f K(t, 1)y (T)dr + A2 f K(t, 1), (1)dr.

Burada ¢,(t) = f; K(t,t)¢p,(t)dt kabul edersek ve (2.2.3)’ii kullanirsak

Uy (8) = () + A1 (8) + 2, (0)
olur. Dordiincii yaklagim ise
usz(t) = ¢o(t) + A1 (1) + A2¢,(8) + 1¢3(1)

olacaktir. Yaklagimlara boylece devam edilirse ugy(t), uq(t), u,(t), ..., u, (t) gibi

bir fonksiyon dizisi elde edilecektir. Sonugta

Un (1) = ¢o(£) + A1 (£) + 222 () + - + A" (1) (2.2.7)
seklinde bir seri olacaktir. Burada

$o(t) = (), ¢u(®) = [} K(t, D)y (DdT, n =123, (2:2.8)
olur. (2.2.1) denklemine gidilirse

Un(t) = Po(t) + A1 (t) + 2o () + -+ + A" () + - (2.2.9)

olur. Buradan da



u(t) = limy_, u,(t) elde edilir. A’nin yeterince kiigiik secilmesi (2.2.9)’u
yakinsak kilar; bu da integral denklemin ¢dziimii olur. f(t) fonksiyonu [a, T]’de
stirekli ise smirlidir. Yani A € R olmak tizere |f(t)| < A’dir. Benzer sekilde
K(t,7) fonksiyonu a <t,t<T’de smrhdir. Yani M €R olmak {izere
|[K(t,T)| < M’dir.

(2.2.8)’de elde ettigimiz esitlikler sdyle ifade edilir:

lpo (D] = If (D] <4,

AGIE < MA(t — a),

f K(t,1)¢o(r)dr

|2 (O] < MMA(t — a)(t — a) = M?A(t — a)?,

|Pn (O] =

f K(t 1)y, (D)dT | < MMM 1ACt — @)™ (t — @)

= M"A(t — Q)" ,
= |p, ()| < M"A(t — a)"

olur. (2.2.9) serisindeki ¢q, ¢1, ¢,,**, ¢, ifadelerinin her birinden daha biiyilik

olan
A+ |AMA(t — a) + |22|M?A(t — a)? + -+ + |2 M A(t — a)™ + -
olur ki, bu (2.2.9)’un majorantidir.

Ortak ¢arpan |A|MA(t — a) = q dersek



ve A ortak parantezinde yazarsak
AQ+q+q¢*+-+q" + )
geometrik serisini elde ederiz.

q geometrik serisinin yakinsak olmasi i¢in |q| < 1 olmalidir. Buradan

1

gl = |AIMA(t—a) <1 = |1 < M(t_a)’dlr.
2.3. Neumann Serisi
t
uw(®) = F(O) + f K (6, Du(c)de (23.1)
a

denkleminde ilk yaklagimi uy(t) = f(t) yazalim.
y(@®)=f1)+2 fatK (t,7)f(r)dt denkleminde 7 = 7, dOniisimii yapalim.
t
w(6) = £(O) + f K(t,1)f (r)drs 2.3.2)
a
olur.
t
w0 = O+ A | Ko u@de
a

denkleminde u4(t) yerine (2.3.2) denklemini yazarsak

t t
1wy (6) = F(E) + A f K(t.7) [f(r)+/1 f K(r,7)f (1,)dr, | dr

a



t t t
— F(O) + A f K(t1)f (D)dT + 22 f f K(t DK (T, ) f () dT,dT
olur. Burada
t
Koy (t, 1) = f K(t,©)K(t,t,)dT
dersek; o zaman
t t
w0 = FO+A ] KEGOF@d+ 2 [ Kot

olur. Bir sonraki yaklasimda;

t t
us(6) = () + A f K(t,7) [f(r) +a j K(t,t)f (r1)dr,

+A2 f K (z, Tl)f(rl)drl] dr

denklem diizenlenirse

t
us(t) = f(t) +Af K(t, t)f(t)dt
+Azf f K(t, K (t,t,)f (t,)dt,dT

t ot
+)l3f fK(t,T)K(Z)(T,Tl) f(r)dr dr

olur. Burada K, (t,7)’yi yerine yazarsak ve
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t
Kesy(t,71) = f K(t, DKz (7, 11)d

a

dersek

t t
usz(t) = f(t) + Af Kt o)f (@)dr + Azf K2 (t,t)f (t)d1y

t
+ 28 f Kesy (7 f (71)d T,
a

olur.

Yaklagimlara bu sekilde devam edersek ve 7; = 7 donilisiimii yaparsak

t t
u, () = f() + /'Lj K(t,7)f (0)dt + /'sz Koyt 0)f (1)dr

t t
42 [ Key@Of@de+ 42 [ K@of@dr. (233)

a

n — oo iken u,(t) — u(t) olacagindan lim,_,, u,(t) = u(t)’dir. Buradan

u(t) = F(£) + i |

t
}{nK(n) (t, T) f(T)dT (234)
n=1"%

olur. Burada Neumann Serisi ortaya cikar.

2.3.1. Neumann Serisi’nin Yakinsakhgi

Neumann serisi olarak belirttigimiz (2.3.4) serisinde f(t) fonksiyonu a <t <T

araliginda tanimlanmis sinirh ve siirekli oldugundan

lfOI<N
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olacak sekilde bir N sayis1 bulmak miimkiindiir.

K(t,7) cekirdek fonksiyonu ise a <t <T, a <t <T ile sinirli kare bolgede

stirekli ve smirli olarak tanimlandigindan
|K(t,T)| <M
olarak yazilabilecek bir M sinir degeri bulunabilir.
t
p f K(t ) f ()dr
a

ifadesine, yukarida belirlenen kosullarla ortalama deger teoremi uygulanirsa

t
‘AJ K(t,7)f (x)dz| < |AI[MN|t — a|

olur. Ikinci mertebeden itere cekirdek icin bu
|K(t,D)| < M?(t — a)

yazilabileceginden, yaklasim bdylece devam ettirilirse her mertebeden itere

cekirdek icin genel olarak
|K(n)(t, ‘L')| < M™(t—a)

esitsizligi elde edilir. Buna gore

t

n f Ko (6, DF @)dz| < A"MPN(E = a)”

olur. Bu sekilde elde edilen ifadeler (2.3.3) serisinde g6z Oniine alinirsa elde

ettigimiz esitsizlik
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N

ZMM@ - a)”l] (2.3.5)
n=1

seklinde yazilabilecektir. Bu ise (2.3.3) serisinin majoranti olan bir seridir. Yani

> lamee - a)"|]
n=1

demektir. Bu esitsizligin sag tarafindaki kdseli parantez i¢i, ortak carpani

i t
o f Koo (6, Df(Ddr < N
n=1 a

q=AM(t—a)

olan bir geometrik seridir. Bu geometrik seri ise

q=M({t—-—a)<1

olmasi durumunda yakinsak olacagindan

1
M(b—a)

4] <

kosulu, (2.3.5)’1 yakinsak kilar. Boylece yaklasik ardisiklar metoduna gore (2.3.4)

serisi de bu kosul ile yakinsak olur.
2.4. Integral Denklem Sistemleri
i=12,..,n vek =1,2,---,n olmak tizere,

K(t, 1) = (Kit (6, T)pen> Kix(t, 7)) EC(O<T<t<T) ve fi(t)€C[0,T]

oldugunu kabul edelim. Bu kabule gore;
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oot
w(® = £ +2 ) [ Kt Duie
k=1"¢

denklemi integral denklem sistemini belirtir.

t . .
|K;1.(t,7)|? dt mevcutise A parametresi,
fa ik p

-1
max Y-, \/ f; f;IKik(t, 7)|2dtdt| olacak sekilde yeterince kiiciik

4] <

secilebiliyorsa sistemin ¢oziimii yaklasik ardisiklar metodu ile yakinsak olur.

Ikinci tip Volterra integral denklemiyle olusturdugumuz integral denklem sistemi

su sekildedir;
j— —_— t p—
7o) = fo) + f K(t, D)V (7). (2.4.1)
0
Burada

V() = (h@®), V5 (0), .., Th(@®)  ve f©® = (h®, 2O, ... fu(®))

fonksiyonlar1 vektorel fonksiyonlardir. Ayrica
K(t,7) = (Kij (t,T))nen

cekirdek fonksiyonu kare matris formundadir. Bu sisteme Lineer Volterra integral

Denklem Sistemi denir ve sdyle yazilabilir;
t n
Vn(0) = fin(0) +f Zij(t, »V;(1)dr, m=0,1,..,n.
0 4
j=1

Denklem sisteminde
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fm(@) EC[0,T] ve Kpj(t, 1) EC0<T<t<T), m=01,, ndir
2.5. Biiyiik “0” Notasyonu

f(e) = 0(g(e)) yazlabilir 6yle ki; &’nun bir &5 komsulugu ve sabit bir k < 0

saylsl varsa o zaman
If ()l < klg(e)l

olur. Dolayisiyla, eger f / g smurliysa &€ — ¢ yaklastiginda

f(e) = 0(g(&)) dir.

2.6. Polar Koordinatlar

Teorem 2.6.1 f:R™ — R™ seklinde tanimli, siirekli ve toplanabilir bir fonksiyon

olsun. O zaman, her x, € R" noktasi i¢in

o= [ ()

olur. Ozel olarak; her r > 0 igin

) )

olur.

2.7. Eikonal Denklem

7(x, x°) bir fonksiyon x° parametre olmak iizere
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1 1
|Vt (x,x%)|? = 20 n? = 20 x,x° € R3, (2.7.1)

T(xlxo) = 0(|x - xOl)’ X = xol (2'7'2)
kosullar1 altinda eikonal denklemini saglar.
2.7.1 Eikonal Denklemin Coziimii

Lemma 2.7.1:

co pozitif sabit, c(x) = ¢, olmak iizere  7(x,x°) = |x —x°|/c, denklemi

(2.7.1), (2.7.2) probleminin bir ¢oziimiidiir.

ispat:
1
3 /
lx — x°| 1 ozl P\ tx-x0 1
Vy = % _Z(xi_xi) T e — 01l T o
Co Cos Co |1x — x°| Co
Lemma 2.7.2 : c, pozitif sabit, q, sabit olsun. Fonksiyon,
1 1 |x—x°
0y —
a(x,x ) —m@Xp(E qo o )
Problemin ¢oziimii
do
2VitVo +o|At—— | =0, (2.7.3)
Co

1
O'(X,XO) =0 (m), X — x°. (2.7.4)
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Ispat:

1 1 |x—x9
o(x,x%) = mexp <§ 4o

), 7(x,x%) = |x — x°| /¢,

0

olsun. Bu fonksiyonlar (2.7.1) denklemini saglar.

|x —x° =1 ise

A_A<r>_110<26 )_116 2)_112_2
e ST rrar()_o r _corzr_ r

gosterilmis olur ve

(=

_ .0
ACEELE [Z(xl ] i

o () = [Y - °>] =

olur.

1 |x—x°|> 2

1
AT = ——— = :
oat lx_x0|exp<2q0 Co Colx — x9]
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Vo = x —x° 1 |x—x° +x—x° 1 Jx—x°\1qo
7= x—x°|3exp 20 Co Ix—xolexP 290 Co 2 ¢
veya
x — x° x—x% 1¢q,
Vo = — —o,
? |x—x°|20+|x—x°|2600
Vo, Vt, At icin bu bagintilar (2.7.3)’te yerine konulursa
o 2 o 2 o
2|77|70+0AT—qL2=——00 100 —Oa—qL=0
o Colx — x9| o Colx —xO| Co

elde edilir.



18

3.VOLTERRA iNTEGRAL DENKLEMLERI

3.1. Volterra integral Denklemleri

II. cins lineer integral denklemin ¢oOziimii, bilinen metotlar kullanilarak farkli
sekilde elde edilmistir. ilk énce C. Neumann, J. Liouville (1837) ve Volterra’nin

ortaya koyduklar1 metottur.

t
u(t) = f(t) + /’lf K(t,t)u(r)dr

integral denklemi ile verilen u(t) fonksiyonunun, A’nin bir integral serisi seklinde
ifade edilebilecegini gostermislerdir. Bu seride A’nin cesitli kuvvetlerinin
katsayilar1, t’nin fonksiyonlaridir. Bu seri ise A’nin her degeri i¢in yakinsaktir.

Coziim elde edilmesi i¢in kullanilan yol ise yaklasik ardisiklar metodudur.

Volterra, onemli ve kullanisli olan bu metodu, bir teorem halinde su sekilde ifade
etmistir. Eger f(t) ve K(t,t) fonksiyonlar: [a,T] arahiginda siirekli ise integral
denklemi bu aralikta her A degeri igin tam ve siirekli bir ¢6ziime sahiptir ve bu

¢Oziim yaklasik ardigiklar metodu ile belirlenir.

Teorem 3.1.1 Ikinci tip lineer Volterra integral denklemi olarak bilinen

u(t) = f(t) + ftl((t, Du(t)dt 3.1.1)

denkleminde f fonksiyonu [a,T] araliginda, K fonksiyonu da {a <t <t < T}

ticgensel bolgede siirekli olsunlar. Bu takdirde

t
$o = f(8), $n(t) =f K1) ¢pq(dr, n=123. (3.1.2)

a
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olmak iizere (3.1.1) denkleminin diizgiin ve mutlak yakinsak

u(t) = Z . (6) (3.1.3)
n=0

serisi ile verilen bir ve yalniz bir siirekli ¢6ziimii vardir (Davis, 1930).
Ispat: (3.1.1) integral denkleminde A = 0 igin;
u(®) = f (o)

olup bunu uy(t) ile gosterelim. (3.1.1) denkleminde elde edilecek fonksiyonu

u, (t) ile gosterirsek

t

w () = @O + A f K (£, )ug () de (3.1.4)

a

olur. Buradaki integral t’nin bir fonksiyonu olacagindan, bunu

t
() = j K(t, Duo(D)d T (3.1.5)

ile gosterirsek (3.1.4)

uy (8) = f(£) + A¢1(6) (3.1.6)

seklinde yazlabilir. i1k yaklagimi

up(t) = f(t) = ¢o(t) (3.1.7)

ile ifade edersek {igiincii yaklagimi
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t
wy(0) = F(6) + A f K(t, Dy (T)dr (3.1.8)

olacaktir. (3.1.6)’da (3.1.7) geregince f(t) yerine ¢ (t) yazilip (3.1.8)’de yerine

konursa

Uy (t) = ¢o(t) + A1 (t)

olup,

w@)=f&)+lfK@JM¢dﬂ+l¢ﬂﬂMr

t t
= f(t)+ Af K(t,T)¢0(T)dT+Azf K(t, D, (t)dt

olur. Burada f (t) yerine ¢, (t) yazilir. O zaman buna uyularak

¢ﬂﬂ=fK@ﬂ%@Mu

a

Uy () = po(t) + A1 (t) + A2, (t)

yazilabilecektir. Bunu genellestirirsek

Up (8) = o () + A1 () + 22, (8) + -+ + Ay, (¢) (3.1.9)

seklinde bir seri olusacaktir. Burada

t
$o(D) = F (0, %@jxmﬂmﬂwm,n=m&m

olur. Buradan (3.1.1) denklemine gidilerek,
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u(t) = o + A1 (t) + A2y (t) + -+ + 1 (t) + -+,
u(t) = Z (1) (3.1.10)
n=0

serisi elde edilir. Buna gore,
u(t) = lim u,(t)
n—oo

olur. A’nin mutlak degeri yeteri kadar kiiglik olursa bu seri diizgiin yakinsak olur.
Ciinkii f(t)’ nin tamm araligindaki simir1 F, K (¢, T)’nin tanim bolgesindeki sinirini

da K, ile gosterecek olursak

l$o(O] = If (O] <F,

t
161 (0)] = f K(t,7) bo(2)dr

a

t
< f IK(t, 7)lIbo (D)dr]

< FKO(t - a):

t
j K(t,7) ¢, (7)dt

P2 ()] =

< f 1K (¢, 7l (D]

t Z(t_a)Z
< f KoFKo(T_a)deFKO T )
a .
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t t
s (6)] = f Kt do(0dr| < f 1K (6, D)l (2)dr]

a

t 2
t—a
< fKOFKOZ( 2') dr = FK,

a

s (t—a)?
31

a1 < Fie"

(KolAl(t — a))"
n!

(O] < F

KolAl(t—a)™

bulunur. Genel terimi my

olan seri (boliim kriteri) yakinsak oldugundan

Weierstrass kriterinden )5—o A", (t) serisi [a,T] arahiginda ve A degeri i¢in
diizgiin ve mutlak yakinsaktir. Terimlerin her biri siirekli olan bu serinin diizgiin

yakinsadig1 fonksiyonu u ile gosterirsek u stireklidir.

u(t) fonksiyonu (3.1.1) ile verilen denklemin bir ¢6ziimiidiir.

£ + Af K(t, Du(®)dr = Z A, (t) — Af K(t, D[ Z g, ()]d
a n=0 a n=0

© o t
:Zol ¢>n(t)—nzoa g RCOINOT:

oo

DR NOED W NNGESNG
n=0 n

=0

= i 2 () - i W §a(®) = F©
n=0 n=1
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olur ki bu (3.1.10) serisi yardimiyla verilen u(t) denklemini sagladigini gosterir.

Ayrica (3.1.1) denkleminin ¢dzliimii tektir.
“3.2. Yaklasik Ardisiklar Yontemiyle integral Denklemlerin Coziimii

Baslangic ve smir deger kosullarina sahip hiperbolik denklemler Volterra tipi
integral denklemlere indirgenebilir. Bu denklemleri yaklasik ardigiklar yontemiyle

¢ozebiliriz. ikinci tip lineer Volterra integral denklemi olarak bilinen

t

u(t) = f(t) +Af K(t,t)u(r)dr, (3.2.1)
0

F(t) € C[0,T], K(t,) € C(0<T<t<T) (3.2.2)

olsunlar. f(t), K(t,7) fonksiyonlart [0,T] araliginda siirekli ise, integral
denklemlerin bu aralikta her A degeri i¢in tam ve siirekli bir ¢dziime sahiptir ve bu

¢ozlim yaklasik ardisiklar yontemiyle belirlenir. Bu takdirde

t
we(®) = (8, wy(t) = f K(t D,y (Ddr, n=123,..
0
olmak iizere (3.2.1) denkleminin diizgiin (ve mutlak) yakinsak

u(t) = Z A () (3.2.3)
n=0

serisi ile verilen bir tek siirekli ¢oziimii vardir. Volterra, onemli ve kullanisli olan

bu metodu su sekilde ifade etmistir.
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Teorem 3.2.1 (Varhik Teoremi) f(t) € C[0,T], K(t,7) € C(0<t<t<T)
kosullart altinda u(t) € C[0,T] fonksiyonu (3.2.1) no’lu denklemin ¢dziimiidiir
(Romanov V.G,1974).

Ispat: Bu teoremin ispat1 icin asagidaki lemmalara gereksinim vardir.

Lemma 3.2.1: Kabul edelim ki, K, = max|K(t,7)|, Fy= max|f(t)|,

0<1t<t<T olsun. O zaman

jun(e)] < 200"
olur.
Ispat: Tiimevarim yontemiyle,
n=20 icin lug(t)| < Fy olur.
n=k i¢in lup ()| < FO(KOO dogrulugunu kabul edip

.. Fo(Kot)k+1 < .. ..
n=k+1 icin |up ()| < T oldugunu gostermeliyiz.
t
e O] = | [ K& Due(@dr
0

t
SfW@ﬂmMﬂMr
0

t
smfwumm
0
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_ FOKOk+1ftTk - F0K0k+1tk+1 _ FO(KOt)k+1
K ), K'(K+ 1) K+ 1!

Lemma 3.2.2: (3.2.2) kosullan1 altinda }3_,u,(t) serisi [0,T] araliginda
yakinsaktir.

Ispat: 1. Weierstrass teoreminden

Fo(Kot)* < Fo(KoTH¥

lue (0)| < o < T

vt € [0,T]

yakinsaklig1 goriiliir.
Lemma 3.2.3: Y,7_o u; (t) serisi [0,T] araliginda siirekli bir fonksiyondur.

Ispat: 1.Weierstrass teoremi geregi Yo Ur(t)  serisi [0,T] araliginda
yakinsaktir, u,(t) fonksiyonu [0,T] araliginda siireklidir. O zaman u(t) =
Yo Uk (t) toplam fonksiyonu da [0,T] araliginda siireklidir. 2. Weierstrass

teoremi geregi,
N

& B
lim f Z uy (t)dt =f lim Z uy (t)dt

k=0

B
_ f w(®dt, Via Bl € [0,T].
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Lemma 3.2.4: u(t) fonksiyonu (3.2.1) denklemini bir ¢oztimiidiir.

Ispat:
t
u,(t) = f K(t,D)u,_,(t)dr, n=123"-
0
N ; N
u, (t) = K(t,7) Up_1(1)dr,
up(t) = f(t)

esitligini denklemin her iki tarafina ekleyelim

N ¢ N-1
WO+ Y@= [ K€D w@dr + 1),
n=1 0 n=0

N

Eun t) = fotl((t,r)lvz_:lun(‘c)dr +F).
n=0

n=0

n — oo igin limiti alinirsa

n—->oo

t N-1
u(®) = lim K(t,r)Zun(T)dr + £
0 n=0

Ikinci Weierstrass teoremi geregi,

¢ N-1
@ = [ K@D lim Y w@dr + £,
0 n=0
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t
u(t) = fK(t,T)u(T)dT-i—f(t) olur.
0

Teorem 3.2.2 (Teklik Teoremi) (3.2.1) denkleminin ¢oziimii tektir.

Ispat: (3.2.1) denkleminin ¢dziimiiniin tek oldugunu gdstermek igin uy (t), u,(t)
gibi
t

W) = £+ f K(t,0) uy (D),
0

t

w,(8) = f(O) + f K(t, D)y (1) dr
0

birbirinden farkli iki ¢6ziimii oldugunu kabul edelim.

t

0O =10 = | K60 @ - u@ld
0

olur.
u (t) —uy(t) = @(t) olmak iizere,

t

0(© = [ K@tDp @dr

0

homojen integral denklemini verir. u,(t) = |@(7)| olmak tizere
lp(®)] < K [Jlo@ldT,

f0t|<P(T)|dT = u(t) ise

uy (t) < Kou(t),
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uy (t) — Kou(t) < 0.

Her iki tarafi e Kot

ile carparsak

e Koly, (t)- K, e Koty(t) <0,

%[e"(otu(t)] <0.

t = 0’dan t = t’ye integralini alirsak
e Koty (t) - u(0) < 0,
e Koty(t) <.
u(t) <0 ve u(t) = 0ise u(t) = 0. vt € [0,T] igin |e(t)] =0 olur.
@(t) =u (t) —uy(t) = 0 oldugundan uy(t) = u,(t) olur.

Sonug: (3.2.3) ile belirtilen seri her A degeri igin diizgiin yakinsak oldugundan

ikinci tip Volterra integral denkleminin ¢ézlimiiniin varlig1 A’dan bagimsizdir.
3.3. Cauchy Probleminin Volterra Integral Denklemine indirgenmesi
x = (xq, x5, x3), c pozitif bir sabit, g(x) € C*>(R3), g(x) € C2(R®) n H*(R?),
h(x) € C*(R®) n H3(R®) olmak iizere homojen telegraf denklemi

Uee = ()M +qg(x)u,, x€R3 t>0 (3.3.1)

u(x,0) = g(x), us(x,0) = h(x), (3.3.2)
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olsun. Amacimiz telgraf denklemi i¢in bu Cauchy problemini ¢ok katli Volterra
tipi integral denkleme indirgemektir. Bu integral denklemin ¢6ziimii i¢in yaklagik

ardisiklar metodu kullanilacaktir.

Teorem 3.3.1: (3.3.1) problemi (3.3.2) kosullar1 altinda

1 e (1
o (x,x%) = lxe = x9| [c(x8) J(x) exp EF(Z )Q(f)dT .

FGot) = [f o {06 0 22 - g() 2282 4 5 (6, ) 22 p ()} ds

olmak tlizere

1 ¢t 2 Agos(§.%) .
u(x,t) = Efo Js i f:u(f, t—1(, x))rjm;)—rzsmededq)dr + F(x,t)

9 le=f@ax
integral denklemini saglar.
Ispat: u(x,t), (3.3.1) ve (3.3.2)’nin ¢dziimii olsun.
[u(x,t)] = ulx,t — 1) = uy(x,t)
olmak tizere [u(x,t)] fonksiyonu

[uee] = c2(x)[Au] + q () [uel,
(3.3.3)

grad,u, = [gradu] — [u;]gradr,
(3.3.4)

esitlikleri yardimiyla

Au, = divgradu, = div|(gradu] — div{[u;]gradt},
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div[gradu] = [Au] — [gradu;]gradt,

div{[u,]gradt} = [gradu,lgradt — [u.](gradr)? + [u.]At.

(3.3.4)’ten

Auy = [Au] — 2[gradu,)gradt — [uJAt + [ug](gradr)?,

[uee]—a G ] ou )
Auy = % -2 {grad - [utt]gradr} gradt — [u )AT + [ug] o
veya

—q () [u] 9
Au; = Tx}t — 2grad %gradr — [u AT,

Son esitligi o,(x) Sobolev fonksiyonuyla ¢arparsak;

M)%

- _ ouy _ —
osAuy = —20,gradtgrad o (O’SAT 2 ) ot

(3.3.5)

os(x) fonksiyonu agagidaki gibi secilirse

_ ou;, _0sq()\0uy _ . Oug
20.gradrgrad o0 (O’SAT —Cz(x)) Pyl dlv( Y W).

(3.3.6)
w(x,t) diizgiin fonksiyon olmak tlizere

w = 20,gradr,

(3.3.7)
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asq(x)
c2(x)’

divw = g;At +

(3.3.8)

(3.3.7)’i (3.3.8) denkleminde yerine koydugumuzda

diU(ZO'SgT'adT) = 0,AT + CZSZq_((:;)
veya
g\ _
2070 + 04 (87 - 55) = 0 (33.9)

|x — x°o(x,x%) =1, x - x°

(3.3.10)

elde edilir.
3.4. Polar Cekirdekli Lineer Volterra Integral Denklemleri

T verilen herhangi bir pozitif say1 ve ¢t, [0, T] araliginda bir degisken olsun. Lineer

Volterra integral denklemini

v(t) = f(t) + K(t,t)v(t)dt (3.4.1)

N
J;) Vt? — 12
seklinde diistinelim.

feC[0,T] ve K(tt) fonksiyonunu 0 <7<t <T araliginda sinirh kabul
edelim. Oyle ki; K(t,tz), t € [0,T]ve z € [0,1] igin t ve z’ye gore siireklidir.
Buna gore, (3.4.1) denkleminin t € [0,T] igin siirekli ve tekil bir ¢dzlimii vardir.

Bu ¢6ziimii Neumann serisi formunda,
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v(t) = Z;vn(t) (3.4.2)

seklinde elde ederiz. Oyle ki;

vo(t) = f(0),

v(t) = K(t, t)v,_1(t)dt, n=>1 (3.4.3)

| =
0 t2 _ -L-Z
olur. Burada 7 = tz yazarsak;

K(t, tz)v,_,(tz)dz, n=>1,

t t
v (t)=f —_—
" o VtZ — t272

t
vp(t) = J;) \/%K (t, t2)v,_1(tz)dz, nx=1 (3.4.4)

elde edilir.

Teorem 3.4.1 (Varlik Teoremi) f(t) ve K(t,t) fonksiyonlarinin yukarida verilen
sartlar1 sagladigini kabul edelim. Oyleyse (3.4.1) denkleminin tek bir ¢dziimii
v(t) € [0, T] vardir ve bu ¢6ziim yaklasik ardisiklar yontemiyle belirlenir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 igin asagidaki lemmalara gereksinim vardir.
Lemma 3.4.1: (3.4.1) teoremini saglayan sartlar altinda

Ko = max |K(t,7)l, Fo = trg[%lf(t)l.

Fy=max {FoKeFoT3), Ky =TKy??

kosullarini kabul edelim. O zaman
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vam @] < F S5 =123,
(3.4.5)

[Vam+1 (O] < F1M. m=1,23,..

Ispat: Tiimevarim yéntemiyle;

IK (¢, Dllvo(D)ldT

.. t
n=1 i¢in v, ()| < 0

N
<J, \/_KOFO dt

< FyK, fo W dr.
T =tz alirsak |vy(t)| < FyK, fo W dt

< Fok, [, dt fol\/%dz

1 1
< FOKOTfo ﬁdz

z = sint donlisimil yaparsak dz = costdt ve integral simirlari 0 ve Eﬂ olur.

Buradan,
T
0, (©)] < FoK,T Z costdt FKTn<F
% < - = —_<
1 00 0 m [ORA1] 2 1
olur.

2

t
t
n=2 icin Ivz(t)lﬁf —_—
0 t2 — 12

|K(t, D v, ()| dr,
F

i
KoT7Ko
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T t
|172(t)| < TKOZ Ef FldT = FlKlt
0

elde edilir.

(3.4.3) esitliginin her iki tarafin1 (s2 — tz)_% ile carpip 0’dan s’ye integral alirsak

* @I

s pt
ﬁdt <K, f f |l7n_1(‘[)| dtdt (3.4.6)
0 - 0“0

denklemini elde ederiz.

Burada degisken doniistimii yaparsak

(O < Ko | ( J Ve e Tz)‘“> s (DM,
te[0,T], n=1.23,..

esitsizligi elde edilir.

Lemma 3.4.2:

TS (3.4.7)

_[S tdt T
: \/(52 —t2)(t2 — 12) 2’
ispat:

t = x doniislimii yaparsak;

esitligin tiirevinden



s
2tdt =

S

V(2 -2 - 12) =

oldugunu goriiriiz. Buradan,

olur. (3.4.7) denkleminin sol tarafi

seklinde yazilabilir.

x = sinf doniisiimiini kullanarak son integralde

1 (7 cosfdd _1f%d9_n
2-%v1—sin29_2 T2

sonucunu elde ederiz. Boylece Lemma 3.4.2°nin ispat1 tamamlanur.

i v1—x2
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Simdi Lemma 3.4.1’in ispatina devam edelim. Ispatladigimiz Lemma 3.4.2'yi

(3.4.3) denkleminde kullanirsak;

O]

Tt
—Wdt < Kozf |v,—1(D)|dT, te€][0,T],
0 - 0

olur.

n=123,..

(3.4.8)
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(3.4.3) ve (3.4.8) kullanirsak;

lv, (O] < Ko |vp—1(Ddr

t
t
| m=
[t
< TKy (Ko z)f [vn—2(D)ldT
0

t
= Klf Ivn_z(T)ldT, n= 2,3,
0

elde edilir.

Sonug olarak

t
v, ()] < Klf |vn_o(T)|dT, n=23,.. (3.4.9)
0

esitsizligi elde edilir.

(3.4.9) esitsizligi asagidaki iki bagint1 seklinde yazilabilir.

f (K1)
[oom (@1 < Ky [ Ioama@ldr SRS, m=123,.,
0 .
f (kD)™
Vam+1(B)] < K1f [V2m-1(D)ldT < Fy o m=123,..
: .

Lemma 3.4.3: Teoremin kosullar1 altinda };—, v, (t) serisi [0,T]’de diizgiin

yakinsaktir.
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Ispat:

Ym0 Un (t) serisini iki serinin toplami olarak diisiiniirsek

i vp(8) = i(VZm(t)+v2m+1(t)) = i Vom(t) + i Vam+1(0)-
n=0 n=0 m=0 m=0

Lemma 3.4.1’den };_,v,(t) serisinin yakinsak nimerik bir seri tarafindan

majorize edildigini goriiriiz. Yani,

o] [ee) o]

Z Vo (t) < Z [v2m ()] < z F (K;Z!)m

m=0 m=0 m=0

ve

[ee)

N \" [, K"
Z Vom+1(t) < Z [V2m+1(O)] < Z Fy -
m=0 m=0 '

m=0

(K, )™
m!

olur. Birinci Weierstrass teoremi geregi  Ym—o F1 serisi yakinsak

oldugundan  Y_oVom(t) ve Yn—oVams1(t) serileri de yakinsak olur.

Dolayistyla Yo v, (t) serisi de [0,T] araliginda diizgiin yakinsak olur.

Lemma 3.4.4 (3.4.1) teoreminin kosullar1 altinda Y,;,_,v,(t) serisini her bir

v, (t) terimi [0, T] de siirekli fonksiyondur.
Ispat:

K(t,tz) fonksiyonu t ve z’yegore t € [0,T] ve z € [0,1] icin siireklidir ve
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ifadesi Vt € [0,T] i¢in -1’den 1’e, z’ye gore integrallenebilir. (Lavrent’ev, 1997,
sf. 99) teoremine ve (3.4.3) ve (3.4.4) bagintilarina gore; serinin her bir terimi

[0, T de stireklidir.
Lemma 3.4.3, Lemma 3.4.4 ve Ikinci Weierstrass teoremine gore
v(t) = Ypeq Un(t) siirekli fonksiyondur.

Simdi v(t) = Yn-;v,(t) fonksiyonunun (3.4.1) denkleminin bir ¢6ziimii

oldugunu gosterecegiz.

Teoremin Ispati: (3.4.3)’daki esitligi 1’den N’ye kadar toplayalim. O zaman;

N

Zvn(t) —j \/71((15 T)Zvn 1(mdr, n=>1

n=1
olur. Esitligin her iki tarafina vy (t) = f(t) ekleyelim.
N

> @ = £ +

n=0

f \/71((15 ,T) Z v(t)dr, n=>1

esitligini elde ederiz. N — oo doniisiimiinii ve 2. Weierstrass teoremini kullanirsak

N ¢ N-1
, . t
lim Zovn(o = 0+ fim | =Kt ) Z w0,
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N—-
v(t) = (t)+f\/j1<(m)\ Z (r)‘dr

v(t) =f()+ K(t,7)v(r)dt

t ot
J:)\/tz—rz

elde edilir. Buradan v(t) = Yy=q v, (t) esitliginin (3.4.1) denklemini sagladigini

buluruz. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.2 (Teklik Teoremi) (3.4.1) teoreminin kosullari altinda (3.4.1)
denkleminin ¢6ziimii C[0, T] smifinda tektir.

ispat: v; ve v, iki farkli ¢6ziim olsunlar.

v(t) = v1(t) — vy (t) diyelim.

t
t
7(t) =f ———K(t,7) v(1)dt
=KD
esitligini yazabiliriz. Buradan,
Lot
[7(t)| < K j ———|v(7)|dr 3.4.10
o] = (3.4.10)

esitsizligini elde ederiz.

Esitsizligin her iki tarafim (s? — tz)_% ile carpip 0’dan s’ye integralini alirsak

QLI LG
om N 00\/52—t20\/t2—‘[2

t

_k, fo 5(0)]de f o
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T[ S
=Ko—f 15(0)dx
2 0

buluruz.
Sonug olarak;

* le@®l

T N
—————dt <K —j v(t)|dt 3.4.11
o m 02 Ol ()l ( )

esitsizligini elde ederiz.

(3.4.10) ve (3.4.11) esitsizliklerini kullanirsak

t t T t
|7(t)| < K, f ————|5(v)|dT < TK, 2—f |7(1)|dt
0 o ,—tz—‘[z 0 2 0 (
veya
t
15(0)| < K, f |5(7)| dr (3.4.12)
0
olur.

(3.4.12) ve Gronwall esitsizliginden (Evans, 1998, sf.625)

lv()] =0

yani

v1(t) = v,(t)

bulunur. Dolayisiyla denklemin tek bir ¢6ziimii vardir.
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4. POLAR CEKIRDEKLi TEKIiL LINEER VOLTERRA
INTEGRAL DENKLEM SISTEMLERI

Ikinci tip Volterra integralleriyle olusturdugumuz integral denklem sistemi su

sekildedir:

o(t) = f(t) + K(t,7)v(r)dr. (4.1.1)

t ot
J;) VitZ — 12
Burada;

() = (v,(0), v2(6), o, v (®)  ve  F@©) = (6, o), ., fo(t)) vektorel

fonksiyonlardir.

K(t,1) = (K; ne T))nxn ¢ekirdek fonksiyonu n X n bir kare matristir.

Bu kosullar ile

fotﬁ(t) - (fotvl(w +f0tv2(t) fo +f0tvn<t)>

olmak tizere; (4.1.1) sistemi su sekilde yazilabilir:

t ¢ n
v (6) = £ (E) + fo ﬁ;mﬂj(a Du@dr,  m=123,.

Bu sisteme Polar Cekirdekli Lineer Volterra Denklem Sistemi denir.

Kabul edelim ki;
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fm(@) EC[0,T], Knpj(t,1)ECO<T=<t<T), m,j =123, ..

olsun. Oyle ki, K(t,tz) fonksiyonu t € [0,T] igin t ve z’ye gore siirekli olsun.
Buna gore (4.1.1) sisteminin ¢t € [0,T] i¢in siirekli bir ¢dziim belirttigini

gosterecegiz.

Bunun i¢in ¢6ziimii Neumann serisi formunda arayacagiz:

o(t) = Y 70 (). (4.1.2)
Burada
v(k)(t) = ( AIGY v, 0 ), ..., vn(k)(t)>,

7O () = f(t), 7W(¢t) = Kt 0)5% D (dr, k=12,-.(413)

t ot
_[0 ‘,tz _T2

(4.1.3) bagintisinda k = 1,2, i¢in K(t,7) = K(t,tz) dontsimii yapilirsa
sekildeki gibi yazilabilir:

1

g(k)(t) - f

= K(t, tz) oD (tz)dz. (4.1.4)
0 V1o

Teorem 4.1.1 (Varlik Teoremi)

T verilen herhangi bir pozitif sayr olsun. f,(t) ve Kp;(t,1),
m=12,..,n; j=1,2,..,n, fonksiyonlarinin integral denklem sistemleri i¢in
yukarida verilen sartlart sagladigini kabul edelim. Oyleyse (4.1.1) integral

sisteminin tek bir ¢oziimii vardir:
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v(t) € C[0,T]
seklindeki bu ¢6zlim yaklasik ardisiklar yontemiyle belirlenir.
ispat:
Bu teoremin ispati i¢in agagidaki lemmalara ihtiyag vardir.

Lemma 4.1.1: Teorem 4.1.1’1n sartlar altinda

n
K = K ) ) F = Z j 4
=T B maL Kol fo= e 2 O
J=1
T
Ml = T(nFoKo)ZE, Fl = max{Fo, KoFoTT[}

kosullarini kabul edelim. O zaman,

M, t)!
lom @V (0)] < Fl( 1) 1=12,..

n o’

ve

(M)

v GO ()| < Fy T

1=12,.., te[0,T]

Ispat: Tiimevarim yontemini kullanalim. (4.1.3) denkleminde

[l =0 igin

n
[ @ ®] = 1fn(®)] < max z @Ol = Fy < F, m=12, .0
m=1
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bagintisi saglanir. (4.1.3) denklemi kullanilarak

[ =1ig¢in

t n
vmm(t):fo \/%Zij(t,r)fj(r)dT, t €[0,T]
=

bulunur. Son bagintidan

T
_I

t ¢ n
v, D () =Kf—z (7)| dt = K,F,T
|m | 0 Omj:1|f} | oto 2

m=12,..,n; te€0,T]
elde edilir.

Simdi | = k i¢in diislinelim. (4.1.3)’teki bagintilar

t ¢ n
v (6) =f ﬁz Ky (8, Dy *~ D ()dr,
0 — ;
Jj=1

m=12,..,n; te€[0,T] (4.1.5)
seklinde yazilabilir.

y®@) =374 [v®@®)], k=12,..,n dersek (4.1.5)ten

t ¢ n
W) < FK f b Nt g
o ©)] = R | tz_ﬂ]zlm @] dr

t
t

=”f—

oo o o p—;

y*-D(r)dr, m=12,..,n; t€[0,T]
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esitsizligi elde edilir. Son bagintilar topladigimizda
n

t
t
(k)t=zv(k>t SnFKj— k=1 (7)dr, 4.1.6
y® ) [ @] < nFoko | ey V@ (4.1.6)

m=1

k=23,..,n te€]0,T]

Esitsizligin her iki tarafim (s? — tz)_% ile carpip 0’dan s’ye integralini alirsak

ve daha Once elde ettigimiz sonuglar1 kullanirsak

) (¢ t (k-1)
OO, FOKof f VPO
0 VsZ —t2 Vs2 —t2 V2 — 12

T S
= nFOKOEJ ly®*=V(2)|dx, t €[0,T]
0
veya

£ [0
fwd T <nFoKqo fb’(k D(0)|dr, (4.1.7)
o ViZ =

€0,T]; k=12,..

esitsizliklerini elde ederiz. (4.1.6) ve (4.1.7) esitsizliklerini kullanirsak

y® () < nFyK, y* =V (1)dr

t
t
fo vtz — 72
< TnFoky (nFoKoy) f y&D(dr,  te[0,T]

bagintisini1 buluruz.



46

Sonug olarak; Lemma 4.1.1 deki tanimladigimiz M; kosulunu kullanirsak
t
y® @) < My f y*&=2)(0)dr, k=234,..; t€[0,T] (4.1.8)
0

bagintisina ulagiriz. Dolayisiyla (4.1.8) bagintisi

(M)t
Al

t
o @] <y® (@) < My f y@l=2(1)dr < F, , 1=123,..
0

t (M, t)!
[ G ()| < y@HD () < M, j yHV@dr < F——,  1=123,..
. !

seklinde yazilabilir.

Lemma 4.1.2: Teorem 4.1.1%in kosullart altmda Y5, v,,, 0 (t) serisi m = 1,2, ...

icin [0, T]’de diizgiin yakinsaktir.

ispat: % v, (t) serisini iki serinin toplanu olarak diisiinelim.

D m®© = ) (@ O+ ©) = Y o) + ) v, ().
k=0 =0 =0

=0

Lemma 4.1.1°den t € [0,T] igin Y%, vy, *(t) serisinin yakinsak sayisal bir seri
tarafindan majorize edildigini goriiriiz. Yani, Y5, v, (t) serisini olusturan

seriler yakinsak oldugundan,

(541t) (A41t)

|V (21+1)(t)| <F, , 1=12,.. t€][0,T]

lom @V ()| < Fy

bagmntilarma gore, Birinci Weierstrass Teoremi geregince Y s, V) (t) serisi

[0, T]’de diizgiin yakinsak olur.
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Lemma 4.1.3: Teorem 4.1.1’in kosullar altimda v,,*)(t) fonksiyonu [0, T]’de

stirekli bir fonksiyondur.

Ispat: K(t,tz) fonksiyonu t ve z’ye gére t € [0,T] ve z € [0,1] igin siireklidir

ve

K(t, tz)
Vi-z2

ifadesi Vt € [0,T] i¢in -1’den 1’e, z’ye gore integrallenebilir. (Lavrent’ev, 1997,
sf. 99) teoremine ve (4.1.3) ve (4.1.4) bagmtilarina gore; serinin her bir terimi

[0, T]’de stireklidir.

Lemma 4.1.4: m=12,..,n olmak iizere Y5, 7™ (t) serisi ©(t) siirekli

fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

ispat: Lemma 4.1.2°den Birinci Weierstrass Teoremi geregi Yo v, 9 (t) serisi
[0, T]de diizgiin yakimsaktir. Burada, Lemma 4.1.3’ten v, ®)(t) fonksiyonu yani
¥ o U (t) serisinin her bir terimi [0,T]’de siirekli bir fonksiyondur. ikinci
Weierstrass Teoremini geregince, N — oo doniisiimiinii yapip limit aldigimizda
limy_ e YN_o 78 (t) = #(t) oldugunu  goriiriiz. Boylece Yo, 7™ (t) serisi

v(t) stirekli fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

Lemma 4.1.5: Teorem 4.1.1’in kosullar1 altinda, 7(t) = Y-, 7" (t) fonksiyonu,

(4.1.1) integral denkleminin bir ¢oziimiidiir.
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Ispat: (4.1.3) denklemini diisiinelim. Denklemdeki esitligin her iki tarafinin
k = 1’den N’ye toplamini alalim.

N

N
t ot
_(k) :f _— _(k_l) .
vY(t K(t T v T)dtr, k=1, t€]0,T].
> 790 = | s K >k§:1 (@) [0,7]

Burada esitligin her iki tarafina 7% (¢t) = f(t) eklersek, t € [0,T] igin

N N
5O + Y 5008 = K(t,t) Yy 7% D(0)dr + f(t)

t ot
'[0 1/t2 _ -L-Z
veya

N
Z W) = F(£) + K(t,7) Z 50 (Ddr, k=1

7=

olur. N - oo déniisiimii yapip, Ikinci Weierstrass Teoremi geregi her iki tarafin

limitini alirsak,

N B t ¢ N-1
lim k_oﬁ“‘)(t) = f@&) + lim jo =KD kzo 50 (2)dr,
N-1
_ _ ~=(k)
() = F(E) + f \/71((15 T)[ im )7 (r)]
v(t) = f(t) +f \/_K(t,r)ﬁ(r)dr

elde edilir. Boylece 7(t) = Yo ﬁm(k)(t) esitligi (4.1.1) denklemini saglar ve

ispat tamamlanir.
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Teorem 4.1.2 (Teklik Teoremi)

Teorem 4.1.1’in kosullar1 altinda, (4.1.1) denkleminin C[0,T] siifinda bir ve

yalniz bir ¢dziimii vardir.
ispat:
71 (t) ve 7,(t), (4.1.1) denkleminin iki farkli ¢oziimii olsunlar.

7(t) = v1(t) — U,(t) oldugunu kabul edelim. O zaman,

t
t
v(t) = ——K(t,0)v(7)dt
© = [ =KD
veya
t ¢ n
Ty (£) =J;) ﬁ;ij(t,T)ﬁj(T)dT, m=12,..,n t€0,T]
olur. Buradan
t ¢ n
15 (t)|sf —— ke Dllm@ldr,  tel0T] (@19
1% | = 20l o) (419)

t ¢ n
<K f —Z 7:(7)| dr, m=12,..,n t€[0,T]
of, e

esitsizligini elde ederiz.

1
Bu esitsizligin her iki tarafim  (s? —t2)7z ile ¢arpip, 0’dan s’ye integralini

alirsak,
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S T ()]
\/% < K, f — f \/t2 |v](r)|drdt

S n B S t
= Kofo ;|vj(1)|d1fr NEEoIGED) dt

n
T S
:K(,Ef Z|ﬁj(r)|dt, m=12..n; s€[0T]
0 4
Jj=1

bulunur. Sonug olarak,

s |vm(t)t|2d <1<02f Z|v](f)|df m=12..,n se[0,T] (41.10)

esitsizligini elde ederiz.

(4.1.9) ve (4.1.10) bagintilarini kullanirsak

TK,
~-(‘r)| dt <

2 t 2
0 ”f Y lp@lar
0 =

t ¢ n
ERCIY Y [y o
m 0 o tz—sz:1|]

veya
|y ()] < TK,? f Z|v,(r)|dr m=1.2,. s €[0,T] (4.1.11)

elde edilir.

Son bagintidaki toplami yaparsak

t

y©) < Klf y(@dr, tel0,T] (4.1.12)
0
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(4.1.11) bagmtisini ve Gronwall esitsizligini (Evans, 1998, pp. 625) kullanirsak
y() =0, t €[0,T]
denkligini elde ederiz.
Bu da
|7, (0)| = 0, m=123,..,n; te[0,T]
veya
v1(t) = 7,(t); t€[0,T]
esitligini verir.

Boylece ispat tamamlanir.
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5. SONUC:

Tezin baglica sonuglari sunlardir:

1) Degisken katsayili hiperbolik denklem tekil Volterra integral denkleme
donlismistiir.

2) Polar c¢ekirdekli integral denklemler yaklagik ardisiklar yontemiyle
¢Oziilmiistiir.

3) Bu integral denklemlerin varlik ve teklik teoremleri ispatlanmustir.






55

KAYNAKLAR

Davis, H. T. 1930. The Theory of the Volterra Integral Equation of Second Kind.

Indiana University Studies, Vol. 17, America.

Evans, L.C. 1998. Partial Differential Equations. Providence,

RI: American Mathematical Society.

Ikowa, M. 1997. Partial Differential Equations and Wave Phenomena. Providence,

RI: American Mathematical Society.

Isik, A. 2004. Application of the Volterra Type Integral Equations for Problem of
Applied Mathematics. Dokuz Eyliil University, Ph.D. Thesis, Izmir.

Kanwal, R.P. 1971. Linear Integral Equations Theory and Technique. Academic
Press, New York.

Lavrent’ev M.M., Savel’ev L. Ya. 1995. Linear Operators and I1l Posed Problems.
N.Y. Nauka Publishers, New York.

Lovitt, W.V. 1950. Linear Integral Equations. Dover Publications Inc., New York
Metin, G. 2011. Sobolev’in Buldugu Fonksiyon Hizli Dalga Denkleminin
Gelistirilmisi ve Genellestirilmesi. Adnan Menderes Universitesi, Fen

Bilimleri Enstitiisii, Yiiksek Lisans Tezi, Aydin.

Mizohata, S. 1973. The Theory of Partial Differential Equations. Cambridge
University Press, USA.



56

Ozkaya, O. 2010. Volterra Iintegral Denklemlerinin Yaklasik Ardisiklar
Yontemiyle Coziimlemeleri. Adnan Menderes Universitesi, Fen Bilimleri

Enstitiisii, Yiiksek Lisans Tezi, Aydin.

Rakesh, R. 2003. An Inverse Problem for a Layered Medium with a Point Source.
Problems 19: 497-506, USA.

Romanov, V.G. 1974. Integral Geometry and Inverse Problems for Hyperbolic
Equations. Springer-Verlag, Berlin.

Romanov, V.G. 1987. Inverse Problem of Mathematical Physics.
VNU Science Press, The Netherlands.

Ross, S. L. 1984. Differential Equations. John Wiley and Sons, New York.

Smirnov, V.I. 1963. A Course of Higher Mathematics. Permagon Press, Vol. IV,
USA.

Sobolev, S.L. 1933. A Generalization of Kirchoff’s Formula. Dokl. Akad. Nauk
SSSR. 6: 256-262.

Volterra, V. 1930. Theory of Functionals and of Integral and Integro-Differential
Equations. Blackie and Son, Ltd., London and Glasgow.

Yakhno, V.G. 1998. Multidimensional Inverse Problems in Ray Formulations for
Hyperbolic Equations. Journal of Inverse and III Posed Problems, VSP,
6(4): 373-386.

Yakhno, V.G. 2001. Inverse problems in Underwater Acoustics, Multidimensional
Inverse Problems for Acoustic Equation in the Ray Statement. Springer -

Verlag, pp.159-184, New York.



57

Yakhno, V.G. 2002. III Posed and Inverse problem, Multidimensional Inverse
Problems for Hyperbolic equations with point sources. VSP, pp.443-468,
The Netherlands.

Yakhno, V.G. and Isik, A. 2003. Volterra Integral Equation Method for Solving
Some Hyperbolic Equation Problems, Selcuk Journal of Appl. Math.
4(2):103-112.

Zauderer, E. 1989. Partial Differential Equations of Applied Mathematics. John
Wiley Sons, New York.






KiSISEL BILGILER

Ad1 Soyadi

Dogum Yeri ve Tarihi
EGITIiM DURUMU

Lisans Ogrenimi

Yiiksek Lisans Ogrenimi

Bildigi Yabanci Diller

59

OZGECMIS

: Maide SEN
: Sultanhisar — 06.10.1985

: Dokuz Eyliil Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi,
Matematik (ingilizce) Bolimii.

: Adnan Menderes Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali.

. Ingilizce, Arapca

BILIMSEL FAALIYETLERI

a) Yayinlar
-SCI
-Diger

b) Bildiriler
-Uluslararasi
-Ulusal

c) Katildig1 Projeler

iS DENEYIMi

Calistig1 Kurumlar ve Yil

ILETiSIM
E-posta Adresi
Tarih

: Ozel Degerli Egitim Kurumlari, 3 Y1l,
MEB, 1 Yil

: maydeshen@gmail.com
:19.07.2012



