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ÖZET 

 

 POLAR ÇEKİRDEKLİ DOĞRUSAL VOLTERRA İNTEGRAL 
DENKLEM SİSTEMLERİ 

  

Maide ŞEN 

  

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı 
Tez Danışmanı: Yrd. Doç. Dr. Ali IŞIK 

2012, 59 sayfa 

 

     Bu çalışmada,  

                                             
  

                                                                                                      
                                                     
             

 

polar çekirdeğe sahip integral denklem sistemi ele alınmıştır. Başlangıç değer 
koşullu, fonksiyon katsayılı hiperbolik denklemin çözümü tekil çekirdeğe sahip 3 
boyutlu Volterra tipi integral denklemini sağlar. Polar çekirdekli lineer Volterra 
integral denklemlerinin varlık ve teklik teoremleri ispatlanmıştır. Tekil integral 
denklemlerin çözümlerinde yaklaşık ardışıklar yöntemi kullanılmış, varlık ve 
tekliğiyle ilgili gerekli teoremler üzerinde durulmuştur.  

 

Anahtar Sözcükler: İntegral denklem sistemi, polar çekirdek, Weierstrass 
teoremi. 
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ABSTRACT 

 

LINEAR SYSTEM OF THE VOLTERRA INTEGRAL EQUATION WITH 

A POLAR KERNEL 

 

Maide ŞEN 

  

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics 

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Ali IŞIK 

2012, 59 pages 

 

In this study,  

                                             
  

                                                                                                      
                                                     
             

 

are considered integral equation with a polar kernel. Initial value problems for 

hyperbolic  equations  with function coefficients  provides integral equation with 

3-D Volterra type. Existence and uniqueness theorems of the volterra integral 

equation a polar kernel are proved. Method of successive approximation used in 

solutions of singular integral equations, existence and uniqueness theorems are 

emphasied.  

Key words : system of integral equations, a polar kernel, Weierstrass theoerms. 
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1.GİRİŞ 

Bir Volterra integral denkleminin        çekirdeği          için sınırlı, yani    

bir sabit olmak üzere  

                        ’nin sabit terimi [     aralığında integre edilebilir ise her     değeri için       
aralığında Volterra integral denkleminin      gibi integre edilebilir bir tek çözümü 

vardır. 

Bir mekanik problemin incelendiği 1823 yılında Abel’in ilk defa integral 

denkleme rastladığı bilinmektedir. Karşılaştığı fiziksel problemin çözümünün 

               
  

şeklinde lineer Volterra integral denklemine indirgenip bu denklemin çözümü yine 

Abel tarafından 1826 yılında verilmiştir. 

İntegral sınırlarının birinin değişken olmasıyla tanımlanan Volterra integral 

denklemlerinin çözümünde yaklaşık ardışıklar yöntemi elverişli bir yöntemdir. Bu 

yöntemle problemin çözümünde varlık ve teklik teoremleri ispatlanmıştır. R’de 

alınan ve homojen olmayan bir dalga denkleminin d’Alambert integral formülüne 

indirgendiği, R2 
ve R

3’de alınan homojen olmayan dalga denklemlerinin de 

Poisson ve Kirchoff integral denklemlerine indirgendiği ve bu integral 

denklemlerinin de yaklaşık ardışıklar yöntemiyle çözülebilineceği O. Özkaya 

tarafından 2010 yılında gösterilmiştir. 

2011’de G. Metin’in Yüksek lisans tezinde başlangıç değer koşullu fonksiyon 

katsayılı hiperbolik denklemin çözümü tekil çekirdeğe sahip 3 boyutlu Volterra 

tipi integral denklemini sağladığı gösterilmiştir. Bu çözümde travel time function  
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        ve Sobolev fonksiyonu         önemli rol oynar. Hiperbolik denklemi                   dönüşümüyle taşıyıcı denkleme indirgenmiştir. Travel time 

fonksiyonu eikonal denkleminin bir çözümü, Sobolev fonksiyonu da taşıyıcı 

denkleminin bir çözümüdür. Sobolev fonksiyonunu bulmak için taşıyıcı denklemi 

yapılandırılmıştır. Bu 3 boyutlu Volterra integral denklemi yaklaşık ardışıklar 

yöntemiyle çözülebilir.  

Bu çalışmada,  

                                            
  

                                                                                                      
                                                     
 

               

 

polar çekirdeğe sahip integral denklem sistemi ele alınacaktır. Bu sistemin çözümü 

yaklaşık ardışıklar yöntemiyle sağlanabilir. 
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2.TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Tanımlar ve Teoremler 

Tanım 2.1.1 İntegral sınırlarından biri    gibi bir değişkene sahip olan integral 

denkleme Volterra integral denklemi, sınırlarından her ikisi birden sabit 

olabileceği gibi biri veya her ikisi birden sonsuz olan denklemlere de Fredholm 

integral denklemleri denir.  

(2.1.1)’te verilen tanıma göre Fredholm integral denklemine ait çekirdek                     karesel bölgesi üzerinde, Volterra integral 

denklemine ait çekirdek                  üçgensel bölgede tanımlanmıştır 

(Romanov, 1974). 

Ayrıca bilinmeyen fonksiyonun türevleri integralin içindeyse buna İntegro 

diferansiyel denklemi denir. 

Tanım 2.1.2         çekirdek fonksiyonu               } aralığında 

sürekli ise integral denklem tekil (singüler) olmayan bir integral denklemdir. Eğer        bu aralıkta sürekli değilse, integral denkleme tekil (singüler) integral 

denklem adı verilir (Lovitt, 1950). 

Tanım 2.1.3 (Düzgün Sürekli Fonksiyon)   ,  ’nin boş olmayan bir alt kümesi 

ve            şeklinde tanımlı bir fonksiyon olsun. Burada   düzgün sürekli 

bir fonksiyondur ancak ve ancak her bir      için bir      vardır öyle ki                    ve                            eşitsizliğini sağlar. 

Teorem 2.1.1 (Birinci Weierstrass Teoremi)          olmak üzere                           için                 ve            nümerik serisi yakınsak olsun. 

O zaman,      ’de                düzgün yakınsaktır. 
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Teorem 2.1.2 (İkinci Weierstrass Teoremi)              serisi      ’de düzgün 

yakınsak ve      ’lerin her biri      ’de sürekli fonksiyon olsunlar. O zaman,            serisi      ’de süreklidir ve  

                    
                       

         
            

olur. Burada              ’dir. 

Teorem 2.1.3 (Gronwall Eşitsizliği) 

i.           ’de negatif olmayan, toplanabilir bir fonksiyon olsun. Öyle ki,          ve         için integral eşitsizliğini sağlar.                                                                                          

O zaman,             için                      ’dir.         (     ) 

ii. Özel olarak, eğer             için                     ise       ’dır. 

İspat:                  olsun. O zaman       ’de  

                          ’dir. 

Gronwall eşitsizliğinin türev formuna göre  

                            bulunur. O zaman         ’den 

                           

elde edilir.  
                                                                                                               



5 

 

 

2.2. Yaklaşık Ardışıklar Metodu 

                         
                                       

integral denklemini ele alalım. 

      için                 olsun. Elde edilecek fonksiyonu       ile 

gösterirsek 

                           
                                      

olur.  ’nin bir fonksiyonu olan integral ifadesi 

                     
                                                       

ile gösterilirse (2.2.2) ifadesi  

                                                                 (2.2.4) 

olur. İlk yaklaşımı  

                                                                                                     

eşitliği şeklinde kabul edersek üçüncü yaklaşım 

                           
                                        

olur. 
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(2.2.4)’ü  (2.2.6)’da yerine yazalım. 

                                      
  

                                             
 

 
   

Burada                           kabul edersek ve (2.2.3)’ü kullanırsak  

                                

olur. Dördüncü yaklaşım ise  

                                         

olacaktır. Yaklaşımlara böylece devam edilirse                     ,       gibi 

bir fonksiyon dizisi elde edilecektir. Sonuçta 

                                                                                                              

şeklinde bir seri olacaktır. Burada 

                                                                                  

olur. (2.2.1) denklemine gidilirse 

                                                                                                 
olur. Buradan da 
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                  elde edilir.  ’nın yeterince küçük seçilmesi (2.2.9)’u 

yakınsak kılar; bu da integral denklemin çözümü olur.      fonksiyonu      ’de 

sürekli ise sınırlıdır. Yani      olmak üzere          ’dır. Benzer şekilde         fonksiyonu        ’de sınırlıdır. Yani      olmak üzere            ’dir. 

(2.2.8)’de elde ettiğimiz eşitlikler şöyle ifade edilir: 

                  
                         

            
                                 

  
                             

                       

                           , 

                      

olur. (2.2.9) serisindeki                ifadelerinin her birinden daha büyük 

olan 

                                              

olur ki, bu (2.2.9)’un majorantıdır.  

Ortak çarpan               dersek  
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ve    ortak parantezinde yazarsak 

                   

geometrik serisini elde ederiz. 

   geometrik serisinin yakınsak olması için       olmalıdır. Buradan 

                                  ’dır. 

2.3. Neumann Serisi    

                         
                                                                        

denkleminde ilk yaklaşımı              yazalım. 

                              denkleminde       dönüşümü yapalım. 

                             
                                                               

olur. 

                           
  

denkleminde         yerine (2.3.2) denklemini yazarsak 
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olur. Burada  

                            
  

dersek; o zaman 

                                                
 

 
  

olur. Bir sonraki yaklaşımda; 

                                               
   

  

                                                       
     

denklem düzenlenirse 

                             
                              

 
 

                       
 

 
            

olur. Burada           ’yi yerine yazarsak ve 
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dersek 

                             
                     

                         
  

olur. 

Yaklaşımlara bu şekilde devam edersek ve        dönüşümü yaparsak 

                             
                  

  

                                                      
 

 
                       

    iken             olacağından                  ’dir. Buradan  

                        
        

                                                            

olur. Burada Neumann Serisi ortaya çıkar. 

2.3.1. Neumann Serisi’nin Yakınsaklığı  

Neumann serisi olarak belirttiğimiz (2.3.4) serisinde      fonksiyonu        

aralığında tanımlanmış sınırlı ve sürekli olduğundan 
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olacak şekilde bir   sayısı bulmak mümkündür. 

        çekirdek fonksiyonu ise             ile sınırlı kare bölgede 

sürekli ve sınırlı olarak tanımlandığından  

                                                            

olarak yazılabilecek bir   sınır değeri bulunabilir. 

                                                                      
  

ifadesine, yukarıda belirlenen koşullarla ortalama değer teoremi uygulanırsa 

                                                  
              

olur. İkinci mertebeden itere çekirdek için bu 

                                                                          

yazılabileceğinden, yaklaşım böylece devam ettirilirse her mertebeden itere 

çekirdek için genel olarak 

                                                                          

eşitsizliği elde edilir. Buna göre 

                                                      
                 

olur. Bu şekilde elde edilen ifadeler (2.3.3) serisinde göz önüne alınırsa elde 

ettiğimiz eşitsizlik 
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şeklinde yazılabilecektir. Bu ise (2.3.3) serisinin majorantı olan bir seridir. Yani 

                               
                    

                 
       

demektir. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki köşeli parantez içi, ortak çarpanı 

                                                                        

olan bir geometrik seridir.  Bu geometrik seri ise 

                                                                         

olması durumunda yakınsak olacağından  

                                                                 
koşulu, (2.3.5)’i yakınsak kılar. Böylece yaklaşık ardışıklar metoduna göre  (2.3.4)  

serisi de bu koşul ile yakınsak olur. 

2.4. İntegral Denklem Sistemleri  

            ve           olmak üzere,    

                    ,                   ) ve               
olduğunu kabul edelim. Bu kabule göre; 
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denklemi integral denklem sistemini belirtir. 

                  mevcut ise    parametresi,  

                                      
olacak şekilde yeterince küçük 

seçilebiliyorsa sistemin çözümü yaklaşık ardışıklar metodu ile yakınsak olur. 

İkinci tip Volterra integral denklemiyle oluşturduğumuz integral denklem sistemi 

şu şekildedir; 

                                                                                                         
  

Burada 

                                             ve                                        

fonksiyonları vektörel fonksiyonlardır. Ayrıca 

                                                                 

çekirdek fonksiyonu kare matris formundadır. Bu sisteme Lineer Volterra İntegral 

Denklem Sistemi denir ve şöyle yazılabilir; 

                                                                   
   

 
   

Denklem sisteminde 
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               ve                                       ’dir.  

2.5. Büyük “ ” Notasyonu 

             yazılabilir öyle ki;  ’nun bir    komşuluğu ve sabit bir     

sayısı varsa o zaman 

                
olur. Dolayısıyla, eğer       sınırlıysa      yaklaştığında  

            ’dir. 

2.6. Polar Koordinatlar 

Teorem 2.6.1         şeklinde tanımlı, sürekli ve toplanabilir bir fonksiyon 

olsun. O zaman, her        noktası için 

                          
  

olur. Özel olarak; her     için 

                                

olur. 

2.7. Eikonal Denklem 

        bir fonksiyon     parametre olmak üzere 
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koşulları altında eikonal denklemini sağlar. 

2.7.1  Eikonal Denklemin Çözümü 

Lemma 2.7.1: 

   pozitif sabit,         olmak üzere                      denklemi 

(2.7.1), (2.7.2) probleminin bir çözümüdür. 

İspat: 

                                  
                               

Lemma 2.7.2 :     pozitif sabit,     sabit olsun. Fonksiyon, 

                                   
Problemin çözümü 
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İspat:                   

                                                       

olsun. Bu fonksiyonlar (2.7.1) denklemini sağlar. 

          ise 

                       
Küresel koordinatları kullanarak, 

                                                           
gösterilmiş olur ve 

                          
                    

                           
                      

olur. 
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veya 

                                    
          için bu bağıntılar  (2.7.3)’te yerine konulursa 

                                                      

elde edilir. 
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3.VOLTERRA İNTEGRAL DENKLEMLERİ 

3.1. Volterra İntegral Denklemleri 

II. cins lineer integral denklemin çözümü, bilinen metotlar kullanılarak farklı 

şekilde elde edilmiştir. İlk önce C. Neumann, J. Liouville (1837) ve Volterra’nın 

ortaya koydukları metottur. 

                           
  

integral denklemi ile verilen      fonksiyonunun, λ’nın bir integral serisi şeklinde 

ifade edilebileceğini göstermişlerdir. Bu seride λ’nın çeşitli kuvvetlerinin 

katsayıları,  ’nin fonksiyonlarıdır. Bu seri ise λ’nın her değeri için yakınsaktır. 

Çözüm elde edilmesi için kullanılan yol ise yaklaşık ardışıklar metodudur. 

Volterra, önemli ve kullanışlı olan bu metodu, bir teorem halinde şu şekilde ifade 

etmiştir. Eğer      ve         fonksiyonları       aralığında sürekli ise integral 

denklemi bu aralıkta her λ değeri için tam ve sürekli bir çözüme sahiptir ve bu 

çözüm yaklaşık ardışıklar metodu ile belirlenir. 

Teorem 3.1.1  İkinci tip lineer Volterra  integral denklemi olarak bilinen 

                          
                                                                  

denkleminde   fonksiyonu        aralığında,   fonksiyonu da           
üçgensel bölgede sürekli olsunlar. Bu takdirde 
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olmak üzere  (3.1.1) denkleminin düzgün ve mutlak yakınsak 

              
                                                                                                     

serisi ile verilen bir ve yalnız bir sürekli çözümü vardır (Davis, 1930). 

İspat: (3.1.1) integral denkleminde λ = 0 için; 

           

olup bunu       ile gösterelim. (3.1.1) denkleminde elde edilecek fonksiyonu       ile gösterirsek 

                             
                                                                    

olur. Buradaki integral  ’nin bir fonksiyonu olacağından, bunu 

                    
                                                                                       

ile gösterirsek (3.1.4) 

                                                                                                                  

şeklinde yazılabilir. İlk yaklaşımı 

                                                                                                                   

ile ifade edersek üçüncü yaklaşımı 
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olacaktır. (3.1.6)’da  (3.1.7)  gereğince       yerine       yazılıp (3.1.8)’de yerine 

konursa    

                        

olup,                                     

                                     
  

                                    
                  

   

olur. Burada      yerine       yazılır. O zaman buna uyularak 

                      
  

      =       + λ      +         

yazılabilecektir. Bunu genelleştirirsek 

                                                          (3.1.9) 

şeklinde bir seri oluşacaktır. Burada 

                        
                           

olur. Buradan (3.1.1) denklemine gidilerek, 



21 

 

 

                                     
                                                                                                                 

    

serisi elde edilir. Buna göre, 

                  

olur. λ’nın mutlak değeri yeteri kadar küçük olursa bu seri düzgün yakınsak olur. 

Çünkü     ’nin tanım aralığındaki sınırı  ,       ’nin tanım bölgesindeki sınırını 

da      ile gösterecek olursak 
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bulunur. Genel terimi  
                 olan seri (bölüm kriteri) yakınsak olduğundan 

Weierstrass kriterinden              serisi       aralığında ve λ  değeri için 

düzgün ve mutlak yakınsaktır. Terimlerin her biri sürekli olan bu serinin düzgün 

yakınsadığı fonksiyonu u ile gösterirsek u süreklidir.  

     fonksiyonu (3.1.1) ile verilen denklemin bir çözümüdür.   
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olur ki bu (3.1.10) serisi yardımıyla verilen      denklemini sağladığını gösterir.  
Ayrıca (3.1.1)  denkleminin çözümü tektir. 

“ 3.2. Yaklaşık Ardışıklar Yöntemiyle İntegral Denklemlerin Çözümü 

Başlangıç ve sınır değer koşullarına sahip hiperbolik denklemler Volterra tipi 

integral denklemlere indirgenebilir. Bu denklemleri yaklaşık ardışıklar yöntemiyle 

çözebiliriz. İkinci tip lineer Volterra integral denklemi olarak bilinen 

                                                                                                   
  

                                                                   (3.2.2) 

olsunlar.             fonksiyonları       aralığında sürekli ise, integral 

denklemlerin bu aralıkta her   değeri için tam ve sürekli bir çözüme sahiptir ve bu 

çözüm yaklaşık ardışıklar yöntemiyle belirlenir. Bu takdirde 

                                       
               

 olmak üzere (3.2.1) denkleminin düzgün (ve mutlak) yakınsak  

                                                           

                                                         

serisi ile verilen bir tek sürekli çözümü vardır. Volterra, önemli ve kullanışlı olan 

bu metodu şu şekilde ifade etmiştir. 
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Teorem 3.2.1 (Varlık Teoremi)                                      

koşulları altında               fonksiyonu  (3.2.1)  no’lu denklemin çözümüdür 

(Romanov V.G,1974). 

İspat: Bu teoremin ispatı için aşağıdaki lemmalara gereksinim vardır. 

Lemma 3.2.1:  Kabul edelim ki,                                           
  0         olsun. O zaman    

                                                                      

olur. 

İspat: Tümevarım yöntemiyle,   

             için                   olur. 

             için                               doğruluğunu kabul edip   

        için                                       olduğunu göstermeliyiz. 
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Lemma 3.2.2: (3.2.2)  koşulları altında             serisi        aralığında 

yakınsaktır. 

İspat:  1. Weierstrass teoreminden 

                                                                    
 yakınsaklığı görülür.                                                                                                        
Lemma 3.2.3:             serisi         aralığında sürekli bir fonksiyondur. 

İspat: 1.Weierstrass teoremi gereği               serisi       aralığında 

yakınsaktır,       fonksiyonu       aralığında süreklidir. O zaman                 toplam fonksiyonu da       aralığında süreklidir. 2. Weierstrass 

teoremi gereği, 
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Lemma 3.2.4:        fonksiyonu  (3.2.1)  denklemini bir çözümüdür. 

İspat: 

                        
                           

                            
                          

   
 

  

                                                          

eşitliğini denklemin her iki tarafına ekleyelim      

                
                          

      
         

                             
                                 

     
  

     için limiti alınırsa 

                                                                 
      

         
İkinci Weierstrass teoremi gereği, 
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Teorem 3.2.2 (Teklik Teoremi) (3.2.1) denkleminin çözümü tektir. 

İspat: (3.2.1) denkleminin çözümünün tek olduğunu göstermek için              

gibi 

                      
                

                          
    

 birbirinden farklı iki çözümü olduğunu kabul edelim. 

                    
                       

olur.     

                    olmak üzere, 

              
       

homojen integral denklemini verir.                olmak üzere                       

                                           
                                                ise                                   
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                         0.                            
Her iki tarafı         ile çarparsak 

          –               0, 

                          [            0. 

   ’dan     ’ye integralini alırsak 

                          –        ,           
                                         0.               

           ve            ise           .               için             0  olur.   

   ) =               olduğundan                olur.                                     
Sonuç: (3.2.3) ile belirtilen seri her λ değeri için düzgün yakınsak olduğundan 

ikinci tip Volterra integral denkleminin çözümünün varlığı λ’dan bağımsızdır.  

3.3. Cauchy Probleminin Volterra İntegral Denklemine İndirgenmesi 

            ,   pozitif bir sabit,                                   
                     olmak üzere homojen telegraf denklemi 

                                                                              (3.3.1) 

                                                                                       (3.3.2) 
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olsun. Amacımız telgraf denklemi için bu Cauchy problemini çok katlı Volterra 

tipi integral denkleme indirgemektir. Bu integral denklemin çözümü için yaklaşık 

ardışıklar metodu kullanılacaktır. 

Teorem 3.3.1 :  (3.3.1) problemi  (3.3.2) koşulları altında  

                                                             
                                                                             

olmak üzere 

                                                       
                            

integral denklemini sağlar. 

İspat :         ,  (3.3.1)  ve (3.3.2)’nin çözümü olsun.  

                          

olmak üzere           fonksiyonu 

                                                  

(3.3.3) 

                                                      

(3.3.4) 

eşitlikleri yardımıyla 
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(3.3.4)’ten 

                                               
                                                                         
veya  

                                             
Son eşitliği        Sobolev fonksiyonuyla çarparsak; 

                                                                               

(3.3.5) 

      fonksiyonu aşağıdaki gibi seçilirse 

                                                                    

(3.3.6) 

        düzgün fonksiyon olmak üzere  

                                                                                                 

(3.3.7) 
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(3.3.8) 

(3.3.7)’i  (3.3.8)  denkleminde yerine koyduğumuzda  

                                               
veya   

                                                   (3.3.9)  

                                                            

(3.3.10) 

elde edilir.                                                                                                                         
 3.4. Polar Çekirdekli Lineer Volterra İntegral Denklemleri 

  verilen herhangi bir pozitif sayı ve          aralığında bir değişken olsun. Lineer 

Volterra integral denklemini  

                               
                                                   

şeklinde düşünelim. 

          ve         fonksiyonunu         aralığında sınırlı kabul 

edelim.  Öyle ki;         ,            ve           için   ve  ’ye göre süreklidir. 

Buna göre, (3.4.1) denkleminin            için sürekli ve tekil bir çözümü vardır. 

Bu çözümü Neumann serisi formunda,  
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şeklinde elde ederiz. Öyle ki; 

          , 

                                        
                                       

olur. Burada         yazarsak; 

                                             
  

                                               
                                  

elde edilir. 

Teorem 3.4.1 (Varlık Teoremi)      ve        fonksiyonlarının yukarıda verilen 

şartları sağladığını kabul edelim. Öyleyse  (3.4.1)  denkleminin tek bir çözümü             vardır ve bu çözüm yaklaşık ardışıklar yöntemiyle belirlenir. 

İspat:  Bu teoremin ispatı için aşağıdaki lemmalara gereksinim vardır. 

Lemma 3.4.1: (3.4.1) teoremini sağlayan şartlar altında  

                                                             
                                     

koşullarını kabul edelim. O zaman 
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                                                                                                                            (3.4.5) 

İspat: Tümevarım yöntemiyle; 

      için                                                       

                                                                 

                                                                  
         alırsak                                    

                                                                   

                                                                

       dönüşümü yaparsak            ve integral sınırları 0 ve       olur.  

Buradan, 

                                                                  

olur. 
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elde edilir. 

(3.4.3) eşitliğinin her iki tarafını              ile çarpıp 0’dan  ’ye integral alırsak 

                                      
                

 
 

                              

denklemini elde ederiz. 

 Burada değişken dönüşümü yaparsak  

                                
   

                                   

eşitsizliği elde edilir.                                                                                                             
Lemma 3.4.2: 

                       
                                                               

İspat: 

    dönüşümü yaparsak;  

                  
eşitliğin türevinden  
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olduğunu görürüz. Buradan, 

                        
 

             
              

olur. (3.4.7) denkleminin sol tarafı  

                    
   

şeklinde yazılabilir. 

        dönüşümünü kullanarak son integralde 

                                                                                    
sonucunu elde ederiz. Böylece Lemma 3.4.2’nin ispatı tamamlanır. 

Şimdi Lemma 3.4.1’in ispatına devam edelim. İspatladığımız Lemma 3.4.2’yi  

(3.4.3) denkleminde kullanırsak; 

                 
                   

                                               

olur. 
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(3.4.3) ve (3.4.8) kullanırsak;  

                              
  

                                     
  

                            
                    

elde edilir. 

Sonuç olarak 

                                        
                                             

eşitsizliği elde edilir. 

(3.4.9) eşitsizliği aşağıdaki iki bağıntı şeklinde yazılabilir. 

                          
                                   

                            
                                   

Lemma 3.4.3:  Teoremin koşulları altında             serisi      ’de düzgün 

yakınsaktır. 
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İspat:   

           serisini iki serinin toplamı olarak düşünürsek  

       
                       

            
              

     
Lemma 3.4.1’den              serisinin yakınsak nümerik bir seri tarafından 

majorize edildiğini görürüz. Yani, 

        
                           

   
 

    

ve 

          
                             

   
 

    

 olur. Birinci Weierstrass teoremi gereği                    serisi yakınsak 

olduğundan                ve                serileri de yakınsak olur. 

Dolayısıyla            serisi de         aralığında düzgün yakınsak olur.               
                                                                                                                                                

Lemma 3.4.4 (3.4.1) teoreminin koşulları altında              serisini her bir         terimi       ’de sürekli fonksiyondur. 

İspat:  

         fonksiyonu      ve   ’ye göre            ve             için süreklidir ve  
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ifadesi           için  -1’den 1’e ,  ’ye göre integrallenebilir. (Lavrent’ev, 1997, 

sf. 99) teoremine ve (3.4.3) ve (3.4.4) bağıntılarına göre; serinin her bir terimi       ’de süreklidir. 

Lemma 3.4.3, Lemma 3.4.4 ve İkinci Weierstrass teoremine göre  

                  sürekli fonksiyondur. 

Şimdi                  fonksiyonunun (3.4.1) denkleminin bir çözümü 

olduğunu göstereceğiz. 

Teoremin İspatı:  (3.4.3)’daki eşitliği 1’den   ’ye kadar toplayalım. O zaman; 

                           
                                       

   
 

  

olur. Eşitliğin her iki tarafına               ekleyelim.  

                       
                                       

   
 

  

eşitliğini elde ederiz.      dönüşümünü ve 2. Weierstrass teoremini kullanırsak 
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elde edilir. Buradan                   eşitliğinin (3.4.1) denklemini sağladığını 

buluruz. Böylece ispat tamamlanır.  

Teorem 3.4.2 (Teklik Teoremi) (3.4.1) teoreminin koşulları altında (3.4.1) 

denkleminin çözümü         sınıfında tektir. 

İspat:      ve      iki farklı çözüm olsunlar. 

                                                  diyelim.  

                                                   
         

eşitliğini yazabiliriz. Buradan,  

                                                     
                                 

eşitsizliğini elde ederiz.  

Eşitsizliğin her iki tarafını               ile çarpıp 0’dan   ’ye integralini alırsak 
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buluruz. 

 Sonuç olarak;  

                                                     
                

                              

eşitsizliğini elde ederiz. 

(3.4.10) ve (3.4.11) eşitsizliklerini kullanırsak  

                                              
                      

     
veya 

                                          
                                                 

olur. 

(3.4.12)  ve Gronwall eşitsizliğinden (Evans, 1998, sf.625)   
                                                      

yani  

                                                       

bulunur. Dolayısıyla denklemin tek bir çözümü vardır. 
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4. POLAR ÇEKİRDEKLİ TEKİL LİNEER VOLTERRA 

İNTEGRAL DENKLEM SİSTEMLERİ 

İkinci tip Volterra integralleriyle oluşturduğumuz integral denklem sistemi şu 

şekildedir: 

                                                                                              
  

Burada; 

                             ve                               vektörel 

fonksiyonlardır.   

                      çekirdek fonksiyonu       bir kare matristir. 

Bu koşullar ile 

                
           

        
   

                      
olmak üzere; (4.1.1) sistemi şu şekilde yazılabilir: 

                                                             
   

 
  

Bu sisteme Polar Çekirdekli Lineer Volterra Denklem Sistemi denir. 

Kabul edelim ki; 
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olsun. Öyle ki,           fonksiyonu            için    ve  ’ye göre sürekli olsun. 

Buna göre (4.1.1) sisteminin           için sürekli bir çözüm belirttiğini 

göstereceğiz. 

Bunun için çözümü Neumann serisi formunda arayacağız: 

                                                                                                                             
    

Burada  

                      
                  

              
      

     
                                                                          

  

(4.1.3) bağıntısında          için                dönüşümü yapılırsa 

şekildeki gibi yazılabilir: 

                                                                                                  
  

Teorem 4.1.1 (Varlık Teoremi) 

  verilen herhangi bir pozitif sayı olsun.       ve         ,                          ,  fonksiyonlarının  integral denklem sistemleri için 

yukarıda verilen şartları sağladığını kabul edelim. Öyleyse (4.1.1) integral 

sisteminin tek bir çözümü vardır:  
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şeklindeki bu çözüm yaklaşık ardışıklar yöntemiyle belirlenir. 

İspat:  

Bu teoremin ispatı için aşağıdaki lemmalara ihtiyaç vardır. 

Lemma 4.1.1: Teorem 4.1.1’in şartları altında  

                                                                                                
    

                                                        
koşullarını kabul edelim. O zaman, 

                                                            

ve  

                                                                         
İspat: Tümevarım yöntemini kullanalım.  (4.1.3) denkleminde   

     için            
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bağıntısı sağlanır. (4.1.3) denklemi kullanılarak 

    için    

                                                
   

 
  

bulunur. Son bağıntıdan  

                              
   

 
             

                             
elde edilir. 

Şimdi     için düşünelim. (4.1.3)’teki bağıntılar  

                                                             
   

 
  

                                                                                                 (4.1.5) 

şeklinde yazılabilir. 

                                        dersek (4.1.5)’ten  
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eşitsizliği elde edilir. Son bağıntıları topladığımızda  

                    
                  

                                            

                                         
Eşitsizliğin her iki tarafını                ile çarpıp 0’dan   ’ye integralini alırsak 

ve daha önce elde ettiğimiz sonuçları kullanırsak  

                                                      
 

 
 

 
      

                                                         
                  

veya 

                    
                       

                             

                                                       

eşitsizliklerini elde ederiz.  (4.1.6) ve (4.1.7)  eşitsizliklerini kullanırsak 

                      
             

                                                   
         

bağıntısını buluruz. 
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Sonuç olarak; Lemma 4.1.1 deki tanımladığımız      koşulunu kullanırsak 

                        
                                         

bağıntısına ulaşırız. Dolayısıyla (4.1.8) bağıntısı  

                                               
                                 

                                           
                                

şeklinde yazılabilir. 

Lemma 4.1.2: Teorem 4.1.1’in koşulları altında                serisi          

için       ’de düzgün yakınsaktır. 

İspat:                serisini iki serinin toplamı olarak düşünelim. 

          
                             

               
                 

     
Lemma 4.1.1’den         için                 serisinin yakınsak sayısal bir seri 

tarafından majorize edildiğini görürüz. Yani,               serisini oluşturan 

seriler yakınsak olduğundan, 

                          ve                                                    
bağıntılarına göre, Birinci Weierstrass Teoremi gereğince               serisi      ’de düzgün yakınsak olur. 
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Lemma 4.1.3: Teorem 4.1.1’in koşulları altında           fonksiyonu       ’de 

sürekli bir fonksiyondur. 

İspat:          fonksiyonu    ve   ’ye göre          ve          için süreklidir 

ve  

                                       

ifadesi           için  -1’den 1’e,  ’ye göre integrallenebilir. (Lavrent’ev, 1997, 

sf. 99) teoremine  ve  (4.1.3)  ve  (4.1.4) bağıntılarına göre; serinin her bir terimi       ’de süreklidir. 

Lemma 4.1.4:             olmak üzere               serisi       sürekli 

fonksiyonuna  düzgün yakınsaktır. 

İspat: Lemma 4.1.2’den  Birinci Weierstrass Teoremi gereği               serisi      ’de düzgün yakınsaktır. Burada, Lemma 4.1.3’ten           fonksiyonu yani                serisinin her bir terimi      ’de sürekli bir fonksiyondur. İkinci 

Weierstrass Teoremini gereğince,      dönüşümünü yapıp limit aldığımızda                           olduğunu görürüz. Böylece               serisi        sürekli fonksiyonuna düzgün yakınsaktır. 

Lemma 4.1.5: Teorem 4.1.1’in koşulları altında,                      fonksiyonu, 

(4.1.1) integral denkleminin bir çözümüdür. 
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İspat: (4.1.3) denklemini düşünelim. Denklemdeki eşitliğin her iki tarafının     ’den   ’ye toplamını alalım. 

          
                                                     

   
 

  

Burada eşitliğin her iki tarafına                 eklersek,          için 

                    
                                      

   
 

  

veya  

          
                                             

   
 

  

olur.     dönüşümü yapıp, İkinci Weierstrass Teoremi gereği her iki tarafın 

limitini alırsak,  

                
                                            

   
 

   
                                            

       
   

                                   
  

elde edilir. Böylece                        eşitliği (4.1.1) denklemini sağlar ve 

ispat tamamlanır. 
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Teorem 4.1.2 (Teklik Teoremi) 

Teorem 4.1.1’in koşulları altında, (4.1.1) denkleminin        sınıfında bir ve 

yalnız bir çözümü vardır. 

İspat:  

        ve        , (4.1.1) denkleminin iki farklı çözümü olsunlar.  

                     olduğunu kabul edelim.  O zaman, 

                            
     

veya 

                                                           
   

 
  

olur. Buradan 

                                     
   

 
                            

                                    
   

 
                        

eşitsizliğini elde ederiz. 

Bu eşitsizliğin her iki tarafını              ile çarpıp,  ’dan  ’ye integralini 

alırsak, 
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bulunur. Sonuç olarak, 

                                                           
   

 
                 

  

eşitsizliğini elde ederiz. 

 (4.1.9) ve (4.1.10) bağıntılarını kullanırsak 

                             
   

 
                           

   
 

  

veya 

                             
   

 
                                                  

elde edilir. 

Son bağıntıdaki toplamı yaparsak 
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(4.1.11)  bağıntısını ve  Gronwall eşitsizliğini  (Evans, 1998,  pp. 625) kullanırsak 

                                                                               
denkliğini elde ederiz. 

Bu da  

                                                                              
veya 

                                                           
eşitliğini verir. 

Böylece ispat tamamlanır. 
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5. SONUÇ: 

Tezin başlıca sonuçları şunlardır: 

1) Değişken katsayılı hiperbolik denklem tekil Volterra integral denkleme 

dönüşmüştür. 

2) Polar çekirdekli integral denklemler yaklaşık ardışıklar yöntemiyle 

çözülmüştür. 

3) Bu integral denklemlerin varlık ve teklik teoremleri ispatlanmıştır. 
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