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OZET

POLINOMLARA DAYALI YAKLASIMLARLA SAYISAL ENTEGRASYON
IFADELERININ URETILMESI, DEGERLENDIRILMESI VE DOKUMANTASYONU
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Fen Bilimleri Enstitlisti
Bilgisayar Miihendisligi Anabilim Dal1
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2024, 65 Sayfa

Sayisal entegrasyon, c¢esitli bilimsel disiplinlerde karsilasilan birgok problemin
icerdigi matematiksel hesaplamalarin 6nemli bir bilesenidir. Polinom yaklagimi gibi
degisik yontemler yardimiyla farkli dogruluk diizeylerine sahip entegrasyon ifadeleri
tiretilebilmektedir. Bu c¢alismada polinomlara dayali yontemler kullanilarak sayisal
entegrasyon ifadelerinin firetilmesi, degerlendirilmesi ve dokiimantasyonunun yapilmasi
amaglanmistir. Calisma kapsaminda gelistirilen yazilim uygulamasi, polinom derecesi ve
noktalar kiimesi gibi bilgilerden olusan bir girdi dosyas:t kullanmaktadir. Bu bilgiler,
JavaCC arac1 ile dosya sozdizimine uygun olarak olusturulan bir LL(1) ayristiricisi
tarafindan soyut s6zdizim agaci denilen bir veri yapisina doniistiiriilmektedir. Bir Visitor
tasarim deseni kullanilarak aga¢ yapist iizerinden gergeklestirilen matematiksel
hesaplamalar yardimiyla sayisal entegrasyon ifadeleri iiretilmektedir. Hesaplama siireci
polinom ifadelerinin agilimi, lineer denklem sistemine doniisiim, Gauss eliminasyon
yonteminin uygulanmasi, ifadelerin diizenlenmesi ve degerlendirilmesi, islem adimlarinin
PDF dokiimanina aktarilmasi gibi asamalardan olusmaktadir. Uygulama bilesenlerinin
Java cevrelerine entegre edilebilmesi ile entegrasyon hesaplamalarinin programlama
stireclerine destek verilmektedir. Ayrica, ifade iiretim adimlarinin dokiimantasyonu ile

entegrasyon yontemlerinin 6grenimine énemli bir katki saglanacagi, degerlendirilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Sayisal entegrasyon, bi¢cimsel gramerler, simgesel hesaplama,

dokiiman formatlama
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SUMMARY

GENERATION, EVALUATION AND DOCUMENTATION OF NUMERICAL
INTEGRATION EXPRESSIONS WITH POLYNOMINAL-BASED APPROACHES

Ozgiir AKINCI

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Computer Engineering Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Hiiseyin PEHLIVAN
2024, 65 Pages

Numerical integration is an important component of mathematical calculations in
many problems encountered in various scientific disciplines. Several techniques, including
polynomial approximation, can be used to derive integration equations with varying
degrees of accuracy. This study aims to produce, evaluate and document numerical
integration expressions using methods based on polynomials. The software application
developed within the scope of the study uses an input file consisting of information such as
polynomial degree and set of points. An LL(1) parser made in compliance with the file
syntax using the JavaCC tool transforms this information into a data structure known as an
abstract syntax tree. Numerical integration expressions are produced with the help of
mathematical calculations performed on the tree structure using a Visitor design pattern.
The calculation process consists of stages such as expansion of polynomial expressions,
transformation to linear equation system, application of Gaussian elimination method,
editing and evaluation of expressions, and transfer of processing steps to PDF document.
The integration of application components to Java environments supports the programming
processes of integration calculations. In addition, it is evaluated that the documentation of
expression generation steps will make a significant contribution to the learning of

integration methods.

Key Words: Numerical integration, formal grammars, symbolic computation, document

formatting

Vil



Sekil 1.
Sekil 2.
Sekil 3.
Sekil 4.
Sekil 5.
Sekil 6.
Sekil 7.
Sekil 8.

SEKILLER DIiZiNi

Sayfa No
“3+5 *2” ifadesinin SOZAIZIM AZACT .....eevviiiiiiieiiiiic e 11
“inta=Db + ¢;” ifadesinin SOZAIZIM AZACT .....covveviiiiriiiie e 11
YaMUK YONEEIMT ...t 18
TR 1510 11151 18
Web arayiizii ile parametre tanimil..........occeeiveerieiiieiieniee e 23
Soyut S6ZdIZImM aZACT (TEXP) ..eeuveeririiiieiiieiie st 24
Soyut s6zdizim aZact (EXP).....veiieiiiiiiieiiiieii s 25
sinx + cos2(y) = 1 denklemi ile olusturulan kapali bolge ...........ccevvviiiiiienninnnn 32



TABLOLAR DiZiNi

Sayfa No
Tablo 1. Girdi doSyast OTNIEET (TXT) .evvvvvreirrrieiiiiieiiiiieiiiee st e siee e e e e be e e e rneeseeas 24
Tablo 2. Uygulamanin SOZdizim SINIT ........ccviviiiiiiiiiiiciceee e 26
Tablo 3. Pn(x) polinomunun genel DIGIMI .......c.ccveverieiereniiiiesieee e 27
Tablo 4. P2(x) polinomunun m_list={0,1,2} i¢in diizenlenmesi............c.ceevrvrrrrverrerruernns 27
Tablo 5. Katsayl Matrisi = L ......ccooiiiiiiiiiiiieiie e 28
Tablo 6. KatSayl MALTIST = 2 ...c.veiieeiieiiiiieiie et 28
Tablo 7. Gauss eliminasyon yonteminin uygulanmasi...........ccooveiiiiiiiniieiinnseeneseees 28
Tablo 8. Katsayl COZUMICTI. ......c.viiieiiiieiieiie s 29
Tablo 9. P2(x) polinomunun integrali ...........cooviiiiiiiiiieeee e 29
Tablo 10. P2(x) polinomunun integralinin dizenlenmesi.........ccoccevververerenieniniesiesiennennns 30
Tablo 11. integrali ReSAPIAMA .........cccevvevreireriircies ettt 30
Tablo 12. Plus SOZAIZIM SINIT ....eeiuiiiiiiiiiiii e 35
Tablo 13. Texp SOZAIZIM SINIT.....ccuviiiiiiiiicice e 35
Tablo 14. Matematiksel gosterimler ve LaTeX dili i¢in polinomlarin diizenlemesi........... 36
Tablo 15. Girdi degerlerinin kKullanilmast ...........ccooivviiiiiii e 37
Tablo 16. Metot gagrimlart ile entegrasyon..........ccecvvveiieiiiiiiieii e 37
Tablo 17. Yontemsel karsilagtirma - L........oooouiiiiiiiiiii s 38
Tablo 18. Yontemsel Karsilagtirma = 2.........cocvveiiiieiiiieiiie s 40
Tablo 19. Sonug karsilastirma tablosu — L........ccooiiiiiiiii e 41
Tablo 20. Sonug karsilastirma tabloSu — 2.........coviiiiiiiiiiiic e 42
Tablo 21. Sonug karsilagtirma tabloSu — 3.........oouiiiiiiiieiie e 43
Tablo 22. Farkli dereceli polinomlar entegrasyonlarini karsilastirilmasi............ccooeveeneee. 44
Tablo 23. Polinom derecesine gore tiiretilen integral ifadeleri ...........cccoceveiiiiiiniiicnenn, 45



LL(k)
AST

n

p(x)
JAVACC
AST

SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Bir dilin belirli bir tiirdeki ayristirma yontemini ifade eder
: Soyut s6zdizim agaci

: Orneklem biiyiikliigii

: Polinom

: Java Compiler Compiler

: Abstract Syntax Tree (Soyut S6zdizim Agaci)

Xl



1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Sayisal entegrasyon, Ozellikle miihendislik problemlerinin i¢erdigi matematiksel
hesaplamalarda kullanilan 6nemli bir ¢oziimleme aracidir. Bir¢ok sayisal ¢oziimleme
yonteminin temelini olusturan polinomlar, entegrasyon ifadelerinin belirlenmesinde ve
degerlendirilmesinde de etkili bir yaklasim sunarlar. Polinomlar, karmasik matematiksel
problemleri sadelestirmek ve sayisal entegrasyon islemlerini optimize etmek icin temel
ara¢ olarak kullanilmaktadir.

Sayisal yontemler, matematiksel problemlerin ¢oziimlerini belirli bir hata payi ile
gerceklestirirken, simgesel yontemler hata icermeyecek sekilde ¢6zmeye ¢alismaktadir.
Matematigin analitik ¢6zliim iiretemedigi veya yiiksek hesaplama karmasikligina sahip
oldugu durumlarda sayisal yontemler kullanilmaktadir. Simgesel yontemler hatasiz sonug
hedeflemesine ragmen, endiistriyel uygulamalarin gerektirdigi hizdan yoksundur. Sayisal
yontemler ise, ¢iktilarin dogrulugunu kesin olarak garanti edemese de verimlilik agisindan
simgesel hesaplamalara gore daha avantajhidir. Sayisal entegrasyon, belirli integralin
degerine sonlu bir toplam ile yaklasir ve genellikle interplasyon polinomu yardim ile
¢oziime ulagir. Fonksiyon degerlerinin belirli bir setindeki noktalardan gegen bir polinom
elde edilirken en yakin sonuca ulasilmaya calisilir.

Integral hesaplamalar;, matematik ve bilim diinyasinda temel bir role sahiptir.
Integral kavramu bir fonksiyonun alanini veya hacmini hesaplama siirecini ifade eder ve
genis bir uygulama yelpazesinde 6nemli sonuglar dogurur. Hesaplamalarin asir1 karmasik
hale geldigi durumlarda sayisal entegrasyon yontemleri uygulanarak birgok matematiksel
problem c¢oziilebilmektedir. Gergek hayat problemlerinde integral hesaplamalarinin
dogrudan analitik olarak ¢oziilememesi sik¢a karsilasilan bir durumdur. Ornegin, karmasik
fiziksel sistemlerin modellenmesi veya miihendislik problemlerinin ¢6ziimii sirasinda,
integral ifadeleri genellikle karmasik ve analitik olarak ¢6ziimii imkéansiz olabilir. Bu
noktada sayisal entegrasyon yontemleri devreye girerek, bu tiir problemlerin pratik
¢Oziimlerini miimkiin kilar.

Fizik ve miihendislik gibi disiplinlerdeki bir¢ok bilimsel problem karmagik
matematiksel modellerle agiklanirlar. Bu modeller genellikle integral ifadelerini igerir ve

analitik olarak ¢oziimlenmeleri miimkiin olmayabilir. Sayisal entegrasyon olmazsa, bu tiir



modellerin ¢oziimii biiylik oOlgiide kisitlanir ve problemlerin gergekci bir sekilde
modellemesi zorlasir. Istatistik ve veri bilimi alanlarinda, ¢ogu temel islem integral
hesaplamalarina dayanir. Ornegin, olasihik dagilimlarinin altinda kalan alanlarm
hesaplanmas1 veya bir veri setinin Ozet istatistikleri, integral kullanilarak elde edilir.
Sayisal entegrasyonun olmamast durumunda, bu hesaplamalarin dogru ve etkili bir sekilde
yapilamayacagi gibi, istatistiksel sonuglarin gilivenilirligi de onemli 6lciide azalabilir.
Miihendislikte, elektrik, mekanik veya kimyasal sistemlerin analizinde de integral
hesaplamalar1 sik¢a kullanilir. Ornegin, enerji dagiliminin veya akiskan dinamiginin
modellenmesi integral yontemlerini gerektirir. Sayisal entegrasyon, bu tiir sistemlerin
davraniglarinin  6ngoriilmesini ve optimizasyonunu kolaylastirir. Ayrica, bilimsel ve
miihendislik uygulamalarinda, dogrudan integral hesaplamalarinin miimkiin olmadigi
durumlar da vardir. Ornegin, bir maddenin sicaklik dagilimmi hesaplarken, siirekli bir
sicaklik profili altinda kalan enerjinin toplamini bulmak i¢in integral kullanabiliriz. Ancak,
bu integralin analitik olarak ¢oziilmesi zor veya imkansiz olabilir. Bu gibi durumlarda
sayisal entegrasyon yontemleri, dogru sonuglar elde etmek i¢in vazgegilmezdir. Fiziksel
sistemlerin simiilasyonlar1 ve hesaplamali fizik ¢alismalari, genellikle integral ifadelerini
iceren denklemlerle modellenir. Ozellikle karmasik sistemlerin dinamiklerini anlamak ve
gelecekteki durumlart tahmin etmek i¢in integral hesaplamalari Onemlidir. Sayisal
entegrasyonun olmamasi durumunda, bu tiir simiilasyonlarin dogrulugu ve giivenilirligi de
ciddi sekilde etkilenebilmektedir. Sonug¢ olarak, sayisal entegrasyon yontemlerinin
gerekliligi, analitik ¢oziimiin imkansiz veya pratik olmadigi durumlarda ortaya cikar.
Gergek hayat uygulamalarinda, matematiksel modellerin ve hesaplamalarin karmasikligi
nedeniyle, integral hesaplamalarinin dogrudan analitik olarak yapilamamasi sik rastlanan
bir durumdur. Bu nedenle, sayisal entegrasyon teknikleri, matematiksel modelleme,
bilimsel hesaplama ve miihendislik uygulamalarinda 6nemli bir ara¢ olarak kabul edilir ve
bu alandaki gelismeler, sayisal analizin temel taslarindan birini olusturur.

Polinomlara dayali sayisal entegrasyon yontemleri, miithendislik disiplinlerinde uzun
yillardir kullanilan temel araglardan biri olmustur. Newton-Cotes formiilleri gibi klasik
yontemlerden baglayarak, glinlimiizde kullanilan adaptif ve iteratif yontemlere kadar
uzanan bir gelisim siireci izlenmektedir. Bu yontemlerin bilgisayar teknolojilerindeki hizli
ilerlemeyle birlikte daha da giliclenmesi, miihendislik analizlerinin dogrulugunu ve
verimliligini artirmistir. Gelecekte, yapay zeka ve makine 6grenimi gibi teknolojilerin bu

alandaki etkileriyle birlikte, daha karmasik problemlerin ¢éziimii i¢in yeni ydntemler



gelistirilmesi beklenmektedir. Ozellikle derin 6grenme modelleri, yiiksek boyutlu
integrallerde ve karmasik geometrilere sahip problemlerde yeni ufuklar agabilir.

Miihendisligin hemen her alaninda polinom bazli sayisal entegrasyon yontemlerine
rastlamak miimkiindiir. Otomotiv endiistrisinde, ara¢ simiilasyonlarindan c¢arpisma
testlerine kadar genis bir uygulama alani bulan bu yontemler, araglarin giivenligi ve
performansinin artirtlmasinda énemli bir rol oynamaktadir. Havacilik sektoriinde ise ugak
kanat tasarimi, roket motorlarinin performans analizi gibi kritik uygulamalarda
kullanilmaktadir. Enerji sektoriinde riizgar tiirbinlerinin tasarimi, niikleer reaktorlerin
giivenlik analizleri gibi alanlarda da bu yoOntemlerin 6nemi biiyiiktiir. Biyomedikal
miithendisliginde ise MR goriintiileme, ilag gelistirme gibi alanlarda karmasik biyolojik
sistemlerin modellenmesinde kullanilmaktadir.

Gilinlimiizde, miithendisler polinom bazli sayisal entegrasyon yontemlerini uygulamak
i¢in ¢esitli yazilim araglarindan yararlanmaktadir. MATLAB, Python (SciPy, NumPy) gibi
popiiler yazilimlarin yani sira, GNU Octave, Scilab gibi acik kaynakli alternatifler de
bulunmaktadir. Bu yazilimlar, kullanict dostu araylizleri ve genis bir fonksiyon
kiitiiphanesi sayesinde miihendislerin karmasik hesaplamalari kolayca yapmalarini
saglamaktadir. Acik kaynak projeler, hem akademik hem de endiistriyel kullanimlarda
onemli bir rol oynamakta ve bu yontemlerin daha genis kitlelere ulasmasina katkida

bulunmaktadir.

1.2. Tezin Amaci

Bu tezde, metinsel girdilerle belirtilen bir noktalar kiimesini kullanarak sayisal
entegrasyon ifadelerinin tiiretilmesi, Java programlama c¢evrelerine entegrasyonunun
saglanmasi ve hesaplama adimlarinin matematiksel notasyonlara uygun olarak bir PDF
dokiimanina aktarilmasi amaglanmistir. Girdi verisinin sdzdizimine iliskin JavaCC
formatinda yapilan tanimlamalar ile bir dil ayristiricisi i¢in kaynak kod tiretimi yapilmistir.
Ayristirict kaynak veriye hiyerarsik bir yap1 kazandirarak sézdizim agaci olusturmaktadir.
Entegrasyon ifadeleri, sozdizim agaci iizerinde gergeklestirilen yapisal doniisiimler ve
matematiksel hesaplamalar yardimiyla tiretilmektedir. Bu kapsamda bir doniisiim polinom
ifadelerinin genisletilmesi ve dogrusal denklem sisteminin diizenlemesine yonelik

uygulanmaktadir. Ifadelerin degerlendirilmesi, programlama ¢evrelerinden kullanimi ve



dokiiman igeriginin olusturulmasi siireg¢lerinde sdzdizim simiflarindan ve Visitor tasarim
deseninden yararlanilmistir.

Sembolik  yaklagimlar,  polinomlar  {izerinden sayisal integrasyonun
gergeklestirilmesinde giiclii bir yontem olarak 6ne ¢ikmaktadir. Bu baglamda, sembolik
hesaplama yontemleriyle tiiretilen entegrasyon ifadelerinin dogrulugu ve verimliligi,
sayisal analiz ve miihendislik uygulamalar1 agisindan biiyiik bir 6nem arz etmektedir. Tez
caligmasi, bu siireclerin etkin ve verimli bir sekilde gergeklestirilmesine olanak taniyan
onemli bir yenilik sunmaktadir.

Bu tezdeki bulgular, lisans diizeyli sayisal analiz derslerindeki programlama
uygulamalarma daha kapsamli katki saglayacaktir. Ogrencilerin polinom interpolasyonu,
niimerik quadrature ve diger ilgili konulardaki kavrayislarinin derinlestirilmesine yardimci
olacaktir. Ayrica, tezde gelistirilen algoritmalar ve kodlama metodolojileri, 6grencilerin bu
konular1 daha iyi anlamalarin1 saglamanin yani sira pratik uygulamalarda basvuru kaynagi
olabilir ve miihendislik fakiiltelerindeki lisans diizeyindeki matematik derslerine de entegre
edilebilir. Ornegin, diferansiyel denklemler dersinde, sayisal ¢dziim ydntemleri anlatilirken
polinomlara dayali entegrasyon yontemlerine yer verilebilir. Bu sayede 6grenciler, teorik

bilgileri gergek diinya problemlerine uygulama becerileri kazanabilirler.

1.3. Literatiir Taramasi

Fauziyah ve arkadaslart (2021), diizensiz sekilli bir alanin sayisal integrasyon
yontemi kullanilarak hesaplanmasi {izerine odaklanmislardir. Caligmada, Trapez yontemi
kullanilarak, bilinmeyen bir fonksiyon tarafindan sinirlanan bir alanin hesaplanmasi ele
alimmustir. Bu yontem, fonksiyonun belirli bir aralikta dogrusal bir polinom ile yaklagik
olarak ifade edilmesi ve bu sekilde alanin tahmin edilmesi esasina dayanmaktadir.
Arastirma, Bati Java Eyaletinin alanim1 hesaplamak amaciyla gergeklestirilmistir.
Sonuglar, tahmini alanin gercek alana yakinliginin, kullanilan boliim sayisinin artmasiyla
birlikte iyilestigini gostermistir. Bu c¢alisma, diizensiz sekilli alanlarin hesaplanmasinda
Trapez yontemi'nin etkinligini vurgulamakta ve boliimlerin sayisinin sonuglar lizerindeki
etkisini ortaya koymaktadir.

Sanir (2021)’mn ¢alismasinda ise, sayisal entegrasyon tekniklerinden olan Gauss
Kuadratoriinii  kullanarak sayisal entegrasyonun hesaplanmas: ile ilgili uygulamali

orneklere yer verilmistir. Benzer sekilde, diger yontemler ile Gauss Kuadratdrii’niin



kiyaslanmasina da deginilmistir. Calismanin ¢iktilarinda ise, Gauss kuadratorii’niin diger
yontemlere gore en biiylik avantajinin N+1 noktanin kullanildigi durumlarda derecesi
2N+1 olan polinomlar1 tam olarak integre edebilmesi ve bu sebeple ¢ikan sonuglarin diger
yontemlere gore daha keskin oldugu belirtilmistir.

Casas ve arkadaslar1 (2021), OpenAPl/Swagger spesifikasyonunun yazilim
gelistirme siireglerindeki kullanimini ve uygulamalarin1 derinlemesine incelemistir.
OpenAPI, ya da daha yaygin olarak bilinen adiyla Swagger, web API’lerinin (REST,
RESTful vb.) tanimlanmasinda referans bir standart haline gelmistir ve bu nedenle birgok
arastirma makalesinin merkezinde yer almaktadir. Bu c¢alisma, OpenAPl/Swagger
spesifikasyonunun ¢esitli yazilim gelistirme faaliyetlerindeki kullanimlarini, bu
siireglerden elde edilen yazilim {iriinlerini ve kapsadigi alanlar1 kapsamli bir sekilde
derlemeyi amaglamaktadir. Analiz edilen literatiir taramasinda, 2011 ile 2020 yillar
arasinda yayimlanan toplam 47 makale ele alinmigtir. Bu makaleler, spesifikasyonun
kullanimina iligkin gelistirme faaliyetlerini, iirettigi yazilim dirlinlerini ve bu iriinlerin
dogrulamasini igcermekte, ayrica kapsadigi alanlari da referans almaktadir. Sonuglar,
OpenAPI/Swagger spesifikasyonunun ¢esitli yazilim gelistirme aktivitelerine katkida
bulundugunu ve en belirgin sekilde dokiimantasyon iyilestirmesi sagladigini (%43)
gostermektedir. Benzer sekilde, makalelerin %77’si  web APl tiiketicilerinin
gereksinimlerine ve sorunlarma ¢6ziim sunmaktadir. Gorevlerin otomasyonu, cesitli
araclara dayanarak, %68 oraninda en yaygin sonu¢ olarak One c¢ikmaktadir. Ayrica,
incelenen ¢aligmalarin %40°1 belirli bir alan1 (IoT, Bulut Bilisim vb.) kapsamaktadir. Bu
calisma, OpenAPI/Swagger spesifikasyonunun yazilim gelistirme siireclerinde nasil etkili
bir ara¢ oldugunu ve ¢esitli alanlarda sagladig1 katkilar1 ortaya koymaktadir.

Sayisal ¢oziimleme ve entegrasyon yontemleri hakkinda literatlirde yeteri kadar
calisma olmasa da benzer ¢aligmalar analiz edilmistir. Pehlivan (2019) yaptig1 ¢alismada,
matematigin analitik ¢6ziim liretemedigi veya yliksek hesaplama karmasikligina sahip
oldugu durumlarda sayisal yontemlerin kullanildigini belirtmistir. Sayisal yontemlerin
programlanabilmesini saglayan bir programlama dilinin tasarimini gergeklestirmis ve bu
dilde yazilan kaynak kodun degerlendirmesini yapabilen bir yorumlayici gelistirmistir.
Calismanin  6nemli sonuglarindan biri olarak bu tezin igerigine ve uygulamanin
gergeklestirilmesine oldukca yardimci olmus ve 11k tutmustur.

Ding ve arkadaslar1 (2011) tarafindan gergeklestirilen ¢alisma, frezeleme igleminin

kararliligimi 6ngdérmek amaciyla gelistirilmis bir sayisal semayr ele almaktadir. Bu



calismada, frezeleme dinamikleri, rejeneratif etkinin dikkate alinmasiyla integral denklem
formunda temsil edilmistir. Frezeleme siireci, analitik ¢6ziimiin miimkiin oldugu serbest
titresim fazi1 ve yaklasik ¢6ziim gerektiren zorlanmis titresim fazi olmak iizere ikiye
ayrilmistir. Zorlanmis titresim fazi sirasinda integral denkleminin sayisal ¢oziimiini elde
etmek icin, ilgi alanindaki zaman aralig1 esit sekilde ayrilmis ve Newton-Cotes veya Gauss
integrasyon formiilleri kullanilarak integral terimi yaklasik olarak hesaplanmigtir. Sistem
i¢in bir periyottaki durum ge¢is matrisi olusturulduktan sonra, Floquet teorisi kullanilarak
frezeleme kararliligr Ongoriilmiistiir. Yazarlarin sundugu oOrnekler, onerilen yaklagimin
yiikksek verimlilik ve dogruluga sahip oldugunu gostermektedir. Bu calisma, frezeleme
islemlerinde kararlilik analizine yonelik sayisal yontemlerin gelistirilmesine dnemli bir
katki saglamaktadir.

Emiris (1998) tarafindan yayinlanan ¢alismada ise, sembolik ve sayisal hesaplama
yontemleri bir araya getirilerek, bu yontemlerin ortak kullanimiyla yeni bir yaklasim
gelistirilmistir. Ayrica, sembolik ve sayisal yontemlerin avantajlarini birlestirmenin neden
o6nemli oldugu konusuna vurgu yapilmis, ne tiir problemlere ¢6ziim sagladigi konusunda da
bilgiler verilmistir. Emiris, sembolik ve sayisal hesaplama arasindaki hassasiyet ve
dogruluk farklarin1 da inceleyerek hangi durumda hangi yaklagimin daha verimli oldugu
konusuna da deginmistir.

Smyth (1997), sayisal integrasyonun, ozellikle kesin matematiksel entegrasyonun
miimkiin olmadig1 durumlarda belirli bir integralin yaklasik degerini bulma siireci lizerinde
durmustur. Bu siireg, Ozellikle marjinal yogunluk fonksiyonlarinin veya rastgele
degiskenlerin beklenen degerlerinin gerektigi istatistiksel analizlerde 6nem kazanmaktadir.
Calismada, Trapez yontemi, Simpson kurali, Newton-Cotes formiilleri, Clenshaw-Curtis
integrasyonu ve Gauss Quadrature gibi klasik tek degiskenli quadrature yontemleri ayrintili
olarak ele alimmistir. Cok boyutlu integrasyon (cubature) i¢in kullanilan kiiresel adaptif
yontemler, polinomsal dereceli kurallar, kafes (lattice) yontemleri ve Monte Carlo
integrasyonu gibi c¢esitli yontemlerin olanaklar1 ve sinirlamalar iizerine de kapsamli bir
inceleme sunulmustur. Smyth, bu yoOntemlerin uygulanabilirligine yonelik mevcut
yazilimlara da detayli referanslar vermistir. Bu c¢aligma, sayisal analizde integral
hesaplamalarinin  6nemli bir bileseni olan quadrature yontemlerinin anlasilmasi ve
uygulanmasi agisindan temel bir kaynak niteligindedir.

Herceg (2010) yaymladigi makalesinde GeoGebra araglar1 kullanarak lise

ogrencilerinin sayisal integrasyonu daha iyi anlamalarini saglamayi amaglamaktadir. Kesin



integral kavrami genellikle Riemann toplamlariyla tanitilir ve bu kavramin anlasilmasi
ogrenciler i¢in zor olabilir. Makalede, GeoGebra kullanarak sayisal entegrasyonun adim
adim gorsel ve etkilesimli bir sekilde dgretilmesi dnerilmektedir. Ogrencilerin her adimi
gorsel yardimlarla manuel olarak yapabilmeleri, entegrasyonun temel prensiplerini daha iyi

anlamalarini saglar.

1.4. Sayisal Integral ve Uygulamalari

Sayisal analiz, matematigin dnemli bir dali olup, matematiksel problemlerin sayisal
cozlimlerini bulmak icin ¢esitli yontemler gelistirir. Bu yontemlerden biri de sayisal
integraldir. Sayisal integral, bir fonksiyonun belirli bir araliktaki integralini, yani alanini
yaklagik olarak hesaplamak i¢in kullanilan yontemler biitiinidiir. Genellikle fonksiyonun
analitik olarak entegre edilemedigi durumlarda ya da fonksiyonun sadece belirli
noktalardaki degerlerinin bilindigi durumlarda kullanilir. Sayisal integral, miihendislikten
ekonomiye, fizikten biyolojiye kadar genis bir uygulama alanina sahiptir. Matematiksel
olarak, integral, bir egrinin altindaki alam1 ifade eder ve bu alani bulmak i¢in bir
fonksiyonun integrali alinir. Ancak bazi fonksiyonlar i¢in bu integral analitik yontemlerle
bulunamaz veya hesaplamasi son derece karmasik olabilir. Bu gibi durumlarda sayisal
integral yontemleri devreye girer. Sayisal integrasyon, bir integralin tanimina dayali
olarak, egri altinda kalan alan kiigiik pargalara boliip her bir parganin alanini hesaplayarak
toplam alan1 bulma prensibine dayanir. Bu kiigiik parcalar, fonksiyonun {izerinde
tanimlandig1 araligin belirli sayida alt araliga boliinmesi ile elde edilir. Her bir alt araliktaki
fonksiyon degerleri kullanilarak bu alt araliklarin alanlar1 hesaplanir ve tiim alanlar
toplanarak fonksiyonun integrali yaklasik olarak bulunur. Sayisal integrasyon yontemleri,
bir integralin belirli araliklar igindeki degeri igin bir tahmin saglar. Bu yontemler,
fonksiyonun egrisini kii¢lik dilimlere boler ve bu dilimlerin alanlarini toplar. Dilimlerin
sayis1 arttik¢a, sayisal sonug analitik sonuca daha fazla yaklasir.

Sayisal integral, cok cesitli bilimsel ve miihendislik alanlarinda yaygin olarak
kullanilan bir tekniktir. Fizik ve miihendislik disiplinlerinin ¢esitli alanlarindaki
problemlerin ¢dziimiinde hayati bir rol oynar. Ornegin, elektrik alan ve manyetik alan
hesaplamalari, yapilarin stres ve gerilme analizleri, aerodinamik kuvvetlerin tahmini gibi
bircok problemde sayisal integrasyon kullanilir. Ayrica, 1s1 transferi ve akiskanlar dinamigi

gibi alanlarda da yaygin olarak uygulanir. Ekonomi ve finans alaninda, olasilik yogunluk



fonksiyonlar1 ve risk analizi gibi konularda sayisal integrasyon yontemleri siklikla
kullanilir. Ornegin, opsiyon fiyatlandirma modellerinde (Black-Scholes modeli gibi),
olasilik dagilimlarinin entegrasyonu i¢in sayisal yontemlerden yararlanilir. Bu yontemler,
yatirim kararlarinin optimize edilmesinde ve risk yonetiminde de biiylik Onem tagsir.
Biyolojik ve tibbi arastirmalarda sayisal integral, cesitli biyolojik siireclerin modellenmesi
ve analizi i¢in kullanilir. Ornegin, ila¢ dagilimi ve metabolizmasi, hiicre biiyiime modelleri
ve sinir sistemi simiilasyonlar1 gibi alanlarda sayisal integrasyon yontemleri kullanilarak
onemli sonuclar elde edilir. Bilgisayar grafiklerinde, 151k yayilimi ve golgeleme
modellerinde sayisal integrasyon teknikleri uygulanir. Ozellikle 15181n bir yiizeyden nasil
yansidigini veya gecirildigini modellemek i¢in Monte Carlo yontemleri kullanilarak 11k
simiilasyonlar1 yapilir.

Sonu¢ olarak, sayisal integral, matematiksel integrallerin yaklasik c¢oziimlerini
bulmak i¢in kullanilan etkili ve ¢ok yonlii bir tekniktir. Cesitli yontemler ve teknikler
sayesinde, analitik ¢oziimiin miimkiin olmadigit veya zor oldugu durumlarda,
fonksiyonlarin altindaki alanlarin yaklasik hesaplanmasi saglanir. Bu yontemlerin genis
uygulama alani, sayisal integrasyonun Onemini ve pratikteki degerini acik¢a ortaya
koymaktadir. Fizik, miihendislik, ekonomi, biyoloji ve daha pek c¢ok alanda, sayisal
integrasyon yontemleri, karmasik problemlerin ¢6ziimiinde vazgecilmez araglar arasinda

yer almaktadir.

1.5. Aynstiricilar

Bilgi teknolojilerinde, verilerin dogru bir sekilde islenmesi ve anlamlandirilmasi,
modern yazilim sistemlerinin temel yapi taslarindan biridir. Bu siirecin merkezinde yer
alan ayrnistiricilar (parsers), bir dilin veya veri formatinin kurallarini izleyerek ham girdileri
anlamli ve islenebilir yapidaki veriye doniistiiren araglardir. Ayristiricilar, programlama
dillerinin derleyicilerinden veri isleme yazilimlarina, web tarayicilarindan veri tabam

sistemlerine kadar genis bir yelpazede kritik rol oynamaktadir.

1.5.1. Sozdizim Analizi

S6zdizim analizi, bilgisayar bilimlerinde ve dilbilimde, bir dilin gramer kurallarina

gore ifadelerin yapisal analizini yapan bir siirectir. Bu analiz, bir dilin belirli bir giris



dizesini (6rnegin, bir programlama dilindeki kodu) alir ve bu girisin gramer kurallarina
uygun olup olmadigini belirler.

S6zdizim analizi genellikle bir derleyici veya yorumlayicinin bir pargasi olarak
kullanilir ve bu asamada kodun yapisal dogrulugu kontrol edilir. Bu analiz, kodun hangi
yapiya sahip oldugunu belirlemek igin bir sézdizim agacini (parse tree) olusturur. Ornegin,
bir programlama dilinde bir if-else ifadesi yazarken sézdizimi analizi, ifadenin dogru
yapida olup olmadigini ve tiim pargalarin (kosullar, bloklar vb.) uygun sekilde
yerlestirildigini kontrol eder.

Ayristirma siirecinde belirli bir dilin veya formatin s6zdizimsel kurallar1 kullanilarak
ham girdi analiz edilir ve daha yiiksek seviyeli bir yapiya doniistiiriilir. Bu siireg,
genellikle iki ana asamadan (Tokenization, Parsing) olusur. Tokenization (belirtecleme)’da
ham girdi, anlamli en kiiciik birimlere yani belirteclere (token) boliiniir. Ornegin, bir
programlama dilinde, bir satirdaki anahtar kelimeler, operatorler, degisken isimleri ve
semboller belirte¢ olarak tanimlanir. Parsing (parse etme)’de ise ayristirici, belirtegleri
analiz ederek, dilin gramer kurallarina gore yapisal bir temsilini olusturur. Bu temsil
genellikle bir soyut sozdizim agaci (AST) seklinde olur. Bu agag, girdinin mantiksal
yapisini temsil eder ve dilin grameri ile uyumlu olup olmadigini kontrol eder.

Ayrstiricilar, kullanilan yontem ve algoritmalara gore cesitli kategorilere (LL, LR,
Recursive Descent) ayrilabilir. Kaynak veriyi soldan saga dogru analiz eden ve en sol
tiretimi kullanan araglar, LL (Left-to-right, Leftmost derivation) ayristiricilari olarak
bilinirler. LL(k) aynistiricilari, k belirteg ileriye bakis kullanarak girdiyi analiz ederler;
ornegin, LL(1) aynstiricilari, sadece bir belirteg ileriye bakis yapar. Bu tiir ayristiricilar
genellikle iistten asagiya (top-down) bir yaklagimla ¢alisir. LR (Left-to-right, Rightmost
derivation) ayristiricilart, girdiyi soldan saga dogru analiz ederken en sag tiiretimi
kullanarak calisan araclardir. LR ayristiricilari, ileri yonde belirli bir derinlige kadar
bakarak girdiyi analiz edebilir ve bu sayede daha karmasik dil yapilarinin islenmesine
olanak tanir. LR(1) ayristiricilari, yaygin olarak kullanilan bir alt tiirdiir ve genellikle alttan
yukartya (bottom-up) bir yaklasim kullanir. Recursive Descent ayristiricilar ise, genellikle
elle yazilan ve dilin gramerine gore fonksiyon g¢agrilari kullanilarak olusturulan iistten
asagiya ayristiricilardir. Her bir gramer kurali, ayristiricida bir fonksiyon olarak temsil
edilir ve bu fonksiyonlar, belirte¢ akisini islemek icin kendilerini veya diger fonksiyonlari

cagirir.
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Ayristiricilar, yazilim mithendisliginde ve bilgi teknolojilerinde birgok kritik alanda
hizmet vermektedir. Bunlarin basinda programlama dillerinin  derlenmesi, veri
formatlarinin islenmesi ve dogal dil isleme uygulamalar1 gelir. Derleyiciler, bir
programlama dilinde yazilmis kodu makine diline veya bir ara koda gevirmek igin
ayristiricilart kullanir. Ayristiricl, kaynak kodu alir, bunu belirteglere boler ve gramer
kurallarina gore analiz eder. Analiz sonucu {iiretilen soyut s6zdizim agaci, kodun anlamin
temsil eder ve bu temsil, sonraki derleme asamalarinda kullanilir. XML, JSON ve CSV
gibi yapilandirilmis veri formatlari, ayristiricilar kullanilarak islenir. Bu formatlardaki
veriler anlamli bir veri yapisina doniistiiriilerek uygulamalarin daha kolay erismesi ve
manipiile etmesi saglanir. Metinlerin s6zdizimsel analizi, ciimlelerin dil bilgisi kurallarina
gore ayristirilmasi ve anlamlandirilmasi icin ayristiricilar kullanilir. Bu sekilde metinler
daha ileri diizeyde islenebilir ve anlamlari ¢ikarilabilir.

Ayristiricilarin dogru ve verimli bir sekilde tasarimi, yazilimin genel performansini
ve giivenilirligini dogrudan etkileyebilmektedir. Dolayisiyla, ayristiricilar lizerine yapilan
caligmalar, yazilim miihendisliginin temel taslarindan biri olarak kabul edilmektedir.
Gelecekte, ayristiric teknolojilerinin daha da gelismesi ve farkli alanlarda daha genis

uygulama bulmasi beklenmektedir.

1.5.2. Sozdizim Agaglan

Sozdizim agaglar1 (“"parsing trees” ya da "syntax trees" olarak da bilinir), gramer
kurallarina gore bir dilin ifade yapisin1 gosteren agac yapilaridir. Bir dil (6rnegin, bir
programlama dili veya dogal bir dili) ifadesinin gramer kurallarina uygun olarak nasil
¢Ozlimlendigini gorsel olarak temsil eder. Bu agag, climledeki her bir kelime veya
semboliin gramatik olarak nasil birbiriyle iliskili oldugunu gosterir.

So6zdizim agaclari, genellikle dilin bir ifadeyi nasil anladigin1 veya yorumladigini
anlamak i¢in kullanilir. Programlama dillerinde, sézdizim agaclari, bir derleyici veya
yorumlayicinin kaynak kodunu anlamak ve ¢alistirmak i¢in kullandig i¢sel bir yapidir.

Basit bir aritmetik ifadeyi, 6rnegin 3 + 5 * 2 ifadesini ¢oziimlemeye ¢alisalim. Bu

ifade bir sdzdizim agaci olarak Sekil 1’deki gibi temsil edilecektir.
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Sekil 1. “3 + 5 * 2” ifadesinin sozdizim agaci

Ayrica, C dilindeki basit ifadeyi (int a =b + c;) diisiinelim. Benzer sekilde sozdizim

agaci Sekil 2°deki gibi olusturulacaktir.

Sekil 2. “inta="b + ¢;” ifadesinin s6zdizim agaci

Sozdizim agag tiirleri “Somut S6zdizim Agac1” (Concrete Syntax Tree - CST) ve
“Soyut Sozdizim Agaci” (Abstract Syntax Tree - AST) olmak iizere iki gesittir. AST’de
ifadenin mantiksal yapisini temsil eden diigiimler bulunur. Gereksiz parantezler veya
belirli dil yapilar1 ¢ikartilmistir. AST’ler daha ¢ok derleyicilerde kullanilir. CST’ler ise
ifadenin tam anlamiyla her yoniinii (parantezler, operatorler vb.) degerlendirir. Kaynak
kodunun gramerine tam olarak uygundur.

S6zdizim agaglari, bir dilin ciimlelerini veya ifadelerini anlamlandirmak ve bu
anlamlandirmay1 bir yap1 olarak temsil etmek icin oldukca etkilidir. Bu agaglar, dilin
gramerine uygun olarak, ifadeleri veya ciimleleri analiz etmek icin temel bir arag¢ olarak

kullanilir.
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1.5.3.  Aynstiric1 Uretecleri

Ayristirict tretegleri (parser generators), belirli bir dilin gramerini, bir dizi kurala
dayali olarak tanimlamaniza olanak tanir ve bu kurallardan bir ayristiriciyr otomatik olarak
olusturur. Ozellikle dil isleme, derleyici olusturma veya metin analizi gibi alanlarda
faydalidir. Bir ayristirici iireteci, genellikle iki ana bilesenle (gramer tanimi, otomatik
ayristirict olusturma) calisir. Gramer tanimi, ayristiricinin anlayacagi dilin kurallarini
tamimlar. Bu kurallar genellikle baglam bagimsiz gramerler (Context-Free Grammars —
CFG) olarak ifade edilirler. Otomatik ayristirici olusturma bileseni ise, gramer tanimindan
yola ¢ikarak, belirli bir dilde yazilmis metinleri analiz edebilecek bir ayristirict olusturur.
Giliniimiizde oldukca sik kullanilan popiiler ayristirict tiretecleri vardir ve bunlarin basinda,
JavaCC (Java Compiler Compiler), YACC (Yet Another Compiler Compiler) ve ANTLR
(Another Tool for Language Recognition) gelmektedir. Bu tez kapsaminda, ayristirict
olarak JavaCC tercih edilmistir.

JavaCC (Java Compiler Compiler), Java programlama dili i¢in bir ayristirict
olusturma aracidir. Genellikle derleyici yazilimi gelistirmek, dillerin gramerlerini
¢Ozlimlemek ve soyut s6zdizim agaglar1 (AST) olusturmak i¢in kullanilir. JavaCC, bir dilin
gramer tanimini alir ve bu tanima dayali olarak bir ayristirict ve gerekli kelimesel
analizleyici (lexer) {retir. JavaCC, programcilarin karmasik dil ¢ozlimleyicileri
yazmalarii kolaylastiran giiclii bir aragtir ve genis bir yelpazede programlama dillerinin
yorumlayicilarini ve derleyicilerini gelistirmek igin kullanilir. Ornegin, bir programlama
dilinin gramerini tanimlayip bu tanima gore bir parser olusturmak miimkiindiir. Veritaban
sorgu dilleri veya 6zel dosya formatlar1 gibi belirli veri tiirlerinin islenmesini kolaylastirir.
Ornegin, kod stilini kontrol eden araclar veya kodu baska bir formata déniistiiren araglar
gelistirmek icin kullanilabilir.

JavaCC'nin temel isleyisini anlamak i¢in basit bir Ornek iizerinden gidilebilir.
Ornegin, aritmetik ifadeleri ¢oziimleyen bir parser yazmak isteyelim. Bu parser, toplama
ve cikarma islemlerini tanimlayan basit bir gramer iizerinde calisabilir. Oncelikle,
cozlimleyecegimiz dilin gramerini tanimlariz. Bu tanim JavaCC'de .jj uzantili bir dosya
icinde yapilir. Bu gramer tanimim yaptiktan sonra, JavaCC komutuyla (javacc
SimpleParser.jj) parser olustururuz. Bu komut, gramer tanimina dayali olarak Java smiflari
olusturur. Bu siniflar1 derleyip ¢alistirdigimizda, belirtilen grameri ¢oziimleyen bir parser

elde ederiz. Boylece karmasik gramer yapilarini ve dil tanimlarini ¢ézmek ve bu tanimlara
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uygun parser'lar tiretmek mimkiin olur. JavaCC, ozellikle Java ekosisteminde yaygin
olarak kullanilan bir aragtir ve sundugu esneklik sayesinde ¢esitli projelerde kullanilabilir.
Dil ¢oziimleme ve derleyici gelistirme alanlarinda c¢alisanlar i¢in vazgecilmez bir aragtir.
Gelistiriciler, JavaCC'yi kullanarak kendi dillerini tanimlayabilir ve bu diller i¢in parser'lar

olusturabilir ve dil ¢oziimleme siireglerini otomatiklestirebilirler.

1.6. Dogrusal Denklem Sistemleri

Dogrusal denklem sistemleri, birden fazla bilinmeyeni i¢eren ve her bir denklemdeki
bilinmeyenlerin katsayilar1 ile bilinmeyenlerin ¢arpimi toplaminin sabit bir degere esit
oldugu denklemlerden olusan sistemlerdir. Bu tiir denklemler, genellikle matematik,
miihendislik, ekonomi ve fizik gibi alanlarda karsilasilan problemlerin ¢oziimiinde
kullanilir. Ornegin, bir elektrik devresinde akimlarin dagilimi, bir ekonomik modelde talep
ve arz dengesi gibi birgok durum, dogrusal denklem sistemleriyle modellenebilir. Bir
dogrusal denklem sistemi, genel olarak asagidaki formda ifade edilir.

11X + A%y + -+ apx, = by

a21x1 + 322X2 + e+ a2an = b2

Adm1X1 + Am2Xo + -+ aman = bm
Bu denklemler, matris formunda daha kompakt bir sekilde yazilabilir. Bir dogrusal

denklem sistemi, matris ve vektorlerin yardimiyla asagidaki sekilde ifade edilir:

AX=B
a;1 A1z .. Qqp Xq b,
dz1  dzz .. Azp xz} b,
A= , X = . , B =
ISTRSUR R IR ) B

Burada:
e A sistemin katsayilarini igeren m*n boyutunda bir matrisi temsil eder.
e X, bilinmeyenleri i¢ceren n*1 boyutunda bir siitun vektordiir.
e B, denklemlerin sag tarafindaki sabit degerleri igeren m*1 boyutunda bir

sutun vektordur.
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Dogrusal denklem sistemlerini ¢6zmek icin c¢esitli yontemler bulunmaktadir. En
yaygin kullanilan yontemler arasinda tiggen matris, Gauss eliminasyon ve ters matris

yontemleri yer alir.

1.6.1.  Alt Ucgen ve Ust U¢cgen Matris Yontemleri

Alt iggen matris yontemi, bir dogrusal denklem sistemi AX=B seklinde verildiginde,
A matrisinin alt liggen matris (tiim elemanlar1 sifir olan bir iist iggen matris) formunda
olmas1 durumunda kullanilir. Ust iiggen matris yontemi ise, A matrisinin iist icgen matris
(tim elemanlar1 sifir olan bir alt tiggen matris) formunda oldugu durumlarda kullanilir. Bu
yontemlerde, geriye dogru ya da ileriye dogru yerine koyma islemi ile hizli bir sekilde
¢Oziime ulagilir.

Bu yontemler, 6zellikle matrisin belirli bir yapiya sahip oldugu durumlarda (6rnegin,
ticgen matrisler) oldukca etkilidir. Alt ticgen yontemi (forward substitution) ve iist {iggen
yontemi (backward substitution), sirasiyla alt ilicgen ve iist ilicgen matrislerdeki
denklemlerin ¢oziimiinde kullanilir. Bu yontemlerin hesaplama karmasikligi, genel olarak
O(n"2) olarak ifade edilir. Bu, her bir denklemin ¢6ziimiiniin bir 6énceki denkleme bagh

oldugu ve bu nedenle ¢6ziim siirecinin ardisik olarak ilerledigi anlamina gelir.

1.6.2. Gauss Eliminasyon Yontemi

Gauss eleminasyon yontemi, dogrusal denklem sistemlerini ¢6zmek i¢in kullanilan
bir algoritmadir. Bu yoOntem, o6zellikle birden fazla denklem ve bilinmeyen igeren
sistemlerde ¢0ziim bulmak amaciyla kullanilir.  Dogrusal denklem sistemlerinin
¢Oziimlerini bulmak i¢in sistemin matris formunu kullanarak ¢oziim siirecini basitlestirir.
Bu yontem, her bir adimda matrisin seklini degistirerek sistemi daha basit bir forma
(genellikle tiggen forma) getirir, ardindan bu basit form iizerinden ¢6ziime ulasilir.

Bu yontem ile ¢oziimlemeler 5 temel adimdan (baslangi¢c matrisinin olusturulmasi,
oncelikli eleman sec¢imi, satir diizenlemeleri, geriye dogru ikili ¢oziimleme, sonuglar
kontrol etme) olugmaktadir. Baglangi¢c matrisinin olusturulmasi adiminda, denklem sistemi
genisletilmis matris formunda yazilir. Oncelikli eleman segimi(pivotlama) adiminda,
matristeki ana diyagonal {izerinde ve genellikle ilk satirdaki (veya mevcut satirdaki) en

bliylik mutlak degere sahip olan eleman segilir. Bu eleman, pivot olarak adlandirilir. Bu
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adim, hesaplama hata olasiliin1 azaltir ve sayisal stabiliteyi artirir. Satir diizenlemeleri
adiminda ise, pivot elemani, aymi silitundaki diger elemanlarin sifir olmasi igin satir
islemleri yaparak, matrisi tist iggen formuna (sifirlarin alt kisminda yer aldigi) getirilir.
Bunu yapmak i¢in, diger satirlar1 pivot elemanla oranlayarak gerekli islemler yapilir.
Geriye dogru ikili ¢oziimleme adiminda da, iiggen formdaki matrisi kullanarak,
bilinmeyenleri bulmak icin geri dogru ¢dziimleme yapilir. Ik olarak en alt satirdaki
bilinmeyen ve ardindan iist satirlardaki bilinmeyenler sirasiyla ¢6ziiliir. Sonuglar1 kontrol
etme adiminda ise, ¢oziim setine gore dogrulama yapilir ve gerekli ise ¢oziimdeki herhangi

bir hata i¢in tekrar kontrol gerceklestirilir.

1.6.3. Ters Matris Yontemi

Eger A matrisi kare bir matris ise (yani m=n), o zaman ¢6ziim X=A"1B formunda
bulunabilir. Burada A~!, A matrisinin tersini ifade eder. Bu yontem, 6zellikle kiiciik
boyutlu sistemler i¢in kullanighdir. Ancak, biiyiikk boyutlu sistemlerde ters matrisin
hesaplanmasi, olduk¢a zaman alici ve hesaplama agisindan pahali olabilir. Ters matris
yonteminde hesaplama adimlar1 sirasiyla, denklemlerin matris formuna doniistiiriilmesi,
matrisin tersinin bulunmasi ve ters matris ile sonug vektoriiniin ¢arpilmasidir.

x+2y=5
3x—y=2
Ust boliimdeki denklem sistemini ele alacak olursak, ilk adim olarak matris formuna

doniisiim islenin gerceklestirilmesi gerekecektir.

a=l; 4 o=l

Daha sonra A matrisinin determinanti alinarak, matrisin tersinin bulunmasi
saglanmalidir.

det(4) = (1x(-1))—-(2%3)= -1-6= -7

ATl = ! x adj(a)
det(4)

Adjoint (adjungate) matrisin elemanlarinin bulunmasi saglanir (A’nin kofaktor
matrisini bulup, transpoze edilir). Boylece A matrisinin tersi kolayca bulunabilir (Adjoint

matrisin det(A)'ya boliinmesiyle ters matris elde edilir).

adj(A) = [é —21]
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ATl = i>l< [:é _12] =

2
7
-7 -1

N W -

7

Ters matris yontemi ile ¢oziimii bulmak igin, sonug vektdrii olan B ile A~ ¢arpilir ve
denklem ¢o6ziimii bulunur.

2 1 2 4
7 [5]:;*5 7*2 | 7|
ey 2 -2
7 7 7 7

Dolayisiyla, ¢oziim x~1.29 ve y=1.86 olur. Bu, denklemlerin ¢6ziimiinii ters matris

= A-1p = 3 1.29]

— 11.86

NlwN R
|
=
\llu"'.lxllm
N |BNlo

yontemiyle nasil bulabileceginizi gosterir.

1.7. Saysal Integral Hesaplama Yontemleri

Sayisal integral hesaplama yontemleri, genellikle analitik ¢oziimler bulmanin zor
oldugu durumlarda kullanilir. En sik kullanilan sayisal integral hesaplama yontemlerinden

bazilar1 Riemann, Orta Nokta, Trapez, Simpson, Boole yontemleridir.

1.7.1. Riemann Yoéntemi

Riemann yontemi, sayisal integrasyonun temel yontemlerinden biridir ve bir
fonksiyonun belirli bir araliktaki integralini yaklasik olarak hesaplamak icin kullanilir. Bu
yontem, integral hesaplamanin geometrik anlamini kullanir ve bir egrinin altindaki alani
bulmak i¢in o egrinin altindaki bolgeyi kiiclik dikdoértgenlere boler ve bu dikddrtgenlerin
alanlarin toplar.

Riemann toplami, genellikle integralin gercek degerine yakindir, ancak bu
yaklasimin dogrulugu dikdortgenlerin sayisina (yani n degerine) baghdir. n arttikca,
Riemann toplami1 gercek integral degerine daha yakin olur. Ayrica, Riemann yontemi, hem
stirekli hem de parcali siirekli fonksiyonlar i¢in kullanilabilir, ancak fonksiyonun diizgiin
bir sekilde tanimlandigi araliklarda daha dogrudur.

Riemann yontemi iki temel adimda (aralik belirleme, dikdortgenlerin yiiksekligini
belirleme, toplam alan hesaplama) aciklanabilir. Aralik belirleme adiminda, f(x)
fonksiyonu ve [a,b] araligi verilir. Daha sonra bu arallk n esit uzunlukta
araliga(dikdortgenlerin taban genisligi) boliiniir. Her bir alt araligin genisligi ise asagidaki

formiil kullanilarak hesaplanir.
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b—a
n

Ax =

Dikdortgenlerin yiiksekligini belirleme adiminda ise, dikddrtgenlerin yiikseklikleri,
fonksiyonunun belirli noktadaki degerine gore belirlenir. Bu nokta, her bir alt araligin sol
ucu, sag ucu veya ortasi olabilir. Bu segime gore, Riemann toplaminin ti¢ farkli tiirti (Sol
Riemann toplami, Sag Riemann toplami ve Orta Nokta Riemann toplami) vardir. Sol
Riemann toplaminda dikdértgen yiiksekligi alt araligin sol ucundaki f(x;) degerine esittir.
Sag Riemann toplaminda dikdortgenlerin yiiksekligi alt araligin sag ucundaki f(x;.1)

degerine esitken, Orta Nokta Riemann toplaminda ise, alt araligin orta noktasindaki
f (%) degerine esittir. Toplam alan hesaplama adiminda da, tiim dikdortgenlerin

alanlar1 toplanarak yaklasik integral degeri elde edilir. Riemann toplamlar1 igin genel

formiil asagidaki gibidir.

1.7.2. Orta Nokta Yontemi

Orta nokta yontemi, sayisal integral hesaplamada kullanilan basit bir yontemdir. Bu
yontem, bir fonksiyonun belirli bir aralikta (a, b) integralini yaklasik olarak hesaplamak

i¢in kullanilir. Bu ydntemde, Ilk olarak, integral alinacak aralik [a,b] belirlenir. Bu aralik, n
esit parcaya boliiniir. Her bir parcanin genisligi AX:% olur. Ardindan, her bir aralik i¢in,
orta noktalar belirlenir (x; = a + (i — 0.5) Ax). Son olarak, her bir par¢acigin genisligi Ax

ile orta noktadaki fonksiyon degeri ¢arpilir ve tiim bu ¢arpimlarin toplami ise integralin

yaklasik degerini verecektir. Bu islemler matematiksel olarak asagidaki sekilde ifade
edilebilir.

| "f0) dx ~ Ax if(xi)]

Orta nokta yontemi, Ozellikle fonksiyonun belirli bir aralikta diizgiin ve siirekli

oldugu durumlarda iyi sonuglar verir. Ancak, daha karmagik fonksiyonlar veya daha fazla
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dogruluk gerektiginde, bu yontem daha hassas yontemlerle (6rnegin trapez yontemi veya

Simpson'un kurali) karsilastirilabilir.

1.7.3.  Trapez (Yamuk, iki Nokta Yaklasim) Yéntemi

Trapez yontemi olarak bilinen 2 nokta yaklagiminda birbiri ardindan gelen iki nokta
bir dogru ile birlestirilir ve boylece yamuk sekline sahip dilimler elde edilir. Bu islemin
sonucunda ise integral hesabi, bu yamuk alanlarin toplami olarak ifade edilir.

Trapez (yamuk) kurali, araligi esit pargalara bolen digiimlerdeki fonksiyon
degerlerini kullanir. Bu kural, periyodik araliklardaki integraller i¢in olduk¢a dogru

sonugclar verirken, periyodik olmayan durumlarda genellikle hatali sonuglar tiretebilir.

A
fix)
fix)

]
Y

Sekil 3. Yamuk yontemi

fix) fiq

/U flx)

'!f

| - Ax Ax X

Xj-1 Xj X+l

Sekil 4. Tki yamuk dilimi

Matematiksel olarak, bir [a,b] araliginda f(x) fonksiyonunun integralini yaklasik

olarak bulmak i¢in trapez kurali asagidaki formdiilleri kullanmaktadir.

b b—
[ readx = 22 1@+ £
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Bu formiilde, f(a) ve f(b), fonksiyonun ilgili araliktaki degerlerini temsil eder.
Trapez(yamuk) kurali, integralin altinda kalan alam1 hesaplamak i¢in kullanilirken,
integralin degerini tam olarak dogru bir sekilde hesaplayamasa bile yeterince yakin bir
sonu¢ dondiiriir. Bu yontem, Ozellikle analitik olarak ¢oziilemeyen veya cok karmasik
fonksiyonlar i¢in sayisal ¢oziim gerektiren durumlarda kullanigh olmaktadir.

Pratikte integral hesaplarken, araligi daha kiiciik pargalara boler ve her parga igin
trapez kurali uygulanir. Boylece daha hassas bir integral yaklagimi elde edilebilir. Ayrica,
trapez (yamuk) kurali, basit yapisi ve kolay uygulanabilirligi nedeniyle siklikla tercih

edilen bir sayisal entegrasyon yontemi olmustur.

1.7.4. Simpson Kural

Simpson kurali, bir aralik boyunca fonksiyon degerlerini kullanarak bu aralik
igindeki alan1 tahmin eder. Dogru sonuglar elde edebilmek igin araligin yeterince kiigiik
parcalara boliinmesini gerektirir. Ayrica, fonksiyonun diizgiin bir sekilde degismesi bu
yontemin dogrulugunu artirir. ki temel versiyonu vardir (Simpson’un 1/3 kurali ve
Simpson’un 3/8 kural1).

Simpson’un 1/3 kurali, integralin hesaplanacag1 araligi esit pargalara boler ve her
pargay1 bir parabol ile yaklasik olarak temsil eder. Basit formiilii asagidaki gibidir.

h

b
[ 160 dx = 3 7 Go) + 47 Ge) + 2 () + AFCes) + 4 4 Gen) + £

Bu formiilde, [a,b] integrali alinacak araligi temsil ederken, h(%), her pargacigin

genisligini, x,, X1, X, ... , X, araliktaki noktalari, f(x;) ise bu noktalardaki fonksiyonun
degerini temsil etmektedir.
Simpson’un 3/8 kurali ise, integral araligini {i¢ esit par¢aya boler ve her parcayr bir

kiibik polinom ile temsil eder. Basit formiilii asagidaki gibidir.

b 3h
[ 1) dx = T 1rGo) +37Ce) + 3G + £

1.7.5. Boole Yontemi

Boole yontemi, belirli bir aralikta bir fonksiyonun integralini hesaplamak icin

kullanilan bir yaklagsik yontemdir. Bu yontem, belirli bir aralikta (6rnegin [a,b])
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fonksiyonun degerlerini, genellikle bir dizi diizeltilmis polinomla temsil eder ve bu
polinomlart kullanarak integral hesaplar. Boole yontemi i¢in integral hesaplama formiilii

genel olarak asagidaki gibidir (h: aralik genisligi, f (x;): x; noktalarindaki degerler).

7h
I'=gg 0o +32f(x1) + 12 (x2) + 32f (x3) + 7f (x)]

Boole yontemi, genellikle daha hassas sonuglar saglar, ¢iinkii daha yiiksek dereceden bir
polinom kullanir. Hata orani genellikle daha diistiktiir (6zellikle fonksiyon diizgiin ve
stirekli oldugunda). Hesaplama maliyeti, 6zellikle daha karmasik fonksiyonlar ve biiyiik
araliklar icin artabilir. Bu yontem, 6zellikle fonksiyonlarin integralini hesaplamak igin

hassasiyetin 6nemli oldugu durumlarda kullanishidir.

1.7.6. Yontem Karsilastirmalari

Sayisal integral hesaplama yontemleri arasinda Orta Nokta Yontemi, Boole Yontemi,
Simpson Kurali ve Trapez Yontemi, ¢esitli avantajlar ve dezavantajlar sunar, ve bu
yontemlerin se¢iminde genellikle dogruluk, hesaplama maliyeti ve performans géz 6niinde
bulundurulur.

Orta Nokta Yontemi'nin en biiylik avantaji, uygulamasinin ve hesaplamasinin
olduk¢a basit olmasidir. Ancak, bu basitlik, dogruluk agisindan bazi sinirlamalara yol
acabilir. Ozellikle fonksiyonun degisimlerinin biiyiikk oldugu veya dogrusal olmayan
bolgelerde, bu yontem dogru sonuclar vermeyebilir. Bu nedenle, Orta Nokta Yontemi
genellikle daha az karmasik fonksiyonlar i¢in tercih edilir ve dogrulugun kritik oldugu
durumlarda yetersiz kalabilir.

Boole Yontemi, daha yiiksek dogruluk saglayan bir yontemdir. Bu yontem, integral
hesaplamasi i¢in daha karmagik polinomlar kullanir ve bu sayede fonksiyonun daha detayl
bir modellemesini saglar. Bu yiliksek dogruluk, Boole Yontemi'nin genellikle daha
karmasik hesaplamalar gerektirmesine neden olur. Bu yontemin avantaji, genellikle daha
iyi sonuglar sunmasidir. Ancak, daha karmasik hesaplamalar ve daha fazla fonksiyon
degerlendirmesi gerektiginden, hesaplama maliyeti ve siiresi Orta Nokta Ydntemi'ne gore
daha yiiksektir. Boole Yontemi, diizgiin ve siirekli fonksiyonlar ig¢in etkili sonuglar
verirken, hesaplama maliyetinin yiiksek olmas1 bazi durumlarda sinirlayici olabilir.

Simpson Kurali, Orta Nokta Yontemi ve Trapez Y Ontemi'nin avantajlarini birlestiren
bir yontemdir. Bu yontem, fonksiyonun ikinci dereceden bir polinomla yaklasik olarak

modellenmesini saglar ve genellikle yiiksek dogruluk sunar. Simpson Kurali'nin avantaji,
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dogruluk ve performansi arasinda iyi bir denge saglamasidir. Ancak, bu yiiksek dogruluk
da daha fazla hesaplama gerektirir, ¢iinkii her adimda daha karmagsik hesaplamalar yapilir.
Bu nedenle, Simpson Kurali, dogrulugun 6nemli oldugu durumlarda tercih edilirken,
hesaplama maliyeti orta seviyededir.

Trapez YoOntemi, integral hesaplamasinda orta diizey bir dogruluk sunar. Bu
yontemde, her bir aralik trapez sekline doniistiiriilerek alan hesaplamalart yapilir. Trapez
Yontemi, Orta Nokta Yontemi'ne gore daha iyi sonuglar saglar ¢iinkii fonksiyonun her iki
uc noktast da dikkate alinir. Ancak, Simpson Kurali1 kadar yiiksek dogruluk saglamaz. Bu
yontemin hesaplama maliyeti ve siiresi, genellikle orta diizeydedir ve fonksiyonun diizgiin
oldugu durumlarda yeterli performans saglar. Trapez Yontemi, genellikle daha az karmagik

hesaplamalar gerektirdiginden, Simpson Kurali'na gére daha diisiik maliyetli olabilir.

1.8. Uygulama Programlama Arayiizii (API)

API, "Application Programming Interface" yani "Uygulama Programlama Arayiizi"
anlamma gelir. Bir API, farkli yazilim uygulamalarinin birbirleriyle iletisim kurmasina ve
veri aligverisinde bulunmasina olanak taniyan bir arayiizdiir. API'ler, bir uygulamanin
diger bir uygulamanin islevselligini kullanmasimi saglar, boylece gelistiriciler belirli
gorevleri yerine getirmek i¢in yeniden kod yazmak zorunda kalmazlar. API'ler genellikle
belirli kurallar ve protokoller cercevesinde galisir. Ornegin, bir hava durumu uygulamasi,
bir hava durumu API'si araciligiyla mevcut hava kosullar1 hakkinda bilgi almak i¢in bir
sunucuya istek gonderir. Sunucu, talep edilen bilgileri dondiiriir ve uygulama bu verileri
kullanictya gosterir. API'ler, web servisleri, isletim sistemleri, veritabanlar1 ve uygulama
gelistirme platformlar1 dahil birgok alanda kullanilir. Ayrica, REST, SOAP ve GraphQL
gibi cesitli API tiirleri ve standartlar1 vardir. Bu tez kapsaminda, JSON Api tercih
edilmistir.

Swagger API Dokiimantasyonu, RESTful API'lerin tasarimini, gelistirilmesini ve
belgelendirilmesini kolaylastiran bir ara¢ ve framework'tiir. Swagger, 6zellikle API'lerin ne
tir veri alip ne tiir veri dondiirdiigiinii, hangi endpoint'lerin mevcut oldugunu, bu
endpoint'lerin ne tir HTTP metotlar1 (GET, POST, PUT, DELETE, vb.) kullandigin
acikca belirtmek icin kullanilir. Bu tez caligmasinda da, api belgelendirme altyapist igin

Swagger API kullanilmaktadir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Giris

Sayisal entegrasyon hesaplamalar1 i¢in genellikle iteratif yada fonksiyonel
yaklasimlar kullanilir. Ozellikle polinomlar gibi yaklasim fonksiyonlar ile entegrasyonun
matematiksel ifadeleri de belirlenebilmektedir. Bu tezde, polinomlara dayali yaklasimlar
kullanilarak sayisal entegrasyon ifadeleri hesaplanmis ve Java programlama cevrelerine
entegrasyonu saglanmistir. Polinom derecesine bagli olarak gergeklestirilen hesaplamalarin
islem adimlar i¢in bir PDF dokiimani olusturulmaktadir. Newton-Cotes formiilleri olarak
bilinen Yamuk, Simpson, Simpson 3/8 ve Boole kurallar1 sirasiyla birinci dereceden
dordiincii dereceye kadar polinomlar kullanilarak tiiretilmektedir. Calismada, bu kurallarin
icerdigi ifadelerin yani1 sira daha yiliksek dereceden polinomlara dayandirilan ve sayisal
entegralleri daha yiiksek dogruluk ile hesaplayabilen yeni ifadelerin iiretimleri
yapilabilmektedir.

Tez kapsaminda, sayisal entegrasyon ifadelerinin tiiretilebildigi, web ortamindan
calistirllabilen bir yazilim uygulamasi gelistirilmis ve ifade hesaplama adimlarinin
dokiimantasyonu LaTeX bi¢imlendirme dili kullanilarak hazirlanmistir. Bu uygulama,
sayisal entegrasyonun temel prensiplerini ve polinom tabanli ifade tiiretim teknigini
derinlemesine kavramak isteyen 6grenciler, arastirmacilar ve programcilar i¢in degerli bir

kaynak niteligi tagimaktadir.
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Giris bilgilerinin e e L
ayristiricisinin
alinmasi
kullanimi
AST'nin Denklemlerin
olusturulmasi turetilmesi
Denklem sisteminin Say|§al Entegrgsyon
o . Ifadelerinin
¢Ozulmesi I .
turetilmesi
ifadelerin dokiimana
aktarilmasi

2.2. Girdi Bilgilerinin Alinmasi

Sayisal entegrasyon ifadelerinin hesaplanabilmesi icin girdiye ihtiya¢ vardir. ifade

tiretimi i¢in gerekli olan temel parametreler gelistirilen bir web uygulamasi arayiiziinden
ya da rest api istegi ile okunmaktadir.

BTo Text BTo Pdf
Adim Boyutu (h_size)

0.15707963267

Noktalar (Or: x0, x1, x2)

0,12

Y degerleri | Ekle |
y0 - 0.58778525229 [ x ]
y1-0.70710678118 [ x ]
y2 - 0.80901699436 (x]

Sekil 5. Web arayiizii ile parametre tanimi
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Sekil 5’te gosterilen 6rnek girdideki gibi, adim_boyutu degeri, noktalar ve y degerleri
parametre olarak programa girilmektedir. h ile ifade edilen adim_boyutu x degerlerinin
genisligini, y ise fonksiyon degerlerini temsil etmektedir. Bu calismada gelistirilen
program, parametre olarak aldigi bu degerler ile sayisal entegrasyon ifadelerinin
tiiretilmesini saglamaktadur. Ilgili girdi ifadeleri bir arayiiz yerine dogrudan bir txt uzantih

dosyadan okunmak istenirse asagidaki formata uygun sekilde hazirlanmalidir.

Tablo 1. Girdi dosyasi 6rnegi (txt)
h_size=0.15707963267;
m list={0,1,2}
y_vals={0.58778525229,
0.70710678118, 0.80901699436 };

Tablo 1°deki gibi bir txt dosyasi ile alinan parametrelerden h_size degiskeni double
tipinde bir veri olmakla birlikte adim boyutunu (h yiiksekligi) temsil etmektedir. m_list
listesi int[] tipinde bir veridir ve polinomun standart interpolasyon formiiliiniin
olusturulmasinda kullanilmaktadir. y vals listesi ise, double[] tipinde bir degiskendir ve

noktalar1 temsil etmektedir.

2.3. Soyut Sozdizim Agaci

JavaCC yardimi ile girdi dosyasi igerisinde yer alan verilerin, belirli gramer
tanimlarina gore parcalanmasi ve bu pargalanan verilerin (birim sozciik) aga¢ yapisinda
gosterimi ile soyut sozdizim agaci olugmaktadir. Texp (root) ana diigiim olmakla birlikte

alt diigtimler asagidaki gorsellerde ifade edilmistir.

Texp (Root)
el (Exp) e2 (exp)
Diger matematiksel Diger matematiksel
islemler ( Plus, Poly Poly Islemler ( Plus,
Minus..) Minus..)

Sekil 6. Soyut sdzdizim agaci (Texp)
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Exp (Root)

getEl(exp)

getE2(exp)

insert

reduce

eval

Sekil 7. Soyut s6zdizim agaci (Exp)
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Tablo 2. Uygulamanin s6zdizim sinifi

class Texp { class Poly extends Exp {..}
Exp el, e2; class Plus extends Exp {..}
public Texp(Exp a, Exp b) { class Minus extends Exp {..}
el = a; class Times extends Exp {..}
e2 = b; class Divide extends Exp {..}
} class Power extends Exp {..}
public Exp getEl() {return el;} class Par extends Exp {..}
public Exp getE2() {return e2;} class RFact extends Exp {..}
public String toString() { class Id extends Exp {..}
return el + "=" + e2; class Num extends Exp {..}
} class Diff extends Exp {..}
public String tolLatex(boolean x) { class RDec extends Exp {..}
return el.tolLatex(x) + "=" + class Ratio extends Exp {..}
e2.tolLatex(x);
}
public String toClass() {
return
"Texp("+el.toClass()+","+e2.toClass()+")";
}

}

abstract class Exp {

public abstract Exp getE1l();

public abstract Exp getE2();

public abstract String toClass();

public abstract Exp insert(Table t);

public abstract Exp reduce();

public Ratio eval(Table t) {
return new Ratio();

}

public BigDecimal getDecimal() {
return BigDecimal.ZERO;

}

public String tolLatex(boolean x) {
return "";

}

}

Texp smifi, iki ifadeyi Exp tiiriinden tutan bir siniftir. el ve e2 ile referans verilen bu
iki ifade bir denklemin sol ve sag tarafin1 temsil eder. getE1l() ve getE2() metotlar
sirasiyla, el ve e2 degiskenlerine erisimi saglamaktadir. toString() ve toLateX() metotlari
ise bu ifadelerin sirasiyla string ve LaTeX formatinda temsillerini dondiiriir. Exp simufi,
tim matematiksel ifadeleri temsil eden soyut bir smiftir. Bu smiftan tiiretilmis siiflar

(Plus, Minus, Times, Divide, Power, vb.) matematiksel islemleri ve ifadeleri tanimlar.

2.4. Biitiinsel Hesaplama Adimlari

Entegrasyon ifadelerinin {iretilmesi i¢in ihtiyag duyulan hesaplamalar, bir Visitor

tasarim deseni yardimi ile agac yapisi lizerinde gercgeklestirilmektedir. Bu hesaplamalar,
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polinom ifadelerinin ag¢ilimi, lineer denklem sistemine doniisiim, Gauss eleminasyon
yonteminin uygulanmasi, entegrasyon ifadelerinin iiretilmesi ve hesaplama adimlarinin
LaTeX dili ile formatlanarak pdf dokiimanina aktarilmasi gibi adimlar1 igermektedir.
Calisma Java ve JavaCC teknolojileri kullanilarak gercgeklestirilmektedir.
Programlama destegi bakimindan, diger uygulamalara kolayca entegre olabilmesi ve api
destegi ile kolay kullanima sahip olmast Onemli Ozelliklerindendir. Geligmis
dokiimantasyon destegi ile de tiim hesaplama adimlarinin LaTeX formatinda olusturulup,
MiKTeX kiitiiphanesi yardimiyla pdf formatina doniistiiriilerek ¢ikti alinmasi

amaclanmaktadir.

2.4.1. Denklemlerin Tiretilmesi

Bir P,(x) polinomu genel olarak asagidaki ifade ile temsil edilir ve girdi olarak
tanimlanan n degeri i¢in polinom ifadesi olusturulur. Bu polinomun olusturulmasinda,
sozdizim smiflarinda tanimlanan ve girdi degerlerinin parametre olarak gegildigi metotlar

onemli rol oynar.

Tablo 3. B,(x) polinomunun genel bigimi
P, (%)= co+ 1 X + x4+ c3x3 + - - - + cpx"

2.4.2. Ornek Noktalarin Belirlenmesi

S6zdizim smiflarina dayali olarak olusturulan polinom ifadesi, X, = X, +mh
bigiminde secilen her bir nokta icin yeniden diizenlenir. Ornegin, h=0.15707963267,
m_list={0,1,2} ve y_list={0.58778525229, 0.70710678118, 0.80901699436} parametreleri

i¢in, ilgili polinom diizenlemesi Tablo 4’te gosterildigi gibi yapilacaktir.

Tablo 4. P,(x) polinomunun m_list={0,1,2} i¢in diizenlenmesi
P,(0*h)=yg=co+ 0*xcyxh+0%xc, x h?
P,(1xh) =y; =cot ¢y *h+cy * h?

P,(2*xh) =y, =co+2*cy*h+2%2xc, x h?

2.4.3. Denklem Coéziimii ve Alan Hesabi

Ornek noktalar iizerinden diizenlenen polinomlar araciligi ile olusturulan katsay

matrisi Tablo 5’te gosterilmistir.
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Tablo 5. Katsay1 matrisi - 1
Co C1 Co| *

1 0 02|yo
1 1 1%y,
1 2 22Iy2

Tablo 5’teki matriste bulunan {slii ifadelerin degerlendirmesi yapilarak Tablo 6’da

verilen matris elde edilir.

Tablo 6. Katsay1 matrisi - 2
Co € Cyp*
1 0 O0lyo
1 1 1ly,
1 2

Tablo 6’da olusturulan katsay1 matrisi ve Gauss eliminasyon yontemi kullanilarak
denklem ¢6ziimii gergeklestirilerek cy, c; ve c, bilinmeyenleri belirlenmeye caligilir.
Denklem ¢6ziim adimlari olarak, “asagi yonlii indirgeme”, “yukar1 yonlii indirgeme” ve

“birim matrise doniistiirme” islemleri uygulanmaktadir. Bu islem adimlar1 Tablo 7’°de

gosterilmistir.

Tablo 7. Gauss eliminasyon yonteminin uygulanmasi
1. satir kullanilarak asagisindaki (2,1) eleman1 0

yapilir.
Co C1 Cp *
1 0 O Yo
0 1 1|-yotWm
1 2 4 y2
1. satir kullanilarak asagisindaki (3,1) elemani O
yapilir.
Co €1 C *
1 0 O Yo
0 1 1| Yoty
0 2 4|-YotVy2

2. satir kullanilarak asagisindaki (3,2) eleman1 0
yapilir.
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Co C1 C *
1 0 O Yo
0o 1 1 Yo+ Y1
0 0 2|yo—2y1+y:
Cg C; C *
o €1 C
10 of , Yo
0 1 0 _7}’0"'23’1_7}’2
0 0 2 Yo —2y1+Y2

g]
o
a
_
Q
N
<
o

1 0 0] 3
0 1 0| 2Yot2yi—35y2
0 0 1|1 1

i 7¥0 —Y1+35Y2

Birim matrise doniistiirme isleminin ardindan, katsayr ¢oziimleri Tablo 8’deki gibi

belirlenir.

Tablo 8. Katsay1 ¢oziimleri

Co=Yo

1 3 1
Clzﬁ(_EYO + 2y, _EYZ)

1 .1 1
C2= 12 (EYO_Y1+ 53’2)

Bu asamada P,(x) polinomunun Tablo 9’daki gibi [0,2h] araliginda integrali

hesaplanir.

Tablo 9. P,(x) polinomunun integrali
1= [2"P,(x) dx

I= fOZh(co + c1x + ¢cpx?) dx
12 43 2h

1= (cox + 15+ c27)
0

Tablo 9°da x yerine 2h degeri yerlestirildiginde polinom ifadesinde bulunan ¢y * x*

terimlerinin h ortak parantezine alinabildigi gériinmektedir. Bu ifade, katsay1 ¢oziimleri ile

diizenlenerek Tablo 10’da belirlenen ¢6ziime ulasilir.
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Tablo 10. P, (x) polinomunun integralinin diizenlenmesi

2 3
I=co * (2h) + c1%+ cz%

3 1
|:h*((Y0)*2+(—5 YO+ZY1_EYZ) *
2 (2 Yo— V1 ZYZ) 3)

1 4 1
|:h*(§ Yo +t3 V1 +§Y2)

1
|:§*h*(YO+4Y1+Yz)

Ortak paranteze alma islemi tamamlandiktan sonra, h ve y degerleri ile integralin

hesaplanmasi tamamlanuir.

Tablo 11. integrali hesaplama

1

I= 3* 0.15707963267 * (1 » 0.58778525229 +

4 %0.70710678118 + 0.80901699436)
I= 0. 2212324925

2.5. Tek Par¢a Yonteminin Parcali Uygulamasi

Tek par¢a yonteminin parcali uygulamasin1 gdstermek icin belirli sayida noktayi iki
araliga bolerek her bir aralikta ayr1 ayr1 hesaplamalar yapilir. Bu yaklasim, her bir boliim
icin daha dogru bir sonug¢ elde etmemizi saglar. Bu sekilde, her par¢ada elde edilen
polinomlar daha kiiciik bir aralikta, fonksiyonun davramgimi daha iyi yansitabilir. Ornegin,
toplamda 31 nokta (30 parga) kullaniliyorsa, iki parcali hesaplamada bu pargalarin yarisi
birinci aralikta, diger yarisi ise ikinci aralikta uygulanabilir. Her bir aralik i¢in polinomlari
ayr1 ayr1 hesaplayarak toplam alan bulunur.

Ornek olarak f(x) = sin(x) fonksiyonunun [0,30] araligindaki entegrasyon hesabi
icin toplam 31 nokta se¢imi yapildigim1 varsayalim. Alan hesabi iki parca iizerinden
gerceklestirilecekse nokta konumlart m=[0,1,2...15] ve m=[15,16,17...30] ve adim

uzunlugu h = 1 olacaktir.

Birinci aralik (ilk 15 parga) i¢in;
yi = sin(x + n[i] * h)
yo =sin(0+ 0% 1) =sin(0) =0
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y, = sin(0+ 1% 1) = sin(1) = 0.84147098

y, = sin(0 + 2 * 1) = sin(2) = 0.90929742682

ys = sin(0 + 3 * 1) = sin(3) = 0.14112000806

y, = sin(0 + 4 * 1) = sin(4) = —0.7568024953

ys = sin(0 + 5 * 1) = sin(5) = —0.95892427466

Ve = sin(0 + 6 * 1) = sin(6) = —0.27941549819

y; =sin(0 + 7 * 1) = sin(7) = 0.65698659871

yg = sin(0 + 8 * 1) = sin(8) = 0.98935824662

yo = sin(0 + 9 % 1) = sin(9) = 0.41211848524

10 = sin(0 4 10 * 1) = sin(10) = —0.54402111088
i1 = sin(0 4 11 * 1) = sin(11) = —0.99999020655
y12 = sin(0 + 12 * 1) = sin(12) = —0.536572918
y.5 = sin(0 4+ 13 = 1) = sin(13) = 0.42016703682
y14 = sin(0 + 14 = 1) = sin(14) = 0.99060735569
y1s = sin(0 + 15 = 1) = sin(15) = 0.65028784

Ikinci aralik (son 15 parga) igin;

y; = sin(x + n[i] * h)

y15 = sin(0 + 15 * 1) = sin(15) = 0.65028784
V16 = sin(0 + 16 * 1) = sin(16) = —0.28790332
y17 = sin(0 + 17 * 1) = sin(17) = —0.96139749
yig = sin(0 + 18 * 1) = sin(18) = —0.75098725
V19 = sin(0 + 19 = 1) = sin(19) = 0.14987721
Vo0 = sin(0 + 20 * 1) = sin(20) = 0.91294525
Y21 = sin(0 + 21 x 1) = sin(21) = 0.83665564
Voo = sin(0 + 22 * 1) = sin(22) = —0.00885131
Va3 = sin(0 + 23 * 1) = sin(23) = —0.8462204
Vo4 = sin(0 + 24 x 1) = sin(24) = —0.90557836
y,s = sin(0 + 25 * 1) = sin(25) = —0.13235175
Vo6 = sin(0 + 26 * 1) = sin(26) = 0.76255845
Yo7 = sin(0 + 27 * 1) = sin(27) = 0.95637593
yog = sin(0 + 28 = 1) = sin(28) = 0.27090579
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Vo9 = sin(0 + 29 * 1) = sin(29) = —0.66363388
y30 = sin(0 + 30 * 1) = sin(30) = —0.98803162

Hesaplanan y degerleri gelistirilen uygulamaya verildiginde asagidaki sonuca
ulasilmaktadir.
lop_15 = 1.7625724281
li5_30 = —0.9154375652
lo_30 = Ip_15 + I15-30 = 0.8520561389

2.6. Kapal Cevre Alanlarinin Hesaplanmasi

Kapali ¢evreler genellikle iki boyutlu sekiller tarafindan sinirlanan bolgelere sahiptir.
Bu ¢esit bolgelerin alanlar1 da, bazi referans noktalari kullanilarak "Tek Par¢a Yontemi" ile
hesaplanabilmektedir. Ornegin, sin(x) + cos?(y) =1 denklemi ile temsil edilen
geometrik seklin alanmi [0, 7] arali@i i¢in hesaplamaya ¢alisalim. Sekil 8’de gortldigi
gibi kapali bolge alaninin st kismui ;g (x) = arccosJTin(x), alt kismu ise f;:(x) =
—arccos,/1 — sin(x) fonksiyonu ile temsil edilmektedir.

&

3

arccos{sqrt{1-sin{x)))
) -arccos{sqrif1-sin{x})})
1

X

1] |
-1
-2 -1 0 1 2 3 4

Sekil 8. sin(x) + cos?(y) = 1 denklemi ile olusturulan kapal1 bolge

Alan hesabinda Tablo 23’te verilen asagidaki 7 noktali formiil ve h = m/6 degeri ile

belirlenen x; noktalar1 kullanilacaktir.
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_{ m 21 31T 41 5T 611}
T8 6767666

41h 216 27 272 27 216

| = — - - ke Z 22
120 [yo + g tagye Y oag vt gyt oy vst Yel

y; = arccos,/1 — sin(y;) ifadesini kullanarak, [0, ] arasindaki y degerleri {ist kisim igin
asagidaki gibi belirlenecektir.

Vo = arccos(,/l — sin(O)) =0

/ i
y1 = arccos( 1- sin(g)> = 0.7853981633974483
2T i
y, = arccos| [1-— sin(?) = arccos| [1— sin(g) = 1.1960618940861565

3m i
y3 = arccos ’1 - sin(?) = arccos( /1 — sin(§)> = 1.5707963267948966

im
y4 = arccos 1 — sin (F) = 1.1960618940861567

5t
Ys = arccos /1 —sin(—) | = 0.7853981633974487

Ve = arccos(,/l - sin(n)) = 1.4901161193847656

% [0+ % (0.7853981633974483) + % (1.1960618940861565) +
a1

(1.5707963267948966) + 1—1(1.1960618940861567) +
% (0.7853981633974487) + 1.4901161193847656] = 3.108441185486832

lise =
272

yi = —arccosm ifadesini kullanarak, alt kisim igin y degerleri st kisim i¢in
hesaplanan y degerlerinin negatif halleridir.

Yo=0

y1 = —0.7853981633974483

y, = — 1.1960618940861565

yz3 = —1.5707963267948966
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ys = —1.1960618940861567
ys = —0.7853981633974487
Vo = —1.4901161193847656

Lie = 2 [0 + 222 (—0.7853981633974483) + 2 (—1.1960618940861565) +
=2 (~1.5707963267948966) + — (—1.1960618940861567) +
216

v (—0.7853981633974487) + —1.4901161193847656] = -3.108441185486832

Boylece, iist ve alt alanlar igin hesaplanan degerler toplandiginda, toplam alana
ulasilacaktir.

| =3.108441185486832 + | -3.108441185486832 | = 6.216882370973664

2.7. Dokiimantasyon

LaTeX, belgeleri bigimlendirmek i¢in metin tabanli bir isaretleme dilini kullanir. Bu
dilde, kullanicilar belgeleri diizenlemek i¢in metin dosyalarinda 6zel komutlar ve etiketler
kullanir. Ornegin, bir metin paragrafi baslatmak icin "\begin{document}" ve
"\end{document}" komutlar1 arasina yazilarak LaTeX belgesi olusturulabilir. LaTeX,
kullanicilarin igerik tizerinde ¢ok ince ayarlar yapmasmna ve karmasik matematiksel
ifadeleri kolayca yazmasina olanak tanir. LaTeX belgeleri genellikle tex uzantili metin
dosyalarinda yazilir ve daha sonra LaTeX derleyicisi kullanilarak PDF veya diger
formatlara donistirilir. LaTeX’in esnekligi ve giicii, 6zellikle matematiksel igerigi olan
belgeler i¢in tercih edilmesini saglar.

Soyut sozdizim agaci (AST)nin olusturulmasi béliimiinde de belirtildigi gibi
entegrasyon ifadelerinin her bir farkl: bileseni (toplama, {ist alma, parantezleme, vb.) i¢in
farkl1 bir Java smifi kullamilir. Ornegin, toplama islemlerine ydnelik olarak tanimlanan
Plus sinift Tablo 12°de gosterilmektedir. Bu sinifa eklenen toString() ve toLatex() metotlari
ile s6zdizim agacindaki Plus tiiriinden diiglimler i¢in sirasiyla matematiksel notasyona ve

LaTeX formatlama diline doniisiim yapilir.
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Tablo 12. Plus s6zdizim sinifi
class Plus extends Exp {
Expel, e2;
public Plus(Exp a, Exp b) {
el =a;
e2 =b;
}

public String toString() {
returnel + "+" + e2;

}

public String toLatex(boolean x) {
return el.toLatex(x) + "+" + e2.toLatex(x);

}

}

Benzer sekilde, AST’ nin kok (root) diigtimii ile ilgili olarak Texp sinifi ve doniisiim

metotlar1 Tablo 13°de tanimlanmustir.

Tablo 13. Texp s6zdizim simifi

class Texp {
Exp el, e2;
public Texp(Exp a, Exp b) {
el =a;
e2 =b;
}

public String toString() {
return el + "="+ e2;

}

public String toLatex(boolean x) {
return el.toLatex(x) + "=" + eZ.toLatex(x);

}

}

Tiim AST diiglimlerinde bulunan nesne verileri {izerinden yapilan dontigiimler ile
birlikte matematiksel gosterimler ve Latex dili igin gereken dokiimanlar hazirlanir. Tablo
14°te verilen Java kod blogunda, toText ve toPdf kosullar1 ile polinomlarin gdsterimini
saglayacak dokiiman igerikleri diizenlenmektedir. MiKTeX kiitiiphanesinde bulunan

pdflateX aract PDF dokiimanlarinin iiretimi gergeklestirilir.
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Tablo 14. Matematiksel gosterimler ve LaTeX dili igin polinomlarin diizenlemesi

Texp[] e = fd.polynomial();
for (inti=0; i<e.length; i++) {
if (toText)
stringBuilder
.append(el[i])
.append("\n");
if (toPdf)
latexStringBuilder
.append("$\\displaystyle P_{")
.append(e.length - 1)
-append("}(")
.append(fd.mh[i])
.append("*h)=")
.append(e[i].toLatex(false))
-append("$\\\\")
.append("\n");

2.7.1. Entegrasyon

Programci girdilerinin dogrulugunu kontrol ederek Java programlama gevrelerine
entegrasyonu saglamak amaciyla RequestDTO isimli bir sinif olusturulmustur. Bu sinif,
String tipinde n, double tipinde h, double[] tipinde yValues, boolean tipinde toText ve
toPdf degiskenlerine sahiptir. Tablo 15°te gosterildigi gibi, girdiler uygulama arayiiziinden
alinip, ilgili hesaplamalar i¢in gerekli metot ¢agrimlarmin yapilacagi ApiService isimli

smif igerisindeki process() metoduna gonderilmektedir.
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Tablo 15. Girdi degerlerinin kullanilmasi
public ResponseDTO process (RequestDTO requestDTO) {
String mTxt = requestDTO.getN();
String[] strArr = mTxt.split(",");
int[] m = new int[strArr.length];
for(int i=0; i<strArr.length; i++) {
m|[i] = Integer.parselnt(strArr|[i]);

}
Table table = new Table();

double h = requestDTO.getH();

table.put("h", new Ratio(h));

var yDoubleVals = requestDTO.getYvalues();

for (int i=0; i<yDoubleVals.length; i++) {
table.put("y"+i, new Ratio(yDoubleVals[i]));

}

return run(table, m, requestDTO.isToText(),
requestDTO.isToPdf());

}

Uygulamanin ana gatisint olusturan metotlar PInteg sinifiyla tedarik edilmektedir.
Sayisal integral ifadelerinin tliretilmesi ve degerlendirilmesi slirecinin temel adimlar1 farkli
metotlar tarafindan yonetilmektedir. Metot c¢agrim dizilerinin bazilar1 Tablo 16°da

sunulmustur.

Tablo 16. Metot ¢cagrimlari ile entegrasyon
public void run(int[] m) {
PInteg fd = new Plnteg(m);
Texp[] e = fd.polynomial();
Exp[][] e2 = fd.coeffMatrix(e);
Exp[][] e3 = fd.integMatrix(e2);
[l
[

Exp[][] e3 = fd.gaussMatrix(e3);
Exp[][] e3 = fd.identityMatrix(e3);
Exp p = fd.polynomial_integ();

Tablo 16°da kullanilan Plnteg sinifi, entegrasyon siireglerinde ihtiyag duyulan tim
metotlar1 barindirmaktadir. Bu simif temel olarak araylizde tanimlanan ornek noktalar
listesini kendisine parametre olarak almaktadir. Bu sinif igerisinde tanimli diger metotlar
yardimi ile Text ve Exp tiiriinden nesneler iretilmektedir. toString() ve toLatex() gibi

metotlar ile bu nesnelerin verileri dokiimana aktarilmaktadir.



3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, Matlab kullanilarak farkli sayisal integral hesaplama yontemleri ile
ayrik olarak belirtilen ya da fonksiyon 6rneklemelerinden alinan noktalar kiimesi lizerinde
entegrasyon islemi gergeklestirilmistir. Entegrasyon sonuglari tez kapsaminda gelistirilen

uygulamanin hesaplama sonuglari ile Karsilastirilmustir.

3.1. Sayisal integral Hesaplama Yontemlerinin Karsilastiriimasi

Tablo 17°de 3 noktasi bilinen (iki parcali) bir bolgenin entegrasyon hesaplamasi

gosterilmistir.

Tablo 17. Yontemsel karsilagtirma - 1
% Ornek m ve y degerleri
m= [0, 1, 2];
y =[0.58778525229,0.70710678118, 0.80901699436];

% Adim uzunlugu
h=0.15707963267;

% Sol Rieman Yontemi
[_riemann_left = h * sum(y(1:end-1));

% Orta Nokta Yontemi
y_mid = (y(1:end-1) + y(2:end)) / 2;
[_midpoint = h * sum(y_mid);

% Yamuk Kural
[_trapezoidal = h * (sum(y) - 0.5 * (y(1) + y(end)));

% Simpson's 1/3 Kural
n = length(m) - 1;
if mod(n, 2) == 0 % n ¢ift olmall
[_simpson13 = (h/3) * (y(1) + y(end) + 4 * sum(y(2:2:end-1)) + 2 *
sum(y(3:2:end-2)));

else

[_simpson13 = NaN; % n ¢ift degilse Simpson's 1/3 uygulanamaz
end
% Simpson's 3/8 Kural

if mod(n, 3) == 0 % n 3'lin kat1 olmali

[_simpson38 = (3*h/8) * (y(1) + y(end) + 3 * sum(y(2:3:end-1)) + 3 *
sum(y(3:3:end-1)) + 2 * sum(y(4:3:end-2)));
Else




39

Tablo 17°nin devami

[_simpson38 = NaN; % n 3'lin kat1 degilse Simpson's 3/8 uygulanamaz
end

% Boole Kural
if mod(n, 4) == 0 % n 4'lin kat1 olmali
[_boole = (2*h/45) * (7*y(1) + 7*y(end) + 32 * sum(y(2:4:end-1)) + 12 *
sum(y(3:4:end-2)) + 32 * sum(y(4:4:end-3)));
else
[_boole = NaN; % n 4'lin kat1 degilse Boole kurali uygulanamaz
end

% Tek par¢a kural (2. dereceden polinom)
[_App = (h/3) * (y(1) + y(end) + 4 * sum(y(2:2:end-1)) + 2 *
sum(y(3:2:end-2)));

% Sonuglar tablo halinde yazdir

T = table(I_riemann_left, _ midpoint, I_trapezoidal, I_simpson13,
[_simpson38, I_boole, I_App);

disp(T);

Riemann: 0.2034

Orta Nokta: 0.22078

Trapez: 0.22078

Simpson 1/3: 0.22123

Simpson 3/8: Hesaplanamaz (n 3’lin kat1 degil)
Boole 3/8: Hesaplanamaz (n 4’tin kat1 degil)
Tek Parca Kurali: 0.22123

Kod igerisinde tanimlanmis n degeri entegrasyon araliginin kag pargaya boliindiigiinii
ifade etmektedir. Ilgili ydntemlerin uygulanabilirligi i¢in, n degeri secilen ydntemin
kosullarin1 saglamasi gerekmektedir. Tablo 17°de verilen kismi 6rnekleme noktalari [0, 1,
2] i¢in aralik sayisi (n degeri) 2’dir. Simpson 3/8 kurali n degerinin 3’ilin kat1 olmas1 ve
Boole kuralinin 4’iin kati olmas1 gerekliligini zorunlu kildigr i¢in ilgili hesaplamalar
gerceklestirilememistir. Uygulamada kullanilan tek parca kurali ile Simpson 1/3 kurali,
ayni1 ifadeye sahip oldugundan ayni 1=0.2212324925 degerini hesaplamaktadir.

Tablo 18’de 7 noktast bilinen (alti parcali) bir bolgenin integrasyon hesaplamasi

gosterilmistir.
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Tablo 18. Yontemsel karsilastirma - 2

% Ornek m ve y degerleri (7 nokta, 6 aralik)

m=1[0,1,23,4,5,6];

y =[0.58778525229, 0.70710678118, 0.80901699436, 0.89100652419,
0.95105651629, 0.98768834059, 1.00000000000];

% Adim uzunlugu
h = 1; % Burada h = 1 olarak alinmistir.

% Simpson's 1/3 Kurali (2. dereceden polinom)

% [0,2], [2,4] ve [4,6] araliklar i¢in hesaplamalar
[_simpson13_0_2 = (h/3) * (y(1) + 4*y(2) +y(3));
[_simpson13_2_4 = (h/3) * (y(3) + 4*y(4) +y(5));
[_simpson13_4_6 = (h/3) * (y(5) + 4*y(6) + y(7));

% Toplam Simpson's 1/3 integrali
[_simpson13_total = [_simpson13_0_2 + I_simpson13_2_4 +
[_simpson13_4_6;

% Simpson's 3/8 Kurali (3. dereceden polinom)

% [0,3] ve [3,6] araliklar1 i¢cin hesaplamalar

[_simpson38_0_3 = (3*h/8) * (y(1) + 3*y(2) + 3*y(3) + y(4));
[_simpson38_3_6 = (3*h/8) * (y(4) + 3*y(5) + 3*y(6) + y(7));

% Toplam Simpson's 3/8 integrali
[_simpson38_total = [_simpson38_0_3 + I_simpson38_3_6;

% Boole Kurali (4. dereceden polinom) uygulanamaz ¢iinkii par¢a sayisi 4'iin
kat1 degil.
I_boole = NaN;

% Tek parga kurali (6. dereceden polinom)
[_App=h/140 *
[41*y(1)+216*y(2)+27*y(3)+272*y(4)+27*y(5)+216*y(6) + 41*y(7)]

% Sonuglar tablo halinde yazdir

T = table(I_simpson13_0_2, I_simpson13_2_4, I_simpson13_4_6,
[_simpson13_total, I_simpson38_0_3, [_simpson38_3_6, |_simpson38_total,
[_boole, I_App);

disp(T);

Simpson 1/3 (2. derece)
[0-2]: 1.4084

[2-4]: 1.7747

[4-6]: 1.9673
Toplam:5.1504
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Tablo18’in devami

Simpson 3/8 (3. derece)
[0-3]: 2.2602

[3-6]: 2.8902
Toplam:5.1504

Tek parca kurali (6. Derece) toplam:5.1504

Tablo 18’de goriildiigi gibi, 2. dereceden polinomla belirlenen Simpson kurali
kullandiginda, [0,2], [2,4] ve [4,6] araliklar1 i¢in ayr1 hesaplamalar yapilip bu sonuglar
toplandiginda 5.1504 sonucuna ulasilmaktadir. 3. dereceden polinomla belirlenen Simpson
3/8 kurali i¢in [0,3] ve [3,6] araliklari i¢in yapilan ayr1 hesaplamalarin sonuglarinin
toplanmasi ile 5.1504 degeri bulunmaktadir. Bu entegrasyona, parga sayist 4’tin kati
olmadig1 igin 4. dereceden polinomla belirlenen Boole kuralini uygulayamayiz. Tek parca
kuralinin 6. dereceden bir polinomla hesapladig: ifade, [0,6] aralifinda tek bir hesaplama

yaparak 5.1503621500 sonucunu iiretmektedir. Hesaplanan sonuglar Tablo 19’da

karsilastirilmistir.
Tablo 19. Sonug karsilastirma tablosu — 1
Simpson 1/3 Simpson Boole Tek parca
3/8 (Matlab) kurali
5.1504 5.1504 5.1398 5.1503621500

Diger bir karsilagtirma igin belirli bir fonksiyon (y = sin(x), x, = 0) tlizerinde m =
[0,1,2,3] ile 6rnekleme yapildiginda, adim boyutu h = 0.01 degeri kullanilarak asagida
gosterilen y degerleri hesaplanir.

y(0) =sin(0) =0

y(1) =sin(0 + 1*0.01) = sin(0.01) = 0.00999983333

y(2) =sin(0 + 2*0.01) = sin(0.02) = 0.01999866669

y(3) =sin(0 + 3*0.01) = sin(0.03) = 0.02999550020

Analitik ¢6zlim i¢in
X=xg+m=*h

m=0icinx=0+0%x0.01=0
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m=3icinx =0+ 3%0.01 =0.03

0.03
1= ["@in(x) dx= (—cos(x)) | = —cos(0.03) + cos(0) = 0.000449
0
bulunur.
Tablo 20. Sonug karsilastirma tablosu — 2
Riemann Orta Nokta | Trapez Simpson Tek Parga Gergek deger

Yaklasimi 3/8 Kurali
0.00029999 | 0.00044996 | 0.00044996 | 0.00022498 | 0. 00044996 | 0.00044996

Tablo 20°de gosterilen sonuglara gore, Orta nokta yaklagimi, Trapez ve tek parga ile
hesaplanan degerlerin, gergek degere daha yakin oldugu, Riemann yonteminde ise hata
oraninin yiiksek oldugu belirlenmistir. Simpson 1/3 kurali ve Boole yontemi ile hesaplama

yapilamamustir.

3.2. Polinom Derecesinin Entegrasyon Sonucu Uzerindeki Etkisinin
Degerlendirilmesi

Polinomun derecesi, entegrasyon sonucuna dogrudan etki etmektedir. Genel
olarak, yiiksek dereceli polinomlar daha karmasik entegrasyon hesaplamalarina yol
acabilirken, diisiik dereceli polinomlar daha basit ve hizli ¢oziimler
sunabilmektedir. Polinomun derecesinin entegrasyon sonucuna etkisini gostermek

icin agagidaki hesaplama islemleri gerceklestirilmistir.

Fonksiyon: x°
Xg = 2
m: [0, 1, 2, 3,4, 5, 6]
h (aralik uzunlugu): 0.01
Yukaridaki girdiler yardimi ile x° fonksiyonu igin, y degerleri asagidaki gibi
hesaplanmaktadir.
yi = (x+n[i] *h)°
Vo = (24 0%0.01)> = 32
y: = (2+1%0.01)°> = 32.8080401001
y, = (2+2%0.01)° = 33.6323216032
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ys = (2+3%0.01)° = 34.4730881243
ya = (2+4%0.01)% = 35.3305857024
ys = (2+5%0.01)° = 36.2050628125
Ve = (2 + 6%0.01)5 = 37.0967703776

Aym parametreler ile x1° fonksiyonu degerlendirilmis ve y degerleri asagidaki

gibi hesaplanmustir.

yo = (24 0%0.01)1° = 1024
y, = (2+1%0.01)1° = 1076.36749521

y, = (2+2%0.01)!° = 1131.13305642
ys = (2+3%0.01)!° = 1188.39380483
ya = (2+4%0.01)!° = 1248.25028607
ys = (2+5%0.01)!° = 1310.80657326
ye = (24 6% 0.01)!0 = 1376.17037245

Bu y degerleri ile tiiretilen entegrasyon ifadeleri ¢oziimlendiginde Tablo 21°de yer alan

degerlere ulasgilmaktadir.

Tablo 21. Sonug karsilastirma tablosu — 3

Riemann | Orta Nokta | Trapez | Simpson | Simpson | Tek Parca Gergek
Yaklasimi 1/3 3/8 Kurali Deger
x5 |2.0445 | 2.07 2.07 2.0699 | 2.0699 |2.06989116 |2.06989116
x10 | 69.79 71.55 7155 | 71537 | 71537 | 7153736065 | 71.5373606

Farkli derecelere sahip polinomlar i¢in alinan sonuclar karsilastirildiginda,

fonksiyonun derecesinin yiikselmesi durumunda gergek degere en yakin sonucu Simpson
1/3, Simpson 3/8 ve Tek parca kuralinmn verdigi goriilmiistiir. Ozellikle Riemann kurali
i¢cin gercek degerden oldukca uzaklasildigr tespit edilmistir. Boole yontemi ile hesaplama
yapilamamigstir. Bu sonug, yliksek karmasikligin oldugu problemler i¢in polinomlara dayali
yaklasimlar1 6nemli kilmaktadir.

Benzer sekilde, ilgili fonksiyon i¢in 2. dereceden, 10. dereceye kadar polinomlarla
entegrasyon ifadelerinin {iretilmesi ve farkli sayisal entegrasyon hesaplama yontemleri ile
elde edilen sonuglarin degerlendirmesi yapilmistir. Secilen polinomlar icin gergek deger
hesab1 yapilarak, gergek degerler ile diger yontemlerin verdigi sonuglar karsilastirilmistir.

Fonksiyonlar: x2- x19
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h (aralik uzunlugu): 0.1

Gergek degerlerin hesaplanma adimlart x? polinomu referans alinarak 31 noktali
hesaplama islemleri agagida gosterilmistir.

X= xo+m=*h

m=0icinx=0+0%x01=0

m=30icinx=0+30%x01=3

3
I = f03(x2) dx = (x3—3) | =9
0
Tablo 22. Farkli dereceli polinomlar entegrasyonlarini karsilastirilmasi
Riemann | Orta Nokta | Trapez | Simpson | Simpson | Tek Parga | Gergek Deger
Yaklasimi 1/3 3/8 Kuralt
x? | 8.555 9.005 9.005 9 9 9 9
x3 |18.922 |20.273 20.273 | 20.25 20.25 20.25 20.25
x* | 44.64 48.69 48.69 48.6 48.6 48.6 48.6
x> |109.69 |121.84 121.84 | 1215 121.5 121.5 121.5
x® |277.19 |313.64 313.64 | 312.43 312.43 | 312.42857 | 312.42857
x7 |715.03 |824.38 824.38 | 820.13 820.15 | 820.125 820.125
x® | 18735 |2201.6 2201.6 | 2187 2187.1 | 2187 2187
x° |4969.9 |5954.1 5954.1 |5905.1 5905.4 | 5904.9 5904.9
x10 | 13316 16268 16268 | 16105 16106 16104.272 | 16104.272

Tablo 22’de yer alan sonuglar degerlendirildiginde;

Riemann yontemi, genellikle basit ve hizli bir yaklasim sunar. Ancak, ozellikle
yiiksek dereceli polinomlarda gercek deger ile elde edilen sonuclar arasinda 6nemli farklar
gozlemlenmektedir. Ornegin, x® icin 1873.5 olarak elde edilen sonug, gercek degerden
(2187) oldukg¢a uzaktir. Bu durum, Riemann yonteminin yiiksek dereceli polinomlar i¢in
yeterince hassas olmadigini gostermektedir. Orta nokta yaklagimi genellikle Riemann
yontemine gore daha iyi bir sonug verir, ¢linkii fonksiyonun ortasinda bir nokta kullanarak
hesaplama yapar. Ancak, yine de yliksek dereceli polinomlarda hata payr artmaktadir.
Ornegin, x® igin 313.64 degeri, gercek degerden belirgin bir sapma gostermektedir. Orta
nokta yaklasimi, diisiik dereceli polinomlarda daha iyi performans gosterse de, yiliksek
dereceli polinomlarda basaris1 diigmektedir. Trapez yontemi, entegrasyon islemi i¢in daha
iyl bir tahmin saglar ¢iinkii iki u¢ nokta arasindaki alanmi trapezle yaklasiklar. Tabloya
bakildiginda, sonuclar1 genellikle Riemann ve Orta Nokta Yaklasimi’ndan daha dogru

cikmaktadir. Simpson 1/3 yontemi ikinci dereceden polinomlar i¢in oldukca etkili bir
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sonu¢ vermektedir. Gergek degerle karsilastirildiginda, ozellikle diisiikk ve orta dereceli
polinomlar i¢in yakin sonuglar elde edilmektedir. Ornegin, x> ve x°igin hesaplanan
degerler, gercek degere olduke¢a yakindir. Ancak, yiiksek dereceli polinomlarda (6zellikle
x8 ve sonrasinda) hata pay1 yine artmaktadir, fakat bu artis diger yontemlere gore daha az
belirgin olmaktadir. Simpson 3/8 yontemi bu calisma icerisinde gercek sonuca oldukga
uzak sonuglar lretmistir. Gergek degere en yakin sonuglar bir dnceki bdliimde yapilan

tespit ile benzer sekilde, tek parca kurali ile alindig1 goriilmiustiir.

3.3. Polinom Derecesine Gore Tiiretilen Integral ifadeleri

Tek parca kurali 2. dereceden ve 10. dereceye kadar polinomlarla uygulanarak

belirlenen ifadeler Tablo 23’te listelenmistir.

Tablo 23. Polinom derecesine gore tiiretilen integral ifadeleri

Derece | Integral ifadesi
0 hlyo]
1 h
> Yo +y1]
2 h
3 [yo + 4y, + y2]
3 3h
5 [yo + 3y; + 3y, + 3l
4 14h 32 12 32
s [Vo t—yit—y, + —yst Val
5 95h 75 50 ~ 50 75
588 [¥o oY1t 1gY2 T gVt 1gVs Vsl
6 4th 216 27 272 27 216
140 [¥o g it agYe t gy Vst gYat Vs Vel
7 5257h 3577 1323 2989 — 2989 — 1323
17280 Dot 7er Vit o5y ye ¥ ey Vet e Vat S5 s
3577
t e Vet y7l
8 3956h 256 928 — 1049 4540 1049
14175 Dot 2371 " 9g9¥2 t 5g9 Y3~ ggg Y4+ To9gg Vs
028 256
gg9Ye t 73 V7 ysl
9 25713h 15741 1080 19344
89600 “° " 2857 Y1 T 285772 T Tg57 V3
L5778~ "5778 19344 1080
285774 " 285775 " 2857 Yo T 285777
L 15741
2857 Vs Yol
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Tablo 23’iin devami
10 80335h 106300 48525 272400

299376 ° T 16067 V1 " 1606772 T Te067 7
260550 427368 260550
16067 74" 16067 75 16067 *°

272400 48525 106300
16067 7~ 1606778 " 16067 7°

+ Y10l

3.4. Formiil Hesaplama Karmasikhgi

Sayisal entegrasyon yontemlerinde, belirli bir aralik i¢in yapilacak hesaplamalarda
daha kii¢iikk adim biyiikligi (h) se¢ilmesi daha fazla sayida fonksiyon noktasinin (y;)
kullanilmasii gerektirir. Bu durum, bir yandan daha hassas sonuglar elde edilmesine
olanak saglarken diger yandan hesaplamanin igerecegi islem sayisini da artirmaktadir.

Genel olarak sayisal entegrasyon formiillerinin hesaplama maliyeti, nokta sayisina
(n) baglh olarak artar. O(n) ile temsil edilen bu maliyet, hesaplamanin zaman
karmagikliginin  bir Olglisiidiir. Tek Parga Yontemi’nde, polinom denklemlerinin
tiretiminden entegrasyon formiiliiniin elde edilmesine kadar gecen siireg, ¢esitli sayida
islemlerden olugmaktadir. Bu islemler, nokta sayis1 (n) ile dogrudan iliskilidir ve her bir
adimin hesaplama maliyeti artan n ile degisiklik gosterir.

Polinomun katsayilarin1 bulmak i¢in yapilan her bir hesaplama, n terimi igerir. Bu
terimler katsayilarla garpilarak sonuglar1 toplandigindan, ¢arpma ve toplama islemlerinin
toplam sayis1 O(n?) olacaktir. Ayrica, n sayida bdlme islemi gergeklestirilmektedir. Bu da
toplamda O(n) bolme islemi demektir.

Gauss eleminasyon yontemi ile n bilinmeyenli bir sistemin ¢oziimiinde islem
maliyeti O(n®) olarak ifade edilir. Bu karmasiklik, pivot se¢imi, satir degistirme ve diger
satir islemleri sebebi ile olugsmaktadir. Maliyet, n pivot i¢in O(n)’dir. Her pivot isleminde,
diger satirlar pivot satirtyla karlastirilarak giincellendigi icin, satir islemlerindeki maliyet
O(n?)’dir. Genel olarak, n denklem ve n bilinmeyen iceren bir sistemin ¢dziimii icin

yapilan islem sayis1 O(n®) olarak ifade edilir. Bu islem su sekilde 6zetlenebilir.

n(n;l) bolme islemi yapilir.

Bolme Islemleri:

. 34 3n2—
Carpma ve Cikarma Iglemleri: w carpma ve ¢ikarma iglemi gergeklestirilir.

Polinom katsayilarinin belirlenmesinde kullanilan bu Gauss eliminasyon adimi, tiim

sistemin karmagsikligini etkileyen onemli bir bilesendir. Polinom {iretiminde yer alan
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katsayr matrisinin ¢oziimii, O(n3) maliyetli oldugu igin, toplam islem karmasiklig:

tizerinde dogrudan bir etkiye sahiptir.



4. SONUCLAR

Bu tezde, polinomlara dayali yaklasimlarla sayisal entegrasyon ifadelerinin
iretilmesi, degerlendirilmesi ve dokiimantasyonu {izerinde ¢alismistir. Calisma sonuglarina
ve ¢iktilarina gore, polinom tabanli yontemlerin sayisal entegrasyon problemlerinde 6nemli
bir rol oynayabilecegini gostermektedir. Sonuglar, bu yontemlerin dogruluk ve hesaplama
performansi agisindan diger geleneksel yontemlere kiyasla dnemli avantajlar sundugunu
gostermektedir. Bu avantajlar, ozellikle karmasik entegrasyon problemleriyle
karsilagildiginda belirgin hale gelmektedir.

Tez kapsaminda polinom tabanli yaklagimlar ile entegrasyon ifadelerinin iiretim
slireci tlizerine de odaklanilmigtir. Bu yaklagimlarin sayisal entegrasyon ifadelerinin
tiretilmesindeki esnekligi ve kullanim kolayligi, arastirmacilarin c¢esitli entegrasyon
problemlerini ¢ézmelerine olanak tanimaktadir. Bu da, bu yontemlerin genis bir uygulama
alanina sahip olabilecegini gostermektedir.

Son olarak, yapilan c¢alismanin dokiimantasyonu ve sonuglarinin paylasilmasi
onemlidir. Caligma bulgularinin bilimsel topluluga sunulmasi, polinomlara dayali
yaklasimlarin sayisal entegrasyon alanindaki potansiyelini daha genis bir kitleye
ulastiracaktir. Bu sekilde, gelecekteki arastirmacilar ve programcilar, bu yontemlerden en
1yi sekilde yararlanabilecek ve sayisal entegrasyon problemlerinin ¢oziimiinde daha etkili

stratejiler gelistirebilecektir.



5. ONERILER

Bu ¢alismada, polinomlara dayali yaklagimlar ile analitik ¢6ztimlerin, performans ve
dogruluk acisindan karsilastirmast incelenmis ve edinilen sonuglara gore asagidaki
Onerilerin yapilmasi uygun gorilmiistiir.

e Matematiksel gosterimlere uygun big¢imde PDF dokiimanlarinin igerigine benzer
web igeriginin olusturulmasi (pdf vb.) sonrasi bu igerigin tarayicida gosterilmesi
saglanabilir.

e Uygulama seviyesinde alinan hatalar i¢in exception mekanizmasiin daha iyi
diizeye getirilmesi amaciyla global bir exception handler olusturularak,
firlatilabilecek tiim hatalar yakalanabilir. Bu iyilestirme sonucunda, kullanicilar ve
api hizmetinden yararlanan diger uygulamalar, alinacak hatalar i¢cin daha anlamli
mesajlar ile karsilagabilecektir.

e Uretilen yazilimin api dokiimantasyonun gelistirilmesi amactyla OpenAPI
(swagger) tercih edilmistir. OpenAPI, daha genis Ol¢ekli ve yiiksek miktarda
endpoint’e sahip uygulamalar icin olduk¢a verimli olmasina ragmen, tez
kapsaminda gelistirilen yazilim i¢in oldukg¢a biiylik 6lcekli bir iiriindiir. Bu
baglamda, ozellestirilmis bir api dokiimantasyonu olusturularak, daha sade ve
anlasilir bir api arayiizii olusturulabilir.

e Uygulamanin arayiiz tasarimi olusturulurken tercih edilen bootstrap kiitiiphanesi
her ne kadar popiiler bir kiitiiphane olsa da yalmizca 1 adet araylize sahip bir
yazilim i¢in oldukga biiylik boyutlu javascript ve css dosyalarina sahiptir. Bu
nedenle, bu tez kapsaminda gelistirilen uygulama 6zelinde daha kiigiik boyuta
sahip javascript ve css dosyalar1 yaratilarak, uygulamanin, kullanicilarin

tarayicisinda daha hizli yiiklenmesi saglanabilir.
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