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POLITROPIK GAZLAR ICIN iZENTROPIK VE ADIABATIK EULER
SISTEMIN SUREKSiZ FONKSIYONLAR SINIFINDA SAYISAL COZUMU

Bilindigi lizere hidrodinamikte sik rastlanan denklemler sistemi genelde korunum
kurallar1 yardimu ile ifade edilmektedir. Bu denklemler birinci basamaktan non lineer hiperbolik
tiir sistem olusturur. S6z konusu denklemler sisteminin temel 6zelligi ¢éztiimlerinin yerleri
onceden bilinmeyen sigrayis noktalarina sahip olmasidir. Bu 6zellikler ise kendi sirasinda

denklemin ¢ézlimiinii bulmak i¢in klasik yontemlerin uygulanmasina énemli zorluklar ¢ikarir.
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1. GIRIS

Dalga teorisi genis bilimsel kavramlar igerisinde en ¢cok yaygin olanidir, fakat diger ilmi
kavramlardan farkli olarak onu hem teorik, hem de teknik seviyede de 6grenmek olur. Sudaki
dalgalarin davranisi, 15181 ve sesin dagilimi herkesge gilindelik yasamdan bilinmektedir.
Ormegin ses darbelerinin olusumu veya otobandaki arabalarin tika¢ yaratmasi gibi ¢agdas
problemler de ¢ok biiyiik 6nem tasimaktadir. Bir taraftan o olaylart higbir teknik arastirma
yapmaksizin teorik sekilde de 6grenmek miimkiindiir. Diger yandan ise bu olaylar aktif sekilde
cesitli miithendisler tarafindan da Ogrenilir. Bu girisimler de kendi sirasinda pratikte genis
kullanilan problemlerin matematiksel 6grenilmesine neden oldu. Herhangi bir miihendislik
problemlerinin kendine has farkli 6zellikleri olmasina ragmen, istenilen dalga problemlerini

ogrenmek icin genel bir matematiksel yaklasimlar iiretmek miimkiin olmustur.

1.1. Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Dalgalar Arasindaki Nitel Farklar

Dogrusal olmayan dalga hareketinin baz1 karakteristikleri genel terimlerle aciklanabilir.
Dogrusal dalga hareketinde, 6rnegin ses iletimi sirasinda, heyecanlanmalar daima belirli hizla
(ortama gore) yayilir ve bunlar ortam i¢inde degisebilir. Bu ses hizi, ortamin kendisinin lokal
bir 6zelligi olup, ortamdaki her diisiiniilebilen dogrusal dalga hareketi ayni kalir. Bununla
birlikte, dogrusal olmayan dalgalarin ayirici 6zelligi, zorunlu olarak kii¢iik olmayan bozulmalar
veya siireksizliklerle ilgilidir. Dogrusal dalga hareketinde bir yiizey boyunca herhangi bir
baslangig¢ stireksizligi siireksizlik olarak korunur ve ses hizi ile yayilir. Dogrusal olmayan dalga
hareketi farkli bir sekilde davraniyor. Farkli basinclarin, yogunluklarin ve akis hizlarinin iki
bdlgesi boyunca bir baslangic siireksizligi oldugunu varsayalim. O zaman su alternatif
olasiliklar vardir: ya baslangi¢ siireksizlik derhal siirekli olur veya bozulma bir ya da iki sok
cephesi boyunca ¢ogaltirken sonic hizla degil, siipersonik hizla iist {iste gelen ortama hizlanarak

ilerlenir.

Daha 6nce belirtildigi gibi, sok cepheleri dogrusal olmayan dalga yayiliminda goze
carpan en belirgin olaylardir; baslangigtaki sigrayisin olmamasina ragmen sonradan olusabilir

ve yayilabilirler.

Dogrusal kismi denklemler, dogrusal olmayan denklemlerin aksine, ¢ogu zaman,
diferansiyel denklemlerin kendilerinin diizenli kaldig1 yerlerde siirekli olarak uzatilabilen

cozlimleri kabul etmemektedir. Dogrusal ve dogrusal olmayan dalgalar arasindaki bir diger



carpici fark, kesisim olgusuyla ilgilidir: siiperpozisyon ilkesi dogrusal dalgalar i¢in gecerlidir,
dogrusal olmayan dalgalar i¢in gegerli degildir.

Sonug olarak, etkilesen ses dalgalarinin asir1 basinci sadece toplanir; bu gercegin aksine,
dogrusal olmayan dalgalarin etkilesimi ve yansimasi, basincin muazzam bir artisina neden

olabilir.

1.2. Hidrodinamigin Temel Denklemleri

Genelde gaz dinamiginin esas problemi, gazin tam hareketini ve onun diger fiziksel cisimlere

kars1 olan etkisinin incelenmesidir. Bilindigi gibi, gaz ile doldurulmus @ hacmi, sonlu sayida hareket

eden g, (i =1,n) sonlu sayida molekiillerden olusur. Her bir 4, - molekiilii m, - kiitlesine, u, - hiz

. 1 T I - .. . .
vektoriine, m,u; —impulsa, —mi|ul.| — kinetik enerjisine ve &, — dahili enerjiye sahiptir.
2

Gazin hareketini direkt matematiksel olarak ifade etmek ¢ok da optimal olmamaktadir. Ciinkii

1cm® havada 2,7.10"° sayida molekiil olmaktadir. Bundan dolay1, gaz dinamiginde gazin hareketi ve
karsilikli iliskisi ortalama parametrelerle ifade edilmektedir. Bu nedenle gaz dinamigini ifade eden iki

tiirlii metod kullanilmaktadir. Bunlar geokinetik ve fenomonolojik ifade tarzlaridir.

Fenomonolojik ifade tarzinda keyfi @ elementar hacmine maddi nokta gibi bakilmakta ve bu

nedenle de her bir fiziksel parametrenin @ hacmi {izerinden ortalama deger alinmaktadir.

Eger gaz, R’de, yani ii¢ boyutlu uzayda hareket ederse gazin her bir k= (xl,xz’x3)

noktadaki durumu ¢ zamanina bagli olmaktadir. Bundan dolayr hareketi R* (E, t) uzayinda

inceleyecegiz.

Gaz dinamiginde esas biiyiikliikler agagidaki sekilde ifade edilmektedir;

. hiz vektorii =k (x,0)
o yogunluk L = p(x,t)
° basing p = p(x,t)
° dahili enerji e=¢&(x,t)

d . ..
Gazin konumu x = x(¢#) zamana bagli oldugundan zx = lg(x,t) denklemi gazin hareketini
t

ifade eder. Son denklemi koordinatlarda



dx

— =u(Xx, ,Z,l'

7 (x,y,2,1)

d

_y:v(x’y,z’[) (14)
dt

dz

— =W, Y, 7t

0 (x,¥,2,1)

olarak yazabiliriz. Burada, ii’(x, v,z,t) = u(x, y, z,t),v(x, y, z,t),w(x, y, z,t)) olmaktadir.

Eger, herhangi bir D boélgesinde & vektor alant verilirse, D bdlgesinin her bir noktasi
(1.4) denklemler sisteminin integral egrileri ile Ortiiliir ve bu egrilere gaz pargaciklarinin hareket

yoriingeleri denir.
Eger (1.4) denklemler sistemine uygun baslangi¢ kosullar1 x(0) = x,, y(0) = y,, z(0) = z,
eklenirse (1.4) sisteminin tek bir ¢6ziimii elde edilmis olur ve x = x(¢), y = y(¢), z=z(t)

koordinatlar1 Lagrange koordinatlari olarak belirlenir.

Hareket edebilen hacim, her bir # zaman i¢in ayn1 molekiillerden olusan bolgeye, hareket eden
bdlge veya maddi bolge denir. Bu bdlgeyi w(t) < R’ olarak gosterelim. Bilindigi gibi her bir maddi
bolgeye bir sert ortam gibi de bakmak miimkiindiir. Ayrica da bu ortamda asagidaki biiyiikliikler ele

almabilir.

kiitle J].J‘ pdw,
w(t)

impuls m plﬁ) dw,

w(t)

burada p = |uq hiz vektoriiniin modiilii olmaktadir. Bu biiyiikliikler yardimu ile fiziksel korunma

kanunlarini ifade etmek miimkiindiir. Ornegin, kiitlenin korunma kanunu

%m pdw =0 (15)

w(t)

impulsun korunma kanunu

d w,
E{{J)pudW—F, (1.6)

enerjinin korunma kanunu ise



S o[y e w0

w(t)

seklinde ifade edilmektedir.
Simdi gazin hareketini ifade edebilen diferansiyel denklemleri ele alalim.

Tamml. Eger i, p, pve & fonksiyonlar siirekli fonksiyonlar ise, gazin hareketine stirekli

hareket denir.

Eger gazi etkiyen F kuvveti yalniz dis kuvvet, yani basing olursa, F =— ﬂ prtz3 dy gibi ifade
7(t)

edilir ve (1.6) korunma kanunu

%m ph dw=—[[ pRay (17)

w(t) y(1)

seklinde ifade edilir. Burada y(f) @(¥) nin yiizeyini, n ise y(t) yiizeyinin dig normalini

gostermektedir.
Simdi, oldukca 6nemli bir lemmay1 ifade edelim.

Lemma 1. Hareket edebilen bolge iizerinden alan integralinin zamana gore tlirevi

%Iﬂf dw=([[ (D f+f aiv 3w (1.8)

w(t) w(t)
olmaktadir. Burada

D=§+£V:g+ui+vi+wg (1.9)
ot o ox Oy 0z

dir. (1.9) ifadesini dikkate alarak (1.7)’e Gauss formiiliinii uygularsak

m [p, +div (ph)] dw=0 (1.10)

w(t)

olarak elde ederiz. w(t) bolgesi keyfi oldugundan (1.10) dan



p, +div(pl)=0 (1.11)

diferansiyel denklemini elde ederiz ve bu denkleme siireklilik denklemi de denir.

Ayni yolla impuls denklemini ve enerji denklemini de asagidaki sekilde

(peq%rgn, + div (p Gq%rgjﬁwﬁj:o ,

veya
e+uve+L div =0 (1.12)
Yo
sekilde elde ederiz.
Ozel durumda da hareketi bir boyutlu olarak kabul edersek, asagidaki denklemler sistemini
U +FU)=0 (1.13)
vektor seklinde de
p pu
U=|p,| . F=|pu +p (1.14)
e u(e+p)
yazabiliriz.

Euler denklem sisteminin c¢ikarilisgina deginmeden once akiskanlar dinamiginin ¢ok Onemli bir

kavramum ele alalm. Herhangi bir # zamaninda aym pargaciklari iceren @(f)  R® bdlgesine maddi

hacim veya haraket eden hacim denir. Dolayisiyla maddi hacim derken, hareket zaman1 ayni akigkan

pargaciklarini iceren bolge kastedilmektedir. f(x, y, z,#) akigkanin hareketini ifade edebilen belli bir

biiyiikliik olsun. Bu biiyiikliik 6rnegin, stvi hizimin bir bileseni veya p yogunlugu olabilir. Oncelikle

belirtelim ki, Jf /O tiirevi f in uzayin herhangi bir sabit alinan (x,y,z) noktasindaki (zamandan

bagimsiz olmak suretiyle) degisim hizi anlamina gelmektedir. Tersine, Df /Dt ile gosterilen tiirev ise

akigkanin total degisim hiz

Df _d
P flx@®), y), 2(0]

olmaktadir.



Burada (x(t), y(1), z(t)) lokal akis hiz1, & olan stvinin zamana gore degisimi gibi anlasilmaktadir, yani

akis

de_ody b

=Uu, =w
dt dt dt

denklemleriyle tanimlanmaktadir. Zincir kurali uygulanarak

Df _ofdx of dy of dz of
Dt oxdt Oydt oOzdt ot

ve boylece

of_y, o

= Uu—+v—+w—
Dt ot ox Oy 0z

olmaktadir. V operatdrii kullanilarak son ifade igin

D—f:@+(u-V)

1.15
Dt ot s ( )

elde edilir. (1.1) denklemini i = (u,v,w) vektorii i¢in kullanirsak, akisin ivmesi i¢in

Du ou
- Avé
Dt 0Ot +(u )u

ifadesini elde ederiz.

1.3. Euler Hareket Denklemleri

Akiskanin kiigiik oV hacmi i¢in lineer momentum prensibini uygulayalim. g birim kiitlesini

etkileyen yercekimi kuvveti hesaba katilirsa, s6z konusu hacim tizerindeki toplam kuvvet

(—Vp + pg)oV olmaktadir. Bu kuvvet V hacimli kiitle ile ivmesinin ¢arpimina, yani

Du

&
P b

ye esittir. Boylece, ideal bir akigkanin temel hareket denklemleri olarak (1.16) elde edilir.

Di p (1.16)



.Euler denklemleri olarak bilinen bu denklemleri u, v, w ve p bilinmeyenlerine gore agik olarak dort

skaler denklem

ou Ou Ou ou 1 op
tu—+v—-+ =

—_ W— = 5
ot ox Oy 0z p Ox

ov ov  Ov ov 1 op
—tu—+v—+ =

o lox oy ez poy

ow ow Oow ow 1 op
—4tuUu—+v—+w—=

ot ox Oy 07 p 0z
ou ov ow _

—t—t—=
ox 0Oy 0z

0

seklinde yazabiliriz. Yercekimi terimi z-eksenine dikey yukari dogru g=(0,0,—g) seklinde alinmustir.

Yercekimi kuvvetini, bir potansiyel fonksiyonunun gradiyenti g=—-Vy

(1.3) cinsinden yazabiliriz (burada y = gz olmaktadir). Akiskanin ivmesi igin (1.1) ifadesini

kullanarak, (1.2) denklemini

a—u+(u-V)u =—V(£+xj
ot yo,

bi¢iminde tekrar yazabiliriz. Burada p = sabit oldugu varsayilmistir. Ayrica,

(u-V)u:(V/\u)/\u+V(%u2j

0zdesliginden faydalanilarak, momentum denklemi

—+(V/\u)/\u:—V(£+lu2+;(J (1.17)
t p 2

formunda yazilabilir.



1.4 Bernoulli Akis Teoremi
Eger akis siirekli ise (1.4)
(VAu)Au=-VH
denklemine indirgenir. Burada

H=£+%u2+;(

P
olmaktadir. Skaler carpimi dikkate alarak,
(u . V)H =0
elde ederiz. Yani ideal akiskan siirekli akis i¢inde ise H bir akis ¢izgisi boyunca sabittir. Yer¢ekiminin
ihmalinde siirekli akista p + % pu * nin bir akis ¢izgisi boyunca sabit oldugu goriiliir. Yukaridaki teorem

farkli akis ¢izgilerinin her biri boyunca H 1n sabit kalacagini ifade eder, fakat ayni1 sabiti alacag1 hakkinda
bir sey sOylemez. Yani her akig ¢izgisinin kendi sabiti olmaktadir. Tiim akis alan1 boyunca H 1n sabit

olmasi i¢in gereken kosul agsagida verilmistir.

Tanim 1.1 V Au =0 kosulunun saglanmasi durumunda akisa girdapsiz akis ad1 verilir.



2. iKi BOYUTLU EULER DENKLEMLER SISTEMI

Bu boliimde iki boyutlu Euler denklem sisteminin niimerik ¢6ziimii i¢in bir sayisal algoritma
gelistirecegiz. Bilindigi gibi herhangi bir diferansiyel denklemi veya diferansiyel denklemler sistemini
sonlu farklara ayriklastirmak igin ¢ozliimiin yiiksek mertebeden diferansiyellenebilir olmasi talep
edilmektedir. Fakat, Euler sistemini olusturan denklemlerin ¢oziimii bu 6zelliklere sahip degildir. Bu
nedenle, 6nce Euler denklem sistemine bilinen anlamda denk olan ve Euler denklem sisteminin sahip
olmadig1 6zelliklere sahip 6zel yardime1 problem karsilik getirilecektir. S6z konusu yardimei problemin
avantajlar1 kullanilarak niimerik ¢6ziim i¢in yliksek hassasliga sahip algoritmalar gelistirilecek ve daha

sonra yardimci problemin ¢oziimii vasitasiyla esas problemin sayisal ¢oziimii elde edilecektir.

2.1. iki Boyutlu Sistemin Koordinatlara Gore Ayriklastirllmasi. Bernoulli
Integrali

Her zaman oldugu gibi R *ile (x, y) noktalarimin Euclid uzayini gosterelim.

R’ :sz[O,T) ={(x,y,t)|(x,y)eR2,T>t20} olsun. R’ de

ou Ou v@_u_ 1 op

—tu—+ — = 2.1)
ot ox Oy p Ox
@+u@+v@=—la—p, (2.2)
o ox Oy p Oy
8_u + @ =0, (2.3)
ox Oy
u(x, y,0) = uy(x, y), 2.4)
v(x, ¥,0) = v, (x, y), (2.5)

problemini géz oniine alalim. Burada u = u(x, y,t) ve v=v(x, y,t) fonksiyonlari bilinmeyen i hiz
vektoriiniin bilesenlerini, yani li) = (u(x, v,1),v(x, y,t)) yi, p=px,y,t) ve p=p(x,y,t)

sirastyla basing ve yogunlugu gostermektedir. u,(x,y) ve v,(x,y) bilinen fonksiyonlar olmaktadir.

Akista girdabin olmadigim varsayalim ve asagidaki potansiyel fonksiyonu

u=® , v=0@ 2.7)

y
dahil edelim. Akista girdap olmadigi, matematiksel olarak

v, —u, = 0 (2.8)



seklinde ifade edilmektedir. (2.7) ve (2.8) dikkate alinarak, (2.1), (2.2) denklemler sistemi

0 (GCDJ o(u+v:) 10op
— = |+= +——=0,
ot\ ox ) Ox 2 p Ox

6(8@} 8[u2+v2] 1 ép
— — [+= +——=0
o\ dy ) oy\ 2 p Oy

(2.9)

(2.10)
olarak yazilabilir.

p(x,y) =sabit oldugu taktirde (2.9), (2.10) dan

2 2
O[0P wHvi, pPl_y, @2.11)
ox\ ot 2 yo,
2 2
O[0D uw+v Pl_y 2.12)
oy\ ot 2 o,
elde ederiz.
U? =u*+v° (2.13)
ve
D= +jc(r)dr (2.14)
0

notasyonlarini igerirsek, bu notasyonlarda (2.11) ve (2.12) denklemlerini
e § S Y (2.15)

seklinde yazabiliriz. (2.15) denklemi (2.1), (2.2) i¢in Cauchy veya I. aralik integrali olarak adlandirilir.
K =u,v) fonksiyonlar1 ¢ den bagimsiz oldugu taktirde, (2.15) denklemi

Ly 2oy
2

Yo,

olarak yazilabilir. Bu bagiti Bernoulli integrali olarak adlandirilir. Diger bir deyimle, (2.15) denklemi

(2.1), (2.2) denklemler sisteminin I. integralinin vektorel formudur. (2.1), (2.2) denklemlerinin her bir

10



¢Oziimiiniin (2.15) denklemini de sagladig1 ve tersine, (2.15) in ¢dziimlerinin (2.1), (2.2) nin de

cozlimleri oldugu agiktir.

Genel olarak, (2.14) denkleminde icerilen keyfi ¢ sabiti ¢ ye baglidir ve bu nedenle, (2.15) denklemi
tek degerli olarak tanimlanamaz. (2.7) ve (2.13) notasyonlar1 kullanilarak, (2.11), (2.12) denklemleri

yeniden
2
au(x,y,t)_'_g U_+£ -0, (2.16)
ot ox\ 2 p
2
5"();%” +%(%+£j ~0 2.17)
P

olarak yazilabilir. Dolayisiyla (2.1), (2.2) karisik denklemler sistemi x ve y koordinatina gore iki
denkleme pargalanmis olur ki, s6z konusu denklemlerin her birine bir boyutlu denklem gibi

bakabiliriz.

2.2. Basinc I¢in Denklem

Simdi bilinmeyen p(x, y,f) basinc fonksiyonunu bulmak i¢in bir denklem olusturalim.

Bunun i¢in (2.16) denklemini x e gore diferansiyelleyelim

of@), o). 127
ax\or) ax*l 2 poxt’

veya

2(5_”]+@_2 Ut top
or\ox) ox*| 2 pox’

(2.17) denklemini y e gore diferansiyelleyelim

é(a_u]ﬁ;[v_j:_iaz_p
or\ay) oy*\ 2 p oy’

Son iki denklemi taraf- tarafa toplarsak aliriz
O(0Ou Ov o> o \(U? 1(&°p o%p
ot B el I B s ol | B e e NN
ot\ ox Oy ox~ Oy 2 p\ ox~ Oy

11



ou Ov
—+ 5 =0 oldugunu dikkate alirsak p(x, y,?) igin (2.18) denklemini elde ederiz

Oox

2
A[Q—J=—1Ap (2.18)

2.3 Baslangic ve Simir Kosullar:

(2.16)-(2.18) denklemler sistemini ¢ézmek i¢in asagidaki baslangic ve sinir kosullarini yazalim.

Sekil (2.1)

p(x,y,0)=p,(x,y) (2.19)

Simdi, o nun x ve y ye bagli oldugu durumu goéz oniine alalim ve agagidaki notasyonu icerelim

_ od
s=j .

Bu durumda (2.11), (2.12) denklemler sistemi

a{acp U+ ,}
+ +3|=0, (2.18)

x|l o 2

12



o|od u*+v: _

bicimini alir. (2.7) ve (2.13) dikkate alinirsa, (2.18), (2.19) denklemler sistemi

ou o0|U> _
—+—|—+3|=0, (2.20)
ot ox| 2
ov o0|U> _
—+—|—+3|=0 (2.21)
ot oy| 2

olarak yazilabilir.

Boylece, (2.20), (2.21) (veya (2.16), (2.17)) den goriildiigii gibi, bu denklemler (2.1), (2.2) denklemler
sisteminin koordinatlarina gore ayrilmis seklidir. Problemin baglangi¢ fonksiyonlari hem pozitif hem de
negatif egime sahip olduklari taktirde, bu sistemdeki her bir denklemin ¢6ziimii ¢ok degerli fonksiyon
olur. [3] ve [4] de belirtildigi lizere ¢ok degerli fonksiyonlar fiziksel agidan anlamsiz ¢oziimler
oldugundan, ¢ok degerli ¢oziim yerine 1. tiir siireksizlik noktalarma sahip tek degerli ¢oziim insa
edebiliriz. Bu 6zelliklere sahip ¢oziimler zayif ¢oziim vasitasiyla tanimlanabilir. Bu nedenle, & nun

(u,v) bilesenlerinin zayif ¢oziimii asagidaki sekilde tanimlanir:
Tamim 2.1 (2.4), (2.5) kosullarin1 ve ¢(x, y,T") =0 6zelligine sahip olan herhangi bir

o(x, y,1) = (¢,(x, y,1), @, (x, y,1)) € H'(R) test fonksiyonu i¢in asagidaki integral esitliklerini

X

2
I L, u(x, y,t)M+ U—+£ M dxdt +I u(x, y,0)p,(x, y,0)dx =0, (2.22)
R ot 2 p ox o

2
[ 4, yy 260 fUZ P \Op 5y D, [ v(x, 7,00, (x.7.00dy =0 (223)
Ry ot 2 p oy i

koruyan u(x, y,t) ve v(x,y,t) fonksiyonlarina (2.1)-(2.6) probleminin zayif ¢6ziimii denir.

Burada H'(R’), R iizerinde Sobolev uzayidir; Rf ve Rf, sirastyla Ri iin xot , yot diizlemleri

iizerindeki izdligiimiinii gdstermektedir.
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2.4. Yardimc1 Problem

(2.1), (2.2) sistemi igin zayif ¢oziim kavramini dahil ettigimizde, siireksizlik noktalarinin zamana gore
evriminin ve yerinin bilinmemesi gibi yeni problemler ortaya ¢ikar. Diger taraftan, siireksizlik
noktalarinin mevcudiyeti (2.1), (2.2) problemine bilinen klasik niimerik metotlarin uygulanmasinda bir
cok sorunlara neden olur. Zira, siireksizlik noktalarinin civarinda denklemin icerdigi tiirevler mevcut

olmaya da bilirler.

[3] ve [4] e gore (2.1), (2.2) probleminin zayif ¢oziimiinii belirlemek igin,

0 U’ p
aju(x, yode+=—+ . C.(0), (2.24)
0 U*> p
ajv(x, 9.0y + =+ = G0, (2.25)
u(x, y,0) =u,(x,y), (2.26)
v(x, y,0) = v, (x, y) (2.27)

yardimet problemini igerelim. Burada C,(¢), (i =1,2) ler keyfi sabitlerdir.

Not 2.1 (2.24) ve (2.25) denklemlerinde sirasiyla y ve x e parametre goziiyle bakilir.

(2.24)-(2.27) den agikca goriildiigi gibi u ve v fonksiyonlar siireksiz de olabilirler. Boylece, (2.24),

(2.25) denklemlerinin ¢6zliim sinifi (2.22), (2.23) bagintistyla tanimlanan denklemlerin ¢6ziim sinifiyla
cakigir.
[utx, y.0dx+C(6) = "utx, y,0), (2.28)
[v(x, y.0dy+C,y(0) = "u(x, y,1) (2.29)

notasyonlarini dahil edersek, (2.24), (2.25) sistemi bu notasyonlarda

x 2
Cu U Py (2.30)
o 2 p
y 2
ou U, Py 2.31)
ot 2 p

olarak yazilabilir. (2.26), (2.27) baslangi¢ kosullar1
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“u(x, y,0) = "u,(x,y), (2.32)
“u(x,y,0)="u,(x,y) (2.33)

olmaktadir. Burada, “u,(x, y) ve “u,(x,y) asagidaki denklemlerin keyfi siirekli ¢6ziimleri olmaktadir

0"uy(x,y)

o =u,(x,y), (2.34)

6yl’tO (.X, )’)

o =v,(x, ). (2.35)

Burada da yukarida bahsettigimiz gibi (2.34) ve (2.35) denklemlerinde sirastyla y ve x e parametre
olarak bakilmaktadir.

(2.30)-(2.33) yardime1 problemi asagidaki avantajlara sahiptir:

e “u(x,y,t) ve “u(x,y,t) fonksiyonlarmmn diferansiyellenebilme 6zelligi u(x, y,t) ve v(x,y,t)

fonksiyonlarininkinden bir mertebe daha yiiksektir, yani daha piiriizsiiz fonksiyon olmaktadirlar.

® (2.1)-(2.6) probleminin ¢oziimleri u(x, y,t) ve v(x, y,t) fonksiyonlarinin x, y ve t ye gore

tirevlerini kullanmaksizin elde edilebilir.

® u(x,y,t) ve v(x,y,t) fonksiyonlar siireksiz de olabilirler.

Teorem 2.1 Eger “u(x, y,t) ve “u(x,y,t) fonksiyonlar1 (2.30)-(2.33) yardimci probleminin

pliriizsiiz ¢oziimleri ise, bu taktirde

u(x,y,t)= Sulx, y.0) , (2.36)
Ox
o u(x, y,t)
v(x, y,t)=————— (2.37)
oy

fonksiyonlari (2.1)-(2.6) probleminin Tanim 2.1 anlaminda zayif ¢éztimleridir.

Onerilen yardimci problem u(x, y,) ve v(x, y,t) fonksiyonlarinin x, y ve t ye gore tiirevlerini

icermediginden, (2.1)-(2.6) probleminin niimerik ¢6ziimii (2.30)-(2.33) probleminin niimerik

¢cozlimiinden kolayca elde edilebilir.
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(2.16), (2.17) (veya (2.20), (2.21)) in her bir denklemi birinci mertebeden nonlineer denklem
olmaktadir ve ayrica korunma kanunlari ifade ederler. Bu nedenle, J.u(x, y,t)dx ve Iv(x, y,t)dy

integralleri ¢ den bagimsizdir. Burada da, birinci integralde y, ikincide ise x parametre roliinii

oynamaktadir. Simdi, asagidaki notasyonlari igerelim

E (0)= .[ uydx,

R

E 0)= j vydy.

E (0) ve E (0) sayilan swrastyla “u(x,y,r) ve “u(x,y,t) fonksiyonlarmin kritik deZerleri

olarak adlandirilir.

Tanm 2.2
“ulx,v,0), Tu(lx,v,t)<E(0),
U (nyat) = (X, y,1) (x, y,1) <E,(0) (238)
E (0), “u(x,y,t) 2 E (0),
ve
, u(x, y,t), “u(x,y,t)>E (0),
U, (X, y,1) = ( 7:1) , (x.y.0> E,©) (2.39)
‘ E0).  u(xy.n>E,0)
ile tanimlanan fonksiyonlara (2.30)-(2.33) probleminin genisletilmis ¢6ziimii denir.
Teorem 2.1 den, (2.1)-(2.6) probleminin zayif ¢dziimii i¢in
o'u,,, (x,y,t
Ug,, (X, y,1) = M, (2.40)
ox
o’u,, (x,y,t
vyt = a5 (2.41)
y
elde ederiz. Boylece,
u(x, y,1) = (U, (X, y,1), v,,, (X, y,1)) (2.42)

ile taniml1 fonksiyon, (2.1)-(2.6) probleminin genisletilmis (ya da zay1f) ¢dziimii olur.
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O halde, “u(x, y,t) ve "u(x,y,t) fonksiyonlarinin kritik degerler aldig1 noktalarin geometrik yeri
u(x, y,t) vektoriiniin sigrama yiizeyini tanimlar. Diger bir ifadeyle, u(x, y,t) vektoriiniin sigrama

noktalar1, bu noktalarin saginda u(x, y,t) nin sifir degerini aldig1 noktalar olmaktadir.

2.5. Siireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sonlu Farklar Yontemi
(2.1)-(2.6) problemi i¢in niimerik algoritma gelistirmek amaciyla ilk 6nce Riy’, bolgesini
th,hy’f ={(x,y,.t)|x, =ih,, y;, = jh, t, =kt
i=K-M,-(M-1),K -1,0,,K MK ;j=K-N,-(N-1),K,
-L,O,LK ,NK;k=0,1,2,K;h, >0,k >0, >0}

ag1 ile ortelim. Burada, h_, h, ve T swasiyla x, y ve t degiskenlerine gore Q, , . agnm
Xy’

adimlarimi gostermektedir. €2, , . aginm keyfi (x,, y;»1,) noktasinda (2.30)-(2.33) denklemlerini
Xy’

asagidaki gibi sonlu farklara

X x T2 801', i,

Uijen = Ui ju _EUIEM - pjk 5 (2.43)
, T—2 pi, .
U, o = U, —S U= p’k (2.44)

ayriklagtiralim. Burada, “U

—2
y .. S 1
ik > Ui Uiju ve g, ., ag fonksiyonlar, (x;,y;,t,) noktasinda

“u,u, U ve p fonksiyonlarinin yaklagik degerlerini gostermektedir.
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(2.32), (2.33) baslangi¢ kosullarinin da €, , . aginm (x;,, y;) noktalarinda sonlu farklar kargiligi
X7y’
U, o= “ty(%, 7)), (2.45)
in,j,O = "u,(x,, yj) (2.46)

olarak yazilmaktadir. Burada, *U(x;,y;), "U,(x;,y;) ag fonksiyonlari

U, 0 ="U,, .
,J,0 ; Li0 _ uo(xi, yj)’ (247)
in B Ui N
,J,0 h ,j—1,0 — Vo(x,», y_,-) (2.48)
y

denklemleri ile tanimlanir. Boylece, agagidaki teorem saglanir.

Teorem 2.2 Eger “U ijx Ve U, & (2.43)-(2.46) yardimel probleminin niimerik ¢dziimleri ise, bu

taktirde
U UL
Ui’j’kH — i,j.k+1 h i—1,j,k+1 , (249)
U =U.
‘/i’j’kﬂ — i,j.k+1 i,j—1,k+1 (250)
h,
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ile tanimlanan bagintilar (2.1)-(2.6) esas probleminin niimerik ¢éztimleri olur.

(2.18) denklemini ¢6zmek i¢in Poisson denklemi i¢in difuzyon denklemi i¢in yazilmis stasionel

olmayan sonlu farklar semasindan eiliptik tiir denklemin ¢6ziimiinii elde etmek i¢in Richardson

yontemini kullanalim. Sadelik igin A = hy = h oldugunu kabul edelim. Bu kosul ¢ercevesinde (2.18)

denklemi i¢in sonlu farklar semasini

k

e+ k 7 Kk k k k 2
$i; =i +?|:Soi+l,j T TR T80 _4501‘,]' —h Di,jj|’ 2.51)

L

U2
burada D.’j :A[TJ olmaktadir.
ij

(2.43), (2.44) fark semas1 7 ya gore birinci mertebedendir. Ancak onun mertebesi, drnegin Runge-

Kutta metodu uygulanarak daha yiiksek yapilabilir.

(2.43)-(2.46) dan goriildiigii tizere, dnerilen algoritmalar bilgisayar hesaplamalar1 agisindan oldukca

etkili ve ekonomiktir.
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3. POLITROPIK GAZLAR ICIN IZENTROPIK VE ADIABATIiK EULER
SISTEMIN SUREKSiZ FONKSIYONLAR SINIFINDA SAYISAL COZUMU

Asagidaki izentropik gazlarin hareketini ifade eden dogrusal olmayan denklemler sistemini goz

Ontine alalim

9p , A(pw) _
T o =0 (3.1)
a(pw) | d(p+pu®) _
o T =0 (3.2)
ap(e+”2—2) N 6[pu<e+“2—2>+pu] —0 (3.3)

at ax
Burada, p — gazin yogunlugu, p — basing, e — gazin i¢ enerjisi, u — gazin ox yoniindeki hizi, s —
entropi, olmaktadir. Bilinmeyenler (p, u, p, e) oldugunda (3.1)-(3.3) denklemler sistemine dordiincii
durum denklemi
e=-e(p,p) (3.4)
eklenir. Sadelik i¢in E = %uz + e kabul etsek (3.3) denklemi

dpE d[puE+pu
9pE | dlpuE+pu] _

R 63)
sekline diiser. (3.4) esitligi incelenen gazin durumuna bagli olarak termodinamik teorisinden elde edilir.

Ornegin, politropik gazlar icin
14

= — >1
¢ r-1p’ 14

olabilir. Normal atmosfer basinci ve oda sicakliginda politropik gaz i¢in y = 1.4 omaktadir.
Termodinamigin ikinci kuralina gére

Tds = de + pdt
esitligi ile tanimlanan S entropy degiskeni vardir, burada 7 = %, T —mutlak sicakliktir. Gosterilebilir
ki, siirekli ¢oziimler i¢in S(x, t) herhangi bir partikiil yolu boyunca sabit olur. Yani, piiriizsiiz ¢oziimii

olan Euler sistemimi asagidaki sekilde

ap |, d(pw) _

L+ = =0, (3.5)
a(pw) | A(p+pu?) _

e ==, (3.6)
as as

U =0 3.7)

yazilabilir.
Bu yeni form, tam Euler sisteminin izentropik Euler sistemi olarak adlandirilan basitlestirmeye imkan

verir.
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Izentropik Euler sisteminde, entropinin ortam alan1 boyunca ve tiim zaman boyunca bir sabit oldugu
varsayilir. Dolayisiyla tiglincii denklem yok sayilabilir. Termodinamikte, bes {p, e, p, T,S}
degiskenden herhangi ikisi diger {i¢li ile tanimlanabildiginden, durum denklemi p = p(p) seklinde
alinabilir ve bu nedenle iki degiskenli bir fonksiyondan bir degiskenli fonksiyona basitlestirilebilir. Bu

durumda (3.5)-(3.7) sistemi

242 <, (3.8)
6(5:) n 6(p(p;;pu2) =0, (3.9)
sekline diiser.
Not 1. Eger gaz ideal olursa Gay-Lussac kuralina gére durum denklemi
pt =RT (3.10)
olur. Burada R gaz sabitidir ve gazin i¢ enerjisi e sadece T nin fonksiyonu olur. Politropik gaz da
ideal sayildigindan
e=c¢c,T (3.11)
olmaktadir. Son iki (3.10), (3.11) formiilden
p =A(S)pY, A(S) = Rexp(cy (S — Spy) (3.12)

elde ederiz. Burada y = 1 + Rc; ! adiyabatik gaz sabitidit.

3.1. izentropik Euler Sistemi

Bu boéliimde biz (3.1)-(3.3) denklemler sistemini inceleyecegiz. Sonraki islerimizin kolaylig

icin M(+) = % notasyonunu igerelim ve (3.1)-(3.3) denklemler sistemini asagidaki sekilde yazalim
%+ M(pu) =0, (3.13)
9(pw) 2y —
o T M@ +pu?) =0, (3.14)
228D + M(pu(E) + pu) = 0. (3.15)

(3.13)~(3.15) denklemler sistemi i¢in asagidaki baslangi¢ ve baslangi¢ sinir deger problemi yazabiliriz.
a) Cauchy Problemi
b) Yarim Eksende Baslangi¢ Sinir Deger Problemi,

¢) Riemann Problemi.

21



Simdi bu problemleri detayli sekilde inceleyelim.

a) Cauchy Problemi : (3.13)-(3.15) denklemler sisteminin asagidaki

p(x,0) = po(x), (3.16)
u(x,0) = uy(x), (3.17)
E(x,0) = Ey(x) (3.18)

kosullar1 ¢ercevesinde ¢oziimiiniin bulunmasina Cauchy problemi denir.
b) Yarim Eksende Baslangic Siir Deger Problemi : Bu durumda (3.19)-(3.21) denklemler

sistemini asagidaki

p(x,0) = po(x),  p(0,8) = p;(8) (3.19)
u(x,0) =up(x), u(0,t) =uy(t), (3.20)
E(x,0) = Ey(x), E(0,t) = E.(t) (3.21)

baslangic- sinir kosullart ¢ergevesinde inceleyecegiz.
¢) Riemann problemi : Simdi baslangic py(x), uy(x), ve Ey(x) fonksiyonlarinin siireksiz

olduklarini varsayalim yani

u, x>0

u(x,0) ={ (3.22)

u, x<0,
olsun. Burada u,,u,, p, ve p, bilinen sabitler olmaktadir ve asagidaki durumlar olabilir:
() WU PL<Pa. i) W<y P1>P2.

(i) uy>uy, Py >pPr;  AV) Uy <u,, p; <pP,.

Yukarida belirttigimiz gibi bu denklemler sisteminin ¢dziimleri yeri Onceden bilinmeyen sigrayis
noktalarina sahip olur. S6z konusu sigrayislar da kendi sirasinda (3.1)-(3.3) denklemler sistemine
literatiirde iyi bilinen niimerik yontemlerin uygulanmasina engel ¢ikarir.
Bu amagla tezin bu boliimiinde siireksiz fonksiyonlar sinifinda etkin algoritmalar 6nerecegiz.

Aciktir ki, M(+) operatdriiniin tersi , M~1(+) vardir, fakat ters operator tek degil. (3.20)-(3.22)

denklemler sisteminin her iki tarafina M~1(-)’i uygularsak

M= (L) + M~ M(pu) = M71(0),
-1 (0 - -
M= (Z29) + M= M(p + pu?) = M71(0),

M= (222) + M M (puE + pu) = M71(0).

M1 (%) = % (M~1(")) esitligini géz 6niine alirsak sonuncu sistemi
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a _ .

M) + pu = hy (0),

a _ o

o M7Hpw) + (p +pu?) = hy(0),

%M—l(pE) + (puE +pu) = h3(t) .

elde ederiz. Burada, A, (t), h,(t), h3(t) € ker M olmaktadr.
Asagidaki notasyonlar1
M~ (p) = by (8) = v(x, 1),
M~ (pu) — hy () = w(x, t),
M~ (pE) — h3(t) = m(x, t)

icerelim. Buradan

p(x,t) = Mv(x,t),
p(x,u(x, t) = Mw(x,t),
p(x,)E(x,t) = Mn(x,t),

elde ederiz.

(3.23)
(3.24)
(3.25)
(3.26)
(3.27)
(3.28)

(3.26)-(3.28) esitliklerini dikkate alirsak (3.23)-(3.25) denklemler sistemini asagidaki sekilde

dv(x,t)

" +pu =0,
2D+ p+pu?) =0,
an;f't) +puE +pu=20

yazabiliriz.

(3.29)-(3.31) denklemler sisteminin asagidaki avantajlari vardir:

- Denklemler sistemi p(x,t), u(x,t) ve p(x,t) fonksiyonlarinin higbir degiskene gore tiirevlerini

icermemektedir,

-v(x, t), w(x,t) ve m(x, t) fonksiyonlar1 mutlak siirekli fonksiyonlardir,

- (3.29)-(3.31) denklemler sistemi i¢in zaman degiskenine gore yiiksek mertebeden sonlu farklar

semas1 yazmaga imkan saglamaktadir.

(3.29)-(3.31) denklemler sistemi i¢in Cauchy problemi

v(x,0) = vy(x),
w(x,0) = wo(x),

m(x,0) = mo(x)

(3.29)
(3.30)

(3.31)

(3.32)
(3.33)
(3.33)

seklinde olmaktadir. Burada v, (x), wo(x), ve my(x) fonksiyonlari sirasiyla
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vo(x) = M~" po(x), (3.34)
wo(x) = M~ po(x)ug(x), (3.35)
o (x) = M~ po(x, t) Eg (x) (3.36)
denklemlerinin herhangi bir siirekli ¢oztimleri olmaktadir. (3.29)-(3.36) problemine 1.tiir yardimci
problem denir.
b) Yarim eksende baslangi¢ sinir deger problemi,

Bu durumda (3.1)-(3.3) denklemler sistemini O dan x’e kadar integralleyelim

a X
atf p(&, 1) d§ + p(x, ulx, t) — p(0,0)u(0,t) = 0,

a X
atf p& ) uE, )dé +p(x,t) + plx, Hu?(x, t) — [p(0,t) + p(0,)u?(0,t) = 0,

a X
5 | PEDEE O + 9 OuCr DECE 8 + pCe D, ) ~ [0(0, DU, DE(O,0] -

p(0,)u(0,t) = 0.
(3.20), (3.21) kosullarini dikkate alirsak sonuncu denklemler sistemini

2 [ p(6,0) dE + p(x, ulx, 1) = py (Duy (0), (3.37)

2 [ pE D uE 0dE +p,t) + plx, DU (x,8) — [p(0, ) + p(0, )u?(0,8) = 0, (3.38)

a X
5t | P& DEG O + pCx OuCe DEC: 0) +pCx, D) = oy O OB O]+

p(0,)u(0,t) (3.39)

seklinde yazilabilir. (3.37)-(3.39) denklemler sistemi (3.20),(3.21) kosullar1 ¢er¢evesine ¢ozecegiz. Bu
problemine 2.tiir yardimei problem denir.
Bu problemi sonlu faklar yontemi ile ¢ézmek i¢in denklemlerin igerdigi integrale dikdortgenler

yontemi ile yaklagalim, yani

f f(§6)dE = hy Do Fi

formiiliinii uygularsak
i £jk+1~8],
hy Z}:o(”’+tjk) + Pir Ui = p1(tdug ()
elde ederiz. Sonuncu sistemi
i h h
Pijer1 = Pig- Lj=o(@jre1 = 0ic) = 3= PiaeUige + 3 p1 UL (6) = 0 (3.40)

aliriz.
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i
(@) 1Ujjess = 25Uk
hxz jk+1Yjk+ Ik )+ P+ ©ix Uzi,k =p,(t) +p1(tk)u%(tk)
=

hy
j

ifadesi tizerinde yukarida yaptigimiz islemleri yaparsak

-1 ht ,
Pik+1Uiks1 = PirUik — Z(@j,k+1Uj,k+1 — 9 1kUik) — Iy (P + 8,1 U% k) +
=0

h
h_; (p1 (©) + p1 (tu (tk)).

buluruz. Sonuncu denklemler sisteminin her iki tarafini §9; ;. bolersek bilinmeyen Uj ., icin

asagidaki denklemler sistemini elde ederiz

) i-1 h, 2
Uiks1 = {®irUix — Z(&’Jj,kﬂUj,kﬂ —0i1Uik) —— P + 60U ) +
Pik+1 = hy
h
(PO + pr U () )} (3.41)

Nihayet bilinmeyen Ej ;. lar1 bulmak i¢in (3.3’) denklemini

+ PiUpk + 0ixUikEix =

i
(Soj,k+1Ej,k+1 - Soj,kEj,k)
h, n
—0 t

J

p1(ti)uq (6 ) E (L)

Seklinde yazalim. Buradan

-1
1
Eijpyr =—{@irEix — E (@ k+1Ej k1 — PjiEjx) —
£jr+1 =

h h h
h—; (PixUik + $ixUikEix) — h_;Pi,kUi,k + h—; (p(tidug (G E; (t) + Pojus (t)) 3 (3.42)

(3.40)-(3.42) denklemler sistemine
$io = Po(x:),
Uio = uo(xy),
Eio = Eo(x;) baslangi¢c kosullarini ekleyecegiz. Goriildugi gibi (3.42)
algoritmasi bilgisayar kodlanmasi i¢in sade ve ekonomiktir. Ayrica bu algoritma kullanilarak elde edilen

sonuglar olayin fiziksel yapismi da diizgilin ifade etmektedir.
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4. SONUCLAR

Teorik karakter tastyan bu tezde elde edilen sonuclar

Iki boyutlu Euler denklemler sistemi icin 6zel yolla yardimei problem elde edilmistir.
Bunun igin potansiyel fonksiyonu dahil edilerek Euler denklemler sisteminin birinci
aralik integral integrali bulunmustur. Dolayisiyla, bu durumda yardimci problem igin
buldugumuz denklem Euler denklemler sistemi i¢in Cauchy veya I. aralik integrali

integrali ile ¢akisiyor.

Elde edilen I. aralik integrali kullanilarak hiz vektoriiniin bilesimleri i¢in denklemler
bulunur. Bu denklemlerdeki bilinmeyen fonksiyonlarin diferansiyellenebilme

ozellikleri esas problemdeki bilinmeyenlerden diferansiyellenebilme 6zellikleri aztir.

Yardimci problemde bulunan bu 6zellik problemin ¢oziimiinii elde etmek i¢in siireksiz

fonksiyonlar sinifinda sonlu farklar yontemini imkan saglar. Klasik sekilde yazilmisg

. . 0 our ... . < <
Euler denklemler sistemine , u % = %% esitliginin sonlu fark karsiligi olmadigindan,

direkt olarak sonlu farklar yontemini uygulamak miimkiin degildir.

Politropik gazlar i¢in izentropik ve adiabatik Euler diferansiyel denklemler sistemin
stireksiz fonksiyonlar sinifinda sayisal ¢oziimiiniin bulunmast i¢in de yiiksek hassasliga
sahip yardimci problemler dahil edilmis ve s0z konusu yardimci denklemler

kullanilarak siireksiz fonksiyonlar sinifinda sonlu farklar yontemi uygulanmigtir

26



5. KAYNAKCA

1. Abasov M.T., Rasulov, M.A., Ibrahimov T.M., Ragimova T.A. On a method of Solving the
Cauchy Problem for a First Order Nonlinear Equation of Hyperbolic Type with a Smooth
Initial Condition, Soviet Math. Dok. 43, No.1, pp.150-153, 1991.

2. Ames, W.F., Nonlinear Partial Differential Equations in Engineering, Academic Press, New

York, London, 1965.

3. Ames, W.F. Numerical Methods for Partial Differential Equations. Academic Press, New
York, 1977.

4. Anderson, D.A., Tannehill, J. C., Pletcher, R. H., Computational Fluid Mechanics and Heat
Transfer, Vol. 1,2, Hemisphere Publishing Corporation, 1984.

5. Antosik, P., Mikusinski, J., Sikorski, R., Theory of Distributions. The Sequential Approach.
Elsevier Scientific Pub. Com. Amsterdam, 1973, 311p.

6. Aziz, K., Settari, A., Petroleum Reservoir Simulation, Elsevier Applied Science Pub.,

London, 1979.

7. Baklanovskaya V.,F. Numerical Solution one of Problem of Nonstationary Filtration. Journal

of Computational Math and Math Physics, 1961, v.1, No 1, pp. 105-112.

8. Baklanovskaya, V.F., Investigation of Grid method for Parabolic Equation with
Degeneration. Journal of Computational Math and Math Physics, 1977, v.XII, No 6, pp.
1458-1473.

9. Barenblatt, G.I. and M.I. Vishik, On the Finite Rate of Propagation of the Perturbations in
Problems of Non-stationary Filtration of a Fluid and a Gas, Prikl. Mat. Mekh., 20, p 411-
417, 1956.

10. Barenblatt, G.,I., Entov, V. M., Pijik V. M., Motions of Fluids and Gases in Reservoirs.
Moskow, Nedra, 1984, 221 p.

11. Buckley, S.E., Leverett, M.C., Mechanism of Fluid Displacement in Sands. Trans. AIME

146, 1942, pp. 107-116.

27



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18

19.

20.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Collins, R.E., Flow of Fluids Through Porous Materials. Penn-Well, Tulsa, OK, 1976.
Courant, R., Partial Differential Equations, New-York- London, 1962.

Courant, R, Friedrichs, K.O. Super Sonic Flow and Shock Waves, Springer-Verlag, New
York, 1976.

Entov, B.M., Zazovskii,A.F. Hydrodynamics of Process of Increase of Oil Efficiency,
Moskow, Nedra, 1989.

Godunov, S.K., A Difference Method for Numerical Calculation of Discontinuous

Equations of Hydrodynamics, Math. Sb., 271-300, 47, 1959.

Godunov, S.,K., Equations of Mathematical Physics, Nauka, Moskow, 1979.

. Godunov, S.K., Ryabenkii, V.S., Finite Difference Schemes. Moskow, Nauka, 1972.

Godunov, S.K., Numerical Solution of Multidimensional Problems of Gas Dynamics.

Moskow, Nauka, 1976.

GodlewskiE., Raviart P.A. Hyperbolic Systems of Conservation Laws. Ellipsec, 1991,
258p.

Goritski, A.Y., Krujkov, S.N., Chechkin G.A., First Order Quasi Linear Equations with

Partial Derivatives, Pub. of Moskow University, Moskow, 1997.

Haitao, Fan, Existence of Discrete Shock Profiles of a Class of Monotonicity Preserving
Schemes for Conservation Laws Mathematics of Computation, Vol. 70, No. 235, pp.
1043-1069, 200.

Kalashnikov, A.S., On a Non-linear Equation Arising in the Theory of non-Stationary

Filtration, Trudy Sem. Petrovskogo, 4, pp. 137-146, 1978.

Kroner, D., Numerical Schemes for Conservation Laws. John Wiley and Sons. Inc., 508,

1997.

Ladyzhenskaya ,O. A., The Boundary-Value Problems of Mathematical Physics, Nauka,
USSR, 1973.

Lax, P.D., Weak Solutions of Nonlinear Hyperbolic Equations and Their Numerical
Computations,Comm. of Pure and App. Math, Vol. VII, pp. 159-193, 1954.

28



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42

43

Lax, P.D., The Formation and Decay of Shock Waves, Amer. Math Monthly, 79, pp.227-
241, 1972.

Lax, P.D., Hyperbolic Systems of Conservation Laws II, Comm. of Pure and App. Math,
v.10,  pp.537-566, 1957.

Lax, P.D., Development of Singularities of Solutions of Nonlinear Hyperbolic Partial
Differential Equations. Journal of Mathematical Physics, v.5, No 5, pp.611-613, 19 .

Lax, P.D., and Wendrof, B. Systems of Conservation Laws, Los Alamos Scientific

Laboratory,LLA-

LeVeque, R.J., Finite Volume Methods for Hyperbolic Problems. Cambridge University
Press, 2002,558p.

Muskat, M., The Flow of Homogeneous Fluids through Porous Medium, McGraw-Hill,
New York, 1946.

Noh, W. F., Protter, M. N., Difference Methods and the Equations of Hydrodynamics,
Journal of Math. and Mechanics, Vol. 12, No.2, 1963.

Oleinik, O.A., Discontinuous Solutions of Non-linear Differential Equations, Uspekhi Mat.

Nauk 12, 3, pp. 3-73, 1957.

Oleinik, O.A., On the Equations of Unsteady Filtration Type, Dokl. Akad. Nauk SSSR,
113, pp.1210-1213, 1957.

Oleinik, O.A., Kalashnikov, A.S., and Chzhou Yui-Lin, The Cauchy Problem and
Boundary-value Problems for Equations of Unsteady Filtration Type, Izv. Akad. Nauk
SSSR Ser. Mat., 22,pp. 667-704, 1958.

Oran, E.S., Boris, J.P., Numerical Simulation of Reactive Flow, Elsevier, New-York,

Amsterdam-London, 1987.

. Rapoport, L.A., Leas W.T. Properties of Linear Water Floods, Trans. AIME, 198, pp. 139-
148,1953.

. Rasulov, M.A., Abasov, M.T., Ragimova, A.T., Identification of the Saturation Jump in the
Process of Oil Displacement by Water in a Two-dimensional Domain, Soviet Math. Dokl.

USSR, 319, 4, 943-947, 1992.

29



44. Rasulov, M.A., Ragimova, T.A., About One Method of the Solution of a Problem Cauchy
for a Nonlinear Equation of a Hyperbolic Type of the First- Order with the Smooth Initial
Condition, Soviet Math. Dokl. Vol. 316, No.4, pp. 777-781, 1991.

45. Rasulov, M.A., Abasov, M.T., To the Theory Filtration of Three-phase Mixes in View of
them Compressible, Soviet Math. Dokl. USSR 325, 1, 130-133, 1992.

46. Rasulov M.A., Finite Difference Scheme for Solving of Some Nonlinear Problems of

Mathematical Physics in a Class of Discontinuous Functions, Baku, 196p., 1996.

47. Rasulov, M.A., Ragimova, T.A., A Numerical method of the Solution of the Nonlinear
Equation of a Hyperbolic Type of the First Order Differential Equations, Minsk, Vol. 28,
No.7, pp.2056-2063, 1992.

48. Rasulov, M.A., Coskun, E., Sinsoysal, B., Finite Differences Method for a Two-
Dimensional Nonlinear Hyperbolic Equations in a Class of Discontinuous Functions.

App. Mathematics and Computation, vol. 140, Issue 1, August, pp.279-295, 2003.

49. Rasulov, M.A., Karaguler T., Finite Differences Schemes for Solving System Equation of
Gas Dynamic in a Class of Discontinuous Functions. Applied Mathematics and

Computation, 143, pp.145-164, 2003.

50. Rasulov, M.A., Karaguler T., Sinsoysal, B., Finite Differences Method for Solving
Boundarylnitial Value Problem of a System Hyperbolic Equations in a Class of

Discontinuous Functions.Applied Mathematics and Computation, 149, pp.47-63, 2004.

51. Rasulov, M.A., Karaguler T., Sinsoysal, B., Numerical Solution of Cauchy Problem for
Second Order Nonlinear Wave Equation with Changeable Type in a Class of
Discontinuous Functions.Applied Mathematics and Computation, 147/2, pp. 423-437,
2004.

52. Rasulov, M.A. The Finite Differences Scheme for the First Order System of Nonlinear
Differential Equations in a Class of Discontinuous Functions. Applied Mathematics and

Computation, 154, pp. 671-102, 139-154, 1999.

53. Rasulov, M.A., On a method of Calculation of the First Phase Saturation During the Process
of Displacement of Oil by Water from Porous Medium. App. Mathematics and
Computation , vol. 85, Issue 1, August, pp.1-16,1997.

30



54.

55.

56.

57.

38.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66

67

Rasulov, M.A., A Numerical Method of Solving a Parabolic Equation with Degeneration.
Dif. Equations, Minsk, Vol. 18, No.8, pp. 1418-1427, 1992.

Rasulov M.A., Numerical Solution of One Dimensional Filtration of Three Phase
Compressible Fluid Through Medium in a Class of Discontinuous Functions. Applied

Mathematics and Computation. 2005.

Rasulov M.A., Karaguler, T., Finite Differences Scheme for the Euler System of Equations
in a Class of Discontinuous Functions. In book: Numerical Analysis and its Applications,

Springer, 2005.

Rasulov, M.A., Sinsoysal, B., Numerical Simulation of Initial and Initial-Boundary Value
Problems for Traffic Flow in a Class of Discontinuous Functions. WSEAS Transactions

on Electronics. Issue 6, Volume 3, pp.336-339, June 2006.

Rasulov, M.A., Silahtaroglu, G., Finding the Location the Shock Wave of Traffic Flow On
Highways in A Class of Discontinuous Functions. WSEAS Transactions on Electronics.

Issue 6,Volume 3, pp.336-339, June 2006.
Roache, P.J., Computational Fluid Dynamics, Hermosa Publishers Albuquerque, 1970.
Smoller, J.A., Sh and Reaction Diffusion Equations, Springer-Verlag, New York Inc 1983.
Stoker, J.J., Water Waves. Interscience Publishers, INC, New York, 1957.
Tikhonov,A.N.,SamrskiiA.,A.Equations of Mathematical Physics, M. Nauka, 1967,724p.

Thomas, J.W., Numerical Partial Differential Equations, Finite Difference methods,

Springer-Verlag 436p, 1995.

Thomas, J.W., Numerical Partial Differential Equations, Conservation Laws and Elliptic

Equations,Springer-Verlag, 573p, 1999.

Toro, E.F., Riemann Solvers and Numerical Methods for Fluid Dynamics. Springer-

Verlag,Berlin Heidelberg, 1999.

. Vulkov Lubin, Conservation Laws and Symmetrization of the Equations of Incompressible

Inviscid Fluids, Quart. Applied Mathematics, vol. LXII, No 3, pp 549-560.

. Whitham, G.B., Linear and Nonlinear Waves, Wiley Int., New York, 1974.

31



OZGECMIS

1990 yilinda Soma’da dogdum. ilk, orta ve lise egitimlerimi Soma’da tamamladim.
Daha sonra 2007 yilinda Istanbul Universitesi Matematik Boliimiinii lise birincisi
kontenjanindan kazanarak {iniversite egitimime basladim. Ardindan 2016 yilinda Beykent
Universitesi’nde Uygulamali Matematik programina kabul edilerek yiiksek lisans egitimime

basladim. Su anda Tiirkiye Vakiflar Bankasi T.A.O Yetkili Yardimcisi olarak ¢alismaktayim.

Neziha KOC

32



