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1. GIRIS

Ses Dalgasi

Sag¢ilim teorisi matematiksel fizikte 20. yy da 6nemli konulardan biri oldu. Gergekten
sacilim teorisi Rayleight’in “Gokyiizi neden mavi?” agiklamasina, Rutherfordun
atom cekirdegini kesfine, modern tip uygulamalarina meydan okuyarak bilim
adamlarin1 ve matematikgileri yaklasik bir ylizyildir cezbetti, sasirtt1 ve zihinlerini

karigtirdi[ 1].

Homogen olmayan ortamda yayilan ses dalgalari i¢in fiziksel bazi bilgiler soyle vrile
bilir:

R® de akigkanlar dinamigindeki problemlerle ortaya cikan, kiigiik genlikli ses
dalgalarinin yayilmasimm goz oniine alahm. ¥V (x,f),x € R’ noktasindaki akiskan
parcacigin t zamanindaki hiz vektorii olsun.Akigkanin basinct , yogunlugunu ve
spesifik entropy sirasiyla p=p(x,t) , p=p(x,t) ve §=5(x,t) ile gosterelim.
Akigkan {izerine bir dig kuvvet etki etmiyor ise o zaman akigkan hareketi asagidaki

denklemlerle ifade edilir.;

Akiskan hareketi (momentum korunum denklemi)

a—V+(V.graa’)V+lgraafp:O (1.1)
ot o,

Euler denklemi ile ifade edilir. Bu denklemde damping (séniim) katsayis1 y =0

varsayilmistir.

Siireklilik denklemi

op .

Eﬁtdzv(pV):O (1.2)

Durum denklemi

p=1(p.S) (1.3)



burada f akiskaninin tabiatina bagl bir fonksiyondur.

Adiabatic hipotez denklemi

g—f+V.gradS =0 (1.4)

Bu denklemler V', p, p ve S bilinmeyenlerine gore lineer degildir. V(x,t) ,  px,1),
p(x,t) ve  S(x,f)nin kiiciik oldugunu kabul edelim ve bunlarm V =V, =0,
p=p,=sabit, p=p(x), S=8(x), p,=(pyS,) statik durumda (degerleri

komsulugunda), tedirgin (perturbe) edildiginde asagidaki agilimlari,

V(x,t) = &l (x,t)+ .......

p(xt) = py+ep (xt)+... s
p(x,t) = py(x)+ep (x,0)+..... (1.5)
S(x,z‘) = 5, (x)+€S1 (x,t)+ .......

yazabiliriz; burada 0<e& <1 ve noktalar & na gore yiiksek merkezden terimleri
ifade eder. Bu acilimlar1 (sadece & lu terime kadar) onceki denklemlerde yerine

yazarsak

0
—(&l, A4
Gt(g )+(eVV)(e 1)+p0+8p1

V(gp,)=0

V(p0+8,0])=0

g%+ g V,VV, +
ot Po T &P

1
Po T ép

(1.6)

& %+8(V]V)V]+ Vp, |=0

oV,
A

Vp =0
PoTép
olur. £ —» 0 sifira gittiginde



denklemi elde edilir.

2.

Z(prran)+V[(pep)(e4)] -0

0 9P 2
5p0+55+v(5p01/1+5 prl):O

s Les N (p )+ e V() =0
0
e[gw(pomwmm} =0

0
§+V(pom+ewplm=o

£ — 0 i¢in

op, (x,1)

S V(P () (1) =0 (1.7)

olur.

3.

p(x,f):f(p(xat)aS(xat))’ Dy :f(pO’SO)

op of dp of oS
A, | p=po+g il B Bl
ot \op ot oS ot )| rrern

S=Sy+&S,

op 0 0
5(po +ep)= |:%f(po +ép,,8, +8‘SI):|5(,00 +&0,)

0 0
+[£f(p0 +&p,,S, +5S1)}5(S0 +&8))

P

)
ot ot

0 0 oS,
:%f(po-l-é‘pl,So-%é'Sl)g 1+£f(,00+8,01,S0+5S1)88—;

& — 0 i¢in limit alinirsa



_0 oplxt), o 5 (v1)
= 5 L P8 DT 2 f (o, (0.8, =

op, (x,t)
ot

veya ses hizi ¢,

(x) = %f(po (1).5,(x))

ile tanimlanirsa

35, (x.1) (18)

2 F(py (S, 2

ap, (x,t) — () op, (x,t)
ot

ot ot

Diger yandan,

Vo, =Vf(p, (x,t),SO (xat))

1.9
0= TSy, | A PuS) g (1.9)
op oS

yazilabilir. Es.1.4 denklemi Es.1.5 acilimlariyla

%+VIVSO:O (1.10)

olur.Son iki denklemden

%:_Vlvso,af(poaso)vso :_af(pO:So)Vpo

ot oS op

degerleri Es.1.8° de yerine yazilirsa;



ap, (x.t) RPN op, (x,t) PG
ot ot oS

=c’ ()C)W—V1 (x,t)%VS

op, (x.t
¢

(_V1VS0)

— 2 | gy ()0

veya

ap, (x,t)
Ot

op, (x.t

:cz(x) )+V1(x,t)Vp0(x)} (1.11)

elde edilir. Simdi son denklemi ¢’ ye gore tiiretelim

’p, (x,1) 8% p, 6V1 Po(x)
Q7 ¢ (X)_ 2 T Voo (x) +Vi(V )}
(1.12)
’p, (x,1) Gzpl(x,t) oV, (x,1)
—Q (X)_ PR Vi, (x)
olur. Es.1.7 £’ye gore tiiretilirse
0 apl(
Ot( = V[po(x)V(x t)]] 0
Fp ) Vi (x,0) op,(x)
e V{P() Py +1(x,0) py }
0
Z—V{po(X)%} (1.13)
de
8V1(x,t)__ 1
a  am A

yi kullanirsak



M:—V{po(x)[— 1 Vpl(x’f)ﬂ

ot Po(x)

o p, (x,1)

Py = Vzp1 (x,t)

olur.

Boylece

azpl (x,t)

2 2 6I/l 2
Y =c (x){v pl(x,t)+¥v,oo:|

t

=c*(x) {Vzpl (x,7)— ! ) Vp, (x,t)Vpo}

2o

o’ p, (x,1)
ot

:cz(x)po(x)V[ I)Vpl(x,t)}

), (X
elde edilir.

Eger p,(x,t) zaman harmonik ise yani

P (x,1)= Re{u(x)e_i“”} =u(x)Coswt

bi¢giminde ise son denklem, w —frekans olmak iizere,

u(x) 88_;2 Coswt = ¢’ (x) p,(x)V [ ! : Vu(x)Coswt}

PolX

=’ (x)p, (%) Costh{ ! )Vu(x)}

PolX

= ¢ (x) Coswtp, (x){/?o (x)V’u(x)-Vp, (x)Vu}

p02 (%)

veya degiskenlerine ayrilmis hali

(1.14)

(1.15)

(1.16)



2

o Coswt ¢ (x)| VZu(x) - L Vp,(x)Vu(x)
ot _ (x)

2o o2
= =-®

Coswt u(x)
olur. - @* ayirma sabitidir. Boylece

2
OCOSWE | 2 Coswt =0 (1.17)

ot

s o’ 1

Vau(x)+——u(x)= Vp,(x)Vu(x) (1.18)
¢ (x) Po(x)

denklemleri elde edilir. Son denklem, kiiciik genlikli zaman harmonik akustik

dalgalarin homogen olmayan bir ortamda yayilmasin1 belirtir.

Serbest uzayda yayilma durum denkleminin p yogunluguna gore tiirevinin

(.S, ) daki degeri c(x) = ¢,sabittir. Dalga sayisin1 ve kirilma indeksini sirastyla

k=250 ve n(x):i2 (1.19)
% [e(x)]

ile tanimlayalim.

Bu degerlerde Es.1.18 denklemi

Vu(x) + k> n(x)u(x) =

I Vp,u(x) (1.20)
Po(x)

olur.

Damping katsayis1 y # 01ise o zaman Euler denklemi;

a—V+(V.V)V+7V+lvp=o (1.21)
ot P



olur. Es.1.5 agilimlart ile Es.1.21 denklemi

%WVI +LVPI=0
ot P

0

olur.

Es.1.12 de

azpl 2 aplz 4
Ch_p2%l Ty
o’ o o P

denkleminde A =—yV —inl degeri ve
ot P

0

o’p ov.
?21 = _V(po a_t]j = W(po(VJ)‘FVZM

yerine yazilirsa

82
atlz?l =c’ yV(p)V)+ Vzpl +Vp, [_7/1/1
_ %
ot

olur; veya

ot’ 4 o Lo

olur. Son denklemde % yerine

1
-—Vp,

0

o’ d 1
e |:_ £ +V2p,—yVVp,——Vp,Vp,

|

|

(1.22)



épl Z(Eﬁl j C’Fl 1 (é-pl 2 J
—_— = _— P V =S = —— ]7 V
. C p + 1Y Py p Cz ; C ViVP,

konulursa,

o’p 7 (op 1
—&21 =c’ [_?(a_; —VVp, |+Vip = yVVp, - p—OVpoVA

op o, 2( , 1
=—y—+c | V' p,——Vp,Vp
or ot Lo, 0T

veya

Vp,(x, t)}

0 p, (x,t op,(x,t
e )=c2(x)po(x)V{

0

elde edilir. p, (x, t) zaman harmonik ise yani,

P (X, f) =Re {u(x)e”w’} , w— frekans

ise o zaman Es.1.23 denklemi

0*Coswt
or’

Vu(x)+ @’ 5 (l-i-il)u(x):
[c x)] @

+@*Coswt =0

Vp, (x)Vu(x)

0

denklemleri elde edilir. Dalga sayis1 ve kirilma indeksi sirastyla

2
Co

k=250 ve n(x)= (1+i Ly
w

C c x)]2

(1.23)

(1.24)



10

ile tanimlayalim. Es.1.24 denklemi

Vau(x) + k*n(x)u(x) = Vp,(x) =

1 1
Vp,(x)V 1.25
Po(x) P, (X) Aolx)Vu(x) ( )

olur. Burada n(x) kompleks degerli bir fonksiyondur ve
Re(n(x))>0 ve Im(n(x))=0

dir. Es.1.25 denklemi R’ deki her serbest kaynak bolgesinde saglanir. Biz bu
calismada y = 0kabul edecegiz.

Es.1.25 denklemi R’ deki her serbest kaynak bolgesinde saglanir. Kabul edelim ki
|x| >a i¢in c(x)=c, yani |x| >a i¢in n(x)=1 olacak bicimde a >0 sayist mevcut

olsun. Bunun anlami, homogen olmayan,

B={xeR’ n(x)=1 (1.26)

Ortamin  (bolgenin), « yaricaphh K(0,a)= { yeR*: | y| < a} yuvariin iginde
yatmasidir. K(0,a)nin kapanisi, K[0,a]= { yeR’ :| y| < a} olur. Ek olarak kaynagin

K[0,a] yuvarinin diginda oldugunu kabul edelim. Bu kaynaklar, u’gelen dalgay1

veya olay dalgayi tretir; 0yleki »* ler K[0,a] yuvarinin iginde,
Au'+ku' =0 (1.27)

Helmholtz denklemini saglar. Biz u’ yi noktasal kaynak veya diizlem dalga olarak

alacagiz; yani, zamana bagimli olay (incident) dalga, kaynak z de ise
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ik‘x—z‘

e

[ 1 ik|x—z|—iw . i
p (x,t): Re e yani u'(x)= ,|z| > a (1.28)
1] pr—z
veya 0 e R’ birim vektor olmak iizere,
P (x,1)=Re M yani u (x) =€ (1.29)

olarak alacagiz.

Her durumda K[0,a] yuvarinm iginde u', Au’ + k°u’ =0 Helmholtz denkleminin bir
¢Oziimiidiir. Es.1.24 denklemleriyle tanimlanan p,’ (x,t) bir kiiresel dalgay1 tanimlar

oyle ki kiiresel dalga, kaynaktan ¢, hiziyla uzaklasir.

Ikinci durumda yani Es.1.29° de tamimlanan p,’(x,) bir diizlemsel dalgadir. Oyleki

0 dogrultusunda ¢, hiziyla yayilr.

Olay (incident) dalga, n(x)kirilma indeksiyle tanimlanan homogen olmayan

ortamda, u’ sacilan (scattered wave) dalgayi liretir.
u=u'+u’

toplam alani, kaynagin disinda,

Au(x)+k*n(x)u(x) = ! : Vp,(x)Vu(x) (1.30)

£o

denklemini saglar. Biz u’ sagilan dalganin homojen olmayan B ortamindan, bir

kiiresel dalga olarak uzaklastigini beklemeliyiz. Bu nedenle u°, diizgiin olarak her

dogrultuda
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leS={xe]R3:|x|=1}

[

igin r =|x| olmak iizere

r—0

limr[au —ikuszo (1.31)
ot

Sommerfeld yayilma kosulunu saglar[1].

Simdi,direkt ve ters(inverse) sagilma problemlerini tanimlayalim.

Direkt sagilma problemi; k>0 dalga sayisi, n(x) krilma indeksi(|x| >a i¢in n(x)=1

saglayan) ve u' olay dalga verilsin.Kaynak alanin disinda, Es.1.30 denklemini
saglayan u =u'+u’' toplamalam, oyle ki , u'=u—u' sacilanalan Es.1.31 yayilma

kosulunu saglamak iizere; belirme problemine direkt sagilma problemi denir.

Ters sacilma problemi; B(a,r) yuvarmin disinda, ¢cok sayida farkli ' olay dalga ve
(veya) farkli k dalga sayilarma karsihk gelen wu=u'+u’toplam alanmn
degerlerinden(veya ol¢iimlerinden) n(x) kirilma indeksinin belirmesine ters sagilma

problemi denir.

Bu ¢alismada yukarida tanimladigimiz ters sagilma problemi ile verilen transmission
denklemli sinir sartlart i¢in ayni far fielde patterne sahip ¢ozlimleri icin i¢ dalga
sayisinin tekligi gosterilirken ikinci boliimde gerekli tanimlar ve teoremler ile
ispatlar1 verildi. Ugiincii boliimde ters sagilma problemi ile verilen transmission

deklemi kurularak c¢oziimler i¢in verilen far field patterlerden faydalanarak

C*smifindan bir bolgede verilen ters problemi ve transmission sinir sartlart icin

icdalga sayisinin tekligi gosterildi. Calismamiza temel olarak [1] ve [14] alinmustur.
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2.TANIMLAR VE TEOREMLER

2.1 .Helmholtz Denklemi ve Coziimleri

Au+k*u =0 Helmholtz denklemi ile pozitif dalga sabiti & igin baz1 temel ¢oziimlerin

Ozetiyle baglayalim.

1 eik‘x—y‘

¢(xay):4_—ax¢y (21)
V4 |x—y

temel ¢oziimden bunlarin ¢ogu ¢ikarilabilir. Kolaylikla tiirev alinarak gosterilebilirki

sabit y € R’ icin temel ¢6ziim R’ \{ y} de Helmholtz denklemini saglar.

D c R’ acik baglantili bir bolgeye C*smifindandir denir; eger k € Nigin D nin

herhangi bir z noktast i¢in z nin bir V., komsulugu ile birlikte V. AD den
{x eR’ :|x| <Lx, > 0} yarim kiiresine birebir ve Orten bir doniisiim ve tersi k kere
siirekli tiirevlenebilir ve ¥, D kiimesi {x eR’ :|x| <Lx;= O} diskine doniisiirse. D
bolgesinin  C* smifindan denildiginde 0D sinmrmmm  C*  sinifindan  olmasi
anlasilacaktir. C*(D)ile D de biz reel veya kompleks degerli k kere siirekli

tiirevlenebilen fonksiyonlarin lineer uzayini gosterelim. C*(D)ile C*(D)ile siirekli k

mertebeden tiirevlerini D kapanisa taginabilenleri gosterelim.

Helmholtz denklemi calisirken temel bir ihtiyagc Green integral teoremleridir. D

stnirhh C* smifindan ve v 0D sinirinin D nin digina yonlendirilmis birim normali

olsun. u € C'(D) ve ve C*(D) igin Birinci Green teoremi,

J{uAV + gradu. gradv}dx = J. u S—st , (2.2)
D oD
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ve u,v e C*(D) igin ikinci Green Teoremi

I{MAV—VAM}dXI j(ua—v—va—ujds, (2.3)

D oD

ile verilir.

R veya C' i¢in a=(a,a,,a,) ve b=(b,b,,b,) vektorleri icin
ab:=ab +a,b, +ab, ile bilineer skaler ¢arpim ve |a| :=+a.a ile Euclid normunu

gosterelim. Bizim kabul ettigimiz sartlar Green teoremleri igin zayiftir.

2.1 Teorem:

D, C? smifindan smirh bir bolge, v D nin sinir1 6D nin birim dis normali olsun.

ueC’(D)NnC (5) olan bir fonksiyon, normal dogrultusundaki tiirevi olan limit

Z—u (x) =limv(x)grad(u—hv(x)),x € 0D
% h—0*

oD de diizgiin olsun.Buradan Green formiilii ile

ou op(x,y)
u(x) = i{g(ywx, )~ u(y)w}dsm

~[{8u(y)+Ku(y)} g(x, y)dy.x € D

D

2.4)

dir, burada hacim integrali belirli integraldir. Ozel olarak u, D de

Au+k*u=0

Helmholtz denkleminin bir ¢6zlimii ise bu durumda

u(x)=i{j—i(y)¢<x,y)—u<y)a§£—’(“’y§) S(MxeD 2.5)
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fspat

Oncelikle u € C* (D) oldugunu kabul edelim. Keyfi sabit bir nokta x € D merkezli
bir yuvar Q(x, p):{ye]R3 :|x— y|:p} D nin i¢inde kalsin ve birim normal
v,Q(x, p)nin igine yonlensin. Simdi u ve ¢(x,) fonksiyonlari i¢in Es.2.3 Green

teoremini uygulayabilecegimiz Dp = { yeD: |x — y| > p} bolgesini elde ederiz.

u o 0p(x,y)
im{ 5y WD) —u() = }ds(y)

= [ {Au()+ K u(3)} 4(x, y)dy (2.6)

Dp

Oncelikle p — 0 igin sag taraftaki integral

J'{Au(y) + kzu(y)} é(x, y)dy

D

olmasi1 gerekir. Bu integralin yakinsakligini gosterelim. D nin ¢ap1

diaD =a veD, :{y:|y—x|£a} olsun

[ {Au() +Ku()} gx, y)dy

Dp

< max [Au(y)+ Ku()| [ ¢, »)dy

2 2z

a 1 ikr )
Sryne%i(‘Au(y)—kkzu(y)‘ ! E%rzdr { d@{ Singd $

MeR"

ikr ikr | a
SML A | 4z,M eR"

SM%[(a —1)e™ — 1}

oldugundan yakinsatir.



Boylece

lim [ {Au(y)+Ku(y)} g(x. y)dy = [{Au(y) +Eu(y)} §x. y)dy

. Od(x,y)  ou _
}}339( ,p){u(y) 00) 0 ¢(x,y)}dS(y)—u(X)

oldugunu gosterelim. (X, £) da

ikp 1 ikp
P(x,y) = : ve grad ¢(x,y)=(——ik) ¢ V()
7P P dmp
yerine yazilir.
(f p){[“(ﬂ—W)+u(x)]%—%¢(x,y)}ds(y>
- | u(x)(l—ikj i)+ | {(u(y)—u(x))(l—ikj e ou e
2we) P 4zp Q(x.p) P 4rmp Ov 4mp

= u(x)—u(x)pe™” + j {(u(y) - ”(x)) (_ =i
acv.p) P

olur.

1 eikp _a_u eikp
4mp Ov 4rnp

} ds(y)

16

} ds(y)
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Ayrica

J {(l—ikj () —u()) - 24 )}dsm‘
Q(rp) p p v

P
1 etr err ou
< (——k]— [ bor-ulasm < [ [#0%0)
P Q(x,p) Q(x,p) v
< 4ﬂp[l—kJei"p max [u(y)—u(x)|+4mpe"” man|gradu(y)|
ye

yeQ(x,p)

P

p — 0 icin sifira gider.

. Od(x,y)  ou _
}g‘%m,p){u(y) 00) 0 ¢(x,y)}dS(y)—u(X)

oldugu goriiliir. Boylece p — 0 i¢in Es.2.6 dan Es.2.4’ e ulasilir.

Buradaki problem « nun sadece u € C* (D) NC (5) a ait olmas1 ve normal tiirevinin

diizgiin yakinsak olmasi, birinci integralin D nin smirina paralel yiizey iizerinden

alinmasi1 ve buradan 0D ye limitle gegilmesidir.

Literatiirde Es.2.5 Green formiilii Helmholtz gésterimi olarak bilinir. Teorem 2.1 in

kompleks k degerleri i¢in gegerli oldugu agiktir.
2.2 .Teorem

u, bir D bolgesinde Helmholtz denkleminin ikinci mertebeden siirekli tlirevlenebilir

bir ¢oziimii ise u analitiktir.
fspat

x € D de x merkezli kapali kiireyi D nin iginde alalim. Teorem 2.1 bu kiirede,
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uygulanabilir ve x # y i¢in temel ¢6ziimiin analitik olmasindan soylenir.

Teorem2.2’nin bir sonucu olarak Helmholtz denkleminin bir ¢oziimii tanim
kiimesinin acik bir alt kiimesinde gbz oniine almak tanim kiimesinin tamaminda goz

Oniine almak demektir.

Sonugta Helmholtz denkleminin bir u# ¢6ziimii denildiginde bundan sonra bu bdlim
boyuca iki kez siirekli tiirevlenebilen ve tanim kiimesinde analitik olan u

anlasilacaktir.

2.3. Tanim

Helmholtz denkleminin bir u ¢6zlimii herhagi bir kiirenin disinda tanimlansin. » = |x|

olmak iizere,

limr(a—u—ikuj =0 (2.7)
roe \ O

ﬁ in her dogrultusunda diizgiin olarak Sommerfeld yayilma kosulunu sagliyor ise, u
X

yayayilan(radiating) ¢6ziim denir.
2.4 Teorem

Kabul edelim ki sinirli agik D bolgesi sinirsiz C? sinifindan bir bolgenin tiimleyeni ve

v birim dig normal vektéri 6D sinirindan D nin disina  yonlendirilsin
ueC*(R*\D)nC(R*\D),R*\D da

Au+k*u=0

Helmholtz denkleminin bir yayilan ¢6ziimiiniin normal dogrultusundaki tiirevi olan

%(x) = lim v(x)gradu(x + hv(x)),x € 6D
h—0"
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limit 0D de diizgiin olsun .Bu durumda Green formiillerinden

ww= { (v )ag’(f ; -2 g y)}dsm xeR\D dit (2.8)
fspat

ilk olarak

j lul” ds = o(1),r — o0 (2.9)

oldugunu gostermeliyiz. Burada Qr merkezi orijin olan r yarigapl kiiredir Es. 2.7

kosulundan.

2 _ 2
j 8_14 +k* |u|2 +2kim(ua—uj ds = J a—u—iku ds —> 0,r —>
o 1oV ov o510V

Burada v, Qr nin dis normalidir. Bu esitligi gosterelim.

~ 2 _
LI N W | LA I ol S |u|2+ik(ﬁa—u—ua—u]
ov ov ov \% ov ov
2 —
= 8_u +k2|u|2+k(ﬁa—u—ua—uji
\% ov ov
2 _
= 8_u +k° |u|2 + Zkfmua—u

ov

Bu esitligin her iki yanin1 Q integrallersek

ou

— lku
ov

u

il
- (i

bulunur.

ds

Y ov

+k* |u +2klmua—_}ds = I

Qr

——zku

Singdgdr — 0,r — ©
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ryi D, Qr de kalacak sekilde yeteri kadar biiytitiir ve Es.2.2 Green teoremini
Dr = { yeR\D: | y| < r} bolgesinde vV = u igin uygulanirsa

J.{uAL7+|Vu|2}dy = I ug—zds

oDr

Dr
= j ua—uds— I ua—uds
Qr av oD 6\}

= —J. K’ |u|2dy+ J. |Vu|2dy = I ua—ﬁds— I ua—ﬁds
Dr Dr Qr ov

5 Ov
I ua—ﬁds = j ua—ﬁds -k’ I |u|2dy + I |Vu|2dy
or ov aD ov Dr Dr
bulunur.

Simdi 6nceki denklemde imajiner kismin i¢ine son denklemi koyarsak

ou

ov

2 —
+k |u|2}ds = ~2kim | u s (2.10)
o OV

lim | {
r— o
ueC*(R*\D)nC(R*\ D) oldugundan

J‘ ua—ﬁds < M|8D|
ov

oD

olacak sekilde M e R" vardir.

Es.2.10’nun sol yanindaki her iki terim negatif degildir. Bdylece » — oo igin
siirlilik 6zelliginden toplam sonludur. Bu nedenle
2
j lu[ ds = o(1),r — o (2.9)
Qr

ispatlanir.

Es.2.9 ve yayilma sartindan, y € Qr igin



op(x, y)

. _ i o
) —ikd(x,y) _0(7’2 ),r -

diizgiindiir. Schwars esitsizliginden[2]

.[ u(y ){8¢(x ) —ikg(x, y)}dS(y) — 0,7 —> o

o ov(y)
op(x.y) 2 op(x.y) ’
j (){ 0 zk¢(x,y>}ds<y) < J oy ) )

ve u i¢in Es. 2.7 yayilma kosulundan y € Qr i¢cin ¢(x,y) = o(l)
r

zk‘x y‘
x—y

|x—y|: (x—y)2: |x|2—2xy+|y2,

2
|x y| —r\/l {2—cos(x y)—@] olur.
r r

[

P(x,y)=——7, yeQr

=r oldugundan

x € Dr i¢in — <1 olacagindan

2
{2—)6 cos(x,y)— @] <1 olur
r r

seri agilimini kullanarak,

21



2
|x y| r\/l {2—cos(x y)ﬁ}
r r
<f 2
1| 2x X I |2x x
]’{1—5|:7C05(x,y)—r—2:|—22—2!|:7C0S(X,y)—r—2:| ...... }

)
=)

I, = f P(x,y) {%(y) —iku(y)}dS(y) — 0,7y >

yi verir. Bundan sonra

J{()ag’(ff) g, y)}ds(y) L1, 0, >0

Qr

dir. Simdi Teorem 2.1 sinirli Dr bdlgesinde uygulanirsa

u(x) = j{ (9.~ ()g(f’f)}ds(y),xem

#(x, )
— d.
j{ (M)(x, y) - )8()}(>

ou 0P(x,y)
J { ()e.y) —u() =5 == }s(y)

elde edilir.

r — oo i¢in limite gegilirse

u(x)=ﬁ2—i(y)¢(x,y>—u< ) g(( ?}ds(y) xeR\D
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bulunur.

Teorem2.4’den Helmholtz denkleminin yayilan ¢6ziimii otomatik olarak her yon igin

diizglin olan Sommerfeld’in sonluluk sartini

u(x)=o i ,
=)

sagladigim1 ¢ikarabiliriz ve Es. 2.7 Sommerfeld yayilma kosulu orijine oteleme

x| —> o0 (2.11)

altinda degigmezdir.

Helmholtz denkleminin R® iin tamaminda tanimlanan ¢dziimiine tam ¢oziim denir.
Helmholtz denkleminin bir tam ¢dziimii yayilma kosulunu sagliyor olarak g6z dniine
alinir.

Simdi uzak olan modeli(far field pattern) tanim1 veya sacilan dalga genligini verelim.

2.5 Teorem

Helmbholtz denkleminin yayilan herbir ¢oziimiiniin uzaklasan kiiresel dalga olarak

asimptotik davraniglari her x = ﬁ dogrultusunda diizgiin olarak
X
ik‘x‘
u(x)="< {uw(i)w(i]}, x| > oo, (2.12)
[ [

dir, buradau  fonksiyonu € birim kiiresi tizerinde tanimlidir ve u nun uzak alan

modeli(far field pattern) olarak bilinir, Teorem 2.4’ in kabulleri altinda



ae—ilo%y

0, (%) =i [ {u(y) o —%(y)e'**y }ds(w cQ

dir.

jspat

2
r=sl=lf -2+ = 1{2*1-%]
At

|x| >1 igin | y| =1 oldugundan %<1 ve yeteri kadar biiyiik |x| icin
X
2)21—M <1
A I

ve |z| <1 i¢in

Ji-z zl—lz—Lzz— 1.3 2,

2 2221 2°31

acilimindan

24

(2.13)



25

1
= |x| {1 A 0(—}}
U
= |x| —fcy+0(i]
[

Ayrica |z| <1 igin

13
-z 2 2!
acilimindan
13 :
! = ! = 1+l{2£l—%}tﬁ{2£l—%} +...
b
oldugundan

e = eik‘x‘e”'kﬁ}’eikoﬁ) Ly {2)? 1 KLZ} +...
¥~ [ X1y

|x [
eik\)c‘ { i ( 1 ]}

_e ) e, L (2.14)
|x [

elde edilir[3-5].
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ik|x—y] ik|x| ik|x] —ikxy
0 __9 { oL e 6e—+oi} (2.15)
ov(y) |x—y| ov(y) |x| |x| |x| ov(y) |x|
her y € 0D igin diizgiindiir.Es.2.8’ de bu ifade yazilirsa

u(x) = j{u( )ag(f 220 ()

1 | pe 1] au, e ~ikty
_Ea.l[{u(y) ¥ {mﬂ)M}_EU) | { +OM}}dS(y)

e de™™  ou ikdy 1 ou
= ﬂ{ j {u(y) ) o }ds(y)+o|; j (l—gmjds(y)}

oldugundan ispat tamamlanir.

2.6. Lemma (Rellich)

Kabul edelim ki D, bir simrsiz bolgenin acik smirl tiimleyeni ve u € C*(R*\ D)

Helmbholtz denkleminin

lim j Ju(x)| ds = (2.16)

r—)oo

y1 saglayan ¢oziimii olsun. Bu durumda (R*\ D) da u =0 dur.

fspat

Yeteri kadar biiyiik |x| i¢in, kiiresel harmoniklerin
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()= @ (¥ (&)

n=0 m=—n

seklinde bir Fourier agilimi vardir, burada x = ﬁ dir[1].
X

Katsayilar

a’(r)= ju(ri)Yf (X)ds(x) (Burada Y" ler kiiresel harmoniklerdir.)
Q
ile verilir ve

) 1)
a) (r)

j |u(x)|2 ds = rzi Zn:

‘x‘:r n=0 m=-n

Parseval esitligini1 saglar[6].Es.2.16 kabuliimiizden her zaman igin

. 2 m 2
limr*|a ()| =0 (2.17)
olur.

ueC*(R’\D) oldugundan integral altinda tiirevlenebilir ve integral kisminda

Au+ k*u =0 kulanilir ve a;" lerin kiiresel Bessel denklemi

2 m m

nin ¢dziimleri oldugu,yani

1 Parseval Esitligi; i |an|2 :ZL j |/ (x)|2 dx, f,[-z7z] de tamml siirekli fonksiyon {a,}ler
n=—0 72- -

Fourier katsayilaridir.
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a"(r)=a"h" (kr) + B0 (k)

n n

sonucuna varilir, burada a” ve p" sabitler A" ve h'” ler n ci mertebeden birinci

ve ikinci ¢esit kiiresel Henkel fonksiyonlaridir.

(*) 1 gosterelim.

—n

uzz Z " x|) " (X) Z[(a X )+...+(a,’:(

n=0 m=-n n=0

~ d*a” (r) 2day |, |dY ar" 1 dY" |a’(r)
A”_Z;z{ i dr }Y” { a0 " a0 " Sind d@z} =

_Z Z dzam(r) 2da, n(n+Da, v
dr’ r dr g "

Y () ]

n=0 m=-n r
2 m m
Atk ZZ{d a’ (r) 2 da, (kz_n(n:—l)ja:}x’m:o
n=0 m=—n l" dl" r

Es.2.17 yerine konulur ve kiiresel harmonik Henkel fonksiyonlarimin

By =L {1 +o (1]},1 o,
t t

hn(l,Z)'(t) — lei(l‘_j) {1 + 0(1)}’1* —> 00
t t

asimptotik ag¢ilim1 kullanilirsa her 7 ve m i¢in «'= " =0 olur.

a () =[arn o)+ Brn ) |
Plar )| =2 [arn® (o) + BrnP () |

0= " L™ 4 %e“”") } {1 + o(éj} >

=a' =0=p"
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buradan yeterince biiyiik bir kiirenin disinda u =0 ve boylece analitikten R*\ D da

u=0 olur.

Sinir deger problemi ¢oziimii i¢in teklik teoremi Rellich Lemmasi sayesinde verilir.

2.7. Teorem

D bolgesi Lemma 2.11 de ki gibi, 6D,C* smifindan ayrica v D nin smirindan
icine yonlendirilsin ve kabul edelim ki u e C*(R*\D)nC(R’\ D) dalga sayis1 k

olan Helmholtz denkleminin

fmjua—udszo
o OV

icin normal tiirevi diizgiin yakinsak bir yayilan ¢6ziimii olsun. Bu durumda R*\D

da u =0 olur.
jspat

Es.2.10° a benzer olarak ve teoremin kabiillerinden Es.2.16° nin saglandig asikardir.

@
dv

, -
Es.2.10: 1imj{ +k? |u|2}ds=—2kimj”d—”dsso
r~>oer oD dV

r—w

= lim j |u|2 ds =0 dir. Buradan Rellich-Lemma Es.2.6 dan teorem ispatlanir.
Qr



30

2.2.Sobolev Uzay1

2.8. Tanim (Sobolev Uzay1)

QcR" H"(Q)={feL*(Q)| D*feL*(Q), |o| < m} m pozitif bir tamsay1 uzaymna m.

mertebeden sobolev uzayi denir.

H™(©),

i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir, burada L*(Q), Q da karesi intergallane bilir

fonksiyonlarin uzayi, R " de

o o
pep| 2 2
0X1 OXp

dir .H"(0Q)={feL*(0Q)|D*fcL*(0Q), |o <m}

olarak tanimlanir[7].

2.9. Tanim

Qc R " olmak tizere f, Q bir fonksiyon olsun.
A={x € Q| f(x) # 0}
kiimesinin kapanist A — Q ise, A ya f'nin Q daki kompak destegi denir.

2.10. Tanim

Kompakt destekleri Q < R" de olan her mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlarin

kiimesi Co”(Q) ile gosterilir.
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2.11. Tanim

QcR"olsun. C;” (Q) nin H" (Q) daki kapamgt H;' (Q) ile gosterilir.

Daha genel olarak H™” (QY), fe L’ (Q) da D%fe L" (Y)

1 <p <oo,|a] <m saglayan f fonksiyonlarinin Hilbert uzaymi gosterir. H;"” (Q2),

C; () nin H™? (Q) deki kapanisidir [7].
2.12. Teorem

(H" () igin trace teoremi): QQ, R " nin diizgiin siirl agik bir alt kiimesi ve 0Q sinirt

m—k—l

olsun. Buradan vy, 0 < k < m-1 trace operatori H"” (Q2) dan H 2(6Q) ya siirekli
lineer bir doniisiimdiir, burada H™(Q) hilbert uzay1 ve Ue H"(Q) i¢in n, 6Q nin

normal vektori olmak tizere,

k

y](U:@—IkJ (X1, ..., Xn) dir [8,9].
x,=0
on "

2.13. Sonug

2.12 Teorem den her 8, 0 < j < m-1 i¢cin C; ve C; sabitleri vardir. Oyle ki;

Co Ul gy Iy < Cill e e[S

2.14 Tanim

(Gomme (Embedding ) Operatorii):

X ve Y Banach uzaylar, X < Y olsun. Her x € X i¢in gdmme operatorii

J: X =Y, J(x)=x biciminde tanimlanir.

X cY gdommesinin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter j nin siirekli olmasi, bu her x €

X ve k sabiti i¢in ||x|ly <k ||x||x dir.
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XcY gonmiiliimiine kompak denir, gerek ve yeter kosul j kompaktir, bu siirekli ve X

de herhangi bir {x,} smirlt dizisinin {xnk} alt dizisinin Y de yakinsak olmasi

anlamina gelir [7].

2.15 Teorem

(Sobolev Embedding): n>1, Q, R " de sinirli bir bolge olsun. Buradan;

a)|[fll1. 2 ve |Ifl]1. 2. 0. Ho" *(€Y) da denktir.

1
N
n 2 2
1812 | ﬁz(afj dx
Q o\ OX;

||ﬂ|1,2,o=[ I z[ " ]2 dXJ;

Qi=l1

b) H(Q) = L*(Q) gémmesi kopmaktir.

c)m—j > % igin H™* < C(Q) gomiiliimii vardir [7 .
2.16. Tanim

Sesquilinear Form;

V, Wreel ya da kompleks F cismi iizerinde iki vektor uzayir olsun. B:VxW — F

dontisiimii her o, B € F, x,y €V, w,ze W icin
1)B(ax+fy, z)=aB(x, z) + B(y, z)
ii)B(x, aw+Bz)=a B(x, w)+ P B(x, z)

sartlar1 saglaniyorsa B ye bir sesquilinear form denir.[10]
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3.TERS PROBLEM

3.1. Ters Problem
Diizlem ses dalgalarinin sagilmasinda gegirgen bdlge D nin yogunlugu pp ve ses hizi

Cp, R >\ D ortaminin ¢evresindeki yogunluk p ve ses hizi C, Helmholtz denklemleri

i¢in bir transmissyon (gegis) problemi:

Autk? u=0,R*\D da

Av+kpv=0,D  de 3.1)

ile transmission (gecirme) sinir sartlar1 0D {izerinde

u=v
Lyl (32)
ov ov

burada v disaridan 0D ye yonlendirilmis normali kZD =k*c?/ CZD #k? ve A=p/pp yi

gostermektedir.

Burada u sagilan dalga u’® ve verilmis diizlem u'=e™d dalganin siiper pozisyonudur

veya u=u*+u' ve u® sacilan dalga

r—0

S
lim r[%_ikuS]ZO,r=|X| (3.3)

Sommerfeld yayilma sartim %=—in her yoniinde diizgiin olarak saglar. Bu sart
X

siir deger probleminin ¢oziimiiniin tekligi icin saglanmalidir ve
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R 1
wix=S— {uw(fi) + O(Tj}, IX|—> oo. (3.4)

formunda bir asimptotik davranisi vardir. u,(X) fonksiyonu sagilan dalganin uzak
olan modeli (far field patterni) (hatta sacilan dalga genligi veya scattering amplitude)

dir.
Green gosterilim teoremi ve temel ¢oziimiin

ik|x—y]|
1 e
X’ = —
o(x,y) ™

, X£Y (3.5)
|x-y]|

asimptotik gosterilimden far field patterin

formunda bir gosteriliminin oldugunu 2 .bdliimde gosrermistik. Coziimiin varligi ve
gecis (transmisyon) problemi igin iyi tamimlilik sonlu integral denklemlerden

kurulabilir [1].

Bu boliim boyunca sacilma st 8D yi C* smifindan kabul edecegiz. Sonugta olay
yonii d deki baghilign gostermek igin sira ile u=u(.;d), u'=u'(.;d), u’=u'(;d) ve

U, —U(.;d) yazabiliriz.

Ilgilendigimiz ters problem: Biitiin d olay yénleri i¢in verilen u.(.;d) far field
patternleri, sagilimin 6D kiiresini ve R*\D deki k dis dalga sayis1 k, i¢ dalga sayisim

belirler.
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Onemli bir baslangi¢ sonucu yayilan dalga ve far field patternler arasindaki birebir

benzerliklerdir. Rellich lemmasindan [1] asagidaki lemmay1 elde ederiz.
3.1 Lemma

Kabul edelim ki D ag¢ik sinirsiz bir bdlgenin tiimleyeni ve goze alinan far field
pattern icin ueC*(R D) Helmholtz denkleminin bir yayilan ¢dziimii olsun. Bu
durumda R*\D de u=0 dur.

fspat

ueCYR*\D), Helmholtz denkleminin bir yayilan ¢oziimii ise Sommerfeld yayilma

sartindan

[ 1ul® ds=0(1), 10

Ix|=r

dir. (2.4Teorem Es2.9) Dolayisiyla Rellich lemmasinin Eg.2.16 sarti saglanir ve
R*\D de u=0 olur

Daha sonra, yaklagimimizda gerekli transmission probleminin zayif ¢Oziimlerinin

tanimudir. Qr={xe R *; [x| <R} Green teoremi ile D < Qg,

Es 3.1,E$.3.2 nin ¢oziimleri

[ @vuvy-K’ug)dx = [ M ods, 0 H' (Qp) (3.6)
ov
Qr 0Qr
ile
I,x e R3 \D
ne=1" (3.7
A, xeD

Ve
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2
KA(x)= (3.8)

varyasyonel denklemlerini saglar. Burada H'(Qg) birinci mertebeden ve se R igin
H¥(0Q,,) sobolev uzaylaridir.

J.{UAV-FVLIVV} dx= j u@ds
D oo

birinci Green 6zdesligi Es.3.1 ve Es.3.2 deki u, v ve ¢ fonksiyonlar1 i¢in kullanirsa
I {VuVe+pAu}dx I @(pds
Or o0 O

Buradan

[ (wuvep-Kue)dx= | (%cpds
Qp o

elde edilir.

12

Lu"” (sag)>u "

(6Qg ) Dirichlet’den Neumanna gonderimi yani

L\y=%, (3.9)
burada i,

v+ Ky=0 R\ Qg de (3.10)
Y=y O0Qr de

dis Direchlet probleminin tekil ¢oziimiidiir.(Trace teoreminde m=1,k=0 alinarak

yukaridaki uzaylar elde edilir.)

Im| < n, neN olmak iizere Yr{n n. mertebeden kiiresel harmonik ve h,"

n.mertebeden birinci gesit Henkel fonksiyonlarim géstersin. {ze R *: |z >R} i¢in

0 @
. m khy " (kR) _m .
LORR=D, D gn —q—Yu (X)
n=6 [m|<n hn(l)(kR)
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burada g(R,£)=iZg;”Ynm(£), g" ler [1] deki Teorem2.7 deki

n=0 ‘m‘Sn
katsayilardir.k=0 dalga sayisina uyan operator L, dir. Yukarida verildigi gibi her iki
operatorde kiiresel harmonikler ve Bessel fonksiyonlari ile verilebilir.
L, bir stricty coercive sesquiliner form yani, her yeH"* (6Qx) icin

2
~(Low.w) 2 el Vg g (3.11)
R

dir. Burada <,> dual parantezi ve ¢ pozitif bir sabiti gostermektedir.

(Log) R, ﬁ)——%Z S+ De"YIR)

n=0 ‘m‘ﬁn

L-Ly, H % (0Qr) den H 2 (0QR) ye bir kompakt operatordiir. ([11] deki Teorem 2.1
den)

3.2.Tanim
u e H (Q,) fonksiyonu Es(3.1), (3.2) deki transmission probleminin bir zayif

¢Oziimiidiir, eger Qg de

2 o
[ (Vuve-K ug)dx—(Lu, @)= [ | X _1,2 |gds (3.12)
Op o0 \ OV

varyasyonel denklemini her peH'(Qg) i¢in sagliyor ise.
3.3.Lemma

u, K, k, kp, A, Es.3.2,Es.3.7 ve Es.3.8 deki gibi tanimlansin. Bu durumda herhangi
bir feH'(Qr), her peH'(QR) igin

[ (Vuve-K ug)dx—(Lu, @) =(F, )y (3.13)
Qg
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denklemini saglayan bir tek ue H' (Qr) ¢oziimii vardir.

Lemma3.3. ‘ nin ispatin1 [ 12] daki Teorem 2.1 de A=0 alarak yapilabilir.

Ters problemin tekliginin d nin her yoniine bagh far field patternlerinin bilgisinden
kurulmasi i¢in transsmisyon denkleminin iki ¢6ziimiiniin far field patternleri arasinda

benzerlik kurulmasina ihtiya¢ duyariz.

Oncelikle kabul edelim ki D; ve D, iki bélge k dis dalga sayis1 kj ler i¢ dalga sayilari

ve Aj ler sigrama parametreleri (j=1,2) olsun.

=2,k
P) cj

den eger dikkat edilirse A; = A, ve buradan p;=p», ¢;=c, ve k;=k, dir.

Simdi Lemma 3.1 in kosullarin1 kabul edelim. R 3 \(D1 UDz) nin baglantili sinirsiz

pargasii Q.c R ile gosterelim ve Q=R >\ Q. tiimleyeni gostersin, buradan iki

Lemma elde ederiz.

3.4.Lemma

Q ¢ R simrli bir bolge, Oy < Q olsun. d nin sabit bir yénii i¢in kabul edelim ki

Us(-; d)=Us, 2(.;d) olsun. Buradan
~ ~ ~2~ 1
j[_uzszvMK%Vﬂ}dx:o, oe Hp (Q) (3.14)
Q
varyasyonel denkleminin her va e HI(Q) ¢Oziimii i¢in

1=V, v9, +(K} =k, v, |dx
D,

= | [(I—MWHZV% +(K§—k2)uiz]dx (3.15)
D,

dir. Burada ;12 ,Ko e L*(Q) katsayilar1 Q) da ;12 =2, K2=K, yi saglar.
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fspat
wo=uy(.;d)—u;(.;d) olsun. w Heltmholtz denkleminin Q¢ de bir yayilan ¢oziimii ve
Lemma 3.1 den Q¢ de w=0 dir. Transmission denkleminin zayif ¢éziimlerinin tanimi

kullanilirsa her ¢ € H%) (Q),j=1,2 i¢in

i
J.[,uJVungB—Kfuj(Z]dx—(Luj,@ = '[ (Q—L ](pds
Q o0 a

= [ (WVuiVe-Kjup)dx =0
Q
dir ve buradan,

]

LVwVe + K%W(p] dx

(= - Mz)VWV(P+(K2—K1+K1)W<P}d

(l—p2) VWVo+ (K2 -Ki )W ) (P} dx+ J- [—},L1VWV(|) + Klzwcp} dx
Q

+

(- uz)VUzV<P+(K2—K1)uz<p}d

+

—mVuVo+Kj uz(P] dx - j [_HIVUIV(P + K%ul@] dx

-

I

I

(b0 Voi¥+ (13 ]
I

I Q

=0

- J' [( o — 1 )Vu1V(p + (K12 _ K% )ulcp] dx dir.
Q

. . .o - .= . - o 3
Simdi diger Q¢ < Qi, Q, < Q bdlgesini ve xe€) da y(x)=1 ve xe R"\Q, de

v (x)=0olan vy (x) € C*(R 3) fonksiyonunu segelim. Eger V2 Es.3.14’ in bir ¢Oziimii ise

I[( Ho =l )Vulv (\jl(/z ) + (Klz — K% )UIW;2j| dx

= [ 29wV (y32) + Kawyvs Jdx (3.16)
Q
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- I[—ﬁtZVWV\:z + ng\;z] dx=0 dur.
Q

Es.3.6 varyasyonel denkleminin diger tarafindan her ¢pe H}) (QY) i¢in

[ (=1 DVuvo- (ki -k )2D)ujo | dx=0
Q

1, x e Dj
dir. Burada y (Dj)= 3 karakteristik fonksiyonu gostermektedir.

0, xeR \Dj
to—u=(A—1)(D2) — (A1 —1) x(D1) (3.17)
Ki—K;=(M k' —k*) x(D1) — 2k k™) (Do) (3. 18)

olarak yazilir. Es.3.16-Es.3.18 den Es.3.15 elde edilir.

3.5.Lemma

Qc R 3, smirl1 bir bolge £_20 < Q olsun.

Her d olay yonii i¢in kabul edelim ki us, 1(.; d)=u, 2(.;d) olsun. Buradan

[La=2)vaives + (K2 —k3ywiva |85 = [ [ (1= 00)V9ivva + (KE —k2)viva Jdx.
D, D,

dir burada \~/j eH' (Q),j=1,2
~ ~ ~2~ 1
J[ujVVjV@+ K Vj(P:| dx=0, ¢ €Hg ()
Q
denkleminin ¢oziimleri, p;KjeL™(Q), Q da p;=p;, K;=K; esitliklerini

saglamaktadir.

Lemma3.5’in ispat1 3.4 Lemma deki metod ve [12] daki teorem 3.2 deki diisiinceden

yapabilir.
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3.2.Teklik

Bu boéliimde transmision probleminin aym far field patternlere sahip ¢oziimler i¢in

tek olarak belirlendigini inceleyecegiz.
Kabul edelim ki 6D sinir1 C? sinifindan, xy € 0D herhangibir nokta, xo m bir V,
komsulugu var, dyleki 0DV~ kesimine herhangi Uc R* agik kiimesinden birebir

gonderimi var ve bu gonderim iki kez siirekli difeerensiyellenebilir olsun.

Bu doniisimii ©(2)=(x'(z1, 22), X*(z1, 22), X (21, Z2))
formunda gosterelim, burada

tU={zeR? |z] <1} > R?, 1(0)=x,

dir.Ayrica 0D ye paralel 0Dy, yiizeyini goz Oniine alalim.
y=x+hv (x), xedD,

burada h ,0D genel ylizeyinden 0Dy, nin uzakligini gostersin.

3.6.Lemma

dD;. C* siufindan olsun. Buradan &Dy, yeterince kiigik h parametresi igin C'

sinifindandir [13].

Verilen D=D;=D, ve j=1,2 i¢in transmission problemi
Au; + k*u=0 R*\D de

Au; + k?ujZO D de

ve

ujl+ = ujl-, oD de

ou;

uj
ov

:7\4]'

+

, 0D de

dir. Burada g|+(-) g nin 0D den disina (i¢ine) limiti gostersin.

3.7. Teorem
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k, kj ve Aj D=D;=D, bolgeleri i¢in transmission probleminin katsayilar1 olsun.
Kabul edelim ki d nin her yoniine bagh olan u., i(.;d)=u., 2(.;d) far field patternleri
icin iki i¢ dalga sayis1 ki, k; olsun. Bu durumda k;=k; dir.

fspat

Ispati iki béliime ayiralim. ilk olarak ki, k, i¢ dalga sayili transmission problemleri

i¢cin I'; I'; Green fonksiyonlarin1 kuralim.Daha sonra k; k; olmasindan bir geliski

elde edecegiz.
Bir x, € dD noktasmi ve X in Vi komsulugunu segelim. Sira ile transmission

probleminin diizglin sinirli ¢éztimlerini kurulumunu D nin diizgiin perturbationu D
da diigtinelim. 1(z) gosterilimi IDUV, 1 1:{z € ]R2| Izl <1} = R®, 1(0)=x 1n bir
parametrisazyonudur.

Ustelik w eC™ [0, 1] diizgiin bir fonksiyon

max{l//(t)} =£>0

1e(0,1)

v ()>0, 0sr<%,

<t<l1

1
)=0, —
v (t) 5

olsun.Eger V', ve ¢ yeteri kadar kiigiik ise
B={t(@)*ty (z]).v [t(V)]: ze R?, 7] < % 1€ (0, 1);

bolgesi iyi tanimhidir. Lemma 3.6 dan D UB 1 siir1 C' siifindandr.

]SZ(EUE)O olsun. Lemma 3.2 den transmission problemi D bolgesi igin tekil
¢oziilebilir.

Xo In bir U - D komsulugunda bir x noktasini se¢elim ve devaminda,
AW(x)HEW(5x)=0, R’ \D da

Awi(;x)+Hkj*wi(;x)=0 D da
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problemleri ile
wil+ (5%)=wj| (;x)+ 4, (%), 0D da

sir sartlarini distinelim. Burada D=D=D», w ;, ler istenildigi gibi (3.4) yayilma

sartin1 sagliyor ve ¢@j ler kj dalga sayilari i¢in Helmoltz denkleminin,temel

¢Oziimleridir.

DcQ. Qc R Pvex € (UynB)\ Q olan bolgesini segelim. Buradan '} ve ',
fonksiyonlar1
3 ~
. wi(y,x),ye R"\D
Ti(y, X){ :

wi(y,x)+5(;x),y e D\ {x}

seklinde tanimlanir. T’j(y, x) lerin

- — 1
[ -§vTi(y. Ve + KiTi(y, x)p | 4620, o€ Ho (@)
Q

varyasyolen denklemlerinin ¢éziimleri oldugunu gosterebiliriz.

Burada

3 —
- (y),yeR \B
i (y)= Hi(y),y
Ai,yeB

2 3. =

22 Kj(y), yeR"\B

2_
2k, yeB

dir. Birinci Green 6zdesligini I'y ve ¢ fonksiyonlari i¢in uygularsak.

ol (y,
i[Vij(y, X)V(PJF(PAyFJ’(y’X)]dXZaJ;;P%ds

.[ |:]'~J*.]Vyrj (y, X)V(p — IZJZFJ (y, X)(P:| dx=0
Q
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2
j[—ujvyrj(y, X)Vo+K;T'(y, X)de =0
O

Simdi vi=T; ve I', =v,ile Lemma 3.5 i1 uygulayalim. D=D;=D, oldugundan her
xeU, \D igin

[0 =22) V31 (30WYT 2 (530 + (3 — kDT (3002 (%) | dy=0 dir.
D

D min tanimindan ve transmission probleminin iyi kurulumundan wj € HI(Q\f) ) ve

WjeHl(ﬁ) larm xeu, da dizgin smrhihgr sonucu ¢ikanlabilir. Gergekte wyj(.;x)
fonksiyonlar1 U, da Helmholtz denkleminin diizgiin ¢6zimleridir. Sobolev
embedding teoreminden wj(.;x), CI(UXO) da diizglin smirlhidir. Eger yeteri kadar
kiictik x=xo+#v (Xo) € u, , t>0 ve pozitif Cy sabiti i¢in

[ VyDiGxOVYTa (s x0dy| 2 Co fxox{

DﬁUXO

gosterilebilir. Fakat integralin diger terimleri, yani

[TV (x0dy ve [T1(5xOT(5x0)dy
D D

sinirlidir. Boylece t—0da k;#k, ve buradan A#\, celiskisine variriz. Bu da 3.6

Teorem’nin ispatin1 tamamlar[ 14].
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