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POZITIiF LINEER OPERATORLER VE iSTATIiSTIiKSEL
A- TOPLANAB iLME
OZET

Bu yiiksek lisans tezi ti¢ bélimden ghaktadir.ilk bolim girs kismina ayrildiikinci
bolimde sirasiyla pozitif lineer operatérler, ist#tsel yakinsaklik veA - istatistiksel
yakinsaklik kavramlari tanitildi ve bu kavramlar ilgili bazi bilinen sonuglar verildi.
Ayrica istatistiksel yakinsaklik ve\- istatistiksel yakinsaklik kavramlari kullanilarak
klasik Korovkin tipi teorem ve periyodik fonksiyarl icin Korovkin tipi teorem
ispatlandi. Uctincli bolimun ilk kismindg- istatistiksel yakinsaklik’ tan daha kuvvetli
olan istatistiksel A- toplanabilme ile ilgili bazi kavramlar tanitildikinci ve uglnci
kisminda istatistikselA- toplanabilme kavrami kullanilarak pozitif lineeperatérler
icin Korovkin tipi yaklagim teoremi ispatlandi ve sureklilik moduli yardinhe
yakinsama orani hesaplandi. Dordinct kisminda stsistiksel A- toplanabilme
kavrami kullanilarakR* de surekli ve 277 periyotlu fonksiyonlarin uzay! tzerinde
tanimh pozitif lineer operatdrlerin dizileri igikorovkin tipi yaklggim teoremi incelendi
ve bu teoremin bu uzaydaki klasik Korovkin tipi J@#m teoreminden daha kuvvetli
oldugu gosterildi. Son olarak periyodik fonksiyonlarnggtreklilik modult yardimi ile

yakinsama orani hesaplandi.

Anahtar Kelimeler: Pozitif lineer operator, istatistiksel yakinsaklik- istatistiksel
yakinsaklik, istatistikselA- toplanabilme, Korovkin tipi yakkam teoremi, sureklilik

moduld.



POSITIVE LINEAR OPERATORS AND STATISTICAL
A- SUMMABLITY

ABSTRACT

This master thesis consists of three chapters. fifse chapter was devoted to the
introduction. In the second section, respectiv@lysitive linear operators, statistical
convergence andA- statistical convergence were introduced and sofréhe results
known about these concepts were given. Furthernobassic Korovkin type theorem
and Korovkin type theorem for periodic functions swaroven using statistical
convergence andA- statistical convergence. In the first sectiontloé third chapter
some concepts about statisticdl summability which are stronger thak- statistical
convergence were introduced. In the second andl teection Korovkin type
approximation theorem for positive linear operata&s proven using statisticah-
summability and convergence rate was calculatech wite help of modulus of
continuity. In the fourth section Korovkin type appimation theorem for positive
linear operators examined using statistigéal summability on continuou&r7- periodic
functions space oriR and this theorem was shown to be stronger thassick
Korovkin type approximation theorem in this spa&@nally, convergence rate of

periodic functions was calculated with the helpmafdulus of continuity.

Key Words: Positive linear operator, statistical convergencA, statistical
convergence, statisticalA- summability, Korovkin type approximation theorem,

modulus of continuity.
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SEMBOLLER vel®RALTMALAR L ISTESI

:A kimesinin eleman sayisi

k=1

; (Z ankxkj doniiim dizisi

:[a,b] tzerindeki sinirli fonksiyonlarin uzayi

:[a, b] Uzerinde surekli ve reel eksen tzerinde siniikéoyonlarin uzayi
:R kimesi Gzerinde surekli v&rr periyotlu fonksiyonlarin uzayi

: Birinci mertebeden Ceséaro matrisi

:B[a,b] uzayinin akilmis supremum normu

: Dgal sayilar kimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Yakinsak diziler uzayi

: Tum diziler uzay

istatistiksel yakinsak diziler uzayi

:A- istatistiksel yakinsak diziler uzayi
Istatistiksel A- toplanabilir dizilerin uzay!
:K kimesinin dgal yogunlugu

: K kiimesinin A- yogunlugu

:K kimesinin karekteristik fonksiyonu

: f fonksiyonunun sireklilik moduli

: Riesz toplanabilme metodu

: Bernstein polinomlar dizisi

: Szasz operatorler dizisi

: Fejér operatorler dizisi

: Bernstein- Kantorovich operatdrler dizisi



1. GIRIS

Toplanabilme Teorisi, Fourier Serileri, FonksiybAe@aliz ve Yaklgim Teorisi’
nde 6nemli bir yer tutan istatistiksel yakinsaldtévrami ilk olarak 1951 yilinda Fast
tarafindan tanimlanmstir. Istatistiksel yakinsakiin sikca kullanildii bir alan olan
yaklasim teorisi polinomlarin yaklaminda ve Fonksiyonel Analiz’ de 0Onemli
uygulamalara sahiptir. Korovkin tipi teoremler Yain Teorisi’ nin temelini
olusturmaktadir (Korovkin, 1960; Devore, 1972). Poziiiieer operatorlerin birf

fonksiyonuna yaklgmasi problemi ilk olarak 1951 yilinda Bohman tardén
incelenmgtir. 1953 yilinda Korovkin, Bohman’ in kollarinin genel halde de
gerceklendiini ispatlamgtir. Gadjiev ve Orhan tarafindan 2002 yilinda istésel
yakinsaklik yardimi ile istatistiksel Korovkin tipgorem incelenmnive sonrasindaA-
istatistiksel Korovkin tipi yaklggm teoremi elde edilngiir. Ayrica 2009 yilinda Edely
ve Mursaleen A- istatistiksel yakinsakliktan daha kuvvetli olastatistiksel A-
toplanabilme kavramini tanimlagtar ve A- istatistiksel yakinsaklik ile gkisini
incelemilerdir. Daha sonra Demirci ve Karakutarafindan istatistiksel A-
toplanabilme yardimi ile klasik Korovkin tipi teareve periyodik fonksiyonlar icin
Korovkin tipi teorem cakilmistir.

Hazirlanan bu ylUksek lisans tezinde oncelikle ffodineer operatérler
tanitilacak, daha sonra istatistiksel yakinsaklie - istatistiksel yakinsaklik
kavramlari verilerek bu kavramlar yardimi ile Kokav tipi teoremler incelenecektir.
Sonrasinda ise Edely ve Mursaleen tarafindan kamitstatistiksel A- toplanabilme
kavrami kullanilarak, Demirci ve Karakuarafindan cagilan klasik Korovkin tipi

teorem ve periyodik fonksiyonlar icin benzeri vecéktir.



2. GENEL BILGILER

Bu bolimde tez boyunca ihtiya¢ duyulacak olan pioziheer operatorler,
istatistiksel yakinsaklik veA- istatistiksel yakinsaklik kavramlari tanitilacak bu
kavramlar yardimi ile Korovkin tipi teoremler isfmtacaktir. Ayrica periyodik

fonksiyonlar icin Korovkin tipi yaklggm teoremi incelenecektir.

2.1. Pozitif Lineer Operatorler

Oncelikle gerekli olan bazi fonksiyoraytarini hatirlatalim.

C[a,b] uzayinin elemanlar argln i¢c noktalarinda suirekli, a ve b ug

noktalarinda ise gaan ve soldan siirekli fonksiyonlardi.JC[ a, b] icin
f = sup|f(x
[ leq = S0l ()
alisiimis supremum normu ile birlikté:[a, b] uzay!i bir Banach uzay olur.

Cu[a b ile [a,b] aralgi tizerinde surekli ve tiim reel eksen iizerinde Iswian

fonksiyonlarin uzayi gosterilecektir.

DOR olmak tizereB(D), D tizerindeki tim sinirli fonksiyonlarin uzayidir.
f OB(D) icin
fll. =supf(x
1], =sugi (x)
olacaksekildeki alsilmis supremum normu ile birIikteB(D) bir Banach uzayi olup bu

norma gore yakinsaklik diizgin yakinsakliktir.
2.1.1. Tanim: X ve Y iki fonksiyon uzay! olsunX uzayindan alinan herhangi Wir
fonksiyonunaY uzayinda bir ve yalniz big fonksiyonu kagilik getiren birL kural
varsa bu durumd& uzayindanY uzayina bir operatdr tanimlanginr denir ve bu
L(f(t);x) = g(x) seklinde gosterilir. BuraddL(f (t);x) gosterimi yerine L ( f;x)
gOsterimi kullanilacaktir.

X uzayina L operatérinin tanim kimesi” denir ¥e= D ( L) ile gosterilir.

L(f;x)=g(x) olacak sekildeki g fonksiyonlarinin kiimesine deL*“ operatériniin

deger kimesi” denir véR( L) ile goOsterilir. Burad&r (L) LI Yolur. X uzayi lineer bir

uzay oldgundan lineer operatdrin tanimi verilebilir.



2.1.2. Tanim: f ve g, X uzayinda herhangi iki fonksiyon, her, S0R ve her
xO X'igin L operatori
L(af+Bg;x)=aL(f;X)+BL(g X
kosulunu gercekliyor isé& operatdriine “lineer operatdr” denir. Tanimdan daibtpcei
gibi L lineer operatori iginL (0;x) = 0 olur.
Lineer operatorler kiimesi icinde onemli bir althiiolan pozitif lineer

operatdrler gagidaki sekilde tanimlanir:

2.1.3. Tanim: X*:{fDX:f(x)ZO}, Y ={gOY: d 3=0} olsun. Ber X

uzayinda tanimlanmibir L lineer operatorii X* kimesindeki herhangi birf

fonksiyonunu Y uzayinda pozitif bir fonksiyona dostiirtiyor ise L operatoriine

“pozitif lineer operatdr” denir.

L pozitif lineer operatoru igirL(X+) OY" sglanir. Yani f(x) >0 oldugunda
L(f;x)=0 olur. O haldeL pozitif lineer operator ise hexO X igin f(x)< g(x)
oldugunda L(f;x)<L(g;x) olac&ndan bu bize pozitif lineer operatoriin monoton

oldugunu gosterir.

2.2Korovkin Tipi Teorem

1951 yilinda Bohman, toplag@klindeki pozitif lineer operatorler dizisiniEO,]]
aralginda sarekli f(x) fonksiyonuna yakinsamasi problemini incelgmi 1953

yilinda ise Korovkin[a, b] aralginda surekli bir fonksiyona yakinsayan pozitif kme

operatdrler dizisinin var oldunu ispatlamy ve Bohman’ in kgullarinin genel halde de
gerceklendiini gostermgtir.
Simdi literaturde “Korovkin Teoremi” olarak bilinelou teoremi hatirlayalim.

2.2.1. Teorem:L, :C,,[a b — B a § pozitif lineer operatorler dizisi
0 Il (5)-1, =0

(i) lim|L, (t;x)=x| =0

k = 0

(i) fim L, (tz;x)—XZHB:O

kosullarini sglyor ise her f OC,, [a,b] igin



im|, (1)~ (3], =0

olur (Korovkin, 1960).
Simdi  Korovkin tipi teoreminin keullarini sglayan bir o6rnek verelim.

S:G.[0.9 - Ho.,4 ve f OC,[0.1] olmak tizere

S.(f:= ey f(Ej(k%) x0[0,1] (22.1.9

n=0

. kx)" . .
ile tanimlanan Szasz operatdaga'lzo ve € >0 olduundan pozitif lineer bir
n!

operatdrdir. Bu operatériin Korovkin tipi teoremoglarini sgladigini gosterelim.

- (k"

e—kxz

= % &=1

0 S(z%

(i) S.(t%=e"Y

olur. O haldek - o igin



O tim]s. (91, =0

@) Im]s (69, =0

SK(IZ; x)— )@HB =0

oldugundan Korovkin tipi teoremin kaolllari s&lanir. Dolayisiyla herf CIC,, [O]] Icin

im||s( ;9 (3, =0

(i) lim

gercgeklenir.

2.3.istatistiksel Yakinsaklik
N dogal sayilar kiimesinin bir alt kimeg olmak tizere A :={k< j: kO A

seklinde tanimlansin véy kiumesinin eleman saylb&j‘ ile gosterilsin.

2.3.1. Tanim: N kumesinin birA alt kimesi i¢in

I,im@
Ime)

limiti mevcut ise, bu limit dgerine A kiimesinin “y@unlugu ( veya d@al yogunlugu)”

denir ve d(A) ile gésterilir (Niven ve Zuckerman, 1980).

(a) pozitif tamsayilarin bir dizisi veK={a :kON} olmak tizere 5(K)

mevcut ise

5(K)=Li[rlé

ile verilir (Niven ve Zuckerman, 1980).

1 P
> 5{JZZJDN}:O

Omezin; J(N)=1, o{2j:jON}=5{2j +1:j ON} =
oldugu kolayca goérilebilir. Dgal sayilarin her bir sonlu alt kiimesi sifirggmlukludur.
Hatta bir A kiimesi ygunluga sahip ise bu durumdd(N-A)=1-3(A) olur (Niven
ve Zuckerman, 1980; Freedman ve Sember, 1981).

2.3.2. Tanim: x:= ()gK) reel yada kompleks terimli bir dizi olsungé&t here >0 igin

I_iml{ks j:|xk—L|2£}‘:O

-



olacak sekilde bir L sayisi varsa bu durumda dizisi L sayisina “istatistiksel

yakinsaktir” denir vest— linx= L ile gosterilir (Fast, 1951; Steinhaus, 1951).

Eer x dizisi bir L sayisina istatistiksel yakinsak ise, bu durunhidaayisinin
herhangi bir £ >0 komsulugunda dizinin sonsuz c¢oklukta terimi bulunurken bu
komsulugun dsinda da, indis kiimesinin ganlugu sifir olmak kagulu ile yine diziye ait
sonsuz coklukta terim bulunabilir. Bu durum istiisel yakinsak@gin bilinen
anlamdaki yakinsakliktan daha genel @diou gostermektedir. Dolayisiyla yakinsak
diziler uzayi ¢ ve istatistiksel yakinsak diziler uzagt olmak tzerec [J st oldugu
aciktir. Yani istatistiksel yakinsaklik bilinen anhtdaki yakinsakliktan daha kuvvetlidir.

Simdi istatistiksel yakinsaklik kavrami icin gereldiagidaki karakterizasyonu

hatirlatalim.

2.3.3. Teorem:x = (>q<) dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek
ve yeter keul o{j, :kON} =1 ve limx, =L olacaksekilde en az bir( j,) indis

dizisinin var olmasidir (Salat, 1980; Fridy, 19&&nnor, 1989).

Bu teoremden de agilacasl Uzere x dizisinin bir L sayisina istatistiksel

yakinsak olmasi icin gerek ve yeteribher £ >0 icin 5( A) =1 olacaksekilde dgal
sayilarin dyle birA alt kimesi ve en az bij, = jo(g) ON sayisi vardir oyle kij 2 j,
olacaksekildeki her jOA igin ‘xj - L‘<£ sglanir. Yani 1 ygunluklu indis kiimesi

Uzerinde (veya O ygunluklu indis kiimesi @inda) x dizisi Lsayisina aytimisg

anlamda yakinsak isg dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak olur.
2.3.4. Ornek: x=(%,) dizisinin genel terimi

, k=j?

X, = , (i=12,..)

O NIk

, k#j?
seklinde tanimlansin. K, ::{k: P2 DN} , K, ::{k¢ % DN} olmak Uzere
d(K,)=0 ve d(K,) =1 olur ki 2.3.3. Teorem’ derx dizisinin 0 sayisina istatistiksel

yakinsak oldgu kolayca gorulebilir. Halbuki burada< dizisi algilmig anlamda
yakinsak dgildir. Bu 6rnek bir dizinin sinirli iraksak olmasinrggmen istatistiksel
yakinsak oldgunu gdosterir.

Yakinsak her dizinin sinirh olgw biliniyor, fakat istatistiksel yakinsak dizilerin

sinirl olmasi gerekmez.



2.3.5. Ornek: u=(u,) dizisinin genel terimi

Jk, k=,
u, = , =12,...
‘ {o  k# 2 ( )

seklinde tanimlansinu :(uk) dizisi icin st—lim u=0 olmasina rgmen bu dizi Ustten

sinirsizdir. Bu drnekten de gorulgcgibi u dizisi sinirsiz iraksak olmasinagraen
istatistiksel yakinsaktir.

2.4 Istatistiksel Korovkin Tipi Teorem
Istatistiksel yakinsaklik yardimi ile Korovkin tipiaklasim teoremi ilk kez

Gadjiev ve Orhan tarafindagagidaki sekilde verilmétir.
2.4.1. TeoremEger L, :C,,[a bl -~ B a J pozitif lineer operatérler dizisi

O st-mlL, ()1, =0
(i) st-lim|L (tx)-f, =0
(i) st-lim| L (¢;%)- x| =0
kosullarini sglyor ise her f 0C,, [a,b] icin
st-fm|L, ( £:9 1(], =0

olur (Gadjiev ve Orhan, 2002).
2.4.2. Omek: B, : G, [0,1] - B[0,1, {B,} Bernstein polinomlari

B(19)=3, f(gjmxﬂ(l- 9" x0[o (2423
olmak tizere(u,) dizisi

2
={f: :;sz (i=12,.)

seklinde tamimlansin. 2.3.5 Ornek’ telﬁuk) dizisi yakinsak daldir. Fakat
st—limuy =0 olur. Ayrica (2.4.2.]) ile tanimli Bernstein polinomu igin gerekli
hesaplamalar yapilghinda (Lorentz, 1986)

B (Lx)=1

B (t;x) = x



B, (tz; x) = X+
oldugu gorular.
Simdi Bernstein polinomu ve yukarida tanlmlar(zmg) dizisi yardimi ile
D, (1) =(1+u) B £;)
seklinde tanlmll{Dk} pozitif lineer operatériini géz 6nune alalim ve dperatorin
2.4.1. Teorem’ in (i), (ii) ve (iii) kgullarini gerceklediini gosterelim.
() Dy (1x)=(1+u) olup D, (1x)-1| =1+y -1=u olur ki st-lim y =0

oIdugundanst—LimH D, (1;%) —]ﬂB =0 bulunur.
(i) D, (t;x) =(1+u,) x olup

|D (t:x) - xﬂB = sup| D (txX) - A= ﬂs{gﬁ U = y olur ki

x0.1]

st-lim y =0 oldugundanst—ll(iTOH D, (t )~ %_=0 bulunur.

(i) D (t2x) = (1+ uk)(x2+ X_kxzj olup

oA, s (- s » o #2520

X=X X=X
= sup +Uu X+ U, .

xd0.]]

<ty y—
4Kk 4k

olur ki st—Iimi:O ve st—lim y, =0 oldugundanst—lim
k- 4k K - o0 K - o0

DK(tZ; x)— ><2HB =0
bulunur.
0] halde{ Dk} operatori istatistiksel Korovkin tipi teoremin skibarini sglar.
Dolayisiyla herf OC,,[0,1] igin
st-lim | D, (f, %)~ (), =0
bulunur. Fakat buraddD, (1;x) 1| =1+u - 1=y, ve (u,) dizisi algiimis anlamda
yakinsak olmagsindan |D, (1;x)~1|_ £°0 olur. O halde{D,} operatorii istatistiksel

Korovkin tipi teoremin keullarini sglamasina rgmen klasik Korovkin tipi teoremin

kosullarini sglamaz.



2.5. A- Istatistiksel Yakinsaklik
Bu kisimda A- yogunluk ve A- istatistiksel yakinsaklik kavramlari
tanitilacaktir. ilk olarak A- Istatistiksel yakinsakiin tanimi icin gerekli olan bazi

tanim ve notasyonlari verelim.

X ve Y, tum diziler uzay! olans’ nin alt kiimeleri ve A=(ajk) reel yada

kompleks terimli bir sonsuz matris olmak tUzere (>q<) [0 X ve her jON icin
(A%), =2 3%
k=1
serisi yakinsak iseAx:= (( Ax)j) donim dizisi mevcuttur denir. ger her xd X igin

Ax donum dizisi mevcut veAx Y ise A:(ajk) matrisi X uzayindanY uzayina

bir matris dongimu tanimlar denir. ger bir x dizisi icin Ax donum dizisi mevcut
ve bir L sayisina yakinsak isg dizisi L sayisina ‘A- toplanabilirdir” denir ve bu

durum A- limx= L seklinde gdsterilir.

2.5.1. Tanim: A:(ajk), (j,k =12...) sonsuz bir matris olmak tzere verilen fi)

dizisi icin Lim X, =L oldugunda lim (Ax)j = L kosulu gercekleniyor iseA matrisine
— 00 I

“reguler matris” denir (Hardy, 1949).
Bir matrisin regiler olmasi icin gerek yetersartlari veren Silverman- Teoplitz
Teoremi gaagidakisekilde verilmitir.

2.5.2. Teorem ( Silverman- Teoplitz )Bir A:(ajk) matrisinin reguler olmasi igin

gerek ve yeter kuil,
() |Al=sup)_|a| <.
] k=1
(i) Her KON icin Ijifr;loajk =0,
(iii) ljif'lkzziaaik =1,

kosullarinin sglanmasidir (Hardy, 1949; Boos, 2000).
2.5.3. Ornek: Aritmetik ortalamaya karlik gelenC, = (cjk)

(i=12,.)



yani;

100
i1,
2 2

C, = o
111 1,
n n n

seklinde tanimlanan Cesaro matrisi regulerdir.
Bir x=(x,) dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi demek 210
icin

im{k< j:[x, - Lz ]| =0

e
olmasi demektir. Ya da buna denk olarék= K (£) ={k < j:|x - L| = &} olmak tizere

her £ >0 igin

. 1
Ijlfrl(Cl)(K )J. = Ilen —_Z)(K(S) (k)=0

=
olmasidir. Buradgy, , K kiimesinin karakteristik fonksiyonunu gostermektedi
Freedman ve Sember 1981 yilinda bylwméeyi kullanarak istatistiksel
yakinsaklik tanimindaki Cesaro matrisi yerine négatnayan reguler birAz(ajk)
sonsuz matrisini alarak istatistiksel yakinsgkh A- istatistiksel yakinsakia
gensletmiglerdir.

2.5.4. Tanim: A= (ajk) negatif olmayan reguler bir matris olsuk.[J N i¢in

lim > a =|ji[r°10(A)(K)j

~® koK
limiti mevcut ise bu limit dgerine K kiimesinin “A- yogunlugu” denir ve J,(K) ile
gOsterilir (Freedman ve Sember, 1981).
Ber bir K kiimesi A- yogunluga sahip ise bu durumdd, (N-K)=1-7,(K)

olacaktir. Eer K kimesi sonlu elemanh bir kiime isYg(K) =0 olaca aciktir.
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2.5.5. Ornek:

1 ok=p
aik_{O, k¢J2 ’(J_lz’)

seklinde tanlmlananA:(ajk) matrisi gbz 6nune alinsiA. matrisi negatif olmayan
regller bir matristir. Bu durumdaKlz{k:jz:jDN} ve Kzz{k;t jz:jDN}
kumeleri igin J, (K,) =1 ve d,(K,) =0 oldugu kolayca gorulur.

2.5.6. Tanim: A=(ajk) negatif olmayan reguler bir matris olsun. Her-0 icin

K:=K(g)={kON:|x — L=} olmak iizere

S,(K)= Ijimokz_;aijK(s) (k) ='§W;,Z & =0

7T KK
gercekleniyor ise bu durumda=(x) dizisi L sayisina ‘A- istatistiksel yakinsaktir”
denir ve st, - limx= L seklinde gosterilir (Freedman ve Sember, 1981; KAa893;
Miller, 1995).

Bu tanimdager A matrisi yerinel birim matrisi alinirsa ailmis anlamdaki

yakinsaklik elde edilir. HatteA matrisi yerineC, Cesaro matrisi alinginda ise A-

istatistiksel yakinsaklik istatistiksel yakinsgaiindirgenir.

2.3.3. Teorem’in bir benzeriA- istatistiksel yakinsaklik icinsu sekilde
verilebilir.

2.5.7. Teorem:Bir x dizisinin L sayisinaA- istatistiksel yakinsak olmasi icin gerek

ve yetersart J,{j,:kON} =1 ve limx, =L olacaksekilde en az bir(j,) indis

ko0

dizisinin var olmasidir (Kolk, 1993; Miller, 1995).
2.5.8. Ornek: A= (ajk) matrisi

_{l k=j°+1 (J::LZ)

7o, kz j2+1

seklinde tanimlansin A matrisi negatif olmayan reguler bir matristix.:(x() dizisi

1 ,
=, k=j?+1 .

X =15 : (i=12.)
0, k#j*+1

11



ile verilsin. Here >0 igin K (&) ={kDN:‘xk _é

> 5} olmak lzere

lim 23X (K) =0
k=1

olacgindan st, —lim x:% elde edilir.

Yukaridaki ornekte dizisi alsiimis anlamda yakinsak gdidir. Dolayisiyla A-

istatistiksel yakinsak bir dizinin klasik anlamdakynsak olmasi gerekmez.

2.6.A- Istatistiksel Korovkin Tipi Teorem
A- istatistiksel yakinsaklik yardimi ile Korovkirptiyaklasim teoremi gagidaki

sekilde verilmitir.

2.6.1. Teorem: A=(ajk) negatif olmayan regiler bir matris olsun.geE
L.:Cy[ab] -~ B a B pozitif lineer operatérler dizisi

O stoim|L (), =0

(i) st,=lim L (t x)- %, =0

Lk(tz, x)— xZHB =0

kosullarini sgliyor ise her f OC,,[a b] icin

st, —lim L (f, ) - f(X)], =0

olur (Duman ve ark., 2003).

(i) st, ~lim

Ispat : (i), (i) ve (iii) kosullar sa&lansin. f OC, [a,b] ve xO[a,b] sabit olsun. f
fonksiyonu timR Uzerinde sinirli oldgundan birM pozitif sayisi vardir dyle ki tim
t ve x degerleri icin
| (t)-f(x)|<2m (2.6.1.3
yazilabilir.

f OC,, [a b oldugundan here >0 icin [ >0 dyleki t 0(-oo,00) ve xO[a, b]
icin [t —x| < oldugunda

‘f (t)-f (x)‘ <& (2.6.1.2

12



olur. Guinkii:t,xO[a, b] ise (2.6.1.9 esitsizligi f fonksiyonu[a,b] aralginda stireki
oldugundan gerceklenirtO[a,b] ve xO[a,b| oldusunda ise(2.6.1.9 esitsizligi f
fonksiyonua ve b noktalarinda sirasi ile soldan vedan surekli oldgu icin s&lanir.
(2.6.1.9 ve (2.6.1.9 sitsizliklerinden dolayi hers >0 icin t0(-c,0) ve x0[a,b|

olmak uzere
(1) f (x)\sg+25_“f(t-x)2 (2.6.1.3

esitsizligi gerceklenir. Cunku;jt —

Zal_\f (t—x)2 ifadesi

2
t_
pozitif oldugu icin sa&lanir. [t-x=J oldusunda ise ( 5;() >1 oldugundan

2M 2 (t-x)"22M olur ki (2.6.1.] esitsizliginden dolayr (2.6.1.3 esitsizlii

gerceklenir.

L (Fx) = £ =L (£ - L ( f x)x)w( M—f%
(1()-
(ft) (x); x
)-f

\ft

f (x); x

N—

+ (9L (L %-1)
\*\ A (91
(x)|: x)+M‘Lk (Lx)-1

elde edilir. Burada hew >0 icin c:=max{|d |4} oldugu ve (2.6.1.3 ssitsizligi

IN

N

l_l—l—;

IN

Dger taraftan{ Lk} operatorunin pozitif lineer operator ofdunu kullanilirsa

kullanilirsa
L (5= 09 = L[ F()= F(R: 9+ M L (19 -1
st(a+26—'\2/|(t—x)2;xj+M‘Lk(l;x)_]\
L(1x)+26—MLk((t—x)2;x)+M‘Lk(l;x)_1
el (Lx)+ 26M(Lk(tz;x)—2ka(t;x)+)8Lk(1;>§)+ M‘ Lk(1;>)_:‘-

S£+(£+M +25—'\£|czj\l-k(l;x)—jﬁl;—'\gI L (tX- %

+ Zé'_\f ‘Lk (tz;x)— xz‘

13



olur ki K :max{£+M + 2'!' c? 4'!' c,2M } segilirse
1) o 0’

L (f;x)=f(X)|se+ K{‘Lk(l;x)—]MLk(t;x)— )M L( €t %- %‘}

bulunur. O haIde<D[a, b] Uzerinden supremum norm alinirsa

e (755~ £ 09, = e k{1 (9 =3, | (9= o, o] 1 9 A
elde edilir. Verilen birr >0 icin £ >0 secilsin dyle kis <r olsun. O zaman

D;:{kZHLk(f;X)_ f(X)HBZ r}
Dliz{k:HLk(:L. X)_]'HB 2 }
D, ::{k:HLk(ti X) =, 2 r3I<£}

D, ::{k ; HLk (tz; x)— x2HB > r3—K£}

ise DO D, 0D, 0D, oldugu kolayca gorulebilir. Buradan

Zalk—za1k+zalk+z ajk

kOD kODy

r-¢
3K

olmak Uzerej - o limit alinirsa (i), (ii) ve (iii)’ den
st, —I|mHLk f x—f H =0

elde edilir.

2.7. Periyodik Fonksiyonlaricin Korovkin Tipi Teorem

C'(R) ile R kiimesi lzerinde stirekli v@&mr periyotlu fonksiyonlarin uzay
gosterilsin. f fonksiyonuR kimesi Uzerind€sr periyotlu ise
f(x)=f(x+277k), k=0+1£2,..
s&lanir. Bu uzay
”f”c*(R) :SXéJqu (X)‘
supremum normu ile donatiligtur.
Bu bolumde f,(x)=1, f(x)=cosx, f,(x)=sinx test fonksiyonlari

kullanilacaktir.
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A:(ajk) negatif olmayan reguler bir matris olmak Uzdﬁé(R) uzayinda

tanimh pozitif lineer operatér dizilerinin klasike istatistiksel durumlarda yalklan

Ozelliklerini inceleyelim.

2.7.1. Teorem: L,:C' (R) - C (R) pozitif lineer operatérler dizisi olsun. Bu
durumda

lim L, (£ %)= 1 (3] (i=0,1,29 (2.7.1.3
olmasi icin gerek ve yeter kal her f OC" (R) igin

lim L, (£:%) = £ (X (2.7.1.9
olmasidir (Korovkin, 1960).

2.7.2. Teorem: A=(a, ) negatif olmayan regiler matris vk, :C'(R) - C (R)
tanimh pozitif lineer operatorlerin bir dizisi @is. Bu durumda

(a) st=lim[ L (L %=1, =

(b) stA—ll(imH L (cost;X) - cosﬁck(R) =0 (2.7.2.9
(c) st,~lim| L, (sin t X -sin >NC*(R) =0,

olmasi icin gerek ve yeter kal her f OC" (R) igin

sty =lim [ L (£ = £(R)] (2.7.2.9

k - o0

olmasidir (Duman, 2003).
Ispat : (2.7.2.9 ise (2.7.2. durumu f, (i=0,1,2) fonksiyonlari C"(R)" ye ait
oldugundan agiktir.

simdi (2.7.2.) kosulu salansin. fOC (R) ve I, R kimesinin 277
uzunluklu kapah alt argll olmak Uzerex[1l sabit olsun. f fonksiyonu strekli

oldugundan here >0 icin 00 >0 Oyle ki [t =X <J kosulunu sglayan limit degerleri
icin |f(t)-f(x)<e elde ediir. f simrh oldgundan tim tOR igin

‘f(t)—f(x)‘sZ”f”d(R) olur. Burada 277 uzunluklu (x-J,27+x-0] aralg ele

alinirsa het OR igin ¢ (t):=sin® (J[_ij olmak lizere
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2”f”c‘(R)
w(t) (2.7.2.3

sin® —
2

()= f(x)[<e+

elde edilir. Burada iki durum s6z konusudur.

1. Durum: t0(x=3,x+9) ise [t-=x<J olur ve bu durumda|f (t)- f(x) <& ve
2|f
” ”C 9 >0 oldugundan sglanir.
sin2E

sin (t ij
2. Durum : tO[x-0,2m+x-J] ise <t-x<2m-J dolayisiyla ——=—z1
sin® —
2

oldugundan sglanir.
Dolayisiylaf (t) ve ¢(t) fonksiyonlari 277 periyodik olduklarindan hetOR

icin (2.7.2.3 esitsizligi saglanir. {L,} operatoriiniin pozitif lineer operatér ofgiuve

(2.7.2.3 esitsizligi kullanilirsa

()= £ Ll ()= £ )+ FOH] (1 91

2| f|
<L, e+ﬁcg§)w(t);x + (9| L (LX) -1
sinZE

2||f||c*1R
=g+l (1) -1+ =S L ()9 ] e [ (191

sin®—
elde edilir. Yapilan hesaplamalar sonucu
w(t):%(l—cost cox— si sin)
bulunur. Bu ylzden
Lk(w(t);x)s%{‘Lk(l;x)—j+|cosﬂ‘Lk( cog X~ cog+| sif L( sihy- silﬂc

olur ki bu sitsizlik kullanilirsa

sin®—
2

L (f;x)=f(X)|<e+|e+| f||cx(R {‘Lk (L) =1+| L (cost;¥) - cosf

+L, (sint;x)—sinxG
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sin® —

elde edilir. O zamanK :=£+||f||Cx olmak uzerexO[a b uzerinden

supremum norm alinirsa

L (Fx)= 1 (9 <oKL (91, +| L (costig - cos,.
L (sintix) - sind, |

olur. Verilenr >0 icin £ <r olacaksekilde £ >0 secilsin.

o ={ki(1:0- 142 ]
o= {91, ;;}

0, :={k:\m (cost)- cosi,., = -5
D= kL (sinix) - sin, ., 2 2}

kiimeleri belirlenipD U D, L1 D, 1 D, oldugu kullanilirsa

DA S Dy +w%aik+m;)3qk

kOD KODy

yazilabilir. Buradak — o icin limit alinirsa(a), (b) ve (c) kosullarindan dolayi her
f OC"(R) igin
stA—IkimHLk (f; %) - f( H

elde edilir.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

Bulgular bolimuntn ilk kisminda Edely ve Mursale€2009) tarafindan
tanimlanan istatistikseA - toplanabilme kavrami tanitildikinci kisminda istatistiksel
A- toplanabilme yardimi ile pozitif lineer operatith dizileri icin Korovkin tipi
yaklasim teoremi Demirci ve Karaku(2011) cakmasindaki yontemler kullanilarak
ispatlandi. Uglincli kisminda ise Demirci ve Kakai011) cagmasindaki yontemler
kullanilarak istatistikselA - toplanabilme ve sureklilik modult yardimi ile pifzlineer
operatdrlerin yakinsama orani incelendi.

Bulgular boélimunin dérdinct ve dneci kisminda ise Karakuve Demirci
(2012) calymasindaki yontemler kullanilarak sirasi ile perikodbnksiyonlar igin

istatistiksel A- toplanabilme yardimi ile Korovkin tipi teorem wakinsama orani
incelendi.
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4. BULGULAR

4.1.1statistiksel A- Toplanabilme

Edely ve Mursaleen 2009 yilindA- istatistiksel yakinsakliktan daha kuvvetli
olan istatistiksel A- toplanabilme kavramini tanimlagtar ve sonrasindaA-
istatistiksel yakinsaklik ile gkisini incelemglerdir.

4.1.1. Tanim: A:(ajk) negatif olmayan reguler bir matris ve=(%,) bir dizi olsun.
Her £>0 igin
5({] sn:‘yj —I‘zg}):o, Y, =A (X

yani;

Limo%{jsn:‘Ai(x)—l‘zs}‘:O

ise x=(x) dizisi | sayisina “istatistikselA- toplanabilirdir* denir ve( A)_ ~lim x=|

veyast-lim A (X = I ile gosterilir (Edely ve Mursaleen, 2009).

] >0
Dolay|5|ylax=(>q() dizisinin | sayisina istatistiksel - toplanabilir olmasi igin
gerek ve yeter kul A‘(X) donisum dizisinin | sayisina istatistiksel yakinsak

olmasldlr.(A)St ile tim istatistikselA - toplanabilir dizilerin uzayi gdosterilecektir.
4.1.2. Not:istatistiksel A- toplanabilme taniminda;
(i) A:(ajk) matrisi yerinel birim matrisi alindginda istatistikselA - toplanabilme,

istatistiksel yakinsakga indirgenir.

(i) € =(c) yani;

(i=12...)
, k>
seklinde tanimli Cesaro matrisi aligichda istatistikselA- toplanabilme, istatistiksel
C, - toplanabilmeye indirgenir (Moricz, 2002).
j
(i) p=(p) reel bir dizi, p,>0, p, 20(kON) ve p,:=> p - o (j- )

k=0

olmak lzereA= (ajk) matrisi
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a, ={p : (k jON°)

alindginda istatistiksel A- toplanabilme, istatistiksel(ﬁ, p)- toplanabilmeye

indirgenir (Moricz ve Orhan, 2004).
4.1.3. Teorem:Eger bir dizi sinirli vel sayisinaA - istatistiksel yakinsak isk sayisina
A- toplanabilirdir ve dolayisiyld sayisina istatistikseA- toplanabilirdir, fakat tersi

dogru desildir (Edely ve Mursaleen, 2009).

ispat.  x=(x) s bir dizi st,-limx =1 olsun. Her £>0 icin

K(g)={k<j:[x -1z €} olmak tizere
;ajk)&_léajk+ I;ajk_ l‘
Zajk(ﬁ 1)+ iajk_l‘

A ()-1l=

<

= a (% =N+ 2. ajk(&-')+|'|Zajk-4
kOK (&) KJK(g) k=1
<g D, a,+supx | ajk+|'|Zajk-J(
KOK(2) koK (e) KK (e) k=1

] - o0 icin limit alindginda A- istatistiksel yakinsakdin tanimi ve A matrisinin

regilerlgi kullanilirsa keyfi £>0 sayis! igin I,im‘Aj(x)—I‘:O olur ve dolayisiyla
J;»OO

st—Ilim

J -0

A(X- *:O bulunur. Yani
I_imi{j sn:‘Aj (x)—l‘zg}‘=0
i-on
elde edilir. Bu ise A )— link=1 oldusunu gosterir.istatistiksel A- toplanabilir
dizilerin uzayi(A), ile tanimlanmytir.
Tersinin d@ru olmadg! asagidaki 6rneklerle gosterilebilir.

4.1.4. Ornek: A=C, :(qk) Cesaro matrisini ele alalim ve=(x,) dizisini

1 ; k tek
X = . (4.1.4.1)
0 ; k cift

seklinde tanimlayalim. O zaman
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= ; jcift

olur ki A (x) dongsim dizisi,% sayisina istatistiksel yakinsaktir. Dolayisiya ( %, )

dizisi % sayisina istatistikselA- toplanabilirdir. Bu durumdax=(x ) dizisi %

sayisina istatistikseh - toplanabilirdir, fakatA - istatistiksel yakinsak gddir.
4.1.5. Omek: x=(x,) dizisi (4.1.4.1)’ deki gibi tanimlansin vA=(ajk) matrisi
1/2 ; jkaresel dgilvek= j*, k= j*+1
a, =1 1 ; jkareselvek j
0 ; dd.
olsun. O zaman

. 1/2 ; jtamkare dgil
D% 0 jcift tamkare
- 1 ; dd.

olur ki x:(>q() dizisi A- toplanabilir dgildir, dolayisiyla A- istatistiksel yakinsak

1
>¢
>

degildir, fakat

lim = =0

1{.
j<n:

n-oo n

A

yani x=(x,) dizisi% saylisina istatistikseh - toplanabilirdir.

4.2. Pozitif Lineer Operatorlerin Istatistiksel A- Toplanabilmesi
Bu bolumde istatistikselA- toplanabilme kavrami kullanilarak Korovkin tipi
yaklasim teoremi ispatlanacaktir. Sonrasinda pozitifdineperatdrlerin istatistikseA -

toplanabilme yardimi ile yakinsama orani hesaplaktac

Buradae,(X) =1, ¢( ¥= x ¢( = %test fonksiyonlar kullanilacaktir.
4.2.1. Teorem: A= (ajk) negatif olmayan regiiler bir matris \g :C,,[a,b] - B[ af

pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi olmak Uze[ra, b] aralginda
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=0, (0,12 (4.2.1.1)

st—Ilim
jow B

i%kw%%

k=1

olmasi icin gerek ve yeter kal her f 0C,,[a, b] icin

AL (f)- 1
k=1
olmasidir (Demirci ve Karal2011).

ispat: Her bir (X0 G,[ah, i=0,12 oldusundan(4.2.1.9 ise (4.2.1.) asikar.

st—Iim

j o0

=0 (4.2.1.2

B

Simdi  (4.2.1.) kogulunun sglandgini kabul edelim. f OC,[a b ve
xD[a, b] sabit olsun.f fonksiyonu tim reel eksende sinirli aidemdan hert, x igin
oyle bir H >0 bulabiliriz ki

£ (t) - f(x)|<2H

sgilanir. Diger taraftan f fonksiyonu[a, b] aralginda surekli oldgundan herse >0
icin [10>0 dyle ki t 0(-o,0) ve xO[a, ] igin [t—x <J oldugunda
()= f(x)|<e (4213
olur. Gunki: t, xO[a,b] ise (4.2.1.3 esitsizligi f fonksiyonu [a,b] aralginda
surekli oldgundan, xO[a b] ve tO[a,b] oldugunda ise f fonksiyonu a ve b

noktalarinda sirasi ile soldan ve gdan surekli oldgu icin gerceklenir. Bu

esitsizliklerden dolayi hee >0 icin t O(~c,) ve xO[a,b| olmak tizere
M(Q—fuﬂsg+%;ﬁ—@2 (4.2.1.4

2

bulunur. Gunki; [t-X<J ise 25—:'(t—x) ifadesi pozitif oldgu icin salanr.

2
t-x=J oldugunda ise (tTX)zl dolayisiyla ZJ—T(t—x)zzzH ve £>0

oldugundan gerceklenir.
Diger taraftan {LJ} operatorinin pozitif lineer operatér ofgiu

kullanilirsa,

Z%Huw—u@

Sat(t-Tan( X au (k) (
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=Sl (101090 (A5 3 15 3 o )

el (10) \\ x)\\zM sl )
<3, 1019+ 38 (s - o

bulunur. Buradg4.2.1.9 ssitsizligi kullanilirsa

SaL (1= (=3 a b { 1(0- 1) 4+ HE 3 w8 k- o
Zatk(s—(tx: o3 8600 ol }
=S a6+ 2 S a (e )+ 1S k(s b o X
Sl 2 g (e 42 E g ()
oY 8l (g j ‘ZMM@(A

elde edilir. O halde heg >0 icin ¢c:= rgag]qxl alinirsa

>a,L(fiX)- f(¥)se

(e+ H\iqma (35 % p iz £)

A (e ‘ \im(w—@(%

efeens 2 jZa NOPREE

ek (e V)‘ FXatls )k 9(%
olur ki K:= max{£+H +2:_2CZ ,4;C f;'} secilirse

;ajkLk(f;X)—

o b
SR
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bulunur. Dolayisiyla

iajkLk(f)_f 5€+K{

00

z:lajkl-k(ez)_ €

k

+

)

olur. Verilen birr >0 i¢in £ <r olacaksekilde £ >0 secilsin. O zaman

{jsn:iajkLk(f)—f 2r} {jsn:ia,—kLk(%)‘% 2;(5}
& . . =i B

n n

{jsn: ga,-kLk(q)—q 3}‘

+
n
. = r—&
{Jgn: zajkl-n(%)_% ZgH
+ k=1 B
n

yazilabilir. Buradan — oigin limit alinirsa hipotezden her>0 igin

{jsn: 2r}
lim =

n-e n
4.2.2. Omek: A=C, =(¢, ) Ceséro matrisini g6z 6niine alalim:=(a, ) dizisi

1 , k tek
a, = ) (4.2.2.1)
-1 , k cift

0o

ek (f)-f

k=1

=0

elde edilir.

ile verilsin. Bu durumda negatif olmayan regUIAr:(cjk) matrisi vea::(ak) dizisi
icin
t=li =0
st-lim A (a)
bulunur. Bununla berabdm, ) dizisi alsiimis anlamda yakinsak ddir.

simdi x0[0,1], f OC,,[0,1] ve kON olmak tizere

) (n+1)/(k+1)
uk(f;x):(ku)z(‘;jw@-x)k‘” [ f(ya

n=0 n/(k+1)
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seklinde tanimh Bernstein- Kantorovich operatorigitz 6ntine alalim. Bu operatoru

kullanaraka :=(a,) dizisi yardimiyla
T (f:9)=(1+a,)U,( f;%), x3[0,4, fOC,[0,]

seklinde bir pozitif lineer operator tanimlayalimu Bperatér icin gerekli hesaplamalar

yapilirsa;
T (e ¥ =(1+a,) U ¢; 3=(1+a,)( H])nzk;[li:j 5(1- )(k_n(n;l()f:) L) o
=(1+a )& (X

s

:(1+ak)(k—11 Zn(:Jx"(l— ) ak)(kiJZ(EjX”(l )
(| e T 1o i ERICEE R R Pt
- e g
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=(1+a,) {%(x) k( k—1)nzi;(l:]:§j 2 (1- %k—n+ o X2 M%}

(k+2)

=(1+ak)[e2(x)k(k‘1)+q(a %, 1 ]

(ke (e ke

elde edilir. Boylecest—lim A (a) =0 oldugu g6z 6niine allnlrsﬁi),]] aralginda
oo

=0, (i=0,1,2

B

ZM(@)—%

olur. Bu yUzden{Tk} operatori 4.2.1. Teorem’ in hipotezlerini gercek@olayisiyla

st—Ilim
] -0

her f OC,, [0,1] icin

00

2 G k()1

k=1

=0

st—Ilim
Jo B

—

bulunur. Burada(a,) dizisi 0 sayisina klasik ve istatistiksel anlamda yakinsak
olmadgindan|T, (¢) - ¢|_ . (i=0,1,2) dgeri O sayisina klasik ve istatistiksel anlamda

yakinsak dgildir. Dolayisiyla {Tk} operatori klasik ve istatistiksel Korovkin tipi

teoremin kagullarini sglamaz.

4.3.Tstatistiksel A- Toplanabilme Yardimi ile Yakinsama Orani
Bu bolimde istatistikseA - toplanabilme kavrami kullanilarak sureklilik madu

yardimi ile pozitif lineer operatdrlerin yakinsawrani incelenecektir.

4.3.1. Tanim: A= (ajk)negatif olmayan regiler bir matris olmak tzere herO icin

- ‘{jsn:‘Aj(x)—L‘zg}‘

n-oo nl_ﬁ

=0
ise x=(x ) dizisi L sayisina 30(0,1) oraninda istatistikseA- toplanabilirdir” denir

ve bu durumx, — L= 0( n“;) (( A)St) ile gosterilir (Demirci ve Karaky 2011).
Bu tanim yardimi ile@gidaki sonug elde edilir.

4.3.2. Lemma: A=(a, ) negatif olmayan regiiler bir matris=(x), y=(y) sinirl
diziler olsun. Burada % -L=o(r*) ((A,) v -L=o(n?) ((A,) ve

B=min{B,5,} oldusunda
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(i) (e-L)=(v-L)=o(n”) ((A,)

(i) A(x -L,) =o(n'/‘l) ((A)St), herhangiA OR igir
sgglanir (Demirci ve Karaky 2011).
ispat : (i) x -L=0(r") ((A,) ve v—L=o(rn*) ((A,) olsun. 0 zaman her

£>0icin B=min{B,B,} olmak lizere

. £
{j sn.‘Aj (x) - H‘ZZ}
7 A

{jsn:‘Ai(y)—Lz‘z‘;}

nl‘ﬁz

—+

bulunur. Bu gitsizlikte n — oo icin limit alinirsa hipotezden

- ‘{jsn:‘(Aj(x)—Ll)t(A}(y)— LZ)‘zg}LO

olacaindan istenilen sonuc elde edilir.

(i) HerhangiAOR igin A(x —L)= o( n"’gl) (( A)St) olsun. A =0 durumunda sonug

aciktir. A 0 olsun. Here' >0 igin n, ON dyle ki hern>n, igin

{josn:‘Aj(x)— L1‘2|j|}

nA

<¢g

olur ki bu ise herhangd OR igin A(x - L )= o( n‘ﬂl) (( A)ﬁ) oldugunu gosterir.

Simdi bir f fonksiyonu icin sureklilik modult kavramini haathlim.
4.3.3. Tanim: f OC,,[a,b] olmak tizeref fonksiyonunun sureklilik modilia( f,J)
ile gosterilir ve

w( f,9) ::sup{‘f (y)- f(x)‘ ry x0[af |y }(SJ} (0> 9

seklinde tanimlanir.f OC,, [a,b], AOR ve >0 sabitleri igin
(a) w(f;49)<(1+][A])w( F:0)
(b) [F(y)= f(¥= @ fily- %)
esitsizlikleri mevcuttur. Buradei[)l]] semboli,A sayisinin tam kismini gostermektedir

(Korovkin, 1960).
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4.3.4. Teorem: A= ( Jk) negatif olmayan regiiler bir matris g :C,,[a,b] - B[ af

tanimh pozitif lineer opertorlerin bir dizisi olau

i) L&) -al, = o ") ((A.)
(i) $)=(-x)" vey; = JZa,kLk()
w(t,y,)=o(n") ((A),)

sartlar gergeklenirse, bu durumda het1C,, [a, b] icin 8= min{,Bl,,Bz} olmak lzere

L ()= tla =o(n”) ((AL)

olur (Demirci ve Karakg, 2011).

icin

ispat : fOC,[ab] ve xO[a b sabit olsun. 4.2.1 Teorem'in ispatindaki benzer

yontem ve sireklilik modliniife) , (b) ozellikleri kullanilirsa,

<3 a9 (O 3+ O[S 9 8 o o X
<>a,l, w[ r s j XJ+H L (e 9~ sl %
<San| (1]t apn WE mn e 603

siajkLk [1+%J;x}w(f,5)+ H ki;‘aikLk(%; N- ¢ X

DXANCEE M‘ )+ A0S 4 ey
+HIY 2y L (- g( Y +o( 19)
olur ki xO[a,b] tizerinden supremum alinirsa,
S, (1)-1] =[S an(e)-¢f of 1)+ 25 a v
H| Yk (a)- ¢ ol 19)

00

2. 2L (2)

k=1

oldugu kullanilirsa
B

bulunur. Buradad =y, :=\/
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00

zajkl‘k(%)_ &

k=1

<
B

w( 18)+2w( 1,0)

B

;ajkl-k(%)_ &

ki;;ajkl-k(f)_f

+H

B

elde edilir. Dolayistyla verile >0 icin B:=min{4,5,} olmak iizere

Hjsn:iajkLk(f)—f 25} {jsn:iajkLk(q))—eJ > ;}
=1 B < k=1 B

= : s
{jsn:w(f,d)z\E}

nl‘ﬂz nl‘ﬂz
. s 3 £
lisn{Sane)o =)

n4
olur ve n — o icin limit alinirsa(i) ve (ii) kosullarindan dolay

{jsn: iajkLk(f)—f 25}
lim - B

L ()= fll, =o(n) ((A),)

—+

=0

yani, xO[a, b] tizerinde

bulunur .

4.4.istatistiksel A- Toplanabilme Yardimi ile Periyodik Fonksiyonlar igin
Korovkin Tipi Teorem

Bu bolimdeA - istatistiksel yakinsakliktan daha kuvvetli olanatstiksel A-

toplanabilme kavrami kullanilarak = (ajk) negatif olmayan reguler bir matris olmak

uzere C’ (R) uzayinda tanimli pozitif lineer operatoérlerin ¢gzi icin Korovkin tipi

yaklasim teoremini ispatlaya@gaz. Sonrasinda pozitif lineer operatérlerin diziér

istatistiksel A- toplanabilme oranini hesaplayaca
Bu béluimde f,(x)=1, f(x)=cosx, f,(x)=sinx test fonksiyonlari

kullanilacaktir.
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4.4.1. Teorem: A:(ajk) negatif olmayan regiiler matris vk, :C’ (R) - C (R)

pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi olsun. Buahmda
>ak(f)-f =0 (=012 (44.19
k=1

st—Ilim
e c'(»)

olmasi icin gerek ve yeter kal her f OC" (R) igin

00

2 Ak (f)-f

k=1

st—Ilim

] -0

- =0 (4.4.1.9

C(R)

olmasidir (Karakgive Demirci, 2012).
ispat:Her f, OC (R), (i=0,1,2 oldusundan(4.4.1.9 ise (4.4.1.) agiktr.

simdi (4.4.1.) kosullari sa&lansin. f OC'(R) ve |, R kiimesinin 277
uzunluklu kapah alt arglli olmak Uzerex[]l sabit olsun. f fonksiyonu surekli
oldugundan here >0 igin en az bird>0 var dyle ki t0(-w,») ve xO[a,b] igin
t-x<d oldugunda ‘f(t)—f(x)‘<g olur. Ayni sekilde f fonksiyonu sinirli
oldugundant R icin

‘f (t)_ f (X)‘ < 2” f”c*(R)

sgglanir. O halde het OR icin ¢(t):=sin’ (t_TXj olmak tizere

2|t

£ (t)- () <g++a®z//(t) (4.4.1.3)
sin® —

bulunur. Burada iki durum s6z konusudur.

2l

1. Durum:t0(x -3, x+9) ise|t—x <J dolayisiyla|f (t) - f (x)| <& ve—?
2
2

sin®—
oldugundan sglanir.
sinz(t_zxj
2. Durum : tO[x~-0,2m+x-3J] ise d<t-x<2m-0 dolayisiyla ——=<=1
sin® —

oldugundan sglanir. Dolayisiyla f(t) ve (t) fonksiyonlari 277 periyodik
olduklarindan hetOR icin (4.4.1.3) ssitsizligi sglanir.
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Dger taraftan{ Lk} operatdrunin pozitif lineer bir operator ofdukullanilirsa

Sa,L (- 10«2 a1 10 4+ S 8 15 4= 40

Al

<Sau | e+ 195 8L (54 1)
B smE
evefS L (1) 10+ ”f” 05 o L ({03

+ ” f ”c*(R)

> a, L (1) (X

bulunur. Yapilan hesaplamalar sonucu

w(t):%(l—cost cox— sift sin)

olup
gajkg(w(t);x)sg{ 53,469 L0 #leos A3 & L £i3- (3

+|sinx

> au k(9 14

olur ki, bu aitsizlik kullanilirsa

|

e Ml
Sa,L (10 f(3]zes| o4ty { (9= 1)
k=1 sin® =
: (49~ 13
bulunur. O zamanK::£+||f||Cx(R) If ” 5 olmak Uzere xO[a, b uzerinden
sin® =

supremum alinirsa

iajkl‘k(f)_f 55+K{
= c(®)

00

ZajkLk(fz)— f,

k=1

00

Zaikl-k( fO)_ fo

k=1
C*(R)}
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> aL(f)- A‘

k=1

C'(R) C'(R)

+




olur. Verilen r >0 icin £<r olacaksekilde £ >0 secilsin. Bu durumda yukaridaki

esitsizlikten

E j<n: iajkLk(f)—f >ri<d j<n: iajkLk(fo)—fO >I-¢
n = c(®) n =i cw 3K
@ r-¢

= j<n: , f)-f >
+ {J<n kZ:;a]kLk( ) 1C(R)> BK}
1. < r-—&

=k j<n: , f,)-f >
+n{1<n I(Z:;ajkLk( ) 2C*(]R)> BK}

olur ki n - oo i¢in limit alinirsa hipotezden

bulunur.

4.5, Istatistiksel A- Toplanabilme Yardimi ile Periyodik Fonksiyonlar Igin
Yakinsama Oranli
Bu bolimde istatistiksel A- toplanabilme kavrami kullanilarak sdreklilik

modili yardimi ile C’ (R) uzayl Uzerinde taniml pozitif lineer operatoneri
yakinsama orani incelenecektir.

Demirci ve Karakg tarafindan tanimlanan istatistiksal toplanabilme orani ile

ilgili 6zellikler 4.3.1. Tanim ve 4.3.2. Lemma ‘tnitiimsti.

f OC" (R) olmak uzeref fonksiyonunun stireklilik modulii olan

w(f,8)= fxusg‘f (t)-f(x)| (&>9

g0z 6nune alalim.

Karaky ve Demirci 2012 yilindaC’ (R) Uzerinde tanimh pozitif lineer

operatorlerin dizileri icin istatistikseA- toplanabilme yardimi ile yakinsama oranini

veren sonucusagidaki gibi tanimlamglardir.
4.5.1. Teorem: A=(a, ) negatif olmayan regiiler bir matris Vg, :C"(R) - C (R)

tanimh pozitif lineer opertorlerin bir dizisi olsuBu durumda

(i) Jo(fo) = folery =0(n7) ((A))
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00

2.2 L (9)

k=1

icin w( f ,yj)=0(n_ﬁ2) (( A)st)

c(®)

(il ¢(y)=sin2(t_TXJ vey ::\/

sartlari gergeklenirse, bu durumda heEIC™ (R) igin B:=min{3,,4,} olmak tzere

H Lk ( f ) - ch*(R) = O( n_ﬂ) (( A)St)

olur (Karaki ve Demirci, 2012).

ispat : fOC (R) ve xOR sabit olsun.(i), (ii) kosullari ve {L} operatériniin

pozitif lineer bir operator oldtu kullanilirsa, herhangd, >0 ve jOR igin

Sa,L (19 192 a9 103+ OIS 8 105 3 o}

St of tlHafuol L[S a9 1)

Sgam Lk({h?lzsm2 t_TXD ;x}w( f.0)
+||f||c*(]R)ZalkLk(f0;X) fo (%)

(6= (e 18)+ Tl 16) 3 8L (91
e[ anLe (1= G|+ 1.0)

olur ki xO[ &, b tizerinden supremum alinirsa,

2 2 772
L1 Y al(6)-1]  o(te)+al(f.8))> a0k (49
k=1 C'(R) k=1 C'(R) 1 k=1 C'(R)
A1l [Sak(0)-1 olre)
c®) ||'k=1 .
C (Rr)
elde edilir. Buraday = y, ::\/ iajk L (#) oldugu kullanilirsa
k=1 C (R)
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00

YaL(h)- 6| @ f.0)+(1+7)w(f.0)

k=1

zajkl-k(f)_fH =
k=1 .
C (Rr)

+H

kzajk L (%) - %H
- c(®)

bulunur. BoyleceK := max{ 1+ 17 ,H} secilirse

00

ZajkLk( fO)_ f
c'(»)

k=1
Ck(R)]

w( f,0)+w( f,9)

Sa(0)- [
o ¢®)

+

gajkl-k(%)_ &

olup, verilene >0 i¢in

{jsn:

NOR
K ¢'(x)

a7 = 7
{an w(f,d)z,f;(} {an:w(fé')
* n'” * n’
© £
{an kZ:;ajkLk(fo)—fO ZE‘;K}
®
+ =

k=1 k=1
n'”* = nA
&
{an w(f,0)= 3K} {jsn:w(f,d')zH
+ nt 4 + n 4
isnYal(n)-f =5
= ik 0 0 3K
+ C (R)
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olur ki n — o igin limit alinirsa(i) ve (i) kosullarindan dolay

j<n: kiajkLk(f)— fH > ¢
im ) =0
yani;
L= =ow?) (18
elde edilir.

Simdi C*[—ﬂ,ﬂ] uzayl Uzerinde istatistikseA- toplanabilme yardimi ile

Korovkin tipi teoremin, klasik ve istatistiksel Karkin tipi teoremlerden daha kuvvetli
oldugunu ve istatistiksel A- toplanabilme yardimi ile yakinsama oraninin IKkasi
yakinsama oranindan daha kuvvetli @dnu gosteren drnekler verelim.

4.5.2. Not: f OC'[-m, 1], kKON

Us

ak=717j £ (t) cos{ kt) di

b, :]—1Tj f (t)sin(kt) dt

katsayilari olmak tzere
Su(£:9= 2+ (acos{ 1+ psin K
kismi toplamlarin aritmetik ortalamasi olan

L (f:x)= S(f; 9+ S( f,k>)+...+ S, fk
seklinde tanimli operattre Fejér operatdri denir.

1 sin(k+2jx
D, (X) ==+cosx+ cos X+---+ Cokx:—x (4.5.2.1
2 2sin—
2
.,k
1 3 _ sin EX
F.(X) =sin= x+ sin=+---+ sin X= (4.5.2.2)
“ 2 2 X
smE
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oldugunu g6z 6niine allnlréasm( f; )9} icin gerekli hesaplamalar yapigginda

Su( f: 9 =2+ (aco8 ky+ psir( kY

2 =
1 Vs
:—j f(t)dt+ {coskxj f (t) cosktdt+ smk>g’ f([)smktd}
me. =t
1
=2 j f(t)dt+— Z j f (t){ coskt coskx+ sirkt sirk} dt

e,

m

1 m
- j f(t)dt+nz j f (t) cosk (t— x)dt

k=1 "7

——j f(t){ +cosf—x)+---+ cosn (- x} dt
olur ki (4.5.2.1 ssitli ginden

17 sm(k+2j t-x)
S.(HER==1| f(9 dt (4.5.2.3)
H-J:T Zsin(t_xj

elde edilir.

(4.5.2.2) ve (4.5.2.3) ssitlikleri yardimi ile {Fk(f;x)} operatori icin gerekli

hesaplamalar yapilginda

(1= SUAS(E s S 1)

S|n2(t x)+sm2(t X+ +SIF( j({ X)dt

1 Vs
f(t)
kn ZSIn(t xj
2

. o[k
. smz( t- x)j
Lrn—2 dt

knJ- t—x
ZSII’IZ( 5 j

bulunur. Dolayisiyla Fejér operatori

oK
. sin® ( (t —x)j
F (i) == | f()—2—at
KT 5 23|n2(t Xj
2

seklinde tanimlanabilir.
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45.3. Ornek: (a) A=C, =(Cjk) Ceséaro matrisini(4.2.2.1 de tanimlananr = (a,)

dizisini ve 4.5.2. Not'ta tanimlanan Fejér operétir goz 6nune alalim.

(i) fo(t)=1icin

ao=717_’f fo(t)dt=%f1dt=%(n-(- ))=2
q=%j%ﬁﬁ%&0m:é#§dm%sﬁ—m»=Lakzlwm
. =7—17” f, (t)sin(kt) dt=—%T(COS( ki) - co§-kr)) = 1, (Ok=1 igin)

-

olur ki bu durumda

2
S( f; x):%+( gcos x+ hsiny=1
Y

+(gcosx+ hsiny+( gcos2¢ b sinZk= 1

=243 (acos( )+ psin( kY
)

= +(a1cosx+k1$inx)+...+(q_1 cof k- JLx b, sif k- )1)<:

olup,
Fk(fo;x):sb( fo; X)+ %( B;k))+"'+ §—1( § )(=l+1+k-~-+1:1
bulunur.
(i) f,(t)=cog igin

_17 _17 I P
ao—;_n fl(t)dt—]—T_J'”costdt—l—T( siz- sir{-77)) = (

T V4 A . _2]7.

a, =71T:[Tcost cogt) dt:%T:[T( ¥ cost dt=2—;|:(ﬂ+ szmj-{_ﬂ;, S'n(z )ﬂ =1
a :%T]'T f, (t)cos( kt) dt=— 1 }Z(cos{ k+ Lt+ copk- )1 dt= , (Ok=2 igin)

_17 17 i i ke .
bK_7_7_j,,f1(t)sm(kt)dt Z_n(sm(k ) t- si(k- }9= ( (Ok=1 igin)
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Q
2
S(f; X)=%+(qcosx+ hsin ¥= cos;
%+(<’:}COSX+ b sin >)+( g cos2t b sin2)<: COSX

k-1

Sea( £ x) 2+ (qcos( ky+ b sin k)()

2 i3
:%+(alcosx+k1sinx)+---+(q_1 cof k- Lx b, sifik JLk= cos

oldugundan
F (:x) = 28X+ S( tk>)+---+ Bl 4 ¥=0+cosx+k -+ cox_ k=1
bulunur.
(i) f,()=sint icin

17 T 1

= 1,(t)dt== [ sintdt=~- ~ cof-71)) =

nJ; , :[Tsm n(cosn co§-7))

1 T

—jsmtcos(kt dt= (, (Ok =1 icin)

7T /s

:ij'sintsintdt=i 1- cosﬂ
/e 2ir:

b =< [ sintsin(kt) dt= C, (T2 igin)

olup
ol
So(f2’ X)_Z 0
S(f; x):%+(qcosx+ hsin = sin>

Sl B )= %"‘ (qcos( ky + b sir( k)()
=

+
— =

a,cosx+ b sinX)+--+( g, cof k- L b, sifik 1= sin
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oldugundan

Fk(fz;x)zsb( B9+ S( f Y.+ 8. & )<: 0+sinx+---+ sinx _ k-1

sinx
k k

elde edilir.

Simdi Fejér operatori ve

1, k tek
a, = ,
-1 , k cift

seklinde tanimlia = (a,) dizisi yardimi ileC’ [~7z, 77] uzay: iizerinde
L (F)=(1+a,) R F:%)
seklinde bir operator tanlmlayalln{1Lk} operatoru pozitif lineer bir operatérdir. 4.2.2.
Ornek’ ten a:=(a,) dizisi icin
st=lim Al(a,)=0

oldugu kullanilirsa

00

chkl'k( fl)_( t)

k=1

st—Iim

jﬁoo

=0, (i=0,1,2
cl-mr]

bulunur. Dolayistyla herf OC"[-7, 7] icin 4.4.1. Teorem’ den

2. Gk ()-()

k=1

=0

C'[-mr]

st—lim

Jﬂoo

elde edilir. Fakat burada :=(a,) dizisi O sayisina klasik anlamda ve istatistiksel

anlamda yakinsak olmagndan{L,} operatérii 2.7.1. Teorem ve 2.7.2. Teorem’ in

kosullarini sglamaz.

(b) C'[-7, 7] uzerinde tanimi{ L} pozitif lineer operatdrii ele alinirsa

2, (1)~(1) zl+%)4‘%§ak

C[-mr ‘J k=L
olur. O zaman

=0

lim
joe 'l

: jkLk(fO)_ fo

oldugundan herg, J(0,1) igin
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=0

. 1 . -

!]Ianﬁl{an JkLk(fO)_fO 25}

-n = ¢ [
yani;

HLk( ch[ ] O(n_/}l) (( A)st) (4'5'2'])

bulunur. O haldep (t) = sin’ (t_TX) olmak lizere

L (¢;%) = (sm2 (t_ij ;xj =(1+a,) Fk[sirf (t—ij ;xj

=(1+ak)i]Zsinz(t_zxjsmz(;(t_)()j t

kit - Zsin{t_zx}
=(1+ a'k)%l];sin2 (g(t—x)j dt=(1+ ak)Ilﬂ_]j;( 1- coﬁk( t— x))) dt
=(Lra)

00

2. Ci L (#)

k=1

alinirsa,

elde edilir. O zaman 9=y, ::\/

Cl-mr

i
I|m =0 oldugundan
sz 2 ®
i
Sst— I|m =0
im i

bulunur. f fonksiyonu[-7,77] aralginda diizgiin surekli olgu igin her 3, 0(0,1)
olmak Uzere

o f1y;)=o0(m*) ((A),) (45.2.9

elde edilir. Bu durumd4§4.5.2.3 ve (4.5.2.9" den dolayi{L,} pozitif lineer operatéri
4.5.1. Teorem' in(i) ve (i) kosullarini sglar. Bu yiizden herf OC'[-7,71] igin

B=min{B3,B3,} olmak lizere

()= Pl =o(n?) ((A)

elde edilir.
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Fakata =(a,) dizisi alsiimis anlamda yakinsak olmagndan{L,} operatéri

f OC’ [, 71] fonksiyonuna diizguin yakinsakgilelir.
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5. TARTISMA VE SONUC
Bu tez cakmasinda A- istatistiksel yakinsakliktan daha kuvvetli olan
istatistiksel A- toplanabilme kavrami Korovkin tipi teoremlere wjanms, klasik ve
istatistiksel durumlardan daha kuvvetli sonuclaiohe edildgi gosterilmitir.
Istatistiksel A- toplanabilme kavrami kullanilarak farkli uzaykaerinde daha

az kaul altinda Korovkin tipi teorem incelenebilir.

42



6. KAYNAKLAR

Bernstein, S. 1912. Demonstration du Theoreme deMimss fondee sur le calculdes
probabilities. Comm. Soc. Math. Kharkov, 13: 1-2.

Bohman, H. 1951. On Approximation Of Continuous @&madlytic FunctionsArkif fur
Math., 2(3): 43-56.

Boos, J. 2000. Classical and Modern in Summabibixford Science Publications.

Connor, J. S. 1989. On strong matris sumnigbikith respect to a modulus and

statistical convergence. Canad. Math. Bull., 32-198.

Demirci, K., Karaky, S. 2011. StatisticalA- Summability of Positive Linear
Operators, Mathematical and Computer Modelling,1%8®-195.

Devore, R. A. 1972. The Approximation of Continudusnctions by Positive Linear

Operators; Lecture Notes in Mathematics, Springertag, 293 , Berlin.

Duman, O. 2003. Statistical Approximation For Peied=unctions, Dem. Math., : 873-
878.

Duman, O., Khan, M. K., Orhan, C. 2008 Statistical Convergence Of Approximating
Operators. Mathematical Inequalities and Applmadi 6(4): 689-699.

Edely, O. H. H., Mursaleen, M. 2009. On Statisti¢al- Summability, Mathematical
and Computer Modelling, 49: 672-680.

Fast, H. 1951. Sur la convergence statistique.ogoMath., 2: 241-44.

Freedman, A. R., Sember, J. J. 1981. Density smchmability. Pasific J. Math., 95:
293-305.

Fridy, J. A. 1985. On statistical convergence. As@l, 5: 301-313.

Gadjiev, A. D., Orhan, C. 2002. Some approximatimorems statistical convergence.
Rocky Mountain J. Math., 32: 129-138.

43



Hardy, G. H. 1949Divergent seriesOxford Univ. Press, London.

Karaku, S., Demirci, K. 2012. Approximation for periodignctions via statistica/A -
summability, Acta Math. Univ.Comenianae Vol., 21,159-169.

Kolk, E. 1993. Matrix summability of statisticalonvergent sequences. Analysis, 13:
77-83.

Korovkin, P. P. 1960Linear Operators and Approximation TheoHindustan Publ.
Co., Delhi.

Lorentz, G. G. 1986. Bernstein Polynomials. ChelBeblishing Company2™ ed.
New York.

Maddox, I. J. 197CElements of functional analysiSambridge University Pres.

Miller, H. I. 1995. A measure theoretical subsmure characterization of statistical
convergence. Trans. Amer. Math. Soc., 347: 18111918

Moricz, F., Orhan, C. 2004. Tauberian conditionsleamwhich statistical convergence
follows from statistical summability by weightedeans, Studia Sci. Math.
Hung., 41 (4) : 391-403.

Moricz, F. 2002. Tauberian conditions under whitdtistical convergence follows from

statistical summabilityC,1), J. Math. Anal. Appl., 275 : 277-287.

Niven, ., Zuckerman, H.S. 1988n introduction on the theory of numbelshn

Waley & SonsA4™ ed. New York.

Salat, T. 1980. On statistically convergent segesraf real numbers. Math. Slovaca,
30 (no:2): 139-150.

Steinhaus, H. 1951. Sur la convergence ordinairda convergence asymptotique.
Collog. Math., 2: 73-74.

Szasz, O. 1950. Generalization of S. Bernsteid@dynomials to the infinite interval.
Journ. of Resarch of the Nat. Bureau of Starisl.289-245.

44



OZGECMIS

Arife YAPICIOGLU 1989 yilindaizmir de dgdu. ilk, orta ve lise grenimini
Izmir de tamamladi. 2006 yilinda gigliOndokuz Mayis Universitesi Sinop Fen
Edebiyat Fakiltesi Matematik Bolumi’ nden 2010ndh mezun oldu. Ayni yil Sinop
Universitesi Fen Bilimleri Enstitisii Matematik Anliln Dal’ nda yuksek lisans

Ogrenimine baladi ve halen ylksek lisangr@nimine devam etmektedir.

45



