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i 

 

POZİTİF LİNEER OPERATÖRLER VE İSTATİSTİKSEL  

A - TOPLANAB İLME 

ÖZET 

Bu yüksek lisans tezi üç bölümden oluşmaktadır. İlk bölüm giriş kısmına ayrıldı. İkinci 

bölümde sırasıyla pozitif lineer operatörler, istatistiksel yakınsaklık ve A - istatistiksel 

yakınsaklık kavramları tanıtıldı ve bu kavramlar ile ilgili bazı bilinen sonuçlar verildi. 

Ayrıca istatistiksel yakınsaklık ve A - istatistiksel yakınsaklık kavramları kullanılarak 

klasik Korovkin tipi teorem ve periyodik fonksiyonlar için Korovkin tipi teorem 

ispatlandı. Üçüncü bölümün ilk kısmında A - istatistiksel yakınsaklık’ tan daha kuvvetli 

olan istatistiksel A - toplanabilme ile ilgili bazı kavramlar tanıtıldı. İkinci ve üçüncü 

kısmında istatistiksel A - toplanabilme kavramı kullanılarak pozitif lineer operatörler 

için Korovkin tipi yaklaşım teoremi ispatlandı ve süreklilik modülü yardımı ile 

yakınsama oranı hesaplandı. Dördüncü kısmında ise istatistiksel A - toplanabilme 

kavramı kullanılarak ℝ ’ de sürekli ve 2π  periyotlu fonksiyonların uzayı üzerinde 

tanımlı pozitif lineer operatörlerin dizileri için Korovkin tipi yaklaşım teoremi incelendi 

ve bu teoremin bu uzaydaki klasik Korovkin tipi yaklaşım teoreminden daha kuvvetli 

olduğu gösterildi. Son olarak periyodik fonksiyonlar için süreklilik modülü yardımı ile 

yakınsama oranı hesaplandı. 

 

Anahtar Kelimeler: Pozitif lineer operatör, istatistiksel yakınsaklık, A - istatistiksel 

yakınsaklık, istatistiksel A - toplanabilme, Korovkin tipi yaklaşım teoremi, süreklilik 

modülü. 
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POSITIVE LINEAR OPERATORS AND STATISTICAL  

A - SUMMABLITY 

ABSTRACT  

This master thesis consists of three chapters. The first chapter was devoted to the 

introduction. In the second section, respectively, positive linear operators, statistical 

convergence and A - statistical convergence were introduced and some of the results 

known about these concepts were given. Furthermore, classic Korovkin type theorem 

and Korovkin type theorem for periodic functions was proven using statistical 

convergence and A - statistical convergence. In the first section of the third chapter 

some concepts about statistical A - summability which are stronger than A - statistical 

convergence were introduced. In the second and third section Korovkin type 

approximation theorem for positive linear operators was proven using statistical A - 

summability and convergence rate was calculated with the help of modulus of 

continuity. In the fourth section Korovkin type approximation theorem for positive 

linear operators examined using statistical A - summability on continuous 2π - periodic 

functions space on ℝ  and this theorem was shown to be stronger than classical 

Korovkin type approximation theorem in this space. Finally, convergence rate of 

periodic functions was calculated with the help of modulus of continuity. 

 

Key Words: Positive linear operator, statistical convergence, A - statistical 

convergence, statistical A - summability, Korovkin type approximation theorem, 

modulus of continuity. 
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                                     SEMBOLLER ve KISALTMALAR L İSTESİ 

A                 : A  kümesinin eleman sayısı 

( ):
n

Ax Ax=   : 
1

nk k
k

a x
∞

=

 
 
 
∑  dönüşüm dizisi 

[ ],B a b          : [ ],a b  üzerindeki sınırlı fonksiyonların uzayı 

[ ],MC a b       : [ ],a b  üzerinde sürekli ve reel eksen üzerinde sınırlı fonksiyonların uzayı 

( )*C ℝ          : ℝ  kümesi üzerinde sürekli ve 2π  periyotlu fonksiyonların uzayı 

1C                 : Birinci mertebeden Cesáro matrisi 

.
B

               : [ ],B a b  uzayının alışılmış supremum normu 

ℕ                  : Doğal sayılar kümesi 

ℝ                  : Reel sayılar kümesi 

c                   : Yakınsak diziler uzayı 

s                   : Tüm diziler uzayı 

st                  : İstatistiksel yakınsak diziler uzayı 

Ast                : A - istatistiksel yakınsak diziler uzayı 

( )( )st
A          : İstatistiksel A - toplanabilir dizilerin uzayı 

( )Kδ            : K  kümesinin doğal yoğunluğu 

( )A Kδ          : K  kümesinin A - yoğunluğu 

Kχ                : K  kümesinin karekteristik fonksiyonu 

( );fω δ        : f  fonksiyonunun süreklilik modülü 

( ),N p          : Riesz toplanabilme metodu 

( ){ };nB f x    : Bernstein polinomlar dizisi 

( ){ };nS f x    : Szasz operatörler dizisi 

( ){ };nF f x    : Fejér operatörler dizisi 

( ){ };nU f x    : Bernstein- Kantorovich operatörler dizisi 
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 1. GİRİŞ 

 Toplanabilme Teorisi, Fourier Serileri, Fonksiyonel Analiz ve Yaklaşım Teorisi’ 

nde önemli bir yer tutan istatistiksel yakınsaklık kavramı ilk olarak 1951 yılında Fast 

tarafından tanımlanmıştır. İstatistiksel yakınsaklığın sıkça kullanıldığı bir alan olan 

yaklaşım teorisi polinomların yaklaşımında ve Fonksiyonel Analiz’ de önemli 

uygulamalara sahiptir. Korovkin tipi teoremler Yaklaşım Teorisi’ nin temelini 

oluşturmaktadır (Korovkin, 1960; Devore, 1972). Pozitif lineer operatörlerin bir f  

fonksiyonuna yaklaşması problemi ilk olarak 1951 yılında Bohman tarafından 

incelenmiştir. 1953 yılında Korovkin, Bohman’ ın koşullarının genel halde de 

gerçeklendiğini ispatlamıştır. Gadjiev ve Orhan tarafından 2002 yılında istatistiksel 

yakınsaklık yardımı ile istatistiksel Korovkin tipi teorem incelenmiş ve sonrasında A - 

istatistiksel Korovkin tipi yaklaşım teoremi elde edilmiştir. Ayrıca 2009 yılında Edely 

ve Mursaleen A - istatistiksel yakınsaklıktan daha kuvvetli olan istatistiksel A - 

toplanabilme kavramını tanımlamışlar ve A - istatistiksel yakınsaklık ile ilişkisini 

incelemişlerdir. Daha sonra Demirci ve Karakuş tarafından istatistiksel A - 

toplanabilme yardımı ile klasik Korovkin tipi teorem ve periyodik fonksiyonlar için 

Korovkin tipi teorem çalışılmıştır. 

 Hazırlanan bu yüksek lisans tezinde öncelikle pozitif lineer operatörler 

tanıtılacak, daha sonra istatistiksel yakınsaklık ve A - istatistiksel yakınsaklık 

kavramları verilerek bu kavramlar yardımı ile Korovkin tipi teoremler incelenecektir. 

Sonrasında ise Edely ve Mursaleen tarafından tanıtılan istatistiksel A - toplanabilme 

kavramı kullanılarak, Demirci ve Karakuş tarafından çalışılan klasik Korovkin tipi 

teorem ve periyodik fonksiyonlar için benzeri verilecektir.  
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 2. GENEL BİLGİLER 

 Bu bölümde tez boyunca ihtiyaç duyulacak olan pozitif lineer operatörler, 

istatistiksel yakınsaklık ve A - istatistiksel yakınsaklık kavramları tanıtılacak ve bu 

kavramlar yardımı ile Korovkin tipi teoremler ispatlanacaktır. Ayrıca periyodik 

fonksiyonlar için Korovkin tipi yaklaşım teoremi incelenecektir. 

 

 2.1. Pozitif Lineer Operatörler 

           Öncelikle gerekli olan bazı fonksiyon uzaylarını hatırlatalım. 

           [ ],C a b  uzayının elemanları aralığın iç noktalarında sürekli,  a  ve b  uç 

noktalarında ise sağdan ve soldan sürekli fonksiyonlardır. [ ],f C a b∈  için  

[ ] [ ]
( ),

,
sup

C a b
x a b

f f x
∈

=  

alışılmış supremum normu ile birlikte [ ],C a b  uzayı bir Banach uzayı olur. 

           [ ],MC a b  ile [ ],a b  aralığı üzerinde sürekli ve tüm reel eksen üzerinde sınırlı olan 

fonksiyonların uzayı gösterilecektir.  

           D ⊂ ℝ  olmak üzere ( )B D , D  üzerindeki tüm sınırlı fonksiyonların uzayıdır. 

( )f B D∈  için 

( )sup
B

x D

f f x
∈

=  

olacak şekildeki alışılmış supremum normu ile birlikte ( )B D  bir Banach uzayı olup bu 

norma göre yakınsaklık düzgün yakınsaklıktır.   

2.1.1. Tanım: X  ve Y  iki fonksiyon uzayı olsun. X uzayından alınan herhangi bir f 

fonksiyonuna Y uzayında bir ve yalnız bir g fonksiyonu karşılık getiren bir L kuralı 

varsa bu durumda X uzayından Y  uzayına bir operatör tanımlanmıştır denir ve bu 

( )( ) ( )L f t x g x; =  şeklinde gösterilir. Burada ( )( )L f t x;  gösterimi yerine  ( )L f x;  

gösterimi kullanılacaktır.  

           X uzayına “L operatörünün tanım kümesi” denir ve X = D ( L ) ile gösterilir. 

( ) ( )L f x g x; =  olacak şekildeki g fonksiyonlarının kümesine de “L  operatörünün 

değer kümesi” denir ve R( L) ile gösterilir. Burada R ( L ) ⊂  Y olur. X  uzayı lineer bir 

uzay olduğundan lineer operatörün tanımı verilebilir. 
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2.1.2. Tanım: f  ve g , X uzayında herhangi iki fonksiyon, her α β, ∈ℝ  ve her 

x X∈ için L operatörü 

( ) ( ) ( )L f g x L f x L g xα β α β+ ; ; + ;=  

koşulunu gerçekliyor ise L operatörüne “lineer operatör” denir. Tanımdan da görüleceği 

gibi L  lineer operatörü için  ( )0 0L x; =  olur.  

 Lineer operatörler kümesi içinde önemli bir alt sınıf olan pozitif lineer 

operatörler aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

2.1.3. Tanım: ( ){ }: 0X f X f x+ = ∈ ≥ , ( ){  :  0}Y g Y g x+ = ∈ ≥  olsun. Eğer X  

uzayında tanımlanmış bir L  lineer operatörü X +  kümesindeki herhangi bir f  

fonksiyonunu Y uzayında pozitif bir fonksiyona dönüştürüyor ise L  operatörüne  

“pozitif lineer operatör”  denir.  

           L  pozitif lineer operatörü için ( )L X Y+ +⊂  sağlanır. Yani ( ) 0f x ≥  olduğunda 

( ) 0L f x; ≥  olur. O halde L  pozitif lineer operatör ise her x X∈  için ( ) ( )f x g x≤  

olduğunda  ( ) ( )L f x L g x; ≤ ;  olacağından bu bize pozitif lineer operatörün monoton 

olduğunu gösterir. 

                                         

           2.2. Korovkin Tipi Teorem 

           1951 yılında Bohman, toplam şeklindeki pozitif lineer operatörler dizisinin [ ]0,1  

aralığında sürekli ( )f x  fonksiyonuna yakınsaması problemini incelemiştir. 1953 

yılında ise Korovkin [ ],a b  aralığında sürekli bir fonksiyona yakınsayan pozitif lineer 

operatörler dizisinin var olduğunu ispatlamış ve Bohman’ ın koşullarının genel halde de 

gerçeklendiğini göstermiştir.  

 Şimdi literatürde “Korovkin Teoremi” olarak bilinen bu teoremi hatırlayalım. 

2.2.1. Teorem: [ ] [ ]k ML C a b B a b: , → ,  pozitif lineer operatörler dizisi  

(i)   ( )lim 1 1 0k Bk
L x

→∞
; − =  

(ii)  ( )lim 0k Bk
L t x x

→∞
; − =  

(iii) ( )2 2lim 0k
k B

L t x x
→∞

; − =  

koşullarını sağlıyor ise her [ ]Mf C a b∈ ,  için  
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( ) ( )lim ; 0k Bk
L f x f x

→∞
− =   

olur (Korovkin, 1960). 

           Şimdi Korovkin tipi teoreminin koşullarını sağlayan bir örnek verelim. 

 [ ] [ ]0,1 0,1k MS C B: →  ve [ ]0,1Mf C∈  olmak üzere 

( ) ( )
0

n

kx
k

n

kxn
S f x e f

k n

∞
−

=

 ; =   ! 
∑  ,    [ ]0 1x∈ ,                                                          ( )2.2.1.1  

ile tanımlanan Szasz operatörü 
( )

0
n

kx

n
≥

!
 ve 0kxe− ≥   olduğundan pozitif lineer bir 

operatördür. Bu operatörün Korovkin tipi teoremin koşullarını sağladığını gösterelim. 

(i)   ( ) ( )
0

1 1
n

kx kx kx
k

n

kx
S x e e e

n

∞
− −

=

; = = =
!∑  

(ii)  ( ) ( )
0

n

kx
k

n

kxn
S t x e

k n

∞
−

=

; =
!∑  

                =
( )
( )

1

1 1

n

kx

n

kx
e x

n

−∞
−

= − !∑  

                   =
( )

0

n

kx

n

kx
e x

n

∞
−

= !∑  

                   = kx kxe xe x− =  

(iii) ( ) ( )2
2

2
0

,
n

kx
k

n

kxn
S t x e

k n

∞
−

=

=
!∑  

                      =
( )
( )

1

1 1

n

kx

n

kxn
e x

k n

−∞
−

= − !∑  

                      =
( )
( )

( )
( )

1 1

1 1

1

1 1

n n

kx kx

n n

kx kxn x
e x e

k n k n

− −∞ ∞
− −

= =

− +
− ! − !∑ ∑  

                      =
( )
( )

( )2

2

2 02

n n

kx kx

n n

kx kxx
e x e

n k n

−∞ ∞
− −

= =
+

− ! !∑ ∑  

                      =
( )2 2

0

n

kx kx kx

n

kx x x
e x e e x

n k k

∞
− −

=

+ = +
!∑  

olur. O halde k → ∞  için 
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(i)   ( )lim 1 1 0k Bk
S x

→∞
; − =  

(ii)  ( )lim 0k Bk
S t x x

→∞
; − =  

(iii) ( )2 2lim 0k
k B

S t x x
→∞

; − =  

olduğundan Korovkin tipi teoremin koşulları sağlanır. Dolayısıyla her [ ]0,1Mf C∈  için          

( ) ( )lim 0k Bk
S f x f x

→∞
; − =  

gerçeklenir. 

  

 2.3. İstatistiksel Yakınsaklık 

           ℕ  doğal sayılar kümesinin bir alt kümesi A  olmak üzere  { }jA k j k A:= ≤ : ∈  

şeklinde tanımlansın ve jA  kümesinin eleman sayısı jA   ile gösterilsin. 

2.3.1. Tanım: ℕ  kümesinin bir A  alt kümesi için 

lim
j

j

A

j→∞
 

limiti mevcut ise, bu limit değerine A  kümesinin “yoğunluğu ( veya doğal yoğunluğu)” 

denir ve ( )Aδ  ile gösterilir (Niven ve Zuckerman, 1980). 

           ( )ka  pozitif tamsayıların bir dizisi ve K { }ka k= : ∈ℕ  olmak üzere ( )Kδ  

mevcut ise 

( ) lim
k

k

k
K

a
δ

→∞
=  

ile verilir (Niven ve Zuckerman, 1980). 

 Örneğin; ( )δ =1ℕ , { } { } 1
2 2 1

2
j j j jδ δ: ∈ = + : ∈ =ℕ ℕ , { }2 0j jδ : ∈ =ℕ  

olduğu kolayca görülebilir. Doğal sayıların her bir sonlu alt kümesi sıfır yoğunlukludur. 

Hatta bir A kümesi yoğunluğa sahip ise bu durumda ( ) ( )1A Aδ δ− = −ℕ  olur (Niven 

ve Zuckerman, 1980; Freedman ve Sember, 1981). 

2.3.2. Tanım: ( )kx x:=  reel yada kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer her 0ε >  için  

{ }1
lim 0k
j

k j x L
j

ε
→∞

≤ : − ≥ =   
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olacak şekilde bir L sayısı varsa bu durumda x dizisi L sayısına “istatistiksel 

yakınsaktır” denir ve limst x L− =  ile gösterilir (Fast, 1951; Steinhaus, 1951).  

           Eğer x  dizisi bir L  sayısına istatistiksel yakınsak ise, bu durumda L  sayısının 

herhangi bir 0ε >  komşuluğunda dizinin sonsuz çoklukta terimi bulunurken bu 

komşuluğun dışında da, indis kümesinin yoğunluğu sıfır olmak koşulu ile yine diziye ait 

sonsuz çoklukta terim bulunabilir. Bu durum istatistiksel yakınsaklığın bilinen 

anlamdaki yakınsaklıktan daha genel olduğunu göstermektedir. Dolayısıyla yakınsak 

diziler uzayı c  ve istatistiksel yakınsak diziler uzayı st  olmak üzere c st⊂  olduğu 

açıktır. Yani istatistiksel yakınsaklık bilinen anlamdaki yakınsaklıktan daha kuvvetlidir. 

 Şimdi istatistiksel yakınsaklık kavramı için gerekli aşağıdaki karakterizasyonu 

hatırlatalım.  

2.3.3. Teorem: ( )kx x=  dizisinin bir L  sayısına istatistiksel yakınsak olması için gerek 

ve yeter koşul { } 1kj kδ : ∈ =ℕ  ve lim
kjk

x L
→∞

=  olacak şekilde en az bir ( )kj  indis 

dizisinin var olmasıdır (Salat, 1980; Fridy, 1985; Cannor, 1989). 

           Bu teoremden de anlaşılacağı üzere x  dizisinin bir L  sayısına istatistiksel 

yakınsak olması için gerek ve yeter koşul her 0ε >  için  ( ) 1Aδ =  olacak şekilde doğal 

sayıların öyle bir A  alt kümesi ve en az bir ( )0 0j j ε= ∈ℕ  sayısı vardır öyle ki  0j j≥  

olacak şekildeki her j A∈  için jx L ε− <  sağlanır. Yani 1 yoğunluklu indis kümesi 

üzerinde (veya 0 yoğunluklu indis kümesi dışında) x  dizisi L sayısına alışılmış 

anlamda yakınsak ise x  dizisi L  sayısına istatistiksel yakınsak olur. 

2.3.4. Örnek: ( )kx x=  dizisinin genel terimi 

 
2

2

1
,

2
0 ,

k

k j
x

k j

       =  =  ,
       ≠

 ( )1,2,...j =   

şeklinde tanımlansın. { }2
1K k j j:= = : ∈ℕ , { }2

2K k j j:= ≠ : ∈ℕ  olmak üzere 

( )1 0Kδ =  ve ( )2 1Kδ =  olur ki 2.3.3. Teorem’ den x  dizisinin 0  sayısına istatistiksel 

yakınsak olduğu kolayca görülebilir. Hâlbuki burada x  dizisi alışılmış anlamda 

yakınsak değildir. Bu örnek bir dizinin sınırlı ıraksak olmasına rağmen istatistiksel 

yakınsak olduğunu gösterir. 

           Yakınsak her dizinin sınırlı olduğu biliniyor, fakat istatistiksel yakınsak dizilerin 

sınırlı olması gerekmez. 
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2.3.5. Örnek: ( )ku u=  dizisinin genel terimi 

 
2

2

,

,
k

k k j
u

k j

     =  =   ,
  0      ≠

 ( )1,2,...j =   

şeklinde tanımlansın. ( )ku u=  dizisi için lim 0st u− =  olmasına rağmen bu dizi üstten 

sınırsızdır. Bu örnekten de görüleceği gibi u  dizisi sınırsız ıraksak olmasına rağmen 

istatistiksel yakınsaktır. 

  

 2.4. İstatistiksel Korovkin Tipi Teorem 

 İstatistiksel yakınsaklık yardımı ile Korovkin tipi yaklaşım teoremi ilk kez 

Gadjiev ve Orhan tarafından aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

2.4.1. Teorem: Eğer [ ] [ ]k ML C a b B a b: , → ,  pozitif lineer operatörler dizisi 

(i)   ( )lim 1 1 0k Bk
st L x

→∞
− ; − =  

(ii)  ( )lim 0k Bk
st L t x x

→∞
− ; − =  

(iii) ( )2 2lim 0k
k B

st L t x x
→∞

− ; − =  

koşullarını sağlıyor ise her [ ]Mf C a b∈ ,  için 

( ) ( )lim 0k Bk
st L f x f x

→∞
− ; − =  

olur (Gadjiev ve Orhan, 2002). 

2.4.2. Örnek: [ ] [ ]0,1 0,1k MB C B: → , { }kB  Bernstein polinomları 

( ) ( )
0

; 1
k

k nn
k

n

kn
B f x f x x

nk

−

=

  = −  
  

∑ ,  [ ]0,1x∈                                                   ( )2.4.2.1  

olmak üzere, ( )ku  dizisi  

 ( )
2

2

,
1,2,

,
k

k k j
u j

k j

        =  := =
  0        ≠

…  

şeklinde tanımlansın. 2.3.5 Örnek’ ten ( )ku  dizisi yakınsak değildir. Fakat 

lim 0kst u− =  olur. Ayrıca ( )2.4.2.1  ile tanımlı Bernstein polinomu için gerekli 

hesaplamalar yapıldığında (Lorentz, 1986) 

( )1; 1kB x =  

( );kB t x x=  
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( )
2

2 2;k

x x
B t x x

k

−= +  

olduğu görülür. 

           Şimdi Bernstein polinomu ve yukarıda tanımlanan ( )ku  dizisi yardımı ile 

( ) ( ) ( ); 1 ;k k kD f x u B f x= +  

şeklinde tanımlı { }kD  pozitif lineer operatörünü göz önüne alalım ve bu operatörün 

2.4.1. Teorem’ in (i), (ii) ve (iii) koşullarını gerçeklediğini gösterelim. 

(i) ( ) ( )1; 1k kD x u= +  olup ( )1; 1 1 1k k kB
D x u u− = + − =  olur ki lim 0k

k
st u

→∞
− =  

olduğundan ( )lim 1; 1 0k Bk
st D x

→∞
− − =  bulunur. 

(ii) ( ) ( ); 1k kD t x u x= +  olup  

( )
[ ]

( )
[ ]0,1 0,1

; sup ; supk k k kB
x x

D t x x D t x x u x u
∈ ∈

− = − = =  olur ki  

lim 0k
k

st u
→∞

− =  olduğundan ( )lim 0k Bk
st D t x x

→∞
− ; − =  bulunur. 

(iii) ( ) ( )
2

2 2; 1k k

x x
D t x u x

k

 −= + + 
 

 olup 

( )
[ ]

( )
[ ]

( )

[ ]

2
2 2 2 2 2 2

0,1 0,1

2 2
2

0,1

; sup ; sup 1

1 1
sup

4 4

k k k
B x x

k k k k
x

x x
D t x x D t x x u x x

k

x x x x
u x u u u

k k k k

∈ ∈

∈

 −− = − = + + − 
 

− −= + + ≤ + +

  

olur ki 
1

lim 0
4k

st
k→∞

− =  ve lim 0k
k

st u
→∞

− =  olduğundan ( )2 2lim ; 0kk B
st D t x x

→∞
− − =  

bulunur.  

 O halde { }kD  operatörü istatistiksel Korovkin tipi teoremin koşularını sağlar. 

Dolayısıyla her [ ]0,1Mf C∈  için 

( ) ( )lim , 0k Bk
st D f x f x

→∞
− − =  

bulunur. Fakat burada ( )1; 1 1 1k k kB
D x u u− = + − =  ve ( )ku  dizisi alışılmış anlamda 

yakınsak olmadığından ( )1; 1k B
D x − → 0  olur. O halde { }kD  operatörü istatistiksel 

Korovkin tipi teoremin koşullarını sağlamasına rağmen klasik Korovkin tipi teoremin 

koşullarını sağlamaz.           
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 2.5. A - İstatistiksel Yakınsaklık 

 Bu kısımda A - yoğunluk ve A - istatistiksel yakınsaklık kavramları 

tanıtılacaktır. İlk olarak A - İstatistiksel yakınsaklığın tanımı için gerekli olan bazı 

tanım ve notasyonları verelim. 

 X  ve Y , tüm diziler uzayı olan s ’ nin alt kümeleri ve ( )jkA a=  reel yada 

kompleks terimli bir sonsuz matris olmak üzere ( )kx x X= ∈  ve her j ∈ℕ  için     

( )
1

jk kj
k

Ax a x
∞

=
:=∑   

serisi yakınsak ise ( )( )j
Ax Ax:=  dönüşüm dizisi mevcuttur denir. Eğer her x X∈  için 

Ax  dönüşüm dizisi mevcut ve Ax Y∈  ise ( )jkA a=  matrisi  X  uzayından Y  uzayına 

bir matris dönüşümü tanımlar denir. Eğer bir x  dizisi için Ax  dönüşüm dizisi mevcut 

ve bir L  sayısına yakınsak ise x  dizisi L  sayısına “A - toplanabilirdir” denir ve bu 

durum limA x L− =  şeklinde gösterilir. 

2.5.1. Tanım: ( )jkA a= , ( ), 1 2j k = , ,...  sonsuz bir matris olmak üzere verilen bir ( )kx  

dizisi için lim k
k

x L
→∞

=  olduğunda ( )lim
jj

Ax L
→∞

=  koşulu gerçekleniyor ise A  matrisine 

“regüler matris” denir (Hardy, 1949).  

           Bir matrisin regüler olması için gerek ve yeter şartları veren Silverman- Teoplitz 

Teoremi aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

2.5.2. Teorem ( Silverman- Teoplitz ): Bir ( )jkA a=  matrisinin regüler olması için 

gerek ve yeter koşul, 

(i)   
1

sup jk
j k

A a
∞

=
:= < ∞∑ , 

(ii)  Her k ∈ℕ  için lim 0jk
j

a
→∞

= , 

(iii) 
1

lim 1jk
j

k

a
∞

→∞ =
=∑ , 

koşullarının sağlanmasıdır (Hardy, 1949; Boos, 2000). 

2.5.3. Örnek: Aritmetik ortalamaya karşılık gelen ( )1 jkC c=     

 ( )
1

1
1,2,...

0
jk

k j
jc j

d d

 , ≤ ≤= =
 , .
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yani; 

1C =

1 0 0 ... . . ...

1 1
0 ... . . ...

2 2
. . . ... . . ...

. . . ... . . ...

. . . ... . . ...

1 1 1 1
... 0 ...

. . . ... . . ...

. . . ... . . ...

. . . ... . . ...

n n n n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde tanımlanan Cesáro matrisi regülerdir. 

           Bir ( )kx x=  dizisinin L  sayısına istatistiksel yakınsak olması demek her 0ε >  

için                     

{ }1
lim 0k
j

k j x L
j

ε
→∞

≤ : − ≥ =  

olması demektir. Ya da buna denk olarak ( ) { }kK K k j x Lε ε:= = ≤ : − ≥  olmak üzere 

her 0ε >  için 

( ) ( ) ( )1
1

1
lim lim 0

j

K Kjj j
k

C k
j εχ χ

→∞ →∞ =
= =∑  

olmasıdır. Burada Kχ , K  kümesinin karakteristik fonksiyonunu göstermektedir.                    

           Freedman ve Sember 1981 yılında bu düşünceyi kullanarak istatistiksel 

yakınsaklık tanımındaki Cesáro matrisi yerine negatif olmayan regüler bir ( )jkA a=  

sonsuz matrisini alarak istatistiksel yakınsaklığı A - istatistiksel yakınsaklığa 

genişletmişlerdir. 

2.5.4. Tanım: ( )jkA a=  negatif olmayan regüler bir matris olsun. K ⊆ ℕ  için 

( )lim limjk K jj j
k K

a Aχ
→∞ →∞∈

=∑  

limiti mevcut ise bu limit değerine K  kümesinin “A - yoğunluğu” denir ve ( )A Kδ  ile 

gösterilir (Freedman ve Sember, 1981).  

           Eğer bir K  kümesi A - yoğunluğa sahip ise bu durumda ( ) ( )1A AK Kδ δ− = −ℕ  

olacaktır. Eğer  K  kümesi sonlu elemanlı bir küme ise ( ) 0A Kδ =  olacağı açıktır. 
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2.5.5. Örnek: 

 
2

2

1

0
jk

k j
a

k j

 , =
=  , ≠

 , ( )1 2j = , ,...  

şeklinde tanımlanan ( )jkA a=  matrisi göz önüne alınsın.A  matrisi negatif olmayan 

regüler bir matristir. Bu durumda { }2
1 :K k j j= = ∈ℕ  ve { }2

2K k j j= ≠ : ∈ℕ  

kümeleri için ( )1 1A Kδ =  ve ( )2 0A Kδ =  olduğu kolayca görülür. 

2.5.6. Tanım: ( )jkA a=  negatif olmayan regüler bir matris olsun. Her 0ε >  için 

( ) { }kK K k x Lε ε:= = ∈ : − ≥ℕ  olmak üzere 

( ) ( ) ( )
1

lim lim 0A jk jkKj j
k k K

K a k aεδ χ
∞

→∞ →∞= ∈

= = =∑ ∑  

gerçekleniyor ise bu durumda ( )kx x=  dizisi L  sayısına “A - istatistiksel yakınsaktır” 

denir ve limAst x L− =  şeklinde gösterilir (Freedman ve Sember, 1981; Kolk, 1993; 

Miller, 1995). 

           Bu tanımda eğer A  matrisi yerine I  birim matrisi alınırsa alışılmış anlamdaki 

yakınsaklık elde edilir. Hatta A  matrisi yerine 1C  Cesáro matrisi alındığında ise A -

istatistiksel yakınsaklık istatistiksel yakınsaklığa indirgenir. 

  

 2.3.3. Teorem’in bir benzeri A - istatistiksel yakınsaklık için şu şekilde 

verilebilir. 

2.5.7. Teorem: Bir x  dizisinin  L  sayısına A - istatistiksel yakınsak olması için gerek 

ve yeter şart  { } 1A kj kδ : ∈ =ℕ  ve lim
kjk

x L
→∞

=  olacak şekilde en az bir ( )kj  indis 

dizisinin var olmasıdır (Kolk, 1993; Miller, 1995). 

2.5.8. Örnek: ( )jkA a=  matrisi 

 
2

2

1 1

0 1
jk

k j
a

k j

 , = +
=  , ≠ +

    ( )1 2 ...j = , ,  

şeklinde tanımlansın. A  matrisi negatif olmayan regüler bir matristir. ( )kx x=  dizisi

 
2

2

1
1

5
1

k

k j
x

k j

 , = += 
0, ≠ +

    ( )1 2 ...j = , ,  
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ile verilsin. Her 0ε >  için ( ) 1

5kK k xε ε = ∈ : − ≥ 
 

ℕ  olmak üzere  

( ) ( )
1

lim 0jk Kj
k

a kεχ
∞

→∞ =
=∑  

 olacağından 
1

lim
5Ast x− =  elde edilir.   

           Yukarıdaki örnekte x  dizisi alışılmış anlamda yakınsak değildir. Dolayısıyla A -

istatistiksel yakınsak bir dizinin klasik anlamda yakınsak olması gerekmez. 

 

           2.6. A - İstatistiksel Korovkin Tipi Teorem 

           A - istatistiksel yakınsaklık yardımı ile Korovkin tipi yaklaşım teoremi aşağıdaki 

şekilde verilmiştir. 

2.6.1. Teorem: ( )jkA a=  negatif olmayan regüler bir matris olsun. Eğer 

[ ] [ ], ,k ML C a b B a b: →  pozitif lineer operatörler dizisi  

(i)   ( )lim 1, 1 0A k Bk
st L x

→∞
− − =  

(ii)  ( )lim , 0A k Bk
st L t x x

→∞
− − =  

(iii) ( )2 2lim , 0A k
k B

st L t x x
→∞

− − =  

koşullarını sağlıyor ise her [ ],Mf C a b∈  için 

( ) ( )lim , 0A k Bk
st L f x f x

→∞
− − =  

olur (Duman ve ark., 2003). 

İspat : (i), (ii) ve (iii) koşulları sağlansın. [ ],Mf C a b∈  ve [ ],x a b∈  sabit olsun. f  

fonksiyonu tüm ℝ  üzerinde sınırlı olduğundan bir M  pozitif sayısı vardır öyle ki tüm 

t  ve x  değerleri için 

( ) ( ) 2f t f x M− ≤                                                                                               ( )2.6.1.1  

yazılabilir. 

           [ ],Mf C a b∈  olduğundan her 0ε >  için  0δ∃ >  öyleki ( ),t ∈ −∞ ∞  ve [ ],x a b∈  

için t x δ− <  olduğunda 

( ) ( )f t f x ε− <                                                                                                   ( )2.6.1.2  
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olur. Çünkü: [ ], ,t x a b∈  ise ( )2.6.1.2  eşitsizliği f  fonksiyonu [ ],a b  aralığında sürekli 

olduğundan gerçeklenir. [ ],t a b∉  ve [ ],x a b∈  olduğunda ise ( )2.6.1.2  eşitsizliği f  

fonksiyonu a  ve b  noktalarında sırası ile soldan ve sağdan sürekli olduğu için sağlanır. 

( )2.6.1.1  ve ( )2.6.1.2  eşitsizliklerinden dolayı her 0ε >  için ( ),t ∈ −∞ ∞  ve [ ],x a b∈  

olmak üzere 

( ) ( ) ( )2

2

2M
f t f x t xε

δ
− ≤ + −                                                                             ( )2.6.1.3  

eşitsizliği gerçeklenir. Çünkü; t x δ− <  ise (2.6.1.3) eşitsizliği ( )2

2

2M
t x

δ
−  ifadesi 

pozitif olduğu için sağlanır. t x δ− ≥  olduğunda ise 
( )2

2
1

t x

δ
−

≥  olduğundan 

( )2

2

2
2

M
t x M

δ
− ≥  olur ki ( )2.6.1.1  eşitsizliğinden dolayı ( )2.6.1.3  eşitsizliği 

gerçeklenir.   

           Diğer taraftan { }kL  operatörünün pozitif lineer operatör olduğunu kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

; ; ;

; 1; 1

; 1; 1

; 1; 1

k k k k

k k

k k

k k

L f x f x L f x L f x x L f x x f x

L f t f x x f x L x

L f t f x x f x L x

L f t f x x M L x

− = ; − + −

                            = − + −

                            ≤ − + −

                            ≤ − + −

 

elde edilir. Burada her 0ε >  için { }: max ,c a b=  olduğu ve ( )2.6.1.3  eşitsizliği 

kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2

2

2

2 2
2

; ; 1; 1

2
; 1; 1

2
1; ; 1; 1

2
1 ; 2 ; 1; 1; 1

k k k

k k

k k k

k k k k k

L f x f x L f t f x x M L x

M
L t x x M L x

M
L x L t x x M L x

M
L x L t x xL t x x L x M L x

ε

ε

− ≤ − + −

                             ≤ ε + − + − δ 

= + − + −
δ

= ; + − + + −
δ

 

( ) ( )

( )

2
2 2

2 2
2

2 4
1; 1 ;

2
;

k k

k

M M
M c L x c L t x x

M
L t x x

ε ε
δ δ

δ

 ≤ + + + − + − 
 

+ −
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olur ki 2
2 2 2

2 4 2
max , ,

M M M
K M c cε

δ δ δ
 = + + 
 

 seçilirse 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2; 1; 1 ; ;k k k kL f x f x K L x L t x x L t x xε− ≤ + − + − + −  

bulunur. O halde [ ],x a b∈  üzerinden supremum norm alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2; 1; 1 ; ;k k k kB B B B
L f x f x K L x L t x x L t x xε− ≤ + − + − + −  

elde edilir. Verilen bir 0r >  için 0ε >  seçilsin öyle ki rε <  olsun. O zaman 

( ) ( ){ };k B
D k L f x f x r:= : − ≥  

( )1 1 1
3k B

r
D k L x

K

ε− := : ; − ≥ 
 

 

( )2 3k B

r
D k L t x x

K

ε− := : ; − ≥ 
 

 

( )2 2
3 3k

B

r
D k L t x x

K

ε− := : ; − ≥ 
 

 

ise 1 2 3D D D D⊂ ∪ ∪  olduğu kolayca görülebilir. Buradan 

1 2 3

jk jk jk jk
k D k D k D k D

a a a a
∈ ∈ ∈ ∈

≤ + +∑ ∑ ∑ ∑  

olmak üzere j → ∞  limit alınırsa (i), (ii) ve (iii)’ den 

( ) ( )lim ; 0A k Bk
st L f x f x

→∞
− − =  

elde edilir.  

 

 2.7. Periyodik Fonksiyonlar İçin Korovkin Tipi Teorem 

 ( )*C ℝ  ile ℝ  kümesi üzerinde sürekli ve 2π  periyotlu fonksiyonların uzayı 

gösterilsin. f  fonksiyonu ℝ  kümesi üzerinde 2π  periyotlu ise           

( ) ( )2 , 0, 1, 2,...f x f x k kπ= + = ± ±  

sağlanır. Bu uzay  

( ) ( )* sup
C

x

f f x
∈

=
ℝ

ℝ

 

supremum normu ile donatılımıştır. 

 Bu bölümde ( )0 1f x = , ( )1 cosf x x= , ( )2 sinf x x=  test fonksiyonları 

kullanılacaktır. 
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 ( )jkA a=  negatif olmayan regüler bir matris olmak üzere ( )*C ℝ  uzayında 

tanımlı pozitif lineer operatör dizilerinin klasik ve istatistiksel durumlarda yaklaşım 

özelliklerini inceleyelim. 

2.7.1. Teorem: ( ) ( )* *:kL C C→ℝ ℝ  pozitif lineer operatörler dizisi olsun. Bu 

durumda  

( ) ( ) ( ) ( )*lim ; 0, 0,1,2k i i Ck
L f x f x i

→∞
− = =

ℝ
                                                 ( )2.7.1.1  

olması için gerek ve yeter koşul her ( )*f C∈ ℝ  için 

( ) ( ) ( )*lim ; 0k Ck
L f x f x

→∞
− =

ℝ
                                                                              ( )2.7.1.2  

olmasıdır (Korovkin, 1960). 

2.7.2. Teorem: ( )jkA a=  negatif olmayan regüler matris ve ( ) ( )* *:kL C C→ℝ ℝ  

tanımlı pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olsun. Bu durumda  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

*

*

*

lim 1; 1 0,

lim cos ; cos 0,

lim sin ; sin 0,

A k Ck

A k Ck

A k Ck

a st L x

b st L t x x

c st L t x x

→∞

→∞

→∞

− − =

− − =

− − =

ℝ

ℝ

ℝ

                                                          ( )2.7.2.1  

olması için gerek ve yeter koşul her ( )*f C∈ ℝ  için  

( ) ( ) ( )*lim ; 0A k Ck
st L f x f x

→∞
− − =

ℝ
                           ( )2.7.2.2             

olmasıdır (Duman, 2003). 

İspat : ( )2.7.2.2  ise ( )2.7.2.1  durumu ( )0,1,2if i =  fonksiyonları ( )*C ℝ ’ ye ait 

olduğundan açıktır.  

           Şimdi ( )2.7.2.1  koşulu sağlansın. ( )*f C∈ ℝ  ve I , ℝ  kümesinin 2π  

uzunluklu kapalı alt aralığı olmak üzere x I∈  sabit olsun. f  fonksiyonu sürekli 

olduğundan her 0ε >  için 0δ∃ >  öyle ki t x δ− <  koşulunu sağlayan limit değerleri 

için ( ) ( )f t f x ε− <  elde edilir. f  sınırlı olduğundan tüm t ∈ℝ  için 

( ) ( ) ( )*2
C

f t f x f− ≤
ℝ

 olur. Burada 2π  uzunluklu ( ],2x xδ π δ− + −  aralığı ele 

alınırsa her t ∈ℝ  için ( ) 2: sin
2

t x
tψ − =  

 
 olmak üzere  
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( ) ( ) ( )*

2

2

sin
2

C
f

f t f x ε δ− < + ℝ ( )tψ                                                                       ( )2.7.2.3  

elde edilir. Burada iki durum söz konusudur. 

1. Durum: ( ),t x xδ δ∈ − +  ise t x δ− <  olur ve bu durumda  ( ) ( )f t f x ε− <  ve
 

( )*

2

2
0

sin
2

C
f

δ ≥ℝ
 olduğundan sağlanır.

 

2. Durum : [ ], 2t x xδ π δ∈ − + −  ise 2t xδ π δ≤ − ≤ −  dolayısıyla 

2

2

sin
2

1
sin

2

t x

δ

− 
 
  ≥  

olduğundan sağlanır.
 

           Dolayısıyla ( )f t  ve ( )tψ  fonksiyonları 2π  periyodik olduklarından her t ∈ℝ  

için ( )2.7.2.3  eşitsizliği sağlanır. { }kL  operatörünün pozitif lineer operatör olduğu ve 

( )2.7.2.3  eşitsizliği kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
*

2

; ; 1; 1

2
; 1; 1

sin
2

k k k

C

k k

L f x f x L f t f x x f x L x

f
L t x f x L xψδ

− ≤ − + −

 
 

                            ≤ ε + + − 
 
 

ℝ
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
*

*

2

2
1; 1 ; 1; 1

sin
2

C

k k kC

f
L x L t x f L xε ε ψδ        = + − +  + −ℝ

ℝ
 

elde edilir. Yapılan hesaplamalar sonucu  

 ( ) ( )1
1 cos cos sin sin

2
t t x t xψ = − −  

bulunur. Bu yüzden 

( )( ) ( ) ( ){ ( ) }1
; 1; 1 cos cos ; cos sin sin ; sin

2k k k kL t x L x x L t x x x L t x xψ ≤ − + − + −  

olur ki bu eşitsizlik kullanılırsa  

( ) ( ) ( )
( ) ( ){ ( )

*

*

2
; 1; 1 cos ; cos

sin
2

C

k k kC

f
L f x f x f L x L t x xε ε δ

 
 

− ≤ + + + − + − 
 
 

ℝ

ℝ
 

( ) }sin ; sinkL t x x+ −  
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elde edilir. O zaman ( )
( )*

*

2

:
sin

2

C

C

f
K fε δ= + + ℝ

ℝ
  olmak üzere [ ],x a b∈  üzerinden 

supremum norm alınırsa  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( )

( ) ( )}
* * *

*

; 1; 1 cos ; cos

sin ; sin

k k kC C C

k C

L f x f x L x L t x x

L t x x

ε− ≤ + Κ − + −

+ −

ℝ ℝ ℝ

ℝ

 

olur. Verilen 0r >  için rε <  olacak şekilde 0ε >  seçilsin. 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

*

*

*

*

1

2

3

: : ;

: : 1; 1
3

: : cos ; cos
3

: : sin ; sin
3

k C

k C

k C

k C

D k L f x f x r

r
D k L x

K

r
D k L t x x

K

r
D k L t x x

K

ε

ε

ε

= −  ≥

− = −  ≥ 
 

− = −  ≥ 
 

− = −  ≥ 
 

ℝ

ℝ

ℝ

ℝ

 

kümeleri belirlenip 1 2 3D D D D⊂ ∪ ∪  olduğu kullanılırsa 

1 2 3

jk jk jk jk
k D k D k D k D

a a a a
∈ ∈ ∈ ∈

≤ + +∑ ∑ ∑ ∑
 

yazılabilir. Burada k → ∞ için limit alınırsa ( ) ( ),a b  ve ( )c  koşullarından dolayı her 

( )*f C∈ ℝ  için  

( ) ( ) ( )*lim ; 0A k Ck
st L f x f x

→∞
− − =

ℝ
 

elde edilir.            
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 3. MATERYAL VE YÖNTEMLER  

 Bulgular bölümünün ilk kısmında Edely ve Mursaleen (2009) tarafından 

tanımlanan istatistiksel A - toplanabilme kavramı tanıtıldı. İkinci kısmında istatistiksel 

A - toplanabilme yardımı ile pozitif lineer operatörlerin dizileri için Korovkin tipi 

yaklaşım teoremi Demirci ve Karakuş (2011) çalışmasındaki yöntemler kullanılarak 

ispatlandı. Üçüncü kısmında ise Demirci ve Karakuş (2011) çalışmasındaki yöntemler 

kullanılarak istatistiksel A - toplanabilme ve süreklilik modülü yardımı ile pozitif lineer 

operatörlerin yakınsama oranı incelendi. 

 Bulgular bölümünün dördüncü ve beşinci kısmında ise Karakuş ve Demirci 

(2012) çalışmasındaki yöntemler kullanılarak sırası ile periyodik fonksiyonlar için 

istatistiksel A - toplanabilme yardımı ile Korovkin tipi teorem ve yakınsama oranı 

incelendi. 
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 4. BULGULAR 

 

 4.1. İstatistiksel A - Toplanabilme 

 Edely ve Mursaleen 2009 yılında A - istatistiksel yakınsaklıktan daha kuvvetli 

olan istatistiksel A - toplanabilme kavramını tanımlamışlar ve sonrasında A - 

istatistiksel yakınsaklık ile ilişkisini incelemişlerdir. 

4.1.1. Tanım: ( )jkA a=  
negatif olmayan regüler bir matris ve ( )kx x=  bir dizi olsun. 

Her 0ε >  için  

{ }( ): 0jj n y lδ ε≤ − ≥ = , ( )j jy A x=  

yani; 

( ){ }1
lim : 0j
n

j n A x l
n

ε
→∞

≤ − ≥ =  

ise ( )kx x=  dizisi l  sayısına “istatistiksel A - toplanabilirdir” denir ve ( ) lim
st

A x l− =
 

veya ( )lim j
j

st A x l
→∞

− =  ile gösterilir (Edely ve Mursaleen, 2009).  

 Dolayısıyla ( )kx x=  dizisinin l  sayısına istatistiksel A - toplanabilir olması için 

gerek ve yeter koşul ( )jA x  dönüşüm dizisinin l  sayısına istatistiksel yakınsak 

olmasıdır. ( )st
A  ile tüm istatistiksel A - toplanabilir dizilerin uzayı gösterilecektir. 

4.1.2. Not: İstatistiksel A - toplanabilme tanımında; 

( )i  ( )jkA a=  matrisi yerine I  birim matrisi alındığında istatistiksel A - toplanabilme, 

istatistiksel yakınsaklığa indirgenir. 

( )ii  ( )1 jkC c=  yani; 

 ( )
1

, 1
: 1,2,

0 ,
jk

k j
jc j

k j

 ≤ ≤= =
 >

…  

şeklinde tanımlı Cesáro matrisi alındığında istatistiksel A - toplanabilme, istatistiksel 

1C - toplanabilmeye indirgenir (Moricz, 2002). 

( )iii  ( )kp p=  reel bir dizi, 0 0p > , ( )0kp k≥ ∈ℕ
 

ve ( )
0

:
j

j k
k

p p j
=

= → ∞ → ∞∑  

olmak üzere ( )jkA a=  matrisi 
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 ( )0
; 0

,

0 ;

k

jjk

p
k j

pa k j

k j

 ≤ ≤= ∈
 >

ℕ   

alındığında istatistiksel A - toplanabilme, istatistiksel ( ),N p - toplanabilmeye 

indirgenir (Moricz ve Orhan, 2004). 

4.1.3. Teorem: Eğer bir dizi sınırlı ve l  sayısına A - istatistiksel yakınsak ise l  sayısına 

A - toplanabilirdir ve dolayısıyla l  sayısına istatistiksel A - toplanabilirdir, fakat tersi 

doğru değildir (Edely ve Mursaleen, 2009). 

İspat: ( )kx x=  sınırlı bir dizi limA k
k

st x l
→∞

− =  olsun. Her 0ε >  için 

( ) { }: : kK k j x lε ε= ≤ − ≥  olmak üzere 

( )

( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1

1

1

1

1

sup 1

j jk k jk jk
k k k

jk k jk
k k

jk k jk k jk
k K k K k

jk k jk jk
k Kk K k K k

A x l a x l a l a l

a x l l a

a x l a x l l a

a x l a l a

ε ε

εε ε
ε

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞

= =

∞ ∞

∉ ∈ =

∞

∈∉ ∈ =

− = − + −

≤ − + −

= − + − + −

≤ + − + −

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

j → ∞  için limit alındığında A - istatistiksel yakınsaklığın tanımı ve A  matrisinin 

regülerliği kullanılırsa keyfi 0ε >  sayısı için ( )lim 0j
j

A x l
→∞

− =  olur ve dolayısıyla 

( )lim 0j
j

st A x l
→∞

− − =  bulunur. Yani  

( ){ }1
lim : 0j
j

j n A x l
n

ε
→∞

≤ − ≥ =  

elde edilir. Bu ise ( ) limstA x l− =  olduğunu gösterir. İstatistiksel A - toplanabilir 

dizilerin uzayı ( ) stA  ile tanımlanmıştır. 

 Tersinin doğru olmadığı aşağıdaki örneklerle gösterilebilir. 

4.1.4. Örnek: ( )1 jkA C c= =  Cesáro matrisini ele alalım ve ( )kx x=  dizisini 

 

1 ;

0 ;k

k tek
x

k çift


= 
                                                                                   

(4.1.4.1)

 
şeklinde tanımlayalım. O zaman 
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 ( )
1 1

1
;

1 2

1
;

2

j

j jk k k
k k

j
j tek

j
A x c x x

j
j çift

∞

= =

+
= = = 



∑ ∑  

olur ki ( )jA x  dönüşüm dizisi, 
1

2
 sayısına istatistiksel yakınsaktır. Dolayısıyla ( )kx x=  

dizisi 
1

2  
sayısına istatistiksel A - toplanabilirdir. Bu durumda ( )kx x=  dizisi 

1

2
 

sayısına istatistiksel A - toplanabilirdir, fakat A - istatistiksel yakınsak değildir. 

4.1.5. Örnek: ( )kx x=
 
dizisi (4.1.4.1)’ deki gibi tanımlansın ve ( )jkA a=  matrisi 

 

2 2

2

1/ 2 ; , 1

1 ;

0 ; . .
jk

j karesel değil ve k j k j

a j karesel ve k j

d d

 = = +
= =



 

olsun. O zaman  

 
1

1/ 2 ;

0 ;

1 ; . .
jk k

k

j tamkare değil

a x j çift tamkare

d d

∞

=







∑   

olur ki  ( )kx x=  dizisi A - toplanabilir değildir, dolayısıyla A - istatistiksel yakınsak 

değildir, fakat  

( )1 1
lim : 0

2j
n

j n A x
n

ε
→∞

 ≤ − ≥ = 
 

 

yani ( )kx x=  dizisi 
1

2
 sayısına istatistiksel A - toplanabilirdir. 

 

4.2. Pozitif Lineer Operatörlerin İstatistiksel A - Toplanabilmesi 

Bu bölümde istatistiksel A - toplanabilme kavramı kullanılarak Korovkin tipi 

yaklaşım teoremi ispatlanacaktır. Sonrasında pozitif lineer operatörlerin istatistiksel A - 

toplanabilme yardımı ile yakınsama oranı hesaplanacaktır. 

Burada ( ) ( ) ( ) 2
0 1 21, ,e x e x x e x x= = =  test fonksiyonları kullanılacaktır. 

4.2.1. Teorem: ( )jkA a=  negatif olmayan regüler bir matris ve [ ] [ ]: , ,k ML C a b B a b→  

pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olmak üzere [ ],a b  aralığında     
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( ) ( )
1

lim 0, 0,1,2jk k i i
j

k B

st a L e e i
∞

→∞ =

− − = =∑
                      

(4.2.1.1) 

olması için gerek ve yeter koşul her [ ],Mf C a b∈  için  

                                       

( )
1

lim 0jk k
j

k B

st a L f f
∞

→∞ =

− − =∑
                                     

( )4.2.1.2  

olmasıdır (Demirci ve Karakuş, 2011). 

İspat:  Her bir ( ) [ ], , 0,1,2i Me x C a b i∈ =  olduğundan ( )4.2.1.2
 
ise ( )4.2.1.1  aşikar.

 Şimdi ( )4.2.1.1  koşulunun sağlandığını kabul edelim. [ ],Mf C a b∈  ve 

[ ],x a b∈  sabit olsun. f  fonksiyonu tüm reel eksende sınırlı olduğundan her ,t x  için 

öyle bir 0H >  bulabiliriz ki 

( ) ( )f t f x− < 2Η  

sağlanır. Diğer taraftan f  fonksiyonu [ ],a b  aralığında sürekli olduğundan her 0ε >  

için 0δ∃ >  öyle ki ( ),t ∈ −∞ ∞  ve [ ],x a b∈  için t x δ− <  olduğunda  

( ) ( )f t f x ε− <                                                                                                  ( )4.2.1.3    

olur. Çünkü: [ ], ,t x a b∈  ise ( )4.2.1.3  eşitsizliği f  fonksiyonu [ ],a b  aralığında 

sürekli olduğundan, [ ],x a b∈  ve [ ],t a b∉  olduğunda ise f  fonksiyonu a  ve b  

noktalarında sırası ile soldan ve sağdan sürekli olduğu için gerçeklenir. Bu 

eşitsizliklerden dolayı her 0ε >  için ( ),t ∈ −∞ ∞  ve [ ],x a b∈  olmak üzere 

( ) ( ) ( )2

2

2H
f t f x t xε

δ
− ≤ + −                                                                           ( )4.2.1.4                                                                     

bulunur. Çünkü; t x δ− <  ise ( )2

2

2H
t x

δ
−  ifadesi pozitif olduğu için sağlanır. 

t x δ− ≥  olduğunda ise 
( )2

2
1

t x

δ
−

≥
 

dolayısıyla ( )2

2

2
2

H
t x H

δ
− ≥  ve 0ε >  

olduğundan gerçeklenir.    

 Diğer taraftan { }kL  operatörünün pozitif lineer operatör olduğu 

kullanılırsa,

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

; ; ;jk k jk k jk k jk k
k k k k

a L f x f x a L f x a L f x x a L f x x f x
∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

− = ; − + −∑ ∑ ∑ ∑
 



 23 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1

; ;jk k jk k
k k

a L f t f x x f x a L e x e x
∞ ∞

= =

= − + −∑ ∑

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1

; ;jk k jk k
k k

a L f t f x x f x a L e x e x
∞ ∞

= =

                                     ≤ − + −∑ ∑  

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0
1 1

; ;jk k jk k
k k

a L f t f x x H a L e x e x
∞ ∞

= =

                                     ≤ − + −∑ ∑  

 

bulunur. Burada ( )4.2.1.4  eşitsizliği kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 0
1 1 1

; ; ;jk k jk k jk k
k k k

a L f x f x a L f t f x x H a L e x e x
∞ ∞ ∞

= = =

− ≤ − + −∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0 02
1 1

2

0 0 02
1 1 1

2
0 2

1 1 1

2

2
; ;

2
; ; ;

2
; ; 2 ;

jk k jk k
k k

jk k jk k jk k
k k k

jk k jk k jk k
k k k

H
a L t x x H a L e x e x

H
a L e x a L t x x H a L e x e x

H
a L e x a L t x x a L t x

x

ε

ε

∞ ∞

= =

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞ ∞

= = =

                             ≤ ε + − + − δ 

         = + − + −
δ

= + −δ 

+

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

( ) ( ) ( )0 0 0
1 1

; ;jk k jk k
k k

a L e x H a L e x e x
∞ ∞

= =

+ −


∑ ∑
 

elde edilir. O halde her 0ε >  için 
[ ],

: max
x a b

c x
∈

=  alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 2 22
1 1 1

2

1 1 0 02 2
1 1

2

0 02
1

2
1

2
; ; ;

4 2
; ;

2
;

4

jk k jk k jk k
k k k

jk k jk k
k k

jk k
k

jk
k

H
a L f x f x H a L e x e x a L e x e x

Hc Hc
a L e x e x a L e x e x

Hc
a L e x e x

Hc
a

ε ε

ε

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞

= =

∞

=

∞

=

−  ≤ + + − + −
δ

+ − + −
δ δ

 
                                    = + ε + Η + − δ 

+
δ

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

∑ ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 22
1

2
; ;k jk k

k

H
L e x e x a L e x e x

∞

=

− + −
δ ∑

 

olur ki 
2

2 2 2

2 4 2
: max , ,

Hc Hc H
K Hε

δ δ δ
 

= + + 
 

 seçilirse 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 1 1
1 1 1

2 2
1

; ; ;

;

jk k jk k jk k
k k k

jk k
k

a L f x f x K a L e x e x a L e x e x

a L e x e x

ε
∞ ∞ ∞

= = =

∞

=


− ≤ + − + −




+ − 



∑ ∑ ∑

∑
 



 24 

bulunur. Dolayısıyla  

 

( ) ( ) ( )

( )

0 0 1 1
1 1 1

2 2
1

jk k jk k jk k
k k kB B B

jk k
k B

a L f f K a L e e a L e e

a L e e

ε
∞ ∞ ∞

= = =

∞

=


− ≤ + − + −




+ − 



∑ ∑ ∑

∑
 

olur. Verilen bir 0r >  için rε <  olacak şekilde 0ε >  seçilsin. O zaman 

( ) ( )

( )

( )

0 0
1 1

1 1
1

2 2
1

3

3

3

jk k jk k
k kB B

jk k
k B

jk n
k B

r
j n a L f f r j n a L e e

K

n n

r
j n a L e e

K

n

r
j n a L e e

K

n

ε

ε

ε

∞ ∞

= =

∞

=

∞

=

   −≤ : − ≥ ≤ : − ≥   
   ≤

 −≤ : − ≥ 
 +

 −≤ : − ≥ 
 +

∑ ∑

∑

∑

 

yazılabilir. Burada n → ∞ için limit alınırsa hipotezden her 0r >  için 

( )
1

:

lim 0
jk k

k B

n

j n a L f f r

n

∞

=

→∞

 
≤ − ≥ 

  =
∑

 

elde edilir. 

4.2.2. Örnek: ( )1 jkA C c= =  Cesáro matrisini göz önüne alalım. ( ): kα α=  dizisi 

 1 ,k

k tek

k çift
α

   1     ,      
:=  −                                                                                  

(4.2.2.1)
 

ile verilsin. Bu durumda negatif olmayan regüler ( )jkA c=  matrisi ve ( ): kα α=  dizisi 

için  

( )lim 0j
j

st A α
→∞

− =  

bulunur. Bununla beraber ( )kα  dizisi alışılmış anlamda yakınsak değildir. 

 Şimdi [ ]0,1x∈ , [ ]0,1Mf C∈  ve k∈ℕ  olmak üzere  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )1 / 1

0 / 1

; 1 1
n kk

k nn
k

n n k

k
U f x k x x f t dt

n

+ +
−

= +

 
= + − 

 
∑ ∫  
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şeklinde tanımlı Bernstein- Kantorovich operatörünü göz önüne alalım. Bu operatörü 

kullanarak ( ): kα α=  dizisi yardımıyla  

( ) ( ) ( ); 1 ;k k kT f x U f xα= + , [ ]0,1x∈ , [ ]0,1Mf C∈  

şeklinde bir pozitif lineer operatör tanımlayalım. Bu operatör için gerekli hesaplamalar 

yapılırsa; 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 / 1

0 0 0
0 / 1

0 0

0

; 1 ; 1 1 1

1
1 1 1 1 1

1 1

1

n kk
k nn

k k k k
n n k

k k
k n k nn n

k k
n n

k

k
T e x U e x k x x e t dt

n

k kn n
k x x x x

n nk k

e x

α α

α α

α

+ +
−

= +

− −

= =

 
= + = + + − 

 

   + = + + − − = + −    + +    

= +

∑ ∫

∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

( )

1 / 1

1 1 1
0 / 1

2 2

0

0

; 1 ; 1 1 1

1 1
1 1 1

2 1 1

1 1
1 1

1 2

1
1

1

n kk
k nn

k k k k
n n k

k
k nn

k
n

k
k nn

k
n

n
k

k
T e x U e x k x x e t dt

n

k n n
k x x

n k k

k
x x n

nk

k
n x

nk

α α

α

α

α

+ +
−

= +

−

=

−

=

 
= + = + + − 

 

   +   = + + − −       + +      

    = + − +    +    

  = +   +   

∑ ∫

∑

∑

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

1
1

1

1

1 1
1 1 1

2 1

11 1 1
1 1 1

11 2 1

1
1

1 2 1

k k
k n k nn

k
n n

k
k nn

k k
n

k

k
x x x

nk

k
e x k x x

nk k

k
e x

k k

α

α α

α

− −

= =

−−

=

  − + + −  +   

−    = + − + +    −+ +    

 
= + +  + + 

∑ ∑

∑

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

1 / 1

2 2 2
0 / 1

3 3

0

2
2

0

; 1 ; 1 1 1

1 1
1 1 1

3 1 1

1 1
1 1

31

n kk
k nn

k k k k
n n k

k
k nn

k
n

k
k nn

k
n

k
T e x U e x k x x e t dt

n

k n n
k x x

n k k

k
x x n n

nk

α α

α

α

+ +
−

= +

−

=

−

=

 
= + = + + − 

 

   +   = + + − −       + +      

   = + − + +   
 +  

∑ ∫

∑

∑

 

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

2
2

0 0

1
1 12

1

1 1
1 1 1

31

11 1
1 1

1 31

k k
k n k nn n

k
n n

k
k nn

k
n

k k
n x x n x x

n nk

k
e x k n x x e x k

nk

α

α

− −

= =

−−

=

    
= + − + − +    +     

 −  = + − + +  −+   

∑ ∑

∑  
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( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )2
2 12

2

21 1
1 1 1 2

2 31

k
k nn

k
n

k
e x k k x x e x k

nk
α −−

=

 −  = + − − + +  −+   
∑  

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )2 12 2 2

1 2 1
1

1 1 3 1
k

k k k
e x e x

k k k
α

 −
= + + + 

 + + + 
 

elde edilir. Böylece ( )lim 0j
j

st A α
→∞

− =  olduğu göz önüne alınırsa [ ]0,1  aralığında

 

( )
1

lim 0jk k i i
j

k B

st c T e e
∞

→∞ =

− − =∑ , ( )0,1,2i =  

olur. Bu yüzden { }kT  operatörü 4.2.1. Teorem’ in hipotezlerini gerçekler. Dolayısıyla 

her [ ]0,1Mf C∈  için 

( )
1

lim 0jk k
j

k B

st c T f f
∞

→∞ =

− − =∑  

bulunur. Burada ( )kα  dizisi 0  sayısına klasik ve istatistiksel anlamda yakınsak 

olmadığından ( )k i i B
T e e−

 
, (i=0,1,2) değeri 0  sayısına klasik ve istatistiksel anlamda 

yakınsak değildir. Dolayısıyla { }kT  operatörü klasik ve istatistiksel Korovkin tipi 

teoremin koşullarını sağlamaz. 

 

 4.3. İstatistiksel A - Toplanabilme Yardımı İle Yakınsama Oranı 

           Bu bölümde istatistiksel A - toplanabilme kavramı kullanılarak süreklilik modülü 

yardımı ile pozitif lineer operatörlerin yakınsama oranı incelenecektir. 

4.3.1. Tanım: ( )jkA a= negatif olmayan regüler bir matris olmak üzere her 0ε >  için  

( ){ }
1

:
lim 0

j

n

j n A x L

n β

ε
−→∞

≤ − ≥
=  

ise ( )kx x=  dizisi L  sayısına “ ( )0,1β ∈  oranında istatistiksel A - toplanabilirdir” denir 

ve bu durum ( ) ( )( )k st
x L o n Aβ−− =  ile gösterilir (Demirci ve Karakuş, 2011).  

 Bu tanım yardımı ile aşağıdaki sonuç elde edilir. 

4.3.2. Lemma: ( )jkA a=  
negatif olmayan regüler bir matris ( )kx x= , ( )ky y=  sınırlı 

diziler olsun. Burada ( ) ( )( )1
1k st

x L o n Aβ−− =
, ( ) ( )( )2

2k st
y L o n Aβ−− =  ve 

{ }1 2: min ,β β β=  olduğunda 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 2

1 ,

k k st

k st

i x L y L o n A

ii x L o n A herhangi için

β

βλ λ

−

−

− ± − =

− = ∈ℝ
 

sağlanır (Demirci ve Karakuş, 2011).
 

İspat : ( )i  ( ) ( )( )1
1k st

x L o n Aβ−− =
 
ve ( ) ( )( )2

2k st
y L o n Aβ−− =   olsun. O zaman her 

0ε >  için { }1 2: min ,β β β=  olmak üzere 

( )( ) ( )( ){ } ( )

( )

1

2

1
1 2

11

2

1

:: 2

:
2

j
j j

j

j n A x Lj n A x L A y L

n n

j n A y L

n

ββ

β

ε
ε

ε

−−

−

 ≤ − ≥ ≤ − ± − ≥
 ≤

 ≤ − ≥ 
 +

 

bulunur. Bu eşitsizlikte n → ∞  için limit alınırsa hipotezden  

( )( ) ( )( ){ }1 2

1

:
lim 0

j j

n

j n A x L A y L

n β

ε
−→∞

≤ − ± − ≥
=  

olacağından istenilen sonuç elde edilir. 

( )ii  Herhangi λ ∈ℝ  için ( ) ( ) ( )( )1
1k st

x L o n Aβλ −− =
 
olsun. 0λ =  durumunda sonuç 

açıktır. 0λ ≠  olsun.  Her 0ε ′ >  için 0n ∈ℕ  öyle ki her 0n n>  için  

 

( )
1

0 1

1

: jj n A x L

n β

ε
λ

ε−

  ≤ − ≥ 
   < ′

 
 

olur ki bu ise herhangi λ ∈ℝ  için ( ) ( ) ( )( )1
1k st

x L o n Aβλ −− =  olduğunu gösterir. 

           Şimdi bir f  fonksiyonu için süreklilik modülü kavramını hatırlatalım. 

4.3.3. Tanım: [ ],Mf C a b∈  olmak üzere f  fonksiyonunun süreklilik modülü ( ),fω δ  

ile gösterilir ve  

( ) ( ) ( ) [ ]{ } ( ), : sup : , , , , 0f f y f x y x a b y xω δ δ δ= − ∈ − ≤ >  

şeklinde tanımlanır. [ ],Mf C a b∈ , λ ∈ℝ  ve 0δ >  sabitleri için  

( ) ( ) � �( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

; 1 ;

;

a f f

b f y f x f y x

ω λδ λ ω δ

ω

≤ +

− ≤ −
 

eşitsizlikleri mevcuttur. Burada � �λ  sembolü, λ  sayısının tam kısmını göstermektedir 

(Korovkin, 1960). 
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4.3.4. Teorem: ( )jkA a=  
negatif olmayan regüler bir matris ve [ ] [ ]: , ,k ML C a b B a b→  

tanımlı pozitif lineer opertörlerin bir dizisi olsun. 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0k stB
i L e e o n Aβ−− =  

( ) ( ) ( )2
ii t t xϕ = −  ve ( )

1

:j jk k
k B

a Lγ ϕ
∞

=

= ∑  için 

( ) ( ) ( )( )2, j st
f o n Aβω γ −=  

şartları gerçeklenirse, bu durumda her [ ],Mf C a b∈  için { }1 2: min ,β β β=  olmak üzere 

( ) ( ) ( )( )k stB
L f f o n Aβ−− =  

olur (Demirci ve Karakuş, 2011). 

İspat : [ ],Mf C a b∈  ve [ ],x a b∈  sabit olsun. 4.2.1 Teorem’in ispatındaki benzer 

yöntem ve süreklilik modülünün ( )a , ( )b  özellikleri kullanılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0
1 1 1

0 0
1 1

0 0
1 1

; ; ;

; ; ;

1 , ; ;

jk k jk k jk k
k k k

jk k jk k
k k

jk k jk k
k k

a L f x f x a L f t f x x f x a L e x e x

t x
a L f x H a L e x e x

t x
a L f x H a L e x e x

ω δ
δ

ω δ
δ

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

−  ≤ − + −

  − 
≤ + −   

  

  −
≤ + + −    

  

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑
� �
� 	
� 	
� 	
 �

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 02
1 1

1 ; , ;jk k jk k
k k

t x
a L x f H a L e x e xω δ

δ

∞ ∞

= =

  −
 ≤ + + − 
  
  

∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 2
1 1

,
; , ;jk k jk k

k k

f
a L e x e x f a L x

ω δ
ω δ ϕ

δ

∞ ∞

= =

≤ − +∑ ∑
        

 

                                     
( ) ( ) ( )0 0

1

; ,jk k
k

H a L e x e x fω δ
∞

=

+ − +∑
                           

 
olur ki [ ],x a b∈

 
üzerinden supremum alınırsa,

 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 2
1 1 1

,
, ;jk k jk k jk k

k k kB B B

f
a L f f a L e e f a L x

ω δ
ω δ ϕ

δ

∞ ∞ ∞

= = =

−  ≤ − +∑ ∑ ∑
         

                                      
( ) ( )0 0

1

,jk k
k B

H a L e e fω δ
∞

=

+ − +∑
                                   

bulunur. Burada ( )
1

: :j jk k
k B

a Lδ γ ϕ
∞

=

= = ∑
 

 olduğu kullanılırsa 
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( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1

, 2 ,jk k jk k
k kB B

a L f f a L e e f fω δ ω δ
∞ ∞

= =

−  ≤ − +∑ ∑

 

                                  

( )0 0
1

jk k
k B

H a L e e
∞

=

+ −∑
 

elde edilir. Dolayısıyla verilen 0ε >  için { }1 2: min ,β β β=
 
olmak üzere 

    

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

2 2

1

0 0
11

11

1 1

0 0
1

1

::
3

: , : ,3 6

:
3

jk kjk k
kk BB

jk k
k B

j n a L e ej n a L f f

n n

j n f j n f

n n

j n a L e e
H

n

ββ

β β

β

εε

ε εω δ ω δ

ε

∞∞

==

−−

− −

∞

=

−

    ≤ − ≥≤ −  ≥   
    ≤

    ≤ ≥  ≤ ≥ 
    + +

 
≤ − ≥ 

 +

∑∑

∑
 

olur ve n → ∞  için limit alınırsa ( )i  ve ( )ii  koşullarından dolayı  

( )
1

1

:

lim 0
jk k

k B

n

j n a L f f

n β

ε
∞

=

−→∞

 
≤ −  ≥ 

  =
∑

 

yani, [ ],x a b∈  üzerinde 

( ) ( ) ( )( )k stB
L f f o n Aβ−− =

 
bulunur . 

  

 4.4. İstatistiksel A - Toplanabilme Yardımı İle Periyodik Fonksiyonlar İçin 

Korovkin Tipi Teorem 

           Bu bölümde A - istatistiksel yakınsaklıktan daha kuvvetli olan istatistiksel A - 

toplanabilme kavramı kullanılarak ( )jkA a=  negatif olmayan regüler bir matris olmak 

üzere ( )*C ℝ  uzayında tanımlı pozitif lineer operatörlerin dizileri için Korovkin tipi 

yaklaşım teoremini ispatlayacağız. Sonrasında pozitif lineer operatörlerin dizilerinin 

istatistiksel A - toplanabilme oranını hesaplayacağız. 

 Bu bölümde ( )0 1f x = , ( )1 cosf x x= , ( )2 sinf x x=  test fonksiyonları 

kullanılacaktır. 
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4.4.1. Teorem: ( )jkA a=  negatif olmayan regüler matris ve ( ) ( )* *:kL C C→ℝ ℝ  

pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olsun. Bu durumda 

( )
( )

( )
*1

lim 0, 0,1,2jk k i i
j

k C

st a L f f i
∞

→∞ =

− − = =∑
ℝ

                                                   ( )4.4.1.1  

olması için gerek ve yeter koşul her ( )*f C∈ ℝ  için  

( )
( )*1

lim 0jk k
j

k C

st a L f f
∞

→∞ =

− − =∑
ℝ

                                                                       ( )4.4.1.2  

olmasıdır (Karakuş ve Demirci, 2012). 

İspat : Her ( ) ( )* , 0,1,2if C i∈ =ℝ  olduğundan ( )4.4.1.2  ise ( )4.4.1.1  açıktır. 

 Şimdi ( )4.4.1.1  koşulları sağlansın. ( )*f C∈ ℝ  ve I , ℝ  kümesinin 2π  

uzunluklu kapalı alt aralığı olmak üzere x I∈  sabit olsun. f  fonksiyonu sürekli 

olduğundan her 0ε >  için en az bir 0δ >  var öyle ki ( ),t ∈ −∞ ∞  ve [ ],x a b∈  için 

t x δ− <  olduğunda ( ) ( )f t f x ε− <  olur. Aynı şekilde f  fonksiyonu sınırlı 

olduğundan t ∈ℝ  için  

 
( ) ( ) ( )*C

f t f x f− < 2
ℝ

 

sağlanır. O halde her t ∈ℝ  için ( ) 2: sin
2

t x
tψ − =  

 
 olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( )
*

2

2

sin
2

C
f

f t f x tε ψδ− < + ℝ
                                                                       (4.4.1.3) 

bulunur. Burada iki durum söz konusudur. 

1. Durum: ( ),t x xδ δ∈ − +  ise t x δ− <  dolayısıyla ( ) ( )f t f x ε− <  ve
 

( )*

2

2
0

sin
2

C
f

δ ≥ℝ
 

olduğundan sağlanır.
 

2. Durum : [ ], 2t x xδ π δ∈ − + −  ise 2t xδ π δ≤ − ≤ −  dolayısıyla 

2

2

sin
2

1
sin

2

t x

δ

− 
 
  ≥  

olduğundan sağlanır. Dolayısıyla ( )f t  ve ( )tψ  fonksiyonları 2π  periyodik 

olduklarından her t ∈ℝ  için (4.4.1.3) eşitsizliği sağlanır.
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           Diğer taraftan { }kL  operatörünün pozitif lineer bir operatör olduğu kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

*

*

0 0
1 1 1

0 0
21 1

0 0
21 1

; ; ;

2
; ;

sin
2

2
; ;

sin
2

jk k jk k jk k
k k k

C

jk k jk k
k k

C

jk k jk k
k k

a L f x f x a L f t f x x f x a L f x f x

f
a L t x f x a L f x f x

f
a L f x f x a L t x

ψδ

ε ε ψδ

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

− ≤ − + −

 
 

                            ≤ ε + + − 
 
 

         = + − +

+

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

ℝ

ℝ

( ) ( ) ( )* 0 0
1

;jk kC
k

f a L f x f x
∞

=

−   ∑ℝ

 

bulunur. Yapılan hesaplamalar sonucu  

( ) ( )1
1 cos cos sin sin

2
t t x t xψ = − −  

olup  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 1 1
1 1 1

2 2
1

1
; ; cos ;

2

sin ;

jk k jk k jk k
k k k

jk k
k

a L t x a L f x f x x a L f x f x

x a L f x f x

ψ
∞ ∞ ∞

= = =

∞

=


≤ − + −




+ − 



∑ ∑ ∑

∑
 

olur ki, bu eşitsizlik kullanılırsa  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*

* 0 0
21 1

1 1 2 2
1 1

; ;
sin

2

; ;

C

jk k jk kC
k k

jk k jk k
k k

f
a L f x f x f a L f x f x

a L f x f x a L f x f x

ε ε δ
∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

 
 

− ≤ + + + − 
 

 


+ − + − 



∑ ∑

∑ ∑

ℝ

ℝ

 

bulunur. O zaman ( )
( )*

*

2

:
sin

2

C

C

f
K fε δ= + + ℝ

ℝ
  olmak üzere [ ],x a b∈  üzerinden 

supremum alınırsa  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

* **

*

0 0 1 1
1 1 1

2 2
1

jk k jk k jk k
k k kC CC

jk k
k C

a L f f K a L f f a L f f

a L f f

ε
∞ ∞ ∞

= = =

∞

=


− ≤ + − + −



+ − 


∑ ∑ ∑

∑

ℝ ℝℝ

ℝ
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olur. Verilen 0r >  için rε <  olacak şekilde 0ε >  seçilsin. Bu durumda yukarıdaki 

eşitsizlikten  

( )
( )

( )
( )* *

0 0
1 1

1 1
: :

3jk k jk k
k kC C

r
j n a L f f r j n a L f f

n n K

ε∞ ∞

= =

   −   ≤ −  ≥ ≤ ≤ − ≥   
      

∑ ∑
ℝ ℝ

 

( )
( )

( )
( )

*

*

1 1
1

2 2
1

1
:

3

1
:

3

jk k
k C

jk k
k C

r
j n a L f f

n K

r
j n a L f f

n K

ε

ε

∞

=

∞

=

 − + ≤ − ≥ 
  

 − + ≤ − ≥ 
  

∑

∑

ℝ

ℝ

 

olur ki n → ∞  için limit alınırsa hipotezden 

( )
( )*1

1
lim : 0jk k
n

k C

j n a L f f r
n

∞

→∞ =

  ≤ −  ≥ = 
  

∑
ℝ  

bulunur. 

 

 4.5. İstatistiksel A - Toplanabilme Yardımı İle Periyodik Fonksiyonlar İçin 

Yakınsama Oranı 

 Bu bölümde istatistiksel A - toplanabilme kavramı kullanılarak süreklilik 

modülü yardımı ile ( )*C ℝ  uzayı üzerinde tanımlı pozitif lineer operatörlerin 

yakınsama oranı incelenecektir.
 

 Demirci ve Karakuş tarafından tanımlanan istatistiksel A - toplanabilme oranı ile 

ilgili özellikler 4.3.1. Tanım ve 4.3.2. Lemma ‘da tanıtılmıştı.
 

 
( )*f C∈ ℝ  olmak üzere f  fonksiyonunun süreklilik modülü olan 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1, : sup 0
t x

f f t f x
δ

ω δ δ
− ≤

= − >  

göz önüne alalım. 

 Karakuş ve Demirci 2012 yılında ( )*C ℝ  üzerinde tanımlı pozitif lineer 

operatörlerin dizileri için istatistiksel A - toplanabilme yardımı ile yakınsama oranını 

veren sonucu aşağıdaki gibi tanımlamışlardır. 

4.5.1. Teorem: ( )jkA a= negatif olmayan regüler bir matris ve ( ) ( )* *:kL C C→ℝ ℝ  

tanımlı pozitif lineer opertörlerin bir dizisi olsun. Bu durumda 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
*0 0k stC

i L f f o n Aβ−− =
ℝ
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( ) ( ) 2sin
2

t x
ii yϕ − =  

 
 ve ( )

( )*1

:j jk k
k C

a Lγ ϕ
∞

=

= ∑
ℝ

 için ( ) ( ) ( )( )2, j st
f o n Aβω γ −=  

şartları gerçeklenirse, bu durumda her ( )*f C∈ ℝ  için { }1 2: min ,β β β=  olmak üzere 

( ) ( ) ( ) ( )( )*k stC
L f f o n Aβ−− =

ℝ
 

olur (Karakuş ve Demirci, 2012). 

İspat : ( )*f C∈ ℝ  ve x∈ℝ  sabit olsun. ( )i , ( )ii  koşulları ve { }kL  operatörünün 

pozitif lineer bir operatör olduğu kullanılırsa, herhangi 1 0δ >  ve j ∈ℝ  için 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*

*

0 0
1 1 1

1 0 0
1 11

1 0 0
1 11

; ; ;

; ; ;

1 , ; ;

jk k jk k jk k
k k k

jk k jk kC
k k

jk k jk kC
k k

a L f x f x a L f t f x x f x a L f x f x

t x
a L f x f a L f x f x

t x
a L f x f a L f x f x

ω δ
δ

ω δ
δ

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

−  ≤ − + −

  − 
≤ + −   

  

  −
≤ + + −    

  

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

ℝ

ℝ

� �
� 	
� 	
� 	
 �

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*

2

1 0 02
1 11

1 ; , ;jk k jk kC
k k

t x
a L x f f a L f x f xω δ

δ

∞ ∞

= =

  −
 ≤ + + − 
  
  

∑ ∑ℝ

( )
2

2
12

1 1

1 sin ; ,
2jk k

k

t x
a L x f

π ω δ
δ

∞

=

  − ≤ +       
∑  

( ) ( ) ( )* 0 0
1

;jk kC
k

f a L f x f x
∞

=

+ −∑ℝ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0 1 12
1 11

; , , ;jk k jk k
k k

a L f x f x f f a L x
πω δ ω δ ϕ
δ

∞ ∞

= =

≤ − +∑ ∑
        

 

                                     
( ) ( ) ( ) ( )* 0 0 1

1

; ,jk kC
k

f a L f x f x fω δ
∞

=

+ − +∑ℝ

                                  
 

 
olur ki [ ],x a b∈ üzerinden supremum alınırsa, 

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )* * *

2

0 0 1 12
1 1 11

, , ;jk k jk k jk k
k k kC C C

a L f f a L f f f f a L x
πω δ ω δ ϕ
δ

∞ ∞ ∞

= = =

−  ≤ − +∑ ∑ ∑
ℝ ℝ ℝ

        
 

                                      ( )
( )

( )

( )
*

*

0 0 1
1

,
C

C

jk k
k

f a L f f fω δ
∞

=

+ − +∑
ℝ

ℝ                                    

elde edilir. Burada ( )
*1 ( )

: :j jk k
k C

a Lδ γ ϕ
∞

=

= = ∑
ℝ  

 olduğu kullanılırsa 
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( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
* *

2
0 0

1 1

, 1 ,

C C

jk k jk k
k k

a L f f a L f f f fω δ π ω δ
∞ ∞

= =

− ≤ − + +∑ ∑
ℝ ℝ

 

                                  

( )
( )*

0 0
1

C

jk k
k

H a L e e
∞

=

+ −∑
ℝ

 

bulunur. Böylece { }2: max 1 ,K Hπ= +  seçilirse  

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

* *

*

0 0
1 1

0 0
1

, ,

C C

jk k jk k
k k

jk k
k C

a L f f K a L f f f f

a L e e

ω δ ω δ
∞ ∞

= =

∞

=


− ≤ − +




+ −



∑ ∑

∑

ℝ ℝ

ℝ

 

olup, verilen 0ε >  için

 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

* *

*

0 0
1 1

1 1

1 1

0 0
1

1

: :
3

: , : ,3 3

:
3

C C

C

jk k jk k
k k

jk k
k

j n a L f f j n a L f f
K

n n

j n f j n f
K K

n n

j n a L f f
K

n

β β

β β

β

εε

ε εω δ ω δ

ε

∞ ∞

= =

− −

− −

∞

=

−

   
   ≤ −  ≥ ≤ − ≥   
      ≤

    ≤ ≥  ≤ ≥ 
    + +

 
 ≤ − ≥ 
  +

∑ ∑

∑

ℝ ℝ

ℝ

 

bulunur. Dolayısıyla { }1 2: min ,β β β=  olmak üzere  

( )
( )

( )
( )* *

1

0 0
1 1

11

: :
3

C C

jk k jk k
k k

j n a L f f j n a L f f
K

n n ββ

εε
∞ ∞

= =

−−

   
   ≤ −  ≥ ≤ − ≥   
      ≤

∑ ∑
ℝ ℝ

 

( ) ( )
2 21 1

: , : ,3 3
j n f j n f

K K

n nβ β

ε εω δ ω δ

− −

    ≤ ≥  ≤ ≥ 
    + +

( )
( )*

1

0 0
1

1

:
3

C

jk k
k

j n a L f f
K

n β

ε∞

=

−

 
 ≤ − ≥ 
  +

∑
ℝ
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olur ki n → ∞  için limit alınırsa ( )i  ve ( )ii  koşullarından dolayı 

 

( )
( )*

1

1

:

lim 0
C

jk k
k

n

j n a L f f

n β

ε
∞

=

−→∞

 
 ≤ −  ≥ 
   =

∑
ℝ

 

yani; 

( )
( )

( ) ( )( )
*C

k st
L f f o n Aβ−− =

ℝ  

elde edilir. 

 Şimdi [ ]* ,C π π−  uzayı üzerinde istatistiksel A - toplanabilme yardımı ile 

Korovkin tipi teoremin, klasik ve istatistiksel Korovkin tipi teoremlerden daha kuvvetli 

olduğunu ve istatistiksel A - toplanabilme yardımı ile yakınsama oranının klasik 

yakınsama oranından daha kuvvetli olduğunu gösteren örnekler verelim. 
 

4.5.2. Not:
 [ ]* , ,f C π π∈ −

 
k∈ℕ

 

( )0

1
a f t dt

π

ππ −

= ∫  

( ) ( )

( ) ( )

1
cos

1
sin

k

k

a f t kt dt

b f t kt dt

π

π
π

π

π

π

−

−

=

=

∫

∫

 

katsayıları olmak üzere  

( ) ( ) ( )( )0

1

; cos sin
2

m

m k k
k

a
S f x a kx b kx

=
= + +∑  

kısmi toplamların aritmetik ortalaması olan 

 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1; ; ... ;
; k

k

S f x S f x S f x
F f x

k
−+ + +

=
 

şeklinde tanımlı operatöre Fejér operatörü denir. 

1
sin

1 2
( ) cos cos 2 cos

2 2sin
2

k

k x
D x x x kx

x

 + 
 = + + + + =⋯                                         (4.5.2.1) 

2sin1 3 2 1 2( ) sin sin sin
2 2 2 sin

2

k

k
xk

F x x x
x

−= + + + =⋯                                               (4.5.2.2) 
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olduğunu göz önüne alınırsa { }( ; )mS f x  için gerekli hesaplamalar yapıldığında 

( ) ( ) ( )( )

{ }

0

1

1

1

1

; cos sin
2

1 1
( ) cos ( )cos sin ( )sin

2

1 1
( ) ( ) cos cos sin sin

2

1 1
( ) ( )cos ( )

2

1
( )

m

m k k
k

m

k

m

k

m

k

a
S f x a kx b kx

f t dt kx f t ktdt kx f t ktdt

f t dt f t kt kx kt kx dt

f t dt f t k t x dt

f t

π π π

π π π

π π

π π
π π

π π

π π

π π

π π

π

=

=− − −

=− −

=− −

= + +

 
= + + 

 

= + +

= + −

=

∑

∑∫ ∫ ∫

∑∫ ∫

∑∫ ∫

1
cos( ) cos ( )

2
t x m t x dt

π

π−

 + − + + − 
 

∫ ⋯

 

olur ki (4.5.2.1) eşitli ğinden  

1
sin ( )

1 2
( ; ) ( )

2sin
2

m

k t x
S f x f t dt

t x

π

ππ −

 + − 
 =

− 
 
 

∫                                                               (4.5.2.3) 

elde edilir.  

 (4.5.2.2) ve (4.5.2.3) eşitlikleri yardımı ile ( ){ };kF f x  operatörü için gerekli 

hesaplamalar yapıldığında 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1

2

2

; ; ... ;
;

1 3 1
sin ( ) sin ( ) sin ( )

1 2 2 2
( )

2sin
2

sin ( )
1 2

( )
2sin

2

k
k

S f x S f x S f x
F f x

k

t x t x k t x
f t dt

t xk

k
t x

f t dt
t xk

π

π

π

π

π

π

−

−

−

+ + +
=

 − + − + + − − 
 =

− 
 
 

 − 
 =

− 
 
 

∫

∫

⋯

 

bulunur. Dolayısıyla Fejér operatörü  

( )
2

2

sin ( )
1 2

; ( )
2sin

2

k

k
t x

F f x f t dt
t xk

π

ππ −

 − 
 =

− 
 
 

∫  

şeklinde  tanımlanabilir. 
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4.5.3. Örnek: ( )a  ( )1 jkA C c= =  Cesáro matrisini, (4.2.2.1)’ de tanımlanan ( ): kα α=  

dizisini ve 4.5.2. Not’ta tanımlanan Fejér operatörünü göz önüne alalım. 

( ) ( )0 1i f t =  için  

( ) ( )( )0 0

1 1 1
1 2a f t dt dt

π π

π π

π π
π π π− −

= = = − − =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )0

1 1
cos sin sin 0ka f t kt dt k k

k

π

π

π π
π π−

= = − − =∫ , ( 1k∀ ≥  için) 

( ) ( ) ( ) ( )( )0

1 1
sin cos cos 0kb f t kt dt k k

k

π

π

π π
π π−

= = − − − =∫ ,  ( 1k∀ ≥  için) 

olur ki bu durumda 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

0
0 0

0
1 0 1 1

0
2 0 1 1 2 2

1
0

1 0
1

0
1 1 1 1

; 1
2

; cos sin 1
2

; cos sin cos 2 sin 2 1
2

; cos sin
2

cos sin cos 1 sin 1 1
2

k

k k k
k

k k

a
S f x

a
S f x a x b x

a
S f x a x b x a x b x

a
S f x a kx b kx

a
a x b x a k x b k x

−

−
=

− −

= =

= + + =

= + + + + =

= + +

= + + + + − + − =

∑

⋮

⋯

 

olup, 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 1 0
0

; ; ... ; 1 1 1
; 1k

k

S f x S f x S f x
F f x

k k
−+ + + + + += = =⋯

 

bulunur.  

( ) ( )1 cosii f t t=  için 

( ) ( )( )0 1

1 1 1
cos sin sin 0a f t dt tdt

π π

π π

π π
π π π− −

= = = − − =∫ ∫  

( ) ( ) ( )
1

sin 21 1 1 sin 2
cos cos 1 cos 2 1

2 2 2 2
a t t dt t dt

π π

π π

πππ π
π π π− −

 −  = = + = + − − + =   
    

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 1
cos cos 1 cos 1 0

2ka f t kt dt k t k t dt
π π

π ππ π− −

= = + + − =∫ ∫ , ( 2k∀ ≥  için) 

( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 1
sin sin 1 sin 1 0

2kb f t kt dt k t k t
π π

π ππ π− −

= = + − − =∫ ∫ , ( 1k∀ ≥  için) 
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olup  

( ) 0
0 1; 0

2

a
S f x = =  

( ) ( )0
1 1 1 1; cos sin cos

2

a
S f x a x b x x= + + =  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

0
2 1 1 1 2 2

1
0

1 1
1

0
1 1 1 1

; cos sin cos 2 sin 2 cos
2

; cos sin
2

cos sin cos 1 sin 1 cos
2

k

k k k
k

k k

a
S f x a x b x a x b x x

a
S f x a kx b kx

a
a x b x a k x b k x x

−

−
=

− −

= + + + + =

= + +

= + + + + − + − =

∑

⋮

⋯

 

olduğundan  

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1 1 1
1

; ; ... ; 0 cos cos 1
; cosk

k

S f x S f x S f x x x k
F f x x

k k k
−+ + + + + + −= = =⋯

 bulunur. 

 ( ) ( )2 siniii f t t=   için 

( ) ( )( )0 2

1 1 1
sin cos cos 0a f t dt tdt

π π

π π

π π
π π π− −

= = = − − − =∫ ∫  

( )1
sin cos 0ka t kt dt

π

ππ −

= =∫ , ( 1k∀ ≥  için) 

( )1

1 1
sin sin 1 cos 2 1

2
b t tdt t dt

π π

π ππ π− −

= = − =∫ ∫  

( )1
sin sin 0kb t kt dt

π

ππ −

= =∫ , ( 2k∀ ≥  için) 

olup 

( ) 0
0 2; 0

2

a
S f x = =  

( ) ( )0
1 2 1 1; cos sin sin

2

a
S f x a x b x x= + + =  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1
0

1 2
1

0
1 1 1 1

; cos sin
2

cos sin cos 1 sin 1 sin
2

k

k k k
k

k k

a
S f x a kx b kx

a
a x b x a k x b k x x

−

−
=

− −

= + +

= + + + + − + − =

∑

⋮

⋯
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olduğundan 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1 1 1
2

; ; ... ; 0 sin sin 1
; sink

k

S f x S f x S f x x x k
F f x x

k k k
−+ + + + + + −= = =⋯

 elde edilir.  

 Şimdi Fejér operatörü ve  

 1 ,k

k tek

k çift
α

   1     ,      
:=  −                                                               

 

şeklinde tanımlı ( )kα α=  dizisi yardımı ile [ ]* ,C π π−  uzayı üzerinde  

( ) ( ) ( ); 1 ;k k kL f x F f xα= +  

şeklinde bir operatör tanımlayalım. { }kL  operatörü pozitif lineer bir operatördür. 4.2.2. 

Örnek’ ten  ( ): kα α=  dizisi için 

( )lim 0j k
j

st A α
→∞

− =  

olduğu kullanılırsa 

( ) ( )
[ ]

( )
*1 ,

lim 0, 0,1,2jk k i i
j

k C

st c L f f i
π π

∞

→∞ = −

− − = =∑  

bulunur. Dolayısıyla  her  [ ]* ,f C π π∈ −  için 4.4.1. Teorem’ den 

( ) ( )
[ ]*1 ,

lim 0jk k
j

k C

st c L f f
π π

∞

→∞ = −

− − =∑  

elde edilir. Fakat burada ( ): kα α=  dizisi 0  sayısına klasik anlamda ve istatistiksel 

anlamda yakınsak olmadığından { }kL  operatörü 2.7.1. Teorem ve 2.7.2. Teorem’ in 

koşullarını sağlamaz.  

 

( )b  [ ]* ,C π π−  üzerinde tanımlı { }kL  pozitif lineer operatörü ele alınırsa 

( ) ( )
[ ]

( )
*

0 0
1 1 1,

1 1
1 1jk k k k

k k kC

a L f f
j jπ π

α α
∞ ∞ ∞

= = =−

− = + − =∑ ∑ ∑  

olur. O zaman 

( )
[ ]*

0 0
1 ,

lim 0jk k
j

k C

c L f f
π π

∞

→∞ = −

− =∑  

olduğundan her 1 (0,1)β ∈  için  
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( )
[ ]

1
*

0 01
1 ,

1
lim : 0jk k
n

k C

j n c L f f
n β

π π

ε
∞

−→∞ = −

  ≤ − ≥ = 
  

∑  

yani; 

( ) [ ] ( ) ( )( )1
*0 0 ,k stC

L f f o n Aβ
π π

−
−

− =
                                                                 

( )4.5.2.1  

bulunur. O halde ( ) 2sin
2

t x
tϕ − =  

 
 olmak üzere  

( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )

2 2

2

2

2

2

; sin ; 1 sin ;
2 2

sin
1 2

1 sin
2

2sin
2

1 1
1 sin 1 1 cos

2 2 4

1
1

2

k k k k

k

k k

k

t x t x
L x L x F x

k
t x

t x
dt

t xk

k
t x dt k t x dt

k k

k

π

π

π π

π π

ϕ α

α
π

α α
π π

α

−

− −

 −   −    = = +      
      

 − −   = +   −  
  

 = + − = + − − 
 

= +

∫

∫ ∫

 

elde edilir. O zaman ( )
[ ]*1 1,

11
: :

2

j
k

j jk k
k kC

c L
j kπ π

αδ γ ϕ
∞

= =−

+= = =∑ ∑  alınırsa, 

1

11
lim 0

2

j
k

j
kj k

α
→∞ =

+ =∑  olduğundan  

1

11
lim 0

2

j
k

j
k

st
j k

α
→∞ =

+− =∑  

bulunur. f  fonksiyonu [ ],π π−  aralığında düzgün sürekli olduğu için her 2 (0,1)β ∈  

olmak üzere 

( ) ( ) ( )( )2; j st
f o n Aβω γ −=                                                                                  ( )4.5.2.2  

elde edilir. Bu durumda ( )4.5.2.1  ve ( )4.5.2.2 ’ den dolayı { }kL  pozitif lineer operatörü 

4.5.1. Teorem’ in ( )i  ve ( )ii  koşullarını sağlar. Bu yüzden her [ ]* ,f C π π∈ −  için 

{ }1 2min ,β β β=  olmak üzere  

( ) [ ] ( ) ( )( )* ,k stC
L f f o n Aβ

π π
−

−
− =  

elde edilir. 
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 Fakat ( ): kα α=  dizisi alışılmış anlamda yakınsak olmadığından { }kL  operatörü 

[ ]* ,f C π π∈ −  fonksiyonuna düzgün yakınsak değildir.  
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5. TARTI ŞMA VE SONUÇ 

 Bu tez çalışmasında A - istatistiksel yakınsaklıktan daha kuvvetli olan 

istatistiksel A - toplanabilme kavramı Korovkin tipi teoremlere uygulanmış, klasik ve 

istatistiksel durumlardan daha kuvvetli sonuçların elde edildiği gösterilmiştir.  

 İstatistiksel A - toplanabilme kavramı kullanılarak farklı uzaylar üzerinde daha 

az koşul altında Korovkin tipi teorem incelenebilir. 
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