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Bu tez galigmasinda W.A.J. Luxemburg - A.R. Schep’in “A Radon-
Nikodym type theorem for positive operators and a dual” ve W.A.L
Luxemburg - C.B. Huijmans’m “An alternative proof of a Radon-Nikodym
theorem for lattice homomorphisms” adli makaleleri incelenmigtir. Adi
gecen makalelerde klasik Hahn ayrigimn Onermesi ve Radon-Nikodym
Onermesi pozitif operatérler igin genellegtirilmigtir. Buradaki ¢aligmada
konuyla ilgili 6n bigiler bir araya getirilmis, kanitlardaki bogsluklar
doldurularak gerekli biitiin bilgiler verilmigtir.
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ABSTRACT

In this thesis work we have studied the following papers by W.A.J.
Luxemburg - A.R. Schep: “A Radon-Nikodym type theorem for positive
operators and a dual” and by W.A.J. Luxemburg - C.B. Huijmans: “An
alternative proof of a Radon-Nikodym theorem for lattice homomorphisms”
In the above papers the classical Hahn decomposition theorem and Radon-
Nikodym theorem have been generalized for positive operators. In the
present work, we have collected the necessary definitions and results about

the subject. We have given detailed proofs of their theorems.
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GIRIS

Radon-Nikodym o6nermesinin kegfinden sonra, literatiirde degigik
kanitlara ve vektdr degerli dlgiilere yapilan genellemelere rastlanir. W.A.J.
Luxemburg ve A.R. Schep tarafindan klasik Radon-Nikodym oénermesi, bir

Riesz uzaymmdan baska bir Riesz uzayma olan pozitif operatérler igin

genellestirilmigtir (4).

Bu genel incelemede Radon-Nikodym tiirevleri, giighi );erel ozelliklere
sahip olan ve genellestirilmis orthomorfizmalar olarak adlandirilan bazi

Riesz homomorfizmalar olarak ortaya ¢ikar.

W.A.J. Luxemburg ve C.B. Huijmans, Riesz homomorfizmalar igin
Radon-Nikodym o6nermesini farkli bir metod uygulayarak kanitlamagtir (5).

Bu tez calijmasinda ilk olarak genellegtirilmis orthomorfizmalarin
uzayr Orth” (L)’nin temel ozellikleri ele alimmigtir. “Maharam 6zelligi”
olarak adlandirilan 6nemli bir 6zellige yer verilmis ve klasik Hahn ayrisim

onermesi, Maharam 6zelligine sahip operatorler i¢in genellestirilmistir.

Radon-Nikodym oOnermesi iigiincii boliimde tartisilmis ve nermenin
saglanmasi i¢gin Maharam 6zelligine sahip olmalart gerektigi gosterilmigtir.
Kanit Hahn ayrisim Onermesinin verilen genellemesine dayandirilmig ve
klasik Radon-Nikodym onermesinin kanitindaki yol izlenmistir.

Daha sonra “Bir Riesz homomorfizmasi bagka bir Ries;
homomorfizmasina gore ne zaman mutlak siireklidir?” sorusuna cevap
verilmigtir. Son olarak Riesz homomorfizmalar1 i¢in Radon-Nikodym

onermesinin farkli bir kamt1 verilmigtir.



BOLUM 1

TEMEL KAVRAMLAR VE BAZI SONUCLAR

Bu bolimde galigma boyunca kullanilan temel kavramlar ve baz
sonuglar verilmigtir. Siireklilifi bozmamak amaciyla Riesz uzaylan
kuraminda kullanilan semboller ve 6zelliklere deginilmemis, bunlar (1 - 2,
3) deki gibi kullanilmugtir.

1.1. Siralx Sinirlh Operatorler

L ve M Riesz uzay: olsun. [x, y] = { z e L : x £ z <y } kiimesine
sirali aralik, D < L igin D < [x, y] olacak sekilde x,y € L varsa D’ye sirah

smirh kiime denir.

Tanim 1.1.1. T : L - M lineer doniisiim olmak iizere her D — L sirali
smurh kiime igin T (D), M iginde swrali smurh ise T’ye  sirali smirk

operatdr denir.

L’den M’ye biitiin sirali siirli operatorlerin kiimesi £ (L,M) ile gés-
terilir. Ty, T, € L' (L, M) igin “T; < To < her 0 <x € Ligin T; x < T, x”
siralama bagmtistyla £ 4 (L, M) sirali lineer uzaydir. T, L’den M’ye
herhangi bir operator (lineer doniigim) olsun. Her 0 < x € L igin Tx > 0 ise _

T’ye pozitif operator denir. Her pozitif operator sirali smirhidir. Dolayistyla

iki pozitif operatoriin farki da sirali smirh olur. M Dedekind tam ise
L'y (L, M) Dedekind tam Riesz uzayidir.



Tanmm 1.1.2. T: L - M bir operatér olsun. Herx,ye L xAy=0

igin Tx A Ty =0 oluyorsa T’ye Riesz homomorfizmasi denir.

L’den M’ye biitiin Riesz homomorfizmalarinmn kiimesi Hom (L, M) ile
gosterilir. Her Riesz homomorfizmasi pozitiftir.

Tanmm 1.1.3. T: L &> M bir operatér olsun. Her x, y € L x L y i¢in

Tx L Ty oluyorsa T’ye dikligi koruyan operatdr denir.

L ve M Argimedyan T € £ p (L, M) dikligi koruyan bir operatér

olsun. O zaman |T|, T+, T var, |T|, T+, T e Hom (L,M)veO<uvel

w € L igin
(Tu)+= T+u, (Tu)-= T-u, TuATv=0
Tl wl=IT [wll=1IT| w |= | Tw| olur (1-8,9).

Tanmm 1.1.4. T € £, (L, M), (u.) < L ve u. 4 0 iken inf ITu. | =0

oluyvorsa T’ vye siralt siirekli operatér denir.

L’den M’ye biitiin sirali sirekli operatérlerin kiimesi £, (L, M) ile
gosterilir. £, (L, M), £y (L, M) nin bir alt uzayidir. M Dedekind tam ise
La(L, M), Ly (L, M) iginde banddir. M = IR almmirsa £, (L, IR)=L",
L n (L, IR) = L ile gosterilir. L} nin elemanlarma normal integral denir.
Eger x e L her ¢ e L} igin ¢ (| x|) =0 iken x = 0 oluyorsa L’ye agir1

ayrik denir. L Dedekind tam ve agir1 ayrikise L, (L nin bir sirali yogun

1
idealine Ozdestirr M Dedekind tam ve T € £ , (L, M) olmak iizere



T":M; > Ly ,xeL, 0 e My igin (T” 9) (x) = ¢ (Tx) ile tamml

doniigiime T ‘nin eslegi denir ve T™ e L', My, Ly ) dir.

Tanmm 1.1.5. M Dedekind tam ve T € /£ , (L, M) olsun.
Nr:={xeL:|T||x]|=0} olarak tanimlanan kiimeye T’nin sifir ideali

denir. (N7)' ne T ‘nin dayanag: denir ve Cr ile gosterilir.

T siral siirekli iken Nt banddir. T, L’den M’ye pozitif operatér olmak
tizere her 0 < x € L igin Tx > 0 oluyorsa T ‘ye kesin pozitif denir. Her

pozitif operatér dayanag lizerinde kesin pozitiftir.

Tanim 1.1.6. T : L — M pozitif operator olsun. Her 0 < x € L i¢in

T [0, x] =[0, Tx] oluyorsa T Maharam 6zelligine sahiptir denir.

Bir Riesz uzay: tizerinde tanimli her pozitif fonksiyonel Maharam
ozelligine sahiptir. Her band projeksiyonu Maharam ézelligine sahiptir. M
Dedekind tam olmak iizere T € £ 4, (L, M) olsun. P, M’nin band

projeksiy(_)nu ise P sirali siirekli oldugundan (PT)+ = PT ve Q, L’nin band

projeksiyonu ise Q Maharam o6zelligine sahip oldugundan (TQ)+ =T Q

olur.

Tanim 1.1.7. S , T : L - M pozitif operatorler olsun. Her 0 <u e L

icin Su € { Tu }dd oluyorsa S, T ‘ye gore mutlak siireklidir denir ve S << T

olarak gésterilir.

¥, ve ¥, L iizerinde pozitif fonksiyonel olmak iizere ¥, << ¥,
olmasi igin gerekli ve yeterli kogul her 0 < u € L i¢gin W u = 0 iken W,u = 0
olmasidir.



Bunu gormek i¢in 6nce ¥, << ¥; ve her 0 <u € L igin ¥,u = 0 olsun.
O zaman Y,u € {‘I’lu}dd ve boylece W, u =0 dir. Tersine ; 0 <ue L ve
v e {‘I’lu}d olsun. |v| A Pu=0 oldugundan ya v = 0 veya W,u = 0 dur.
Her iki durumda |v| A %2 u = 0 oldugundan Y,u € {‘Plu}dd ve boylece

¥, << ¥, olur.

1.2. Genellestirilmis Orthomorfizmalar ve Ozellikleri

Tanum 1.2.1. L Argimedyan Riesz uzayi, Dy < L sirali yogun ideal,
T : Dy — L lineer doniigim olsun. Eger her 0 < u € Dy igin mu > 0 ve

0fueDy,0<vel udv iken mu L v oluyorsa n‘ye pozitif

genellestirilmis orthomorfizma denir.

Onerme 1.2.2. L , Arsimedyan Riesz uzay1, D < L strali yogun ideal,

7 : D — L poazitif operatér olsun. O zaman agagidaki kosullar denktir.

(1) = pozitif genelleétirﬂmis orthomorfizmadir.
(ii) Her f € Dy icin nf € (£} dir

(iii)Her B c L bandiigin t (B n Dy ) = B dir.

Kanit. (1) = (i1) = (iii) = (i) oldugunu gésterelim.

(1) = (i1)) Herhangi bir f € D, alalim. D, ideal oldugundan 0 < £ ,
f ,|f]l € Dp ve f L f oldugundan (i) den dolayr nf L = f  dir.

| nf - nf |= | af +nf | oldugundan |ch| = |7c| f || =7 |f| olur.



Simdi bir g € {f}" alahm. O zaman |g| L [f | ve x|t | L |g| dir.

Boylece nf L g bulunur. Yani nfe {f }cld dir.

(ii) = (ii1) B < L herhangi bir band olsun. L, Argimedyan oldugundan
B“=B dir. fe BAD; ign {f}" < B =B dir. (ii)den nfe {£}"

ve boylece nfe B olur.

(iii) => () 0<fe Dy,0< geL, f Lgolsun. O zamanf e {g }

ve 1g }* L banddir. (iii) den nf € {g }' ve béylece =f L g dir.

Her pozitif genellestirilmis orthomorfizma (ii) kosulundan birim

operatdére gére mutlak siireklidir.

Ornek 1.2.3. L=1L, (X, u) (1 <p < 0 ) u pozitif 5lgiim olsun.
Negatif olmayan birg € Ligin D={fe L : fg € L } kiimesi sirali yogun
ideal ve ® : D &> L, her f € D, x € X igin (nf) (x) := g(x) f{(x) olarak
tanimli doniigiim pozitif genellestirilmis orthomorfizmadir.

Onerme 1.2.4. L , Dedekind tam Riesz uzayl, D < L iginde sirali
yogun ideal, & : Dy — L pozitif operatér olsun. Bu durumda w‘nin pozitif
genellestirilmis orthomorfizma olmasi igin gerekli ve yeterli kosul L’nin her

band projeksiyonu P icin, D, lizerinde = P =P n olmasidir.

Kamit. ©: D = L pozitif genellestirilmis orthomorfizma ve P, L nin
herhangi bir band projeksiyonu olsun. O zaman P’nin tanimindan

P (L) band ve = pozitif genellestirilmis orthomorfizma oldugundan,
T(P(L)YnDgx)cP(L)dir. 0 <u e Dy olsun. 0 £ Pu < u ve D; ideal



oldugundan, Pu € P(L) " D, dir. Béylecen Pu e P(L)ve PT Pu=n Pu

olur.

D, nin ideal olmasindan bu esitlik her uw € D; ve L’nin her band
projeksiyonu i¢in dogrudur. I, birim operatori géstermek tizere Q =1-P,
P’ye dik band projeksiyonu oldugundan, her u € D; i¢in Qn Qu = = Qu
olur. PQ = 0 oldugundan her u € D, igin,

Pru = Px (Pu +u - Pu) = Px (Pu + Qu) = Pn Pu + Pz Qu

=P Pu+PQn Qu=Pxn Pu=nPu

elde edilir.

Tersine ; t: Dy — L, L’nin her P band projeksiyonu i¢in, D, {izerinde
Pn = =P esitligini saglayan pozitif operatér olsun. L Dedekind tam
oldugundan esas projeksiyon ozelliine sahiptir. 0 < u e Dy tarafindan
tiretilen esas band tizerindeki projeksiyonu P, ile gésterelim. Boéylece

her 0<y el i¢inPy(v)=sup (v Anu) olur. 0 <v e L olmak iizere

u L viken:

TuAv=nPy(u)Av=Py(mu) Av=_sup (mu Anu)) Av

=sup (fTu AnuAv)=0

olur. Boylece w, pozitif genellestirilmig orthomorfizmadar.



Pozitif genellegtirilmis orthomorfizmalarin temel §zelliklerinden biri
sirali siirekli olmalidir. Bunu kanitlamak igin asagidaki Ondnermeye

ihtiyacimiz vardir.

Ondnerme 1.2.5. L iginde u, 2u, ¥ 0 ve 0<e<1 ise

A (U -gu) 3 = {0} dur.

Kamit. 0<ven; {(u;-egu, )+}dd olsun. (u. - € u, )- € {(u:-€u, )+ }d
oldugundan her t icin v L (u.-¢gu, )‘ dir. 0<u, ) oldugundan
(u. - ¢ uo)- Teu, ve boylece v L u, bulunur. 0 < (u.-su, )+ <u £,
esitsizliginden her 7t ig¢in v L (u. - ¢ u, )+ elde edilir. Béylece her 7

igmv e {(u, -€u, )+ }d N {(n:-gu, )+ }dd oldugundan v =0 bulunur.

Onerme 1.2.6. L Arsimedyan Riesz uzay1 olmak iizere bir sirali
yogun idealden L igine tanimli her pozitif genellestirilmis orthomorfizma

sirali siireklidir.

Kamit. n: Dy — L poazitif genellestirilmis orthomorfizma, 0 < u. € Dy
ve U, ¥ 0 olsun. Her 7 igin u. < u, olacak sekilde bir u, € Dy oldugunu
kabul etmek genelligi bozmaz. 0<g<1 ise (u.-g&u, )* e D, ve boylece
w(u. - € u(,)+ e {(u. - ¢ uo)dr}‘Jld dir. Her 7 i¢in infx (u. - ¢ uo)+s T (u.-¢ uo)+
ve {(Ue-£u, ) }" band oldugundan inf 7t (us - £ uo ) € {(Ue-8uo) }

dir. Boylece inf 7 (u. - € u, )+ =0 ‘dur.

+ - . o
0<u. €u,veuw =(u-gu,) +¢eu, esitsizlifinden her v ve her
- + .0
0<eg<1l gm 0 £ wu, < w(u,-€gu,) + €Tu, ve boylece;

. . + . .
0 <inf mu., £ infw (ur-€gu,) + €7u, bulunur. Her 0 <& < 1 igin



0<inf mwu,<€emu, ve L Argimedyan oldugundan inf = u. = 0 elde edilir.

Boylece w, sirah siireklidir.

Onerme 1.2.7. 7:D; > L pozitif genellestirilmis orthomorfizma,
N, := {feDy :naf =7 | £ | =0} olsun. N, = Dy band ve N, = Dy A {n (Dy)}’,

(Nz) = {r (Dg)}" dir.

Kanit. 7 siral siirekli oldugundan N, nin band oldugu agiktir. Once
Ny = Dg A { 7 ( D)} oldugunu gosterelim. 0 < f € Dy A { 7 ( Dg )}*
olsun. O zaman f L ©m £ ve m pozitif genellestirilmis orthomorfizma
oldugundan n f L = f dir. Boylece nf=n lf] =0 ve fe Ny olur.

Simdi 0 <fe Dy olsun. Ny @ ( Ny )QI < Dy swralt vogun idealdir
(burada dik tiimleyen Dy iginde alnmigtir). O zaman 0 < u. + v. T f olacak
sekilde {u.+v.} < Ny & (N, )d vardir. m sirali siirekli oldugundan
T(+v.)Tnf ve boylece nv, T n f dir. 7 pozitif genellestirilmis
orthomorfizma oldugundan her 7t igin 7 v; € ( Ng )ql ve buradan
nfe ( Ng )d olur. Boylece nm (Dy) < ( Ng )d bulunur. D, icinde tekrar dik
tiimleyen alinirsa, Ny = (Ng )dcl c {7 (Ds )}d = Dp. " {x (Dyg )}d olur.

Béylece, Ng = Dx ~ {n (Dx )}’ dir.

Yukardaki esitlikten {x (Dz )} < ( Nz )" oldugu aciktir. f € ( Nz ) ve
0<he {x (D, )}Cl olsun. Dy sirali yogun ideal oldugundan 0 < g, Th

olacak sekilde { g;} © D, vardu. Her 1 igin g; < h oldugundan



g € Dy A {n (Dz )} = N dir. Her 7 igin £ L g, oldugundan £ L h ve

béylece £ € {x (Dg)}" bulunur.

Nr 7 ‘nin stfir ideali, C; = Dy n ( N,c)d , T ‘nin dayanagidir. w; ve 7w,
genellestirilmis pozitif orthomorfizmalar olmak iizere =, (D) 1 ©z (Dr,)

iken ( Ny, ) L (Ny,)' dir.

Tanim 1.2.8. L Arsimedyan Riesz uzayi, D, < L sirali yogun ideal ve
7 : Dy — L lineer déniisim olsun. w; ven: Djpc D7c1 N D, kosulunu

saglayan kiimeler izerinde tanimli pozitif genellestirilmis orthomorfizmalar
olmak iizere = = m; - M, seklinde yazilabiliyorsa w ‘ye genellestirilmis

orthomorfizma denir.

Boylece bir genellestirilmis orthomorfizma sirali siirekli ve dikligi
koruyan bir operatérdiir. Biitiin genellestirilmis orthomorfizmalarm kiimesi
Orth® (L) ile gosterilir. L iizerinde tanimli biitiin genelegtirilmis
orthomorfizmalarin kiimesi Orth (L) ile gosterilir ve Orth (L) nin eleman-
larina orthomorfizma denir. Orth (L) iginde I birim operatdri tarafindan
uretilen ideal Z (L) ile gésterilir ve buna L ‘nin ideal merkezi denir. L nin

biitiin band projeksiyonlarmmin Boole cebiri 8 (L) ile gosterilir. Béylece,
8B (L) cZ (L) < Orth (L) < Orth® (L)
olur.
Tanim  ideallerinin  arakesitinde egit olan  genellestirilmis

orthomorfizmalar esit kabul edilirse verilen =n € Orth” (L) i¢in agagidaki
teklik vardir.
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Onerme 1.2.9. Her genellestirilmig orthomorfizma bir tek maksimal
sirali yogun ideale genigletilebilir.

Kanit. ©: Dy —> L pozitif genellestirilmis orthomorfizma,

4 ={(D, ) : D € D < L sirali yogun ideal, © pozitif
genellestirilmis orthomorfizma ve her u € D i¢in 7u = wu} olsun.
(D1, 7)), (D2, R,) € =4 igin “(Dy, ;) <(D2, f,) © D1 < D, her
x € D, igin ®,x=R,x 7 swalamasiyla 4 kismi siralt bir kiimedir.
(Dx , ®) € o4 oldugundan # bog degildir. Q < =# bir zincir olmak iizere

O={D:(D,n) e Q} ve H=UD olsun. O zaman D, ¢ Hc L sirals
' De®

yogun idealdir. Her x € H igin, ® iginde x € D olacak sekilde bir (D, ) €
Q ikilisi vardar.

Ty, H—>L

X = R, (X)=7x

olarak tanimlamrsa (H. 7, ) € =4 ve (H. &, ). Q ‘nm {ist smirdir. Zorn

onermesinden -+ kiimesinin bir maksimal eleman: vardir.

(D1, ®,), (D2, ©,), »#nin maksimal elemanlari olsun. 0 <u € D; N D
icin Dy sirali yogun ideal oldugundan 0 < u. T u  olacak sekilde
{u.} c Dy vardir. #,, &, swrah sirekli oldugundan %, u. T #,u, A,u. T #,u
ve her t igin #, u. = R, u; = 7 U, oldugundan R, u =%, u olur. Iki

genellestirilmig orthomorfizmanmn esitligi tanimmdan -# ‘nmm bir tek
maksimal elemana sahip oldugu kabul edilebilir.
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Boylece her pozitif genellestirilmig orthomorfizma bir tek maksimal
tamm kiimesi D7 ‘ye genisletilebilir. # € Orth® (L) olmak iizere;

T =7, -nyve Dy € Dy N Dy, dir.

n:D" nD" - L
7 Zy

u - f(u)=Ru-7R,u

olarak tanimlanirsa © € Orth® (L) veheru € Dy i¢in ©# u=mu olur.

1.3. Orth® (L) nin Cebir Yapis:

Onerme 1.3.1. L, Arsimedyan Riesz uzayi olmak iizere Orth® (L),
noktasal cebir ve kafes iglemleri altinda Arsimedyan Riesz uzayidir. Yani,

7y, T2 € Orth® (L) olnak tizere her 0 < u € Dy » Dy, igin

(T vm)u = myuvmeu ve

(TiAT)u = TIUAT U

olur.

Kanmit. Orth” (L) nin noktasal toplama ve skalerle garpmaya gore

lineer uzay oldugu agiktir.

Ty, Ty € Orth” (L) igin  “m; <7y, < Her 0<u € Dy, N Dy, igin

12



® u < W u” swralama bagmtisiyla Orth” (L) swrali lineer uzaydir.
n € Orth® (L) swalh smurh, dikligi koruyan operatér oldugundan (1)

Onerme 8.6 “dan her u & Dy igin;

|zllul=lm (u{)[=[mu| dir

Boylece | n | € Orth® (L) ve Orth™ (L) Riesz uzayidwr. ; , ®2 € Orth® (L)

olmak iizere her 0 <u € Dp, n Dy, igin;

1
(mivmu = > (m +m+ I T - T2 |)u
= — (mu+mut | T U-T U0 |)
= mTMuvmanu
1
(miAnm)u = 5 (my + 2 - ] Ty - T2 l R
1
= ;)-(mu+7t2u - l MU-Tau |)
= T uAT2U

olur. Her 0 <7 € Orth® (L), 0<u e D, igin n mudo oldugundan

nw o dur. Boylece Orth™ (L) Argimedyan Riesz uzayidir.
Biitiinliigii saglamak amaciyla agagidaki tanimlar1 verelim.

Tamim 1.3.2. L Riesz uzay: birlesmeli bir cebir olsun. Eger 0 < u, v

€ L iken 0 <u.v € L oluyorsa L ‘ye Riesz cebiri denir.



Tanmm 1.3.3. L Riesz cebiri olmak iizere eger 0 < u, v € L igin

uAnv=0ikenher0<welL igihn uwAv=w.uAv=0 oluyorsa L ‘ye

f- cebiri denir.

Arsimedyan f- cebirleri degigmelidir. L bir f - cebiri olmak iizere
herfe L igin w (g) =fg (g € L) operatéri bir orthomorfizma tanimlar.

Simdi Orth® (L) de carpimsal yapi olusturalm. Bunun igin;
nty, T2 € Orth” (L) olsua. O zaman x;(Dnl) ={feDy,:7:(f) €Dy, }
olarak tamimlanan kiime srali yogun idealdir. Béylece 75 (Dy , ) den L

igine 7, 0 m2 , garpma islemi olarak tanimlanabilir. Iki pozitif genellestirilmis
orthomorfizmanin g¢arpimi pozitif genellestirilmis orthomorfizmadir.
Boylece Orth® (L) , I birim operatérii olmak iizere toplama, g¢arpma,
skalerle garpma islemleri altnda birimli bir Riesz cebiridir.

Tanimm 1.3.4. L bir Riesz uzay1 olsun. Eger her 0 < u;, e L dik

sistem ig¢in sup u. € L oluyorsa L ‘ye ayrik tam denir.
Onerme 1.3.5.
(i) Orth® (L) ayrik tam f- cebiridir.
(ii) Orth (L), Orth® (L) nin f- altcebiridir. L Dedekind tam Riesz uzayi ise

Orth®(L) Dedekind tam Riesz uzayidir ve bu durumda Orth (L),
Orth® (L) iginde sirah yogun idealdir.
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Kanit,

(i) Once Orth® (L) nin f- cebiri oldugunu gésterelim. Orth® (L) nin
Riesz cebiri oldugu agiktir. Simdi 0 <7; , 7, t € Orth®* (L) ve ;i A2 =0

olsun. O zaman her 0 < u € Di N Dy, igin (11 A T2)u = m u A 7z u=0 dur.

OSuEﬂ:I—(Dn)F\D“Z igin 0 <mwyue Dy, wul mau ve n pozitif

genellestirilmis orthomorfizma oldugundan = 7%, u A % u = 0 dir.

Boylece ny A, =0 olur.

0<ue n(—(Dnl) N Dy, olsun. O zaman 0 <mwu € Dy, ve Dy, N Dy,
sirali yogun ideal oldugundan 0 < f; Tnu, 0 < g T u olacak sekilde,
{f:}, {86} © Dn, » Dx, vardu. =m; ve m; swall siirekli oldufundan

mbETmru, 2o T nyu elde edilic, Her T ve s i¢in;

0sm () Am(g)<sm (T g)Am(f:+8)=0

oldugundan m; (f:) A > (g5 ) = 0 dir. Buradan sup wt; (f:) A sup 72 (gs) =0

ve bdvlece w; Tu A m>u=0 bulunur. Boylece Orth® (L) f - cebiridir.

Orth® (L) nin ayrik tam oldugunu gostermek igin 0 < t; € Orth™ (L)
dik sistem oldugunu kabul edelim. O zaman her 0 <u € Dy_n Dy _ igin
e (u) L g (u) olur. 0 < v, w e Dy, M Dy icin w; (viw) L ws (v+w)
oldugundan 7y (v) L ng (w) bulunur. 0 < ge Dy, 0<h e Dy igin
Dx_ ™ Dg_ sirali yogun ideal oldugundan 0 < go Tg,0< hg T b olacak

sekilde {gq}, {hp} = Dz, N Dg_ vardir. 7i; (8a) T 7ic (8) » o (bp) L 7o (h)



ve her a , B igin  7; (8x) L ms (hp) oldugundan = (g) L 7w (h) elde
edilir. Bdylece T (Dr) L 7 (Dx_) ve buradan ( Nz ) L (Ng_)* bulunur.

7y nun dayanagmi C; ile gosterelim. C; = ( N"z )d N Dy, oldugundan
C: idealleri kesin olarak diktir. O zaman f; € C; m Dp  igin

Co A Dy < (C:) A Dy = Ny_oldugundan n; (£5) = 0 dur.

A={feL:3neIN;f=f11+...+f1n,f¢i e Cq 1=1, 2,..., n},

B={u, CT}d olmak iizere A ® A" c A ® B ve A ideal oldugundan
A @ B c L iginde sirali yogun idealdir. f € A , g € B olmak iizere,
T,:A @& B->L

f+g o, (f+g)= T, (f‘rl ) s Tty (f*cn)

bi¢iminde tanimlansin. C; idealleri dik oldugundan =, iyi tanimh ve
0 <7, € Orth® (L) dir.

tTef{t}tve 0L f e Dr, » Dy olsun. f = fTl ..t an + g
i=1,2,...n fTi € Cri N Dy vege (e (Ct)d) I D7tr yani g & N,CT olur.

Bir i, igin f‘i e C; oldugunu kabul edelim. =, (f)=m, (f"i )<n, (f)

ve bdylece her 7 i¢in 7, < 7w, olur.

Simdi her 7 i¢in 7, < 7 olacak sekilde bir = € Orth® (L) oldugunu

kabul edelim. 0 <f € Dy N Dy olsun. O zaman;

16



To (£)= Tq (£ )+t e, (fr))
= fg, (fr) ) viovre (fr))
<n (f)v.v nf)

<z (f)

bulunur. Béylece ©, < © yani %, = sup n, elde edilir.

(i1) Orth (L) f - cebiri oldugundan, Orth® (L) nin f - altcebiridir. Simdi
L Dedekind tam olsun. Once Orth” (L) nin Dedekind tam oldugunu
gosterelim. Bunun igin Orth® (L) iginde 0 < 7t T'< 7 olsun. € {a} olmak
iizere 0 <u e Dy i¢in 0 < u; T u olacak sekilde {u.} < Dyr, N Dy vardir. 0
zaman her 7 i¢in 7, (u.) £ w u; £ w u olur. L Dedekind tam oldugundan
sup; Ty (W) var ve T,u := Supy Wy (W) olarak tanimlanmirsa her o igin

T, u < wu oldugundan sup, f,u € L dir.

Boylece her 9 <u € Dy igin =, u := sup T u olarak tamimlanirsa 7, ,
Dr'den L ‘ye genisier ve 0 <, € Orth® (L) dir. Onermenin ilk kisminda

oldugu gibi wn, = sup 7w, elde edilir.

Simdi Orth (L) nin Orth® (L) iginde sirali yogun ideal oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in 0 £ n; < 7, w € Orth (L) ve m € Orth™ (L)

olsun. Dy sirali yogun ideal oldugundan 0<u e L igin 0 < u, T u olacak
sekilde {u; } < D vardim. Her tigin 7 (uc ) T €mwu. <mu olur L

Dedekind tam oldugundan sup 7, (u; ) vardir. 7, u := sup w; (u; ) olarak
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tammmlanirsa, m; ‘inOrth (L) nin bir elemanina genigledigi goriiliir. Boylece
Orth (L) idealdir.

0<nmeOrth"(L)olsun. n =1, 2,...i¢cin 0 ST A nI<nl ve

boylece 1 A n I € Orth (L) dir. Orth® (L) birimli Arsimedyan f - cebiri
1
oldugundan 0 € n-wtADnIL N 7> dir. Boylece t -t An Il 0 ve buradan

7 AnlT x bulunur.

Bir vektér uzaymdan Dedekind tam Riesz uzayma tanimli pozitif

operatorler igin bilinen Hahn - Banach 6nermesinden asagidaki 6nerme elde
edilir.

Onerme 1.3.6. L Dedekind tam Riesz uzayi olsun. K = L Riesz
altuzayive n: K > L ,her 0<u e Kigin0<mu<u olacak sekilde bir

lineer doniisim ise 0< ®, £ I ve her fe K i¢in #n,f==nf olacak

sekilde =w, € Orth (L) vardir.

Kanit. Her f € L i¢in p (f ) = f olan bir p fonksiyonu tanimlansm.
Her f, g € L 'OskeIRiQinp(f+g)=(f+g)+sf++g+ve
o (A=) =Af oldugundan p altlineerdir. Simdi f e K olsun. O
zaman nf < nf < f oldugundan =w® f<p f dir. Hahn - Banach
o6nermesinden her fe Kigmn, f=7nf ve her felL igin n,f<pf
olacak sgekilde 1w, : L — L lineer déniigiimii vardr (1). 0 < f € L igin
Mo (F)=mo (F)<p(F)=(F) =0 ve m (f)< f =f dir. Boylece
0<m, <l veO=<f,gel fLlg iginm, f<foldugundan n, f L g, yam
T, € Orth (L) dir.
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Onerme 1.3.7. ,M2€ Orth (L) ve bir 0<uel igin ;yu=mu

olsun. O zaman w; ve 7, utarafindan iretilen By, bandi iizerinde esittir.

Kanit. 7, , 7, € Orth (L) ve bir 0 <u € L igin 7; u = % u olsun. O
zaman (7, - Tz ) u = 0 oldugundan u € Ker (w; - ®z) dir. ®; - x> swal
stirekli oldugundan Ker (7; - ®;) banddir. u ‘yu igieren en kiigiik band By
oldugundan B, < Ker (n; - ©;) dir. Béylece her f € By igin (7, - ®,) £=0
ve m; f=n,f elde edilir.
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BOLUM 2
MAHARAM OZELLIGINE SAHIP OPERATORLER

ICIN HAHN AYRISIM ONERMESI

A, (X, X) olgii uzay: iizerinde gergel degerli bir 6l¢iim olsun. P € 2
kiimesi, her E € S igin A (E n P ) > 0 ise A ‘ya gore pozitif, her E €Y
igin A(ENP)<0 ise A‘ya gore negatiftir denir. Klasik Hahn ayrigim
onermesi; X =P UN ve PN = ¢ olacak sekilde A ‘ya gore pozitif P,
A‘ya gore negatif N kiimelerinin varhigimi bildirir. Bu P ve N kiimelerine

A gergel dlgiimiintin Hahn ayrigimi denir.

Bu bolimde klasik Hahn ayrisim onermesi Maharam o6zelligine sahip

operatérler igin genellestirilmistir.

Onerme 2.1. L ve M Dedekind tam Riesz uzaylari T:L — M sirali
stirekli, pozitif operatdr olsun. T Maharam 6zelligine sahipse her P € 8 (M)
ve her 0<uel igin PTu=T Qu olacak gekilde P, T ve u ‘va bagh
bir Qe B (L) vardir.

Kanit. L = Nt @ Cr oldugundan her 0 <u € L igin u = v + w olacak
sekildle 0 <ve Crve 0<we N7y vardir. Her P € (M) i¢gin P Tu =P Tv
dir. Bir Q € ¥ (L) i¢gin P Tv = T Qv oldugunu kabul edelim. O zaman;

TQu=TQv+TQw=PTv+P Tw=P Tu

olur. Boylece T’yi kesin pozitif kabul etmek genelligi bozmaz. Yani Cr

tizerinde onermeyi kanitlamak yeterlidir.
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HerP e 8 (M), her0 <u € Crigin 0 <P Tu £ Tu ve T Maharam
6zelligine sahip oldugundan 0 <v <u, P Tu=Tv olacak sekilde birv e L
vardir. Cr band oldugundan v € Cp dir. K= {Au: A € IR } < Cr Riesz
altuzaymi ele alalim.

T, : K > Cr

Au = m, (Au) = Av

olarak tanimlansm. Her 0 <Au igin A > 0 ve bdylece Av < Au
oldugundan 0 £ =m, (Au) < Au bulunur. C; Dedekind tam oldugundan
Onerme 1.3.6 =, igin uygulanabilir. Béylece 0 <t <I ve mu=mu=v
olacak gekilde bir n € Orth (Cr) vardir. Buradan P Tu = T wu bulunur ve

ayn1 zamanda n; T, P ve u’ya baghdur.
0=PTun(I-P)Tu=TruAaT(-n)uzT(muAn(I-nt)u)=20

ve T kesin pozitif oldugundan mu A (I -n)u=0 dir. Onerme 1.3.7 ‘den
B, < Ct iizerinde t A (I-7)=0 dir. nw':Ct—>Cr, herf € B,,
g € (Bu)d igin. n (f+g)=nf  olarak tammlansm. 0 <7n' <1,

n' € Orth(Cy) ve PTu=T n'u olur. 0<feB,, 0<ge (B igin
n f A g =0 oldugundan;

0L (B A(I-n" ))(f+g)=nfAa(g+(I-n)f)

Safag+tanfa(l-n)f=0
bulunur. Boylece n’ € 8 (Ct) dir.

Simdi Q:L—->L her feCy ve geNr igin Q(f+g)=xn'f
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olarak tamimlansm. O zaman 0<Q<I Q= Q oldugundan Q e 8 (L)
ve P Tu=T Qu elde edilir.

Onerme 2.2. L ve M Dedekind tam Riesz uzaylann T : L > M stral
siirekli, pozitif operatér ve her P € $ (M), 0 <u e Ligih P Tu=T Qu
olacak sekilde Q € % (L) olsun. O zaman ® ({T(L)}"") den ® (L) igine bir
h Boole izomorfizmas: vardir, S : L —> M sirah siirekli pozitif ve T’ye

gore mutlak siirekli bir doniigim olmak iizere her P € 3 ({T(L)}dd ) igin
PS=Sh(P) ve S Maharam 6zelligine sahiptir.

Ozellikle, T Maharam dzelligine sahip ve her P e 8 ({T(L)}") i¢in
PT=Th(P) dir

Kanit. Onerme 2.1.°in kanitinda oldugu gibi T ‘yi kesin pozitif kabul

etmek genellifi bozmaz. ¢ > 0 L‘nin maksimal dik sisteminin bir elemani
olmak iizere B ilizerinde dnermeyi kanitlamak yeterlidir. M = {T(Be)}dd
kabul etmek genellii bozmaz. Béylece her P € 8 (M) ig¢in P Te = T Qe

olacak sekilde bir Q € B (Be) vardir. Onermenin kaniti, kolaylik saglamak
amaciyla birka¢ adimda yapdmgtir.

() HerQ, e B(B.) igin  PT Qe =TQ Q edir. Gergekten,
(I1-P)TQQie<(I-P)TQe=(I-P)PTe=0
oldugundan TQ Q;e =PTQ Qe ve
PT(I-Q)Qie<PT(I-Q)e=PTe-PT Qe=0

oldugundan PT Q,e =PTQ Q;e ve boylece PT Q; e =TQ Qe ‘dir.
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(ii) HerP € 8 (M) i¢in P Te = T Qe olacak gekilde bir ve yalniz bir
Q e 8 (B,) vardir.

PTe=TQe=T Q e oldugunu kabul edelim. O zaman
TQe=PTe=P(PTe)=P (T Q1e)=T Q Q, e olur, burada son esitlik (i)
den elde edilir. Boylece T kesin pozitif Q Q; e < Qeve T (Qe -Q Q;e)=0
oldugundan Qe.= QQie dir. (i) de Qve Q; ‘in rolleri degistirilirse
PTQe=T Q; Qe olacagmndan

TQ, e=PTe=P(PTe)=PTQe=T Q; Qe

ve boylece Q; e = Q; Qe dir. Onerme 1.2.4 ‘den Q, e = Qe dir. Onerme
1.3.7 den B¢ iizerinde Q = Q; dir. Boylece h, B (M) den B (B,) i¢ine
bir P e 3(M) icin h(P)=Q; PTe=T Qe olarak tanimlanabilir.

(iii) h: 8 (M) > 3B (Be) Boole homomorfizmasidir.

h, B (M) nin birim ve sifir elemanmi sirastyla 8 (B.) nin birim ve sifir

elemanma gétiiriir. P, , P, € 8 (M) ise (i) den dolayi,

(PiAP;)Te=P P, Te=P (Th(P:)e)=T (M (P,)h(Py)e)
ve h’m tanimindan;

h(PiAP)=hP)h(P)=h(P)Ah(P2)
dir.

(I-P)Te=Te-PTe =Te-Th(P)e =T (I-h(P)e



oldugundan h (I-P)= I-h (P) dir. Boylece h Boole homomorfizmasidir.
(iv) h , bire - bir ve siral stireklidir.
P,,P,e (M) ve h(P,)=h (P;) olsun. O zaman
PiTe=Th(P;)e =Th(P>)e =P, Te

ve Onerme 1.3.7 ‘den B, iizerinde P, =P, dir. T pozitif ve sirali siirekli

oldugundan Bte = {T (Be) }dd =M dir. Boylece P, = P> ve h bire-bir
dir.

h‘nm sirah sirekli oldugunu gérmek icin P; { 0 oldugunu kabul
edelim. O zaman Q; = h (P; ) olmak tizere 0 < Q; ve Orth (B.) Dedekind
tam oldugundan Q; { Q olacak gekilde bir Q e Orth (Be) vardir. Her
7 igin 0<TQe <T Q;e =P, Te oldugundan 0=infP; Te 2T Qe =0

ve boylece T Qe =0 bulunur. T kesin pozitif oldugundan Qe = 0,
Onerme 1.3.7 ‘den Q = 0 dur.

(v) S: L > M pozitif ve T ‘ye gore mutlak siirekli ise her P € 8 (M)
igin P Se = S h(P) e dir.

Pe®(M) ve h(P)=0Q olsun. S <<T oldugundan

SQe e {TQe}" = (PTe}™ cP (M)

ve boylece (I-P)S Qe=0yani S Qe =P S Qe dir.



SI-Qee{T(@I-Qe}" = {(I-P)Te}" < (I-P)(M)

veburadan P S (I-Q)e =0 yani P Se=P S Qe dir. Bdoylece
P Se = S h(P)e bulunur.

(vi) S, (v) deki hipotezlere ek olarak sirali siirekli ise her P € 8 (M) ve
her 0 <ueB.iginPSu=Sh(P)u dur.

e tarafindan iiretilen ideal Ay olmak fizere her 0 < u €A, icin

P Su = Sh (P) u oldugu gosterilirse her 0 <u € B, igin;

PSu= P S (supuAne)=supP S (u A ne)

sup S h(P) (u A ne) = S h(P) (sup u A ne)

Il

S h(P) u

elde edilir. Simdi 0 <u € A. olsun. O zaman 0 < u < Ae olacak sekilde

A>0vardir. K={0e:0 elR } c L Riesz altuzaymn ele alahm.

T,: K — L

Be—> n,(0e)=0u

olarak tanimlanirsa her 0 < Be igin 0 < 7, (0e) = Ou < A Be bulunur.

Onerme 1.3.6 ‘nm kanitinda p (f) = A f almrsa 0<m<AI verme=u
olacak gsekilde m € Orth (L) elde edilir S'=Somw, 0<velL olsun
S" v <A Sv oldugundan 8’ v e {Tv}" yani S<<T dir. (v) den
P S’e = S’ h (P)e ve boylece,
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PSu=PSne=Snh(P)e=Sh(P)wne =S h(P)u
bulunur. Burada dgiinci esitlik Onerme 1.2.4 ‘den elde edilir.
(vii) S, (v) ve (vi) daki hipotezler altinda Maharam 6zelligine sahiptir.

0<uel, 0<veMveO<v<Suolsun K={ASu:1elR}cM
Riesz altuzaymi ele alalim. Daha o6nce gosterildigi gibi 0<n<I wve
7 Su = v olacak sekilde * € Orth (M) vardir. 0 £ = < I oldugundan ve

Freudenthal’m spektral 6nermesinden n, T 7 olacak sekilde w, dizisi vardir.

Buradam,; 1<i<p 0<c;<1ve {Pi}cBM) i#] igin P; P; =0

olmak tizere %lciPi bigimindedir. Boylece m, Su T x Su  olur,
1=
by = .glcih(Pi) olmak iizere i#j igin h (P;)h (P;) =0 ve béylece;
1=
p P
,Zlcih ®)= Vch(®)<I dur. Orth (L) Dedekind tam oldugundan
1= i=1

sup b, var ve suphp, < I dir.

Yukaridaki agiklamalar S “nin siralt stirekliligi ve (vi) dan,

P
v =7 Su = sup w, Su= sup ~ZlciPi Su
1=

P
= sup ig,lciSh(Pi) u =sup S (élcih(Pi) u)

P
= S (sup i_‘__Zlcih(Pi)) u



elde edilir. w = sup ,%1cih(Pi) u olmak iizere v=Sw ve 0 <w <u olur.
1=

Boylece S Maharam 6zelligine sahiptir.
Onermenin son kism1 S yerine T ahmarak elde edilir.

Onerme 2.3. Onerme 2.2 ‘deki hipotezler altmda, T ‘nin Maharam
0zelligine sahip olmas: igin gerekli ve yeterli kosul K = {T (L)}dd M
olmak tizere bir h: Orth® (K) — Orth” (L) asagidaki 6zellikleri dogrulayan

sirah siirekli f-cebir izomorfizmasinin olmasidir.
(a) h(B8XK))c=as(L)

(b) h(Z(K))<=Z(L)

(c¢) S:L —> M siral siirekli, pozitif ve T ‘ye gore mutlak siirekli bir
déniisim olmak tizere her © € Orth” (K) ve f e Dy i¢inw S f= S h(n) f
dir. Bu durumda S Maharam dzelligine sahiptir.

Kamit. Once Onerme 2.2 ‘deki hipotezler altnda T Maharam

Ozelligine sahip olsun. O zaman h : 8 (K) > 8 (L) Boole izomorfizmasi
vardir. h ‘nm Orth® (K) dan Orth™ (L) ye h (Z(K)) < Z (L) olacak sekilde

strali siirekli f-cebir izomorfizmasma genisletilebilecegini gésterelim.

Eger 0<meZ(K) ise 0 <t <Al olacak sekilde A >0 vardir.
Boylece 1 <i<p, 0<¢;<1, {Pi} cB(K) ve i#] i¢cin P; P; =0 olmak
izere 7y = _%IciPi dizisi vardir; © = sup 7, dir. h (%,):= _glcih(Pj) e Z (L)

1= 1=

olarak tanimlanirsa n = 1, 2,... i¢in h (m,) < A I dir. Béylece sup h(m,)

vardir ve sup h (ny) € Z (L) dir. O zaman h (%) := sup h(n,) olarak tanim-
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lanabilir. b toplamsal oldugundan Z (K) dan Z (L) ye pozitif operatdre

genigletilebilir. #,s € Z(K) n=supn,, s=supsy ve T As=0 olsun.
Hern,m=1,2,... i¢cin Wy ASp =0 dir. 7, = -glciPi , Sm = .%1diQi
1= 1=

olmak dizere 1<i<p 1<j<gq igin PiA Q; =0 ve bdylece
h(P;)Ah(Q;)=0 dur. Buradan her n, m =1, 2,... igin h(my) A h(syn) = 0
bulunur. Béylece h (t) Ah(s) =0 dir. Simdi 0<nme Z(K) ve h(n)=0

P
olsun. O zaman n=1, 2,... igin h () =,Zlcih(Pi) =0 boylece 1 <i<p
1=

igin h (P;) =0 ve buradan P; = 0 bulunur. Béylece = =0 dur.

Simdi 0 < € Orth® (K) olsun. O zaman n = 1, 2,... i¢in 7ty € Z (K),
n,<nl ve n#m igin Ty, ATy =0 olacak sekilde =, dizisi vardir;
T =sup %, dir. Boéylece n#m igin h () Ah () =0 ve h (my) <nl
dir. Orth® (L) ayrik tam oldugundan sup h (n,) € Orth” (L) dir. O zaman
h (m) := sup h (x,) olarak tanimlanabilir. Buradan genel n© € Orth™ (K) igin
h(r) = h( TC+)-h( n-) dirr %, se€Orth®(K) =n=supmp, S=supsy
vetAS=0 wolsun. O zaman n, m=1,2,... igin 7y A Sp =0
oldugundan h (7p) A b (s) = 0 ve boviece b (x) A h (8) = 0 bulunur.

Bévlece h, birimi birime gétiren Riesz homomorfizmas: ve buradan h

cebir homomorfizmasidir (12).

Ker h = {0} oldugundan h bire-bir ve Ker h band oldugundan h sirah
siireklidir (1). Boylece h, h (8 (K)) c 8 (L) ve h (Z (K)) < Z (L)

olacak sekilde sirali siirekli, f~cebir homomorfizmasidir.
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S: L > M sirah siirekli, pozitif ve T ‘ye gore mutlak siirekli bir

doniigiim olsun. Onerme 2.2 ‘den her = € Z (K)igin = S =S h (%) oldugu
agiktir. 0 <7 € Orth® (K) ve f e Dp(y) olsun. O zaman 7 =sup 7y,

n=1,2,. 1ign %, € Z(K) dir.

nSf

i

supty Sf=sup Sh(np)f=Ssuph(ny)f

Sh(rm)f

elde edilir. h nmn tammmmdan genel = € Orth® (K), f & Dy igin

n S f=S8h (n) f dir. Onerme 2.2 ‘de oldugu gibi S Maharam 6zelligine
sahiptir.

Onermenin diger kismi S yerine T almarak elde edilir.

Onerme 2.4. L ve M Dedekind tam Riesz uzaylan, T: L > M
stral siirekli olsun. | T| nin Maharam 6zelligine sahip olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul her P € 8 (M) veher 0 <u e L igin P Tu =T Qu olacak
sekilde Q € 8 (L) olmasidir.

Kamt. |T| Maharam Ozelligine sahip olsun. T+, T swab siirekli,

pozitif ve | T| ne gore mutlak siireklidir. Onerme 2.2 ‘den her P € 8 (M)
igmPT =T h(P) ve PT =T h(P) dir. h(P)=Q e @ (L) olmak

iizere (PT) =(TQ) ve (PT) =(TQ) dir. Boylece her 0 <u e L igin;

P Tu=(PT) u-(PT)u=(TQ) u-(TQ)u=T Qu

elde edilir.
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Tersine; Pe 8 (M) ve 0<uelL igin P Tu=T Qu olacak sekilde
Q € 8 (L) olsun. O zaman;

P|Tlu =PTu+PTu=(PT) u+(PT)u

[PTlu=|TQlu=(TQ) v+ (TQ)u

= T Qu+T Qu=|T|Qu

olur. Onerme 2.2 ‘den | T| Maharam Ozelligine sahiptir.

Onerme 2.5. (Hahn Ayrigim Onermesi) L ve M Dedekind tam
Riesz uzaylan, T : L —» M sirah siirekli ve | T| Maharam Ozelligine sahip
olsun. O zaman her 0 <u e L i¢in TQu=0 ve T (I - Q,)u <0 olacak

sekilde Q, € B (L) wvarduir.

Kanit. A ={Q e B(L):her0<uel igin T Qu =0} olsun. A
bog degil ve Q;, Qe A igin Q;v Q; e A dir. Gergekten, 0 € A
ve Q, Qe Aiseher 0<uel igin 0L Qu, (I-Qx)u, (I-Q)uel
oldugundan T Q; Q:u>0, TQ;(I-Q)u>0 ve TQ-(I-Q)u>0 dir
Boylece Q1 Qz, Qi (I- Q). Q:(I-Q) e A dir.

QvQ =0Q1+Q-QQ =Q:Q+Q;-Q1Q+Q:-Q:Q;
=Q Q:+Q(I-Q) + Q:2(I-Qy)

ve burudan Q; v Q2 € A dir. L Dedekind tam ve A yukariya yonlendiril-
mig sistem oldugundan sup (R: R € A ) vardir. Q, =sup (R: R € A) ol-
mak iizere (2) Onerme 30.5 ‘den Q, € B (L) dir. Boylece her 0 <u e L
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igin Ru T Qu ve buradan Ru LN Qou olur. T swrah siirekli
oldugundan T Ru—2> T Qu ve béylece (T Ru) —>> (T Qou)
elde edilir. Béylece T Q.u = (T Qou)+ 2 0 bulunur. Yani Q, € A dir.

Simdi S=T (I-Q,) olmak iizere her 0 <u e L igin Su <0

oldugunu gosterelim. Bir 0 <u, € L igin S u, £ 0 yani (S u‘,)+ >0
oldugunu kabul edelim.

B={QeB(L):S Qu, £0} kiimesini ele alalim. 0 € B oldugundan -

B bos degildir. Q < B ‘nin bir zinciri olsun. O zaman Q' = sup (R:R € Q)
olmak tizere Q' € B (L) dir. Béylece Ru, T Q" u, ve S siral siirekli
oldugundan yukanda yapildigi gibi (S R uo)+ -2, (S Q uo)+ elde
edilir. SRu, < 0 oldugundan (S Q’ u°)+ =0 olur. Boéylece S Q" u, <0 ve
Q’ € B dir. Zorn 6nermesinden B ‘nin bir maksimal elemam vardir.
Bu elemam Q; ile gdsterelim. S u, £ 0 kabul edildiginden I¢ B ve
boylece Q;=1-Q;#0 dir. Qe B(L), Q< Q; i¢in SQu, <0 ise Qe B
" ve boylece Q< QA (I-Q;) oldugundan Q=0 olur. O zaman her
QesdB(L) 0Q<Q: igin SQu, %0 dirr Simdi her Q & B (L)
0£Q<Q, igcin SQu, >0 oldufguhu gosterelim. Bunun igin bir Q € B (L)
0 # Q < Q. olmak iizere SQu, * 0 oldugunu kabul edelim. SQu, ! 0
oldugundan ve SQu, + 0 kabul edildiginden SQu, &+ 0 dir. Bédylece

(SQu,) >0 dir.P € B (M), (SQu,) tarafindan iretilen band iizerindeki

projeksiyon olmak iizere P (SQu,) = -(SQuo)- <0 elde edilir.

Her 0 <uel igin S Qu-=T (I-Q)Qu < |Tlu ve

S Qu=T (I-Q)Qu< |T|u oldugundan $'Q << | T|, $°Q << | T| dir.

Onerme 2.2 “den;
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PSQuo=PS Qu.-PS Quo=S h(P)Qu,-S h(P)Qu,

=Sh(P)Qu

olur. Boylece Sh (P) Quo <0 veh (P) Qu, # 0 bulunur. 0 #h (P) Q < Q2
oldugundan Sh (P) Qu, £ 0 dir. Buise Sh (P) Q u, < 0 olmasiyla geligir.
Boylece her Q e 8 (L) 0z#Q<Q; igcinh SQu,>0 ve buradan
S Q2u, > 0 dur.

Freudenthal’m spektral dnermesinin kanit1 incelenirse, u, tarafindan

iiretilen ideal Ay olmak iizere 0 <y € Ay igin uy LN y olacak gekilde

U= 2 a

. _Pa,-)u° dizisi vardir. Burada 0 = o, <oy <..<o0p =1,
1=1

i-l(Pai_l

1=0,1,2,.,p igin Py , (y-04 uo)+ tarafindan tretilen band tizerindeki

projeksiyondur ve B o e )t oldugundan Py, - Py, € B (L)

¥ - (y
dir,. 1 =0,1,2,...,p igin 0 £ Q2(Pqy - Py ) £ Q2 oldugundan

S Q2 (P, 4 Py Ju, 2 0 ve boylece n=1, 2,... igin S Q2 uy = 0 bulunur.
S Q siral siirekli oldugundan S Q; y = 0 dir. u, tarafindan iiretilen band

Buo olmak iizere Ay < By, sirali yogun ideal oldugundan her 0 < w € By,
igm S Q2w 20 dir. Qu, By izerindeki band projeksiyonu olsun. Her
0<ueligin 0<Qy (u e By ve bdylece S Q; Qu, (u) = 0 dur.
Qu, (1) = u, oldugundan S Q2 Qu, (w) = S Q2 u, > 0 dimr.
S ‘nin tanimindan her 0 <u e Ligim T (I - Qo) Q2 Qu, (u) 2 0 ve
T dT- Q) Q Qu, (u)) > 0 dir. Boylece (I - Q;) Q2 Qu, # 0 dir.
Qo =Q, +(I-Q,) Qz Qu olmak iizere Qo € B (L) veher 0 <uel

icin T Qou>=0 oldugundan Qo € A dir. Qpve Q, m tanimndan
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Qo = Q, bulunur. Bu ise (I-Q,) Q2 Qu, #0 olmastyla gelisir. O halde

her 0<uel igin Su=T{-Q,)u<0 dm.



BOLUM 3

RADON - NIKODYM ONERMESI

u, ( X, 2 ) 06lgi uzay: iizerinde pozitif dlgiim olsun. X = UE,

oldugunda her n igin u (E,) <o ise U ‘ye o- sonludur denir.

A, u (X, 2) olgii uzay: tizerinde pgozitif Olgiimler olsun. Her E € X
u(E)=0 iken A (E) =0 oluyorsa A, u ‘ye gore mutlak siireklidir denir
ve A << u olarak gosterilir.

(X, Z, u) dlgiim uzaymda negatif olmayan, 6lgiilebilir fonksiyonlarm
kiimesini M, ile gosterelim. fe M, olmak tizere her E € 2 igin
AE)= ][: f dp seklinde tamimlanan A pozitif Olgiimdiir ve A << p dir.

Klasik Radon-Nikodym 6nermesi bunun tersini soyler. Yani, A, u (X, 2 )

0l¢li uzay: tizerinde o- sonlu Olgliimler ve A << u olsun. M, iginde her

EeX igin A (E)= I[Z fd p kosulunu saglayan - hemen hemen her yverde
tek f fonksiyonu vardir. Bu f fonksiyonuna A ‘nmn p ‘ye gére Radon-

Nikodym tiirevi denir.

Bu bélimde pozitif operatérler icin Radon-Nikodym Onermesi

verilmigtir.

Onerme 3.1. L ve M Dedekind tam Riesz uzaylan, T : L — M sirah
sirekli, pozitif operatér olsun. O zaman asagidaki kosullar denktir.
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(i) T, Maharam ozelligine sahiptir.

(ii)Her S:L >M 0<S<T igin 0<sn<I S=Trn olacak
sekilde = € Orth (L) wvardir.

Kamit. Once (i) = (ii) oldugunu gésterelim.
P={neOrth(L):0<x<L her0<uel iginTnu< Su}

olsun. 0 € ® oldugundan ® bog degildir. m;, , W € O, Qe%B (L)
(m - 752)+ nin dayanag tzerindeki projeksiyon olsun. 0 < u € L igin
u=v+w olacak sekilde 0 <v € Cz;.x,)*+ 0 =W € Nz, .r,)+ vardir.
(m, - n2)+u = (1 - n2)+v oldugundan (w, - 7:2)+u € Cx, - ny+ dir. Orth (L)
f-cebiri, (m; - 7C2)+ (1 - TCz)- u=0 ve béylece (m; - nz)-u € N, - nz')+ dar.
Buradan Q ((m; - ®2)u) = (w; - TCz)+11 bulunur. 0 < 7 v w12 £ 1 ve her

0<uelL icgin

(m vm)u = mu+ (m - 11:;)+u = mou + Q ((7; - ®2)u)
= mu+Qmu-Qmu=Qmu+(I-Q)nu
= mQu+ 7 (I -Q)u
ve boylece

T ((=; vro)u) = TrQu+ T me (I- Qu

IA

SQu+S(I-Qu=>Su



oldugundan =; v 7n; € ® dir. Boylece ® yukariya ydnlendirilmis sistem ve
Orth (L) Dedekind tam oldugundan sup (m: n© € @) vardir.
T, =sup (m: © € ®) olmak tizere 0 < 7w, < I, T sirah siirekli pozitif
oldugundan her 0 <u e L igin Trou=sup(Twu:mw e ®) < Su ve
boylece 7, € ® olur. Simdi S =T 7w, oldugunu goésterelim. Bunun igin
S:=S-Tmn, olsun. S; # 0 oldugunu kabul edelim. O zaman Syu, > 0
olacak sekilde 0 < u, € Cs, vardo. M Dedekind tam oldugundan
Arsimedyandir ve (S1u, - € Tuo)+ > 0 olacak gekilde bir 0 <& <1 wvardr.
Si, € T siral siirekli, pozitif ve T ‘ye gore mutlak siireklidir. T Maharam

dzelligine sahip oldugundan Onerme 2.2 ‘den her P € ® (M) igin
P(Si-¢eT)=S;h(P)-eTh(P)=(S:1-e¢T)h(P)

dir. Onerme 2.4 ‘den | S; - £ T | Maharam 6zelligine sahiptir. Béylece Hahn
ayrigim Onermesi S; -€ T igin uygulanabilir. Yani her 0 <u € L igin

($1-eT)(Qeu) =20 ve (S;1-€T)(I-Qe)u<0 olacak sekilde Q. € B (L)
vardir. P € 8 (M), (Siu, - ¢ Tu°)+ tarafindan iiretilen band tizerindeki

projeksiyon olsun. O zaman
(Sitte - € To) =P (Sito - & Tuo) = (S1 - T) h (P) uo > 0

dir. Boylece h (P) u, > 0 bulunur. Q¢ h (P) u, = 0 oldugunu kabul edelim.
Ozaman (I-Q¢)h(P)uc=hP)u, dir. (S1-eT)(I-Qe)h (P)u, <0
oldugundan (S; - T) h (P) u, £ 0 bulunur. Buise (Si-¢ T)h (P)u, >0
olmasiyla geligir. O zaman 0 < Qg h (P) u, < Q¢ u, ve boylece Qg u, >0
bulunur. Yani Qg # 0 dir. Her 0 <u e L igin (S; -€ T) Qau =20

oldugundan,
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€eTQsu £ §;Qu £ Syu = Su-Trou

ve boylece T (m, + € Q¢ Ju £ Su olur. Bir 0 < u € Cr i¢in
u < (m, + € Qg )u oldugunu kabul edelim. T kesin pozitif oldugundan
Tu < T (m, + € Qg)u < Su ve S < T oldugundan bu bir geligkidir.
T, + € Qg, I ile kiyaslanabilir oldugundan Ct iizerinde 7w, + € Q¢ < 1 dir.
Q, Ct izerindeki projeksiyon olmak iizere n; = (n, + € Q. )Q + 1 - Q

olsun. 0<m <1 ve her 0 <u e L igin

Tmu =T ((mo +&Qe) Qu+ (I-Qu) =T (7, + & Qe) Qu

<£SQu<Su
oldugundan w; € ® dir.

S; £ S T oldugundan Cs,c CscCr dir. 0<Qzu,<u, € Cr

oldugundan Q Qz u, = Qz u, > 0 ve Dboylece Qg Q % 0 bulunur.
My - Ty = € .Qs Q oldugundan 7; (u,) > mo(u,) dir. 7, ‘mn tanimindan

7w £ 7@, ve bdylece @ (uo) £ To(Uo) Dbulunur. Bu ise geligkidir. O

zaman S;=0, yami S=Tmr, dir.

Simdi (i) = (i) oldugunu gosterelim. P € 8 (M) igin S =P T
olsun. Ozaman 0< S <T ve (ii)‘den PT=Tnx, 0 < n <1
olacak gsekilde m € Orth (L) vardir. L = Ct © Nt oldugundan heru € L
igin u=v-+w olacak gekilde ve Cr, we Nt vardir. Q € ¥ (L), Cr

tizerindeki projeksiyon olsun. Her0 <u e L igmn
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PTu =PTv+PTw=PTv=Trnv

=TQrv+TQraw=T Qmu

olur. 0<Qn<I dir ve her 0<uel igin

o
il

PTuAn(I-P)Tu=TQmuAaT{I-Qr)u

> T(QmuAa(I-Qn)u)20

elde edilir. 0 S QmuA(I-Qr)ue Cr ve T, Ctr iizerinde kesin
pozitif oldugundan Qmu A (I-Qm)u=0 dir. Boylece PT =T Qn
olacak sekildle Qm € % (L) vardir. Onerme 2.2 ‘den T Maharam

6zelligine sahiptir.

Radon-Nikodym Onermesinin kisitlamasiz kanitin1 vermeden 6nce bir

operatér tarafindan tretilen bandin elemanlarini belirleyelim.

Onerme 3.2. L ve M Dedekind tam Riesz uzaylar1 S, T:L » M

sirali stirekli, pozitif operatrler olsun. T Maharam o6zelligine sahipse
S e (T }dd olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul her 0 <u e L icin

Su e {Tu}dd , yani S << T olmasidir.

Kamit. Once S e {T }dd olsun. O zaman S A nT T S dir. Her
0<uelLigin (SAnT)uT Su ve her n igin (S/\nT)ue{Tu}dd

oldugundan Su € {Tu }dd dir.

Tersine; her 0 <u el igin Su € {Tu }dd olsun. /£y (L, M)

Dedekind tam Riesz uzayr oldufundan S =S, + S, olacak gekilde
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08, € {T }dd ve S2 L T wvardir. S; =0 oldugunu géstermeliyiz.
0 < S; £ S oldugundan S; << T dir. O zaman S, + T swrah siirekli,
pozitif ve T ‘ye gore mutlak sireklidir. Onerme 2.2 ‘den S, + T
Maharam oOzelligine sahiptir. 0 < T £ S$;+T ve 0 < 8; < §;+T
oldugundan Onerme 3.1 ‘den T=( S; + T)7m, S:=( S22+ T ) 7,

0 <m, mp £ 1 olacak sekilde w; , m; € Orth (L) wvardir.
0S(Sz+T)Tt1/\7E2 S(Sz+T)7‘C1 /\(Sz“‘T)TEz =TAS=0

ve bdylece Cg,+r iizerinde 7 A mz = 0 bulunur. Cs, © Cgpe1

oldugundan Cg, izerinde my An; =0 dur. Her 0<u,v e Cs, igin

0SS muAmv ST ut+tv)an(utv)

oldugundan miuAm v =0 ve bdylece m (Cs,) L 72 (Cs,) dir.

S, # 0 oldugunu kabul edelim. O Zzaman 0 <u, € Cs,_, vardir.
S2 = (S2+T)m: oldugundan Cs, = Cp, ve béylece m: (uo,) >0 dur.

T (W) > 0 oldugunu Kkabul edelim. O zaman 0 < m (u,) <u, € Cs, |
oldugundan 7> 7w (W) > 0 olur. m (Cs,) L w2 (Cs,) oldugundan
T T2 (W) A T2 W (W) =0 dir. Orth (L) Argimedyan f - cebiri
oldugundan =; m» = mym; ve boylece W W (W) = W2 W (U,) =0

bulunur. Bu ise m; w (u,) > 0 olmasiyla ¢eligir. O zaman w; u, = 0

dir. Boylece S:uo=(S:+T)mu, >0 ve Tu,=(S:2+T)mu=0
bulunur. Sz uo € {Tuo }* oldugundan S,u, =0 dir. Bu ise Syu,> 0

olmasiyla geligir. O halde S, =0 vebdylece S=8;, € {T }dd dir.



Onerme 3.3. (Radon-Nikodym) L ve M Dedekind tam Riesz
uzaylann, S, T : L > M sirali siirekli, pozitif operatorler olsun. T

Maharam dzelligine sahipse agagidaki kogullar denktir.

() S e {T}" dir.

(ii) S, T ‘ye gore mutlak siireklidir.

(iii) Her f € Dyigin S f=T © f olacak sekilde 0 <7 e Orth® (L)

vardir.,

(iv)Her 0<feL igin Sf=sup T ny f olacak sekilde 0 < my T,
m=1,2,.. i¢gin 7wy € Orth (L) vardir.

Kanit. Onerme 3.2 ‘de (i) ve (ii) ‘nin denk oldugu gosterildi. Kanit1

tamamlamak i¢in (i) = (i) = (iv) = (i) oldugunu gésterelim.

Once (i) = (iii) oldugunu gosterelim. (i) den dolayr n =1, 2, ,...
igin S, <nT, n#m igin Sy L Sy ve S=sup S, olacak gsekilde S,
pozitif operatorleri vardir. T Maharam 6zelligine sahip oldugundan her n
igin nT Maharam 6zelligine sahiptir. Onerme 3.1 ‘den n = I, 2.... igin
0<my<I ve S, =(n T) o, olacak sekilde n, € Orth (L) vardir. n 7, ,
yeniden m, ile gosterilsin. O zaman n = 1,2,... i¢gin 0 < wy, < n I,

Sp=T 7wy, Ty € Orth (L) dir. n #m igin
0=SpASn=TraaAT7y 2 TAaATR) = 0

dir. Boylece Ct ftizerinde n#m i¢in 7, L 7ty dir. Q € 8 (L), Cr

izerindeki projeksiyon ve her n i¢in 7,’ = n, Q olmak tizere w,’ € Orth (L)



dir. Her 0<uel igin u=v+w, 0<velCr, 0<we N7 ve

Spau Trpu=Trav+TRaw=Tn, Qv+Tr, Qw

= Tra,Qu=Tmn,u

elde edilir. Her 0 <u e Lven #migin (T At ) u =7, QuA 7ty Qu=0
bulunur. Orth” (L) ayrik tam oldugundan sup =,’€Orth” (L) dir. 7=sup m,’
olmak tizere n # m =, L my' oldugundan @ = sup (7" +...+ wy') ve T

sirali stirekli, pozitif oldugundan her 0 <f e D, igin

Trf = Tsup(m)" +..c¥ ) = sup (T £+..+Twy' )

= sup (S;f+...+S,£f)=Sf
elde edilir. Boylece her fe Dy i¢gin Sf = Txf dir.

Simdi (i) = (iv) oldugunu gésterelim. (iii) den dolayr Dy
iizerinde S = T © olacak sekilde bir © € Orth® (L) vardir. Onerme 1.3.5

den Orth (L) sirali yogun ideal ve mw, T n olacak sekilde 0 < m, € Orth (L)
vardir. O zaman her 0 < fe Dy i¢in sup T (mwy, f) =S f dir. Dy swrals
yogun ideal oldugundan her 0 < u e L igin f; T u olacak sekilde

0 <f; € Dy vardir. O zaman her n ve 7 igin
Trg £f: < suppy T 7y £z = Sf; £ Su

ve boylece sup; T =, £ < Su bulunur. T siral: siirekli oldugundan her n
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igin Ty u £ Su vesuppy T 7w, u<Su olur. Her n ve 1 igin
Tra £ <Twyu ve SEf=supy, Tmy £ £ supy T ®p u oldugundan

Su=sup; S f; <supp T myu dur. Béylece Su=sup, T n, u elde edilir.

Son olarak (iv) = (i) oldugunu gosterelim. Her 0 <u € Ligin T
sirah sirekli, pozitif oldugundan T ({u}™) c {Tu}™ dir. (iv) den her
0<uelLigin Su=sup, T m, u olacak gekilde 0 < m, T, n=1,2,..i¢n
Tp € Orth (L) vardir. Her 0<uel ve her n igin 7,u e {u }dd

oldugundan T ®, u € {Tu }dd ve boylece Su € {Tu }dﬁl bulunur.
Onerme 3.3 ‘“de M = IR ahmrsa asagidaki 6nerme elde edilir.

Onerme 3.4. L Dedekind tam Riesz uzayr 0 < ¢ , y L iizerinde

normal integraller olsun. O zaman asagidaki kosullar denktir.
(i) v, ¢ ‘ye gore mutlak stireklidir.

(ii) Her f € Dy igin ¥ f= ¢ n f olacak sekilde 0 < e Ortk®(L)

vardir.

(iii) Her 0<fel i¢cin Y f=sup ¢ 7y, f olacak gekilde

0<my T,m=1,2,... igin 7Ty € Orth (L) vardir.



BOLUM 4

DUAL RADON - NIKODPYM ONERMESI

Onerme 4.1. L ve M Dedekind tam, agir1 ayrik Riesz uzaylan, T: L - M
siralt siirekli, pozitif operator olsun. T ‘nin Maharam 6zelligine sahip olmas:

igin gerekli ve veterli kosul T nm swral sirekli Riesz homomorfizmast
olmasidir.

Kamit. Once T ‘nin Maharam 6zelligine sahip oldugunu kabul edelim. T

sirali siirekli oldugundan T  swah sireklidir (1, 3).

T~ nm Riesz homomorfizmast oldugunu gosterelim. Bunun igin
0<9,XeM; ve PAX=0 olsun. Her 0<u e L igin,

(T QAT X)u =mf (T Ov+T Aw:0<v,w ve u=v+w)

1l

li

mf(@Tv+ATw: Tv+Tw=u, u=v+w)

olur.

A={0Tv+ X Tw:Tv+Tw=Tuy,u=v+w} ve

B={ov+Aw: :02v,w eM,v+w =Tu}

olmak iizere A =B oldugunu gésterelim. A < B oldugu agiktir. Simdi
0<v,w Vv +w =Tu olsun. T Maharam oézelligin sahip oldugundan
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0<v<u Tv=vV olacak gekilde v e L vardir. w=u-v olsun. 0<sw<u
ve Tw=Tu-Tv=w dir. Ohalde vv=Tv, w=Tw, u=v+w ve

boylece @ v+ X w' € A dir. Bu durumda her 0<ueL igin,

(TTOAT X)u =mf (P Vv +XW:0SVv,w eM, v +w =Tu

=(@AX)Tu=0
bulunur. Yani, T Riesz homomorfizmasidir.

Tersine; T~ Riesz homomorfizmast ve 0 < v < Tu, 0 <Lu el
0<veMolsun. T  Riesz homomorfizmasi oldugundan T (M7 ), L nm
Riesz altuzayidir. Her @ € M7 icin w (T” ¢) =9 v olarak tamimlansm. O
zaman w, T ( M3 ) iizerinde pozitif fonksiyonel tanimlar. Gergekten
T @ =0 iken T  Riesz homomorfizmast oldugundan T~ |lo|=0 dur
Her OSubeL igin T I(Plu = |o|Tu=0 ve l((’vl < lq)lv < l(P[Tu
oldugundan ® v=0 bulunur. Yani w iyi tammhdir. T @ > 0 olmak
izere T |®|=T ¢ oldugundan w (T @) = l¢|v =0 bulunur.

Boylece w20 dir. 0<T @ igin
w(I"0)=|olv < [o|Tu = u (@~ ]0])=u (T 0)

dir. Yani,T~(M’1;)ﬁzerinde 0<w<uelL dir. Béylece w, 0<w<uel



olacak sekilde L7/ ‘ya genellegtilebilir ve buradan w L7 dzerinde normal
integraldir (1). L, Dedekind tam ve agin ayrik oldugundan ( L7 ) § mm bir

sirall yogun idealine denktir. Boylece 0<w e L dir. Her ® € M igin

¢ (Tw)=w(T @)=0¢v dir. f=Tw-v olmak iizere her ® € M7 igin

®(f)=0 dr. Her 0<¢ e Mj icin

O (f)=max {Sf: S € £, (M, IR), 0<S <@}

¢ (f )=max {-Sf: S e Ly (M, IR), 0<S <0}

dir. 0 < S <9 oldugundan S € M ve boylece Sf=0 dir. Buradan
O )=0()=0 ve o(|f])=0 elde edili. Her ® M igin

(P(lfl) = (P+(ifl) - (P-(|f|)=0 ve M agin aynk oldugundan f=0
bulunur. Yani Tw=v dir.

Maharam  6zelliginin yukaridaki betimleniginden Radon-Nikodym
onermesinin agagidaki halini verebiliriz.

Onerme 4.2. L Arsimedyan, M Dedekind tam Riesz uzaylann ve

S, T:L —> M pozitif operatdrler olsun. Eger T Riesz homomorfizmas: ise
agsagidaki kogullar denktir.

() S e {T }* dir.

(i) Her 0<u e L igin Su e {Tu}“ dir.

(iii) Her f € L igin S f=7n T f olacak sekilde 0 < n e Orth™ (M)
vardir.
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Bu durumda S ‘de Riesz homomorfizmasidir.

Kamit. (i) = (i) ve (ii) = (i1) oldugunu gérmek kolaydir. Kanit:
tamamlamak igin (ii) = (i) = (iii) oldugunu goésterelim.

Once (ii)) = (i) oldugunu gorelim. Bunun igin u Av=0 olsun.
TuanTv=0 oldugundan {Tu}* L {Tv}* ve (i) den Sun Sv=0
bulunur. Yani, S Riesz homomorfizmasidir. £ , (L, M) Dedekind tam Riesz
uzay1 oldugundan S =S, + S, olacak sekilde 0<S; e {T}*, S, L T
vardir. 0 £ S; £ S oldugundan S,, T ‘ye gbre mutlak siirekli vé S, Riesz
homomorfizmasidir. Béylece uAv=0 igin S;uA Sov=0, S,uaATv=0,
TunS;v=0, TuAaTv=0 ve buradan (S; + T)u A (S;+ T)v=0 bulunur.
Boylece S,+ T Riesz homomorfizmasidir. O zaman (S; + T) (L), T (L) ve
S, (L) M “nin Riesz altuzaylaridir.

T (S + TY(L) —~> S (L)

(Sg"l'T)f —)TC(Sg+T)f=Szf

olacak gekilde m tamimlanabilir. Gergekten fe L igin (S, + T)f=0 ise
(S:+T) |f|=0 ve 0<8,<S:+ T oldugundan S» |f|=[S,f[=0 ve
boylece S, f=0 bulunur. Boylece n iyi tammhdw. (S, +T)f>0 igin
(S + TE=[(S; + T)f |=(S2+ T)|£] ve 0 <n(Ss+ T)f =S, | £l < (S, + T)| £l
dir. Onerme 1.3.6 ‘dan = ‘nin M ‘ye bir genislemesi vardir. Bu geniglemeyi
tekrar 7 ile gosterirsek, 0<n<I, w e Orth(M) ve S, =m0 (S, +T) dir.
Benzer sekilde;

T (S;+TH(L)—>T (L)

(S;+T)f > (S, +T)f=TFf

46



47

olarak tammmlanirsa 0 < wn' <I, T =n'o (S; + T) olacak sekilde ©’ € Orth (M)
vardir. S; 1L T oldugundan mwo(S; + T) L0 (S; + T) dir. Her 0 <u el
igin,
0 =mf(x(S;+THv+n' (S2+ThHiw: u=v+w)
2mf(zv +0'w: vV +w =(S;+ Thu)

=(mAT )(S;+Thu =2 0
dir. Boylece her 0<uel igm

S;,unTa = n(S;+TDuarn’"(S;+T)u

=nmAT)(S;+T)u =0

bulunur. Yani her 0<ue L igin S,ue {Tu}® dir. S, <<T oldugundan
S, =0 dir. Boylece S=8, e {T }* elde edilir.

Simdi (i) = (ii1) oldugunu gosterelim. (i) den dolay1 n=1, 2,... igin
$Sp<nT, n#m igin S; L S, ve S =sup S, olacak gekilde S, pozitif
operatorleri vardiwr. Her n igin S, £ n T oldugundan S, Riesz
homomorfizmasidir. Boylece her n i¢in S, (L), M ‘nin Riesz altuzayidir.

n=1,2,... igin,

Ty T(L) > S, (L)

Tf = 7a(TE)=S, f

olarak tanimlanwrsa (1) = (i) durumunda oldugu gibi 0 < w, < I,
T o T=3S8, olacak gekilde =, € Orth (M) vardir. 0<uelL, n#m igin,
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0= (ShAnSp)u =mf (S, v+Spw : vrtw=u)
= mf (n, Tv+ 7ty Tw cvitw=u)
2mf(myavV+ruw  Vi+iw=Tu) = (pARTy) Tu =2 0
oldugundan T (L) iizerinde 7ty A Ty =0 dir. Onerme 1.3.7 ‘nin kamitmda
yapildigi gibi  {T (L)}* iizerinde n#m igin 7y ATy =0 elde edilir.
M Dedekind tam oldugundan her ue M igin u=v+w olacak sekilde
ve {TL)} ve we {T@L)}" vardr. n=1,2,... igin;
W M—>M
u > T’ (u) =7y (W)
olarak tamimlanusa, 0<m,’ € Orth(M), S,==n,/T ve n#m ign
T, L my’ elde edilir. Orthe (M) ayrik tam oldugundan sup 7," € Orth® (M)
dir. ®=sup ,’ olmak izere her f € L igin
Sf=supSpf =sup(ny Tf)=supn, (TF)

=xgTf

bulunur,

L, M Dedekind tam ve agir1 ayrik Riesz uzaylariolsun. S, T: L > M

sirali siirekli, pozitif operatérler olmak iizere Onerme 4.2 ‘nin T igin

saglandigr kabul edilirse (i) = (iii) nin kamitindaki yol izlenerek Radon-
Nikodym Onermesi elde edilir. Tersine; Radon-Nikodym Onermesinden,

Onerme 4.2 ‘nin T  igin saglandig goriiliir,



Onerme 4.3. L Argimedyan, M Dedekind tam Riesz uzaylar,
T : L = M pozitif operatdr olsun. T ‘nin Riesz homomorfizmas: olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul 0 < S < T igin S = ®m T olacak sekilde
0 < € Orth (M) olmasidir.

Kamt. Once T Riesz homomorfizmasi, S:L ->M 0<S<T olsun.
O zaman S de Riesz homomorfizmasidir. Boylece S (L), T (L) M ‘nin
Riesz altuzayidir.

n: T(L) > S(L)
T(f) > n(Tf)=Sf

olarak tanimlanirsa, Onerme 4.2 ‘de yapildig1 gibi 0<n<I, #T=S
olacak sekilde = € Orth (M) bulunur.

Tersine; 0<S<T igin S==nT olacak sekilde 0 <=m € Orth (M)
olsun. uAv=0 wve T;, T ‘nin u tarafindan iiretilen A, idealine

kisitlamasmm en kiigiik pozitif geniglemesi olsun. Yani her 0 <w € L igin
Tiw=sup(Tz: 025 z<w, zeAy).

olur (1). Boylece 0< z <v, zeAyigin z=zAv=0 oldugundan
Ty(v)=0 dir. 0< T; £ T oldugundan T;=7n T olacak sekilde
0 <7 e Orth (M) vardir. © T u = T; u = Tu oldugundan Onerme 1.3.7 ‘den
Tu tarafindan iiretilen band B, tizerinde =1 dir. Tu A Tv € By

oldugundan,
TuATv=n{(TuAnTv)=nTuAarnTv = TuATv =0

bulunur. Boylece T Riesz homomorfizmasidir.
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BOLUM 5
RIESZ HOMOMORFIZMALARI IiCiN
RADON - NIKODYM ONERMESI

Bu bolimde Onerme 4.2.°nin (i) ve (ii) kosullarmin denkligi farkh
bir yolla kanitlanmigtir.

Onénerme 5.1. L ve M Arsimedyan Riesz uzaylan olmak
tizere S, T € Hom (L , M) ise S+ T € Hom (L , M) olmasi igin gerekli
ve yeterli kogsul her 0 Su,ve L, uaAnv=0 igihn SuaATv=0

olmasidir.

Kanit. S+TeHom(L,M) ve 0<u,vel uaAv=0 olsun

O zaman
0SSuATv £ (S+THhuan(S+T)v =0
dir. Boylece Su A Tv=0 elde edilir.
Tersine; 0 <u,velL uAv=0 olsun. S, T € Hom (L , M)
oldugundan Su A Sv=0, TuA Tv=0 ve hipotezden Sun Tv=0,

TuASv=0 dir.

0 < S+Thuan(S+T)v

IA

SuUASV+FSuATV+TuASv+TuAnTv =0
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oldugundan S+ T € Hom (L , M) bulunur.

Onénerme 5.2. L ve M Argimedyan Riesz uzaylarn T € Hom (L, M),

S:L —-> M pozitif operator ve her 0 <u e L igin Su e {Tu }dql
olsun. O zaman S € Hom (L, M) dir.

Ozellikle, S e {T}" ise S e Hom (L, M) dir.

Kamit. 0<u,velL uAav=0 olsun. Sue {Tu }dd , Sve {Tv }ﬂld
oldugundan SuAanTu T, Su ve SvamTu Ty Sv dir. Her o, m

igin
0<(SunnTu)A(SvaAamTu)<(n+m)(Tuna Tv)

oldugundan (Su An Tu) A (SvAm Tv)=0 dir. Boylece Su A Sv=0
elde edilir.

Simdi S € {T }dd olsun. Onerme 3.2 ‘nin kanitinda yapildig: gibi
her 0 <u el igin Sue {Tu}" bulunur. Béylece S € Hom (L , M) dir.

Asagidaki Onerme ve sonu¢ Riesz homomorfizmalan igin Radon-

Nikodym 6nermesinin kanitinda dnemli bir rol oynar.

Onerme 5.3. L Arsimedyan, M Dedekind tam Riesz uzaylarn,
TeHom(L,M) ve 0<S,,S;e{T}" ise her 0<uelL ign

(Sl/\Sz)u = Slu AN Szll

olur.
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Kanit. S¢' =8,-8:1A82=(S1-52)", 8 =8-S1A8=(S:-82)
veS =8, -8, olsun. S;,8, e {T}" oldugundan |S'|e {T }*

dir. Onerme 5.2. “den |S'| e Hom (L, M) dir. Her 0€u,veL uav=0
igin,
0< [Sul A Is'vl < |8'|u A |s'lv =0

dir. Simdi u, vel ulv olsun. O zaman J|ul A [v] =0
oldugundan u" Av =0, WAV =0, WAV =0, U AV =0 dr.
Boylece
0< |Sulalsvl=l8u-Sulalsv-8v
S(lS'u+|+|S'u"|)/\(|S'V+|+|S'v'|)
<|SWAlSVI]+Su Al SVI+]SulAlSV]+ISulAlSY

=0
bulunur. Yani §' sirali smirh ve dikligi koruyan operatérdiir. Ustelik

Si'ASY =0 oldugundan S, =(S' )" ve S, = (S')" du. Béylece her

0<uel igin Sllu A Sg'u = (0 bulunur. Sl' ve Sz' nlin tanimindan her

0<uel igin

S;u A Sgu - ( 81 A S:)u= (Slu - (Sl A Sg)u_) N (S;’u - (SI N Sz)u)

4 ?
=5,uASu=090

elde edilir. Béyleceher 0<ue L igin (S1 A Sz)u=Sun Su dur.



Not 5.4. Onerme 5.3 Maharam 6zelligine sahip operatérler igin
genel olarak saglanmaz. Omegin; L =1, ([0,1]) M=IR alahm. Her
f e L igin

O I =

1 1
Tf=[fx)dx,  S:f=If(x)dx, S,f = { f(x)dx
0 =

2

olarak tanimlansm. S,, S, ve T L iizerinde pozitif fonksiyonellerdir.

Boylece Sy, S» ve T Maharam ézelligine sahiptir. Ustelik 0 < S,, S, < T

oldugundan S;, S: € {T }dd dir. [0,1] tizerindeki 1 birim fonksiyonu
. o 1 1
1 ile gosterilsin. A=[0, -7-], B=(E , 1] olmak iizere 0 < Xp, ¥z €L

VeX,+tiXg=1 dir.

0 <(S51A8)1=mf(S;g+S,h:0<g,hel, g+h=1)

IA

1
SiZg+ S22 %, = ZZB(x)dx + lxa x)dx

LR ]

dir. Ancak S; 1 AS;1 = ve boylece (S1AS)1#S;1A81

N | =

bulunur.

Sonu¢ 5.5. L Arsimedyan ve M Dedekind tam Riesz uzaylan
olsun. 8,, S, :L — M pouzitif operatérler ve  S; + S» € Hom (L , M) ise

asagidaki kosullar denktir.



(i) SiAS;=0 dir.
(ii) Her 0<uel icin S;u AS;u =0 dir.
(iii) Her 0<u,vel igcin S;u AS;v =0 dir.

(v) Si(L) L S;(L) dir.

Kamit. S;+S> € Hom (L , M) olsun. O zaman 0<wu,vel

uAu=0igin

Oﬁslu A 51V < (Sl+Sg)u AN (SI+SQ)V =0

0<Su A Sv=(S5:+S8)u A (Si+S)v =0

oldugundan S;, S; € Hom (L , M) dir. Simdi (i) = (ili) = (iv) = (ii)
ve (i) < (ii) oldugunu gosterelim.

(W) e @Gi) 0Ly, vel igin 0SS unS:usS(u+v)AS;(u+v)

oldugundan ve (ii) den S;u A S;v=0 dir.

(i) = (iv) Her u,vel ig¢in Sy, S: € Hom (L, M) oldugundan
ve (i) den |81 ul A 'S: v| = § |u| A S, lv' =90 bulunur.

Béylece S; (L)L S, (L) dir.

(iv)y=> (i1)) Her 0<uel igin (iv)den S;u L S;u ve S;, S,

pozitif operatérler oldugundan S;u A S, u =0 elde edilir.

(i) < (ii) oldugunu goérmek igin Onerme 5.3 ‘de T =S, + S, alalum.

O zaman 0< S,,S; <T oldugundan S,, S; € {T }dd veher 0 <uel

i¢in
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(Sl/\Sz)u = S1u AN Szu
olur. Buradan (i) ve (ii) nin denkligi kolayca goriiliir.

Simdi Riesz homomorfizmalari i¢in Radon - Nikodym &nermesini
verebiliriz.

Onerme 5.6. L Arsimedyan ve M Dedekind tam Riesz uzaylan
TeHom (L,M), S:L —> M poztf operatér olsun. O zaman
asagidaki kosullar denktir.

@S e {T}" dir

(i) Her 0<uel igin Sue {Tu}" dir.

Kamit. (i) = (i) kolayca gorilir. Simdi (i) = (i) oldugunu
gosterelim. Onoénerme 5.2 ‘den S € Hom (L , M) dir. Her 0<u,velL
unv=0 igin SuATv=0 dir. Gergekten, Tu A Tv=0 oldugundan

(Tu}™ < {Tv}® ve (i)den Sue {Tv}' dir. Onénerme 5.1 ‘den
S+ T e Hom (L , M) dir. L, (L, M) Dedekind tam Riesz uzay1
oldugundan S =5; S, olacak sekilde 0 < S, € {T}™, S2AnT=0
vardir. 0 £ S+ T < S+ T oldugundan S, + T € Hom (L, M) dir.
Sonug 5.5 ‘den her 0 <ue L igin S;u A Tu=0, yani S;u-e {Tu }d
dirr 0<S8,<S oldugundan her 0<uel ig¢gin S;u € {Tu }dd ve

béylece S,u=0 bulunur. Boéylece S.=0 ve S=8§,e {T }dd dir.

Not 5.7. Onerme 5.6 ‘daki denklik T € Hom (L, M) tarafindan
tretilen At ideali igin genel olarak saglanmaz. 0<S € Atigin S<AT

olacak gsekilde A >0 var ve her 0<uel igin Su<ATu



oldugundan Su € A1, dir. Ancak tersi genel olarak dogru degildir.

Omegin, L=M=(C,) ve a=(ap)c IR pozitif, smrsiz bir dizi

olsun.

S:L-> M

x> Sx)=ax=(a,Xp)

olarak tanimlansm. 0 <u e L igin u = (u, Us,...,uy, 0, 0,...) olacak
sekilde k € IN  vardir. max {a;, as,..., ax} = A olsun. O zaman

Su=au<Au olur. Boylece Su € A, elde edilir.

Simdi S € A;r oldugunu kabul edelim. O zaman bir A >0

igin S<AT dir. a smusiz bir dizi oldugundan A < a, olacak sekilde

n, € IN vardir. u, ilk n, terimi 1, diger terimleri 0 olan dizi olsun.

Kabulden dolay1r Su < Au olmalidir. O zaman an Un, < A up ve
boylece ap < A bulunur. Bu ise A <a, olmasiyla gelisir. O halde
S ¢ Ay dir.
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