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Bu tez alt1 boliim halinde diizenlenmistir.

[k boliimde, calismanm kapsami ve amaci belirtilmistir.

Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullamlacak temel tanimlar ve teoremler
verildi.

Ucgiincii boliimde, 3-boyutlu pseudo - Galilean uzayinda light-like olmayan egrilerin bazi
karakterizasyonlari incelendi. Ayrica bulunan karakterizasyonun diferensiyel denklemi
¢oziildii. Bunlara ilaveten 3-boyutlu pseudo - Galilean uzayinda kiiresel bir egrinin
explicit karakterizasyonu elde edildi.

Dordiincii boliimde, 3-boyutlu pseudo - Galilean uzayinda regle yiizey tipleri verildi ve
incelendi. Ayrica elde edilen silindirik regle yiizeylerle ilgili teorem ispatlandi.

Besinci boliimde, regle yiizey 6rnekleri verildi.

Son boliimde ¢aligmada elde edilen sonuclar ve birtakim onerilere ayrildi.

Anahtar Kelimeler: Galilean Uzay, Pseudo - Galilean Uzay, Regle Yiizey,

Kiiresel Egriler, Oskiilator Kiire.
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This thesis consists of six chapters.

In the first chapter, the aim and content of the thesis are explained.

In the second chapter some fundamental definitions and theorems are given which will
be used in the later chapters.

In the third chapter, the characterization of an admissible curve which isn’t light-like
in pseudo - Galilean 3-space is given. Furthermore the differential equation which express
the mentioned characterization is solved. The explicit characterization of spherical curve
is obtained 3-dimensional pseudo - Galilean space.

In the fourth chapter, Ruled surfaces types are given in 3-dimensional pseudo-Galilean
space. The theorem related to cylindrical Ruled surfaces is proved.

In the fifth chapter, examples of Ruled surfaces are given.

In the sixth chapter, conclusions and suggestions are given.

Key Words: Galilean Space, Pseudo - Galilean Space, Ruled Surface,
Spherical Curves, Osculating Sphere.



1. GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayinda regle yiizeyler konusu bir cok makale ve kitapta incelendi
[1,2,3]. Regle yiizeylerle ilgili olarak Ergiit [4], 3-boyutlu ve n-boyutlu regle yiizeyleri
calismig ve n-boyutlu regle yiizeylerin egriliklerini incelemistir.

3-boyutlu Lorentz uzayinda regle yiizeyler Turgut [5] tarafindan doktora tez konusu
olarak ele alinip, space-like ve time-like regle yiizeylerin geometrik yapisi insa edilmistir.
Gerek space-like ve gerekse time-like regle ytiizeyler iizerine yayimlanmig farkli makaleler ve
yazilmig degisik kitaplar vardir [6,7,8,9,10,11]. Yine L3, 3-boyutlu Lorentz
uzaymda yapilan ¢alismalardan time-like regle yiizeyler, L", n-boyutlu uzayda Tosun [12]
tarafindan, space-like regle yiizeyler de Bektasg [13] tarafindan incelenmigtir. Ayrica null
egriler esas alinarak inga edilen ve bir regle yiizey olan genellegtirilmis null scrollar ise
Balgetir [14] tarafindan incelenmistir. Bundan bagka 3-boyutlu Lorentz uzayinda regle
yiizeylerin simiflandirilmas iizerinde Jung ve Pak [9] caligmuslardir.

G5 Galilean uzayin geometrisi biiyiik 6lgiide Roschel [15] tarafindan geligtirilmistir. G
Galilean uzayinda regle yiizey kavrami Kamenarovic [16] tarafindan incelenmigtir. Ayrica,
G} pseudo-Galilean uzaymda regle yiizeylerin temel yapist Divjak ve Milin-Sipus [16,17]
tarafindan inga edilmistir.

Calismanmn ikinci boliimiinde, 3-boyutlu Oklid uzaymnda regle yiizeyler ve
ozellikleri ile ilgili temel tanim ve teoremlerle, 3-boyutlu Galilean ve 3-boyutlu pseudo-
Galilean uzaylarimin temel yapilari incelenerek, bunlarla ilgili temel tanim ve teoremler
verilmistir.

Ucgiincii boliimde, 3-boyutlu Oklid uzaymda ve 3-boyutlu Lorentz uzaymda kiiresel
egriler icin bilinen bazi karekterizasyonlarin 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayindaki
karsiliklar: gosterildi.

Dordiincii boliimde ise 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda regle yiizeylerle ilgili temel
kavramlar verildi. Daha sonra bu uzayda mevcut olan regle yiizey tipleri aciklandi ve bu
regle yiizeylerin agilabilirlikleri, bogaz noktasinin yervektorleri ve dagilma parametreleri
incelendi. regle yiizeylerin mevcut olan ii¢ tipi verildikten sonra, A¢ = A sartin1 saglayan
regle yiizeylerin simiflandirmast ile ilgili diger uzaylar i¢in verilen kavramlarin 3-boyutlu

pseudo-Galilean uzayindaki kargiliklar: aragtirildi. Elde edilen kargiliklar bir teorem ve



ornekler ile aciklanda.

Beginci boliimde ise 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda var olan ii¢ tip regle yiizeylere
ait ornekler verildi. Ayrica, Dbilgisayarda MAPLE  yazilim kullamlarak belirli
parametreler icin bu regle yiizey orneklerinin grafikleri cizildi.

Son boliim ise galigmada elde edilen sonuglar ve birtakim ¢nerilere ayrildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. 3-Boyutlu Oklid Uzay:

Tanim 2.1.1. V sonlu boyutlu bir reel vektér uzayi olsun. Eger bir

(:VxV-—-R

fonksiyonu bilineer, simetrik ve pozitif taniml ise ¢ ya V iizerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu
ve V ye de i¢ ¢arpim uzay1 denir [19].
Tamm 2.1.2. 3-boyutlu reel standart Afin uzay, 3-boyutlu standart vektor uzayr R3

ile eglensin. R? vektor uzayinda bir

(,) :R¥*xR*=R

ic carpmm1 V X, Y € R3, X = (x1,22,23), Y = (y1, 92, y3) i¢in

3
=1

seklinde tanimlansin. Bu i¢ carpima R? de standart i¢ carpim veya Oklid i¢ carpimi adi
verilir. {R3,( , >} ic carpim uzayi ile eslenen reel standart Afin uzay, 3-boyutlu Oklid
uzay1 adini alir ve E3 ile gosterilir [19].

Tanim 2.1.3. 3-boyutlu Oklid uzaymda bir nokta X ve bir afin koordinat sistemine

gore X in koordinatlar1 (z1, z9, x3)olsun.

i ACE? SR, i=1,23

fonksiyonuna A Oklid uzaymin i-yinci koordinat fonksiyonu adi verilir [19].
Tanim 2.1.4. V bir 3-boyutlu reel vektor uzay: ve V nin iizerinde de Oklid i¢ ¢arpimi
tanimlanmig olsun. V ile birlesen bir A Afin uzayma 3-boyutlu Oklid uzay1 denir [19].
Tanim 2.1.5. 3-boyutlu bir reel i¢c carpim uzay1 R3 ile birlesen Oklid uzay1 E? olsun.
Bir

d:E?>x E? >R



fonksiyonu V X,Y € R? icin R3 deki norm ile

4, ) = [X7)| = /(X7 X7)

seklinde tanimlanir ve £ de X ile Y noktalar arasindaki uzaklik adini alir [19)].
Tanim 2.1.6. R3, 3-boyutlu Oklid uzaymda I C R olmak iizere diferensiyellenebilir

birim hizli bir egri

a : I >R
a — at) = (ar(t), az(t), as(t))

olsun. Her ¢ € I i¢in a(t) noktasindaki teget vektor ile anadogrunun dogrultman vektorii

lineer bagimsiz olacak sekilde

| : R—R?
v — l(’l)) = (Oq(t) + val(t), Oég(t) + ’l}ag(t), Oég(t) + Uag(t))

dogrusunu secelim. Burada 1 <14 < 3 olmak iizere a;(t) € R skalarlar1, a(t) noktasindaki
dogrultman vektoriin bilegenleridir.
[ dogrusunun o« egrisi boyunca hareket etmesiyle elde edilen ve (I x R, W)

paremetrizasyonu ile belirtilen bir regle yiizey

¥ : IxR—R?
(t, U) — \I/(t, ’U) = (al(t) + vay (t), Oég(t) + Uag(t), ag(t) + Uag(t))

seklinde gosterilir.

Yani M C E3 yiizeyi verildiginde VP € M noktasinda, E3 iin M de kalan bir dogrusu
var ise M ye bir regle yiizey ve VP € M noktasindan gecen ve M de kalan dogruya da M
nin bir dogrultman: denir [4].

Tamim 2.1.7. Regle yiizeyin komgu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki

komgu anadogru arasindaki aciya oranina regle yiizeyin dagilma parametresi (drali) denir

[4].



Tanim 2.1.8. Bir regle yiizeyin anadogrular: boyunca teget diizlemleri ayni ise regle
yiizeye agilabilirdir denir [21].

Tanim 2.1.9. Bir regle yiizeyde komgu iki dogrultmanin ortak dikmesinin
dogrultmanlar {izerindeki ayaklarina bogaz (merkez veya striksiyon) noktasi adi verilir
[20].

Tanim 2.1.10. Bir regle yiizeyin anadogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi
olugtururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon) ¢izgisi
(egrisi) adi verilir [4].

Teorem 2.1.1. M C E3 egrisi, (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin. ¢ € I igin
a(t) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, {T(¢), N(¢), B(t)} ise

1 /
0 = worr®
N(f) = B(t) x T(1)
1 / "
B(t) = m(a (t) x (t))

dir [1].
Teorem 2.1.2. M C E? egrisi, (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I yay

parametresi olmak iizere, a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T(s), N(s),B(s)} ise

dir. Burada T birim tanjat vektor, N birim normal vektor, B birim binormal vektordiir.

K ve T ise, sirasiyla, egrinin egrilik ve torsiyonudur [1].

2.2. 3-Boyutlu Galilean Uzay1
(G5 Galilean uzayi, 3-boyutlu bir P3 kompleks projektif uzayinin w ideal diizlemlerinin
bir reel diizlemini , f C w ideal dogrularinin bir reel dogrusunu ve I, Is € f gibi ideal

noktalardan iki tanesini igeren {w, f, I, Io} ideal sekline sahip olan bir halidir [16].



Afin Diizlem

Diizlem

deal Nokta Dogru

Sekil 2.2.1: G; Galilean Uzayinda Nokta ve Dogrular

(G3 uzaymin bir reel modeli olarak, ¢ eliptik involusyonu ile birlikte f C w reel
dogrusunu ve w C G reel diizlemini igeren {w, f} idealine sahip bir reel Ps projektif
uzayini alabiliriz.

Uygun koordinatlarda e eliptik involusyonunu

w...a:():(), f...$0:$1:()
€:(0:0:x2:23) = (0:0:23: —x2).

seklinde alabiliriz.

Homojen olmayan koordinatlarda Hg benzerlik grubu

T = a1+ a1,
/ .

Yy = a21 + G22% + G23Y COS Y + a3z Sin @,
i .

Z = a31 -+ a32T — a23ySIn ¢ + as32 CoS ©,

formundadir. Burada a;; ve ¢ reel sayilardir.
Burada ajs ve ass katsayilar1 6zel bir rol oynar. ajo = aog = 1 alindiginda Galilean

uzaymnin Bg hareket grubu elde edilir. Bu grup



T a 1 0 0 T
Bs: |y |=|0b|+]|d cosg sing Y
z c e —sing cosy z
seklinde hareket eder. Boylece bu hareket boyunca G3 Galilean uzayinda dogrular dort
smifa ayrilir. Bu dogrular agagidaki sekilde ifade edilebilir [16].
1) Reel non-izotropik dogrular. Bu dogrular f ideal dogrusunu kesmezler.
2) Reel izotropik dogrular. Bu dogrular w diizlemine ait degildir, fakat f ideal
dogrusunu keserler.
3) Reel olmayan non-izotropik dogrular. Bu dogrular f den bagka w min biitiin
dogrularidir.
4) f ideal dogrusu.
(3, Galilean uzayinda x = sabit alindiginda diizlemler o¢klidiyendir, bu ise w
diizlemidir. Diger diizlemler izotropiktir.

Burada C* (k > 3) siifindan bir r : I — G3 egrisi (I, r) koordinat komsulugu ile

r(z) = (z,y(z), 2())

seklinde verildiginde k(z) egriligi ve 7(x) torsiyonu

Rle) = \Jy"2@) +2"2(w)
det(r' (z),x" (z),r" (z))
K2 ()

seklinde tanimlanir. Boylece G5 Galilean uzayinda ortonormal tigytizlii

’

X

-+
—
8
~—
I
-
~—

"

(x))

b(z) = 7(0,—z”(x),y"(:c))

seklinde verilebilir. Burada t, n, b vektorleri, sirasiyla, tanjant, aslinormal ve binormal

X

(

1 "
n(z) = @(O,y (z), 2

1

X

~—

vektorler olarak adlandirilir. Bu vektorlerin tiirevleri alinarak Frenet formiilleri



seklinde elde edilir [16].

2.3. 3-Boyutlu Pseudo-Galilean Uzay1

Pseudo-Galilean geometri, projektif isareti (0,0,+4,—) olan reel Cayley-Klein
Geometrilerinden biridir. Pseudo-Galilean geometrinin temeli {w, f, I'} siral {igliileridir.
Burada w ideal diizlem, f ise w ideal diizlemde bir dogru ve I da f in noktalarinin sabit
hiperbolik involusyonudur [22].

Tanim 2.3.1. Uygun Afin bilegenlere sahip

T a 1 0 0 x
Bs:| g |=|b|+|d coshp sinhg Yy
z c e —sinhy coshyp z

seklinde verilen Galilean uzayinin Bg hareket grubu goz ¢niine alindiginda

1 0 0
Bg = <Bﬁ, 0 -1 0 >
0 0 -1

seklindeki Bg grubu G}} pseudo -Galilean uzaymin hareket grubu olarak adlandirilir [22].
Afin bilesenlere sahip Bg grubu

z a 1 0 0 x
Bg : g|=1]0b]|+|d ncoshy nsinhy Yy
Z c e msinhy ncoshy z

seklinde hareket eder. Burada n = +£1 dir.
Bg hareketi boyunca noktalar alt1 simfa ayirir. Bu alti simif asagidaki sekilde
olugturulur [22].

1) (1:z:y:2)~ (x,y, 2) seklindeki reel noktalar.



2) (1,y, 2z) birim vektorleri tarafindan gerilen mutlak olmayan (0: 1 : y : z) seklindeki
ideal noktalar.

3) Projektif igareti serbest olan ve (0 : 0 : cosh ¢ : sinh ¢) seklinde yazilabilen space-like
mutlak noktalar.

4) (0:0:sinhp : cosh ¢) seklindeki time-like mutlak noktalar.

5) (0:0:1:1) geklindeki bir light-like mutlak nokta.

6) (0:0:1:—1) seklindeki bir diger light-like mutlak nokta.

Yukarida simiflandirilan noktalar Sekil 2.3.1. de gosterildigi gibidir. G3 3-boyutlu
pseudo-Galilean uzayinda bir vektor (yani bir reel nokta ¢ifti) w nin ideal bir noktasini

temsil eder.

spacelike

Kospacelike e X A Y
ideal noktalar z

Sekil 2.3.1: G} Pseudo-Galilean Uzayinda Noktalar

Bg grubuna gore G% 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda vektorler oncelikle ikiye
ayrilir. Bunlar agagidaki sekilde tanimlayabiliriz:

Tanim 2.3.2. G%, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir X(z,y,z) vektorii
verildiginde, eger = 0 ise X(z,y, z) vektorii izotropik vektor olarak adlandirilir [18].

Tanim 2.3.3. G}, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir X(z,y,z) vektorii
verildiginde, eger x # 0 ise X(z,y,z) vektorii non-izotropik vektor olarak adlandirilir.
Biitiin birim non-izotropik vektorler X(1,y, z) formundadir [18].

Tanim 2.3.4. 3-boyutlu reel vektsr uzayr R? ve VX (21, y1,21), Xa(w2, Yo, 22) € G}

vektorii igin pseudo-Galilean i¢ carpimi



g ¢ GixGi—R
T1x2, 21 Z0V 2o £0
(X17X2)—>9(X17X2):{
Y1y2 — 2122, 1 =0Az2 =0

seklinde tanimlanir [22].
Tanim 2.3.5. P, P, € G:l,,, P, # P, iki reel nokta olmak iizere Pi(x1,y1,21),

Py(x2,y2, 22) i¢in

d : GixGi—R

|2 — 21/, T # T2,
(P, Py) — d(P,P)=A{

VIl2 —11)? — (22 — 21)?, 21 = 29,

olarak tanimlanan d fonksiyonuna G, pseudo-Galilean uzayinda uzaklik fonksiyonu ve
d(Py, P5) reel sayisma da Py, Py € G3 noktalar arasidaki uzaklik denir [22].

Tanim 2.3.6. G%, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir X(z, y, z) izotropik vektorii
verildiginde

y? — 22) 0 ise X izotropik vektoriine space-like vektor,

y? — 22 (0 ise X izotropik vektoriine time-like vektor,

y = Fz ise X izotropik vektoriine light-like vektor denir [22].

Tamim 2.3.7. G2, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir light-like olmayan X(x,y, 2)
izotropik vektorii goz oniine alinsm. Eger y? — 22 = F1 ise bu X izotropik vektorii birim
vektor olarak adladirilir [22].

Tanim 2.3.8. G%, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir X(z,y,z) vektoriiniin

normu

xp=¢ 7Y
m , =20
seklinde tanimlanir [22].
Tanim 2.3.9. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda iki non-izotropik vektor a(1, ag, a3)
ve b(1,by,bs3) olsun. Bu iki non-izotropik vektor arasindaki a¢imin 6lgiisii, onlarin fark

vektorlerinin uzunlugu olarak tanimlanir ve

10



m(a,b) = /|(by — a2)? — (b3 — a3)?|

seklinde hesaplanir [22].

11



3. 3-BOYUTLU PSEUDO-GALILEAN UZAYINDA KURESEL BiR EGRININ
KAREKTERIZASYONLARI

Bu boliimde ilk olarak 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda egriler tanmimlandi. Ayrica
bu uzayda tamimlanmig olan Frenet formiilleri verildi. Daha sonra 3-boyutlu pseudo-
Galilean uzaymda kiiresel egriler tanimlanarak, Oklid uzaymda da iyi bilinen

karakterizasyonlar bu uzayda verildi.

3.1. 3-Boyutlu Pseudo-Galilean Uzayinda Uzay Egrileri

G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda bir r uzay egrisi
r:I— Gl
seklindedir. Burada
r(t) = (x(t), y(t), 2(t)) (3.1)
dir. Ayricat € I C R ve z(t),y(t),2(t) € C3 dir. I C R araligina r egrisinin parametre
araligi ve t € I degiskenine de r egrisinin parametresi denir.
Tanim 3.1.1. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda r(t) = (x(t),y(t), 2(t)) seklinde

verilen bir r egrisi i¢in, eger

z (t) #0. (3.2)
ise bu r egrisine admissible egri ad1 verilir [22].

r egrisi

y (z) —2(z) #£0 (3.3)
olmak tiizere

r(z) = (z,y(z), 2(z)) (3-4)

seklinde verilir.
Tamim 3.1.2. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda r(t) = (z(t), y(t), z(t)) seklinde

verilen admissible bir r egrisi i¢in yay uzunlugu parametresi

ds = (:p (t)dt‘ = |dz| (3.5)
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seklinde tanimlanir [22].

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢ce bu béliimde egrinin yay parametresi olarak x
alinacaktir.

Burada t(z) = r (z) vektorii, bir P(z) noktasimnda, admissible bir r egrisinin tanjant
birim vektorii olarak adlandirilir.

Aym noktada r'(z) ve r’ (x) vektorleri tarafindan gerilen, r egrisinin pseudo oskiilator

diizlemini tanimlayalim. Oskiilator diizlemin oskiilator noktasi

"

HO:0:y (z):2 () (3.6)

seklinde tanimlanir. (3.3) denkleminden de anlasilacagi iizere H oskiilatér noktasi
light-like degildir. H, dogrultman vektorii r”(x) olan, bir dogrunun siirindaki bir

noktadir. O zaman

"

(2)

r
n(z) = — — (3.7)
VIy"(z) — 2" ()]
birim vektorii, P noktasinda r egrisinin asli normal vektorii olarak adlandirilir.
b(fL‘) _ (0762 (x)76y ("'U)) (38)

V() - 2" ()]

vektorii oskiilator diizleme uygun olarak pseudo-Galilean anlaminda ortogonaldir ve P
noktasinda verilen egrinin binormal vektorii olarak adlandirilir. Burada det(t,n,b) = 1

kriterine gore € = 41 veya € = —1 segilir. Yani

y P (w) = 2 (2)| = ey P (a) - 2 (@) (3.9)

seklindedir.
Tanim 3.1.3. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda admissible bir egrinin herbir
noktasinda pseudo-Galilean anlaminda ortonormal {t(z),n(z),b(z)} iigyiizliisii

tanimlanabilir [22]. (Sekil 3.1.1.)
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oskiilator
diizlem

Sekil 3.1.1: G} pseudo-Galilean Uzayinda Ortonormal Ugyiizlii

Eger bir egri yay uzunlugu parametresi ile parametrize edilmis ise yani (3.4) ile verilmis

ise bu durumda tanjant vektor non-izotropiktir ve

!

t(z) =r'(z) = (L,y (2), 2

I

(x)) (3.10)

formundadir. Buradan z e gore tiirev alinirsa

! "

t'(z) =" (z) = 0,y (2),2

"

(z)) (3.11)

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa (3.7) denklemi

r (z) = k(z)n(x) (3.12)

formunda yazilir. Burada x(x), admissible r egrisinin egriligi olup

k(@) = \/Iy"2(x) - 2"2(o) (3.13)
seklindedir [22].

Tanim 3.1.4. G}, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda, bir r egrisi r(z) = (z,y(z), 2(z))
seklinde verilsin. n(z) bu egrinin asli normal vektorii olmak iizere, eger, n(x) space-like
bir vektor ise o zaman r egrisi time-like bir egri olarak adlandirilir.

Benzer gekilde eger n(z) time-like bir vektor ise o zaman r egrisi space-like bir egri

olarak adlandirihir [22].
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Teorem 3.1.1. G, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda, r(z) = (x,y(x),z(x))
geklinde verilen admissible bir r egrisinin pseudo-Galilean Frenet itigytizliisii icin Frenet

formiilleri

n(z) = 7(z)b(x) (3.14)

seklindedir [22].
Burada t(z) space-like, n(x) space-like ve b(x) time-like vektorlerdir. k(z), r egrisinin
(3.13) ile verilen pseudo-Galilean egriligi ve 7(x) de

SPMICLUCETAGLD 5

seklinde tanimlanan pseudo-Galilean torsiyonudur. Bu son esitlik

() = S0 o))

(3.16)

seklinde de yazilabilir.

k egriligi ve 7T torsiyonu, verilen egriye ozel, pseudo-Galilean hareketi altinda birer
invaryanttir.

G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda s ve 7, Oklid uzayindaki benzer geometrik
anlama sahiptirler.

r egrisi  tizerinde iki  sonsuz  derecede  yakin = (x,y(z),z(x)) ve
(x + Az,y(x + Azx), z(z + Az)) komsu iki noktayr gozoniine alalm. Tanim 2.3.9 a gore

bu noktalardaki tegetler arasindaki agi

Ag = \/!(@/(ib) —y(z+Ax))? - (' (z) - 2 (z + Ax))?|

olarak hesaplanir ve o zaman

Ag=/ly"2(z) — (@) Az + .

olur. Bu durumda
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A¢
Az

d¢

=1
K(x) im o

Az—0

o)

Egriligin Oklid ve Galilean uzaylarindaki geometrik anlaminin tersine, pseudo-Galilean

seklinde elde edilir.

uzayinda egrilik; komsu noktalarda tegetler arasindaki aginin degisim degerinin mutlak
Olciisii olarak ifade edilir.

Benzer diisiinceden hareketle, 7 torsiyonu i¢in, verilen bir r egrisinin (z,y(x), z(x))
ve (z + Az,y(z + Az), z(x + Ax)) komsu iki noktasindaki binormaller veya oskiilator

diizlemler arasindaki aci AP ile gosterilirse

() = lim Adl(_|d®
= o | Az |\ |z
elde edilir.
3.2. 3-Boyutlu Pseudo-Galilean Uzayinda Kiiresel Egriler ve

Karekterizasyonlari

Tamim 3.2.1. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda r € G} admissible egrisiyle
m € r noktasinda sonsuz yakin dort ortak noktasi olan pseudo-Galilean kiireye, r nin
m € r noktasindaki oskiilator kiiresi veya egrilik kiiresi ad1 verilir.

Simdir € G% admissible egrisinin m € r noktasinda m ile sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi
olan kiirelerin geometrik yerini hesaplayalim.

Teorem 3.2.1. G%, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda r € G% admissible egrisi (I, r)
koordinat komgulugu ile verilsin. x € I ya karsilik gelen r(x) noktasindaki pseudo-Galilean

Frenet iicgytizliisii,

{t(z),n(z),b(z)}
olmak tizere r ile sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi olan kiirelerin merkezlerinin geometrik

yeri;

a(xz) = r(z) + ma(z)n(z) + ms(x)b(x) (3.17)

dir. Burada
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seklindedir.
Ispat: (I,r) koordinat komsulugu ile verilen r egrisi i¢in yay parametresi « € I olsun.
r(x) € r noktasinda, r ile sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi olan bir pseudo-Galilean kiirenin

merkezi a ve yaricapt 1 € R olsun Buna gore;

h:I— R,

h(z) = g(a(z) - r(2), a(z) - r(z)) = Fr (3.18)

fonksiyonunu gozoniine alalim. r(z) noktasinda

h(z)=h(x)=h (x)=h (z)=0 (3.19)

oldugundan bu noktada

={l:1€G; g(l—al—a)=7Fr], r eR} (3.20)

kiiresi ile r admissible egrisi sonsuz yakin dort ortak noktaya sahip olur. Burada g,
g : G x GL — R seklinde tanimh skalar garpimdir. Buna gore (3.19) denkleminde h(z) = 0

oldugundan

h(z) = g(a(z) - r(2), a(z) - r(z)) = Fr (3.21)

yada

!

g(=r (), a(z) —r(z)) =0

olur. Burada r' () = t(x) oldugu géz 6niine alimrsa

g(—t(z),a(xz) —r(z)) =0 (3.22)
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elde edilir. Buradan tekrar tiirev alinirsa,

I

g9(=t (z),a(z) —r(z)) + g(t(z), t(z)) = 0

olur. (3.14) denklemi gtz 6niine alinirsa

—r(z)g(n(z), a(r) —r(z)) +1=0

elde edilir. Ayrica

a(x) —r(x) € Sp{t(z),n(z),b(z)}

oldugundan

a(z) —r(x) = mi(x)t(z) + ma(z)n(z) + mz(xz)b(x)

yazilabilir. (3.24) esitligi t ile i¢ ¢carpima tabi tutulursa,

9(t(z), a(z) = r(z)) = m

bulunur. Burada (3.22) esitligi gtzoniine alinirsa

mle

elde edilir.
(3.24) egitligi n ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa,

g(n(z),a(x) —r(z)) = my

olur. Son egitlik (3.23) denkleminde yerine yazilirsa

—k(x)ma(z) +1=0

bulunur. Buradan
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elde edilir.

(3.23) denkleminden tekrar tiirev alinirsa

! !

—r (#)g(n(z), a(z) — r(z)) — K(z)g(n (v),a(z) —r(z)) =0

olur. Burada (3.14) ve (3.26) esitlikleri gozoniine alinirsa

!

—r (¥)ma(z) — K(2)7(2)g(b(2), a(z) — r(z)) = 0

bulunur. Bu son esitlikte g(b(z),a(x) — r(z)) = —mg degeri yerine yazilirsa

—k (z)ma(z) + k(z)7(x)ms(z) = 0

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

K ()ma(z)
= 3.28
) = S @yr(a) 329
bulunur. mg(x) = ﬁ egitliginde = e gore tiirev alinirsa
/ my(x)
Kk (z)=—
m3 ()
olur. Bu da (3.28) de goz oniine alimirsa
ma() = —2@) (3.29)

elde edilir.
Teorem 3.2.2. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda, orjin merkezli bir pseudo-
Galilean kiire S% ve r de S;zE tizerinde bir admissible egri olsun. Bu durumda admissible

egrinin parametresi  ise

egitlikleri gecerlidir.

ispat: S?F pseudo-Galilean kiirenin yarigapr r; (r1 € R) olsun. r(z) € S% oldugundan
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g(r(z),r(z)) = rf

yazilir. Buradan z e gore tiirev alinirsa

elde edilir.

(3.30) dan tekrar x e gore tiirev alinirsa

g(t (), r(2) + g(t(x),r' (x)) = 0O
g(k(z)n(z),r(x)) + g(t(z), t(z)) = 0
k(z)g(n(z),r(z)) +1 = 0

g(n(z),r(z)) = e

olur. Buradaki ifade de (3.27) esitligi goz oniine alinirsa

g(n(z),r(x)) = —ma(z)

bulunur.

(3.31) dan tekrar x e gore tiirev alinirsa

g(n'(z),r(x)) + g(n(x), 7' (z) = —my(x)

g(n'(z),7(x)) + g(n(z),8(z) = —my(x)

H(@)(b(@)r(z) = —mifa)
olblo)r(a)) = -T2

bulunur. Son esitlikte (3.29) goz tniine alinirsa
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g(b(x),r(z)) = ms(z)

elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
Teorem 3.2.3. G%, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda admissible bir egri r olsun.

Eger bir pseudo-Galilean kiirenin yaricapi sabit ise o zaman

7(z)ma(z) + my(z) = 0 (3.32)

esitligi mevecuttur. Burada ms(z) # 0, 7(z) # 0 dir.
Ispat: Teorem 3.2.1 den

a(x) —r(x) = ma(z)n(z) + ms(x)b(zx) (3.33)

yazilir. Ayrica

gla(z) —r(z),a(z) —r(z)) = Fri, r €R

ifadesinden

m%(m) - m%(a:) = :Fr% (3.34)

elde edilir. Burada 71 pseudo-Galilean kiirenin yarigap: olup, r1 = sabit dir. (3.34) den

x e gore tiirev alinirsa

ma(a)my () — ma(z)my(x) = 0

seklinde olur. (3.29) degeri yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

bulunur. my(z) # 0 oldugundan
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olur. Buradan da

elde edilir.

3.3. m3(z) — m3(x) = Fr? Esitliginin Integrasyonu
G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzay1 olsun. r € G} admissible egrisi (I,r) koordinat
komgulugu ile verilsin. x € I ya kargilik gelen r(x) noktasindaki pseudo-Galilean Frenet

ugytizliisii,

{t(z),n(z),b(z)}

olsun. r € G admissible egrisi igin

T(x)ma(x) + my(z) = 0
1
) =
o my@)
@S

esitliklerinin gegerli oldugu biliniyor. Burada x(x) # 0 ve 7(x) # 0 olacak sekilde, x(x), r

egrisinin pseudo-Galilean egriligi ve 7(z) da pseudo-Galilean torsiyonudur.

o=
nmm=—ﬁé?:‘<ﬁ5><ﬁ5>
esitlikleri



denkleminde yerine yazilirsa

-|() ()

elde edilir. Bu son denklemde, ﬁ ve % degerleri yerine sirasiyla, g(x) ve p(z) yazilir

ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

() (@) - L2 o (3.35)

olur.

(3.35) denleminde

degisken degistirmesi yapilirsa

IN 1 d2q
(p(x)q) = p(x) a2 (3.36)
bulunur. (3.35) ve (3.36) denklemlerinden
1 d*¢ 1
— . 4=0
p(z) > p(x)
ya da
d?q
az 17

diferensiyel denklemini elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimii ise

q(z) = Acosh/T(a:)da: + Bsinh/T(ac)da:
seklinde bulunur.
3.4. Hatirlatma
G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzay1 olsun. Eger r € G} admissible egrisi (I,r)

koordinat komsulugu ile verildiginde z € I ya karsihk gelen r(z) noktasindaki pseudo-

Galilean Frenet iigytizliisii {t(z),n(z),b(z)}, {space — like,time — like, space — like}
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seklinde alindiginda, 3.2. boliimiindeki teoremleri ve 3.3. boliimiindeki integrasyonu

agagidaki sekilde ifade edebiliriz:

Teorem 3.4.1. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayi olsun. r € G} admissible egrisi
(I,r) koordinat komsulugu ile verilsin. = € I ya karsilik gelen r(z) noktasindaki pseudo-

Galilean Frenet tigyiizliisii,

{t(z),n(z),b(z)}

olmak tizere r ile sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi olan kiirelerin merkezlerinin geometrik

yeri;
a(z) = r(xz) + ma(z)n(z) + ms(z)b(z)
dir. Burada
L )
e =iy ™= Sy
seklindedir.

Teorem 3.4.2. Gé, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda, orjin merkezli bir pseudo-
Galilean kiire Sgc ve r de Sgc iizerinde bir egri olsun. Bu durumda admissible egrinin

parametresi x ise, o zaman

g(u(z),r(z)) = ma(z)
g(b(z),r(z)) = ma()

esitlikleri gecerlidir.
Teorem 3.4.3. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda admissible bir egri r olsun.

Eger bir pseudo-Galilean kiirenin yaricapi sabit ise o zaman

—7(x)mo(z) + m;,(:n) =0

esitligi mevecuttur. Burada mg(z) # 0, 7(z) # 0 dir.

Buradan admissible r egrisi i¢in
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() ()] + 22

explicit karakterizasyonu elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimii

q(z) = Acos/T(a:)dx + Bsin/T(a:)daz

seklindedir.
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4. 3-BOYUTLU PSEUDO-GALILEAN UZAYINDA REGLE YUZEYLER

4.1. 3-Boyutlu Pseudo-Galilean Uzayinda Regle Yiizeyler
Bu boliimde 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda regle yiizeyler incelendi. 3-boyutlu

pseudo-Galilean uzayinda regle yiizeylerle ilgili bazi temel tanimlar verildi.

Tamim 4.1.1. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda bir agik alt ciimle U olmak

{izere

v:U—-R

fonksiyonunun k& yinci mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler -y
fonksiyonuna C* (k > 1) siufindan diferensiyellenebilirdir denir.

Tanim 4.1.2. G}, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymnda verilen bir [ dogrusunun
verilen bir r egrisi boyunca hareketiyle bir yiizey elde edilebiliyorsa, bu yiizeye 3-boyutlu
pseudo-Galilean uzayinda bir regle yiizey denir. Bu durumda verilen | dogrusuna, regle
yiizeyin bir anadogrusu ve verilen r egrisine de regle yiizeyin dayanak egrisi denir [18].

G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda C? siifindan bir regle yiizey

x(z,v) =r(z) +va(z) r,ac C3, veR (4.1)

seklinde olsun.
Burada pseudo-Galilean yay uzunlugu ile parametrize edilmis r egrisi, pseudo-Oklid

diizleminde yatmaz ve bir dayanak egrisi olarak adlandirilir. Bu r egrisi

r(z) = (z,y(z), 2(x)) (4.2)
seklindedir.

Ayrica a(x) anadogrusu

a(z) = (1,az(x), a3(x)) (4.3)

veya

a(z) = (0,a2(x), as(w)), |aj(z) — a3(z)| =1 (4.4)



formundadir.

Tanim 4.1.3. G}, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir regle yiizeyin anadogrular:
boyunca teget diizlemleri ayni ise regle yiizeye agilabilirdir denir.

Tanim 4.1.4. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda acilabilir olmayan bir regle
yiizey verilsin. regle yiizeyin komsu iki anadogrusunun ortak dikmesi varsa, bu dikmenin
esas dogrusu iizerindeki ayagina bogaz (merkez veya striksiyon) noktasi denir.

Tanim 4.1.5. G, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda acilabilir olmayan bir
regle yiizeyin anadogrusu, dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken bogaz noktalarinin
geometrik yerine, regle yiizeyin bogaz (merkez) ¢izgisi (egrisi) denir.

Tanim 4.1.6. G2, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda

x(z,v) =r(z) +va(z) r,ac C3, veR

seklinde verilen bir regle yiizey icin eger

Xz # 0, Xy # 0, Xz X Xy # 0

sartlar1 saglaniyorsa regle yiizeye regiilerdir denir [18].

Tanim 4.1.7. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda C® smifindan bir regle yiizey

x(z,v) = r(z) +va(z) r,ac C3 v R
seklinde olsun. g1 = g(Xz,Xz), 812 = 821 = 9(X4z, Xy) Ve 822 = g(Xy, X,) olmak iizere
g = g1 (dz)? + 2g1odzdv + goo(dv)?

seklinde tamimlanan g ifadesine x(z, v) regle yiizeyi iizerinde birinci temel form adi verilir.

g birinci temel formun matrisi ise

811 812
g fr—y
821 822

formunda verilir.

Tanim 4.1.8. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda C? smifindan bir regle yiizey

x(z,v) = r(z) +va(z) r,ac C3 v R

27



seklinde olsun. x(z,v) regle yiizeyi iizerinde

x,Ax,

§

B [z Axy ||

seklinde tanimh £ vektor alanina birim normal vektor alani adi verilir.

Bu cahsmamizda G}, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda striksiyon egrisinin
durumuna goére regle yiizeylerin ii¢ tipini verecegiz. Ayrica verilen kabuller altinda

regle yiizeylerin biitiin teget diizlemlerinin izotropik oldugunu diisiinecegiz.

4.2. 3-Boyutlu Pseudo-Galilean Uzayinda I. Tip Regle Yiizeyler
G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda {0} C I C R olmak iizere diferensiyellenebilir

birim hizli bir egri

r : I— G%
z—r(z) = (2,y(z), 2(2))

olsun. Vz € I igin r(x) noktasindaki teget vektor ile anadogrunun dogrultman vektorii

lineer bagimsiz olacak gekilde

I : R—G}
v—1(v) = (z+v, ylx)+va(z), z(x)+ vaz(x))

dogrusunu segelim. Burada a(x) = (1,a2(x),as(x)), r(z) noktasindaki dogrultman
vektoridiir.
[ dogrusu r egrisi boyunca hareket etsin. Bu durumda (I x R, x) parametrizasyonu ile

verilen bir regle yiizey

x : IxR—G} (4.5)
(z,v) = x(z,v) = (x + v, y(x) +vaz(x), z(x)+ vas(zx))

seklinde elde edilir. (4.5) ile gosterilen x(z,v) regle yiizeyi 1. tip regle yiizey olarak
adlandirilir. Burada y(z), z(z), aa(x),as(z) € C3, z € I C R, v € R geklindedir.
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L. tip regle yiizeylerin sonsuzluktaki dogrultman dogrular: ideal dogru degildir. Ayrica
L. tip regle yiizeylerin striksiyon egrileri pseudo-Oklid diizlemde yatmazlar. I. tip regle
yiizeylerin a(z) = (1, az(x), ag(x)) seklindeki anadogrusu ise non-izotropiktir.

L. tip bir regle yiizeyin ortonormal {igyiizliisii x(x) # 0 olmak iizere

t(r) = a(z)
n(z) — ﬁa'(w) (4.6)
b@::?%m@m@m>

seklinde tanimlanir. Burada s(x), I. tip regle yiizeyin egriligi olup

ale) = /| (@) - aP ()]

dir. I. tip regle yiizey i¢in Frenet formiilleri ise

seklinde verilir. 7(z) fonksiyonu ise

_ det(a(x), a (x), a’ (x))
A

seklinde tanmimli, I. tip regle yiizeyin torsiyonudur.
Eger a(z) anadogrusu ile striksiyon egrisinin t(x) teget vektorii arasindaki ag1 o(x) ile
gosterilirse x, 7 ve o fonksiyonlar: I. tip regle yiizeyin invaryantlarinin bir tam sistemini

tamimlar [18].

x : IxR—G}
(z,v) = x(z,v) = r(z) + va(z)
seklinde verilen I. tip regle yiizeyin, sirasiyla, x ve v ye gore tiirevi alinirsa
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X, = r(z)+va (z)

x, = a(x)
bulunur. Burada (4.7) ifadesi goz 6niine alinirsa
X =T (z) + vi(z)n(z)

olur.
x(x,v) ile verilen L. tip regle yiizey iizerinde birinci temel form g ile gosterilsin.

Tanim 4.1.7. goz 6niine alinirsa

g = gll(dx)2 + 2g1odxdu + ggg(dv)2 (4.8)

sekindedir. Basit bir hesaplama ile

g1 = 9g(XgXz) =1+ €U2/€2($), e=F1
g2 = 9(Xz,%x,) =1
g = g(xu,x) =1

elde edilir. Bu ifadeler (4.8) de goz 6niine alinirsa x(x, v) I. tip regle yiizeyin birinci temel

formu,

g = (1 + ev?k?(z))dz? + 2dzdv + dv?

seklinde olur. g nin matrisi

dir. Bu matrisin determinant: ise

det g = ev?k?(z)

dir.
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G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda y(z), z(x),az(z),a3(r) € C3, x € I C Rve

v € R olmak tizere

x : IxR -G}

(z,v) — x(z,v) = (x + v, y(x) +vaz(x), z(x)+ vas(x))

seklinde verilen I. tip regle yiizey, eger ¢ = 1 ise space-like, ¢ = —1 ise time-like bir
yiizeydir.

Burada

x(z,v) = r(z) + va(zx)

seklinde verilen I. tip regle yiizeyin (I x R, x) parametrizasyonundaki her v € R sabit

degeri, x(z,v) L. tip regle yiizeyinin bir

X I x {v} —x

egrisini belirtir. Bu egrinin teget vektor alani ise

A=r'(z) + ve(z)n(z) (4.9)

seklindedir. G%, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda, Tanim 4.1.8. goz Oniine alinirsa,

x(z,v) L tip regle yiizeyi iizerinde birim normal vektor alan

(0,a' (), ag’(2)) (4.10)

1
é- - 2 2
V02 @) - a2(@)]
seklinde elde edilir. Burada g(¢,¢) = F1 dir. Bu durumda (4.9) ve (4.10) dan

g(A,f) =0

elde edilir.
Teorem 4.2.1. G}, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(z),z(x),az2(z),

az(x) € C3, x € I C Rve v € R olmak tizere
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x : IxR—G}
(2,0) = X(2,0) = (@ + v, y(z) + vaz(x), 2(x) + vas(x))
seklinde verilen I. tip regle yiizey acilabilir degildir.
ispat: G1, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda x(z,v) ile verilen regle yiizey 1. tip bir
regle yiizey olsun. Tanim 4.1.2. geregince, G%, pseudo-Galilean uzayinda bir regle yiizeyin
acilabilir olmasi icin anadogrulari boyunca teget diizlemlerinin ayni olmasi gerekir. 1.

tip bir regle yiizeyin ortonormal iigyiizliisii {t,n, b} olsun. Anadogrunun herhangi bir

v = sabit degerine kargilik gelen noktasindan gecen
Xy I x {v} —x
egrisinin

A =r'(z) + vi(z)n(z)

teget vektor alani goz Oniine alinsin. (4.10) dan x(z,v) 1. tip regle yiizeyinin £ birim

normal vektor alam

= (0.0P(a), a2 (@))
V02 @) - a2(@)]
olur.

r(x) noktasimndan gegen anadogrunun her noktasinda teget diizlemlerin sabit olmasi
icin anadogru boyunca £ normal vektor alaninin sabit olmasi gerekir. Ciinkii bu durumda
her teget diizlemin ortak birer dogrulari mevcut olup normalleri ayni olur. & normal
vektor alaninin anadogru boyunca sabit olmasi igin { A, £} sisteminin lineer bagimh olmasi
gerekir. Bu ise (4.9) esitliginde k = 0 olmasi ile miimkiindiir. Halbuki I. tip bir regle
yiizeyin ortonormal iigyiizliisii tanimindan x # 0 olmalidir. O halde verilen 1. tip regle

yiizey acilabilir degildir.
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4.2.1. 1. Tip Regle Yiizeyler icin Bogaz Noktasimn Yervektorii
G1, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(z), z(z), az(z),a3(x) € C3, 2 € I C Rve

v € R olmak iizere

x : IxR—=G}
(z,v) — x(z,v) = (x + v, y(x) +vaz(x), z(x)+ vas(zx))

seklinde verilen 1. tip bir regle yiizeyin merkez noktasinin, dayanak egrisine olan uzaklig:

u olmak iizere T(x) yervektorii

r(z,u) = r(z) + ua(z) (4.11)

seklinde ifade edilebilir. Burada r(x) dayanak egrisinin yervektorii ve a(z) de anadogruya
ait dogrultman vektordiir. w parametresi I. tip regle yiizeyin dayanak egrisinin yervektorii
ve dogrultman vektorii cinsinden bulunabilir. Bu 1. tip regle yiizeye ait ilk ikisi a(z) ve

a(z)+ da(x) olan komsu ii¢ anadogrusunu goz oniine alalim.

o
Il a(x) + a (x)dx
! Q

d r P a(x)

Sekil 4.2.1: 1.Tip Regle Yiizeyler i¢in Bogaz Noktasmin Yervektorii

Sekil 4.2.1 deki P, P ve Q, Q komsgu anadogrularin ortak dikmelerinin anadogrular
tizerindeki ayaklar: olsunlar. Bu durumda P ve @ farkh iki bogaz noktasidir. Ilk iki komsu

anadogrunun ortak dikmesi

a(z) A (a(z) +a (z)dz) = a(z) Aa (z)dx

ifadesinin bir katidir. Limit halinde PQ vektorii PP’ ile cakisacak ve bogaz egrisinin

tegeti olacaktir. Dolayisiyla
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g(a(z),PQ) =1 ve g(a(z) + a'(z)dz, PQ) = 1

olacagindan

9(a'(),PQ) =0 (4.12)

elde edilir. Limit durumunda

)=0 (4.13)
bulunur. Ayrica (4.11) den T(z,%) nun = e gore tiirevi alinirsa

T (a) +7a (1) + o) (4.14)

olur. (4.14) degeri (4.13) de goz dniine alinirsa

! !

g(@ (@), v (2) + 7 (2) + La(z)) = 0

dzx

bulunur. Burada (4.6) ve (4.7) birlikte diigiiniilerek a'(x) in degeri yerine yazihrsa

cur’(z) =0, =TIl

elde edilir. k(z) # 0 oldugundan

T=0 (4.15)

olur. Boylece bogaz egrisinin yervektorii igin (4.11) den

bulunur. Yani L. tip regle yiizeyler icin striksiyon egrisi dayanak egrisi olarak alinabilir.

Boylece agagidaki teoremin ispat1 tamamlanmig olur:

34



Teorem 4.2.2. G}, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(z),z(x),az2(z),

az(x) € C3, x € I C Rve v € R olmak iizere

x : IxR—Gj}

(z,v) = x(z,v) = (z + v, y(z) +vaz(z), z(x)+ vaz(x))

seklinde verilen 1. tip bir regle yiizeyin striksiyon egrisi ayni1 zamanda dayanak egrisidir.
Teorem 4.2.3. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymnda, y(z),z(z),as(z),

az(r) € C3, x € I C Rve v € R olmak iizere

x : I xR =G}
(z,v) = x(z,v) = r(z) + va(z)
seklinde bir I. tip regle yiizey verilsin. r(z) € r noktasindan gegen anadogru iizerinde
x(z,v0) noktasinin bogaz noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart x(x,vp) noktasindaki
teget diizlemin normalinin a’(z) olmasidir.
Ispat: x(z,v) L tip bir regle yiizey olsun ve x(x,v) regle yiizeyinin dayanak egrisi
de r olsun. r(x) € r noktasindan gegen anadogru iizerindeki x(x,v9) noktasmda teget

. . /
diizlemin normali a (z) olsun.

X(vo) I x {’Uo} — X

egrisinin teget vektor alani

/

A=r'(z)+voa (z)

olur. Burada (4.7) ifadesi gz oniine alinirsa

/

A=r (z)+ vok(z)n(z) (4.16)

elde edilir. a’(z) ve A nm birbirine dikligi goz oniine ahnirsa

gla(z),A)=0 (4.17)

yazilir. (4.6) ve (4.7) den a'(z) in, (4.16) dan A nmn degerleri (4.17) de yerine yazihrsa
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g(k(z)n(z),r (z) + vor(z)n(z)) = 0

k(z)g(n(z),r (z)) +vor’(z)g(n(z), n(z)) = 0

!/

bulunur. g(n(z),r (z)) =0 ve g(n(z),n(z)) = € (¢ = F1) oldugundan

evor®(z) =0

olur. x(z) # 0 oldugundan

vo =0
elde edilir. Bu ise x(z,v9) noktasinin bogaz noktasi olmasi demektir.

Tersine; x(z,vg) noktasimn bogaz noktasi oldugunu kabul edelim. Gosterecegizki
x(z,v9) noktasmda teget diizlemin normali a'(z) dir. Bunun icinde A, X(yo) €Erisinin
teget vektorii olmak iizere g(a'(z), A) = 0 oldugunu gostermemiz gerekir. g(a'(z), A)
ifadesi goz oniine alnarak (4.6) ve (4.7) den a'(z) in degeri ve (4.16) dan A nin degeri

yerine yazilirsa

/ /

gla(z),4) = g(s(z)n(z),r (z) + vor(z)n(z))

!

gla(z),4) = w(x)gn(@),r (z)) +vor?(z)g(n(z),n(x))
bulunur. g(n(z),r' (z)) = 0 ve g(n(z),n(z)) = € (¢ = F1) oldugundan
g(a'(z), A) = evor?(z)

olur. x(z,vg) noktas1 bogaz noktasi oldugundan vy = 0 dir. Dolaysiyla

g(a (z),A) =0

elde edilir.

Bu da a'(z) in x(x, vg) bogaz noktasinda teget diizleme ait normal oldugunu gosterir.
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4.2.2. 1. Tip Regle Yiizeyler icin Dagilma Parametresi (Dral)

Tanim 4.2.1. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir regle yiizeyin komsu iki
anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki komsu anadogru arasindaki agiya oraninin
limitine regle yiizeyin dagilma parametresi denir [18].

I. tip regle yiizeyin dagilma parametresi asagidaki sekilde hesaplanir:

G1, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir x(x,v) 1. tip regle yiizeyi verilsin. x(z,v)

L. tip regle yiizeyinin dayanak egrisi olarak bogaz egrisini alalim. Bu durumda (4.15) den

gl
I
o

dir. Ayrica (4.6) ve (4.7) den

olur. n(x) = b(z) A a(x) oldugundan

!

P,a (z) = b(z) AN a(z) (4.18)

yazilabilir. (4.18) ifadesinin her iki tarafi a'(z) ile i¢ carpima tabi tutulursa

p, _ 9(b(@) Nax),a (x))

g(a'(z),a(z))

olur ve

’

g(b(z) Aa(x),a () = det(b(x),a(x),a (x))

oldugu goz 6niine alinirsa
!

det(b(z),a(x),a (x))
g(a'(z),a'(z))

elde edilir. Buradaki P, ile I. tip bir x(z,v) regle yiizeyinin dagilma parametresi

P, =

gosterilmektedir.

Boylece agagidaki teorem ispatlanmig olur:
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Teorem 4.2.4. G, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(z),z(z),as(x),

az(x) € C3, x € I C Rve v € R olmak iizere
x : I xR -G}
(z,v) = x(z,v) = (z + v, y(z) +vaz(z), 2(z) + vas(z))

seklinde verilen I. tip bir regle yiizeyin dagilma parametresi P, € R olmak {iizere

/

_det(b(z),a(x),a (z))
B T @ @) @)

dir.

4.3. 3-Boyutlu Pseudo-Galilean Uzayinda II. Tip Regle Yiizeyler
G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda {0} C I C R olmak iizere diferensiyellenebilir

birim hizli bir egri

r : I—>G§
u—r(u) = (0,y(u), z(u))

olsun. Yu € I i¢in r(u) noktasinda teget vektor ile anadogrunun dogrultman vektorii lineer

bagimsiz olacak sekilde

I : R—G
v—1(v) = (v, y(u) +vaz(u), z(u)+vaz(u))

dogrusunu segelim. Burada a(u) = (1, a2(u), az(u)) dogrusu, II. tip regle yiizey igin r(u)
noktasindaki dogrultman vektoriidiir.
[ dogrusu r egrisi boyunca hareket etsin. Bu durumda (I x R, x) parametrizasyonu ile

verilen bir regle yiizey

x : IxR—=G} (4.19)

(u,v) = x(u,v) = (v, y(u)+vag(u), z(u)+ vas(u))
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seklinde elde edilir. (4.19) ile gosterilen x(u,v) regle yiizeyi II. tip regle yiizey olarak
adlandirilir. Burada y(u), z(u), az(u), az(u) € C3, u € I C Rve v € R seklindedir.

Bu regle yiizeyin r(u) = (0,y(u), 2(u)) striksiyon egrisi pseudo-Oklid diizlemde yatar.
Burada u, striksiyon egrisinin yay uzunlugudur. Ayrica a(u) = (1, a2(u), ag(u)) anadogrusu
non-izotropiktir.

II. tip bir regle yiizeyin ortonormal {icyiizliisii

t(u) = a(u)=(1,az,as3),

n(u) = (0,2 (u),y (u)), (4.20)

seklinde tanimlanir [18].

II. tip regle yiizey ic¢in Frenet formiilleri ise

n(u) = 7(u)b(u) (4.21)

seklindedir [18].
(4.21) ve (4.7) karsilagtirnldiginda, I. tip ve II. tip regle yiizeyler i¢in verilen Frenet
formiillerinin ayni oldugu goriiliir.

IL. tip bir regle yiizey icin x(u) egriligi ve 7(u) torsiyonu, sirasiyla

w(u) — ay(u)
W= YW
) = y ()

seklinde verilir.
Burada k(u) ve 7(u) fonksiyonlari II. tip regle yiizeyin invaryantlarinmn bir tam

sistemini tammlar [18].
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r(u) = (0,y(u),2z(u)) egrisi birim hizl bir egri oldugundan bu bsliimdeki

hesaplamalarda |y'2(u) — z'2(u)| = 1 oldugu goz 6niine alinacaktir.

x : IxR—=G}
(u,v) — x(u,v) = r(u) + va(u)

seklinde verilen II. tip regle yiizeyin, sirasiyla, u ve v ye goére tiirevi alinirsa

x, = r(u)+va (u)

x, = a(u)
bulunur. Burada (4.21) ifadesi gtz oniine alinirsa
Xy =1 (u) + vi(u)n(u) (4.22)

yazilir.

x(u, v) IL. tip regle yiizeyin g birinci temel formu, Tanim 4.1.7. goz oniine alinirsa

g = g11(du)? + 2g1adudv + goo(dv)? (4.23)
oldugundan
gl = g(Xu,xu) =1+ e?k2(u), (e=7F1)
g2 = g(Xu,Xxy) =0
g2 = g(xu,xy) =1

elde edilir. Bu ifadeler (4.23) de goz oniine alinirsa I1. tip regle yiizeyin g birinci temel

formu
g = (1 + ev?k?(u))du? + dv?
seklinde olur. g birinci temel forma kargilik gelen matris

1+ ev?k2(u) 0
0 1

g:

40



seklinde yazilir. Buna karsilik gelen determinant ise

detg =1+ ev?x?*(u)

dur.
G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(u), 2(u), az(u),az(u) € C3,u € I C R,ve

v € R olmak tiizere

x : IxR—G}
(u,v) = x(u,v) = (v, y(u)+vaz(uw), z(u)+ vaz(u))

seklinde verilen II. tip bir regle yiizey gtz 6niine alinsin. Burada x(u) verilen regle yiizeyin
egriligidir.

Eger e = 1 ise detg = 1 +v%x%(u) ) 0 oldugundan x(u, v) IL. tip regle yiizeyi space-like
bir yiizeydir.

Eger € = —1 ise detg = 1 — v2x2(u) olur. Dolayisiyla

v2k2(u) = 1 ise x(u,v) IL. tip regle yiizeyi light-like,

v2k2(u) ) 1 ise x(u,v) IL. tip regle yiizeyi time-like,

v2k2(u) (1 ise x(u,v) I1. tip regle yiizeyi space-like bir yiizeydir.

Burada

x(u,v) = r(u) + va(u)

ile verilen ifade (I x R,x) parametrizasyonunda her v € R sabit degeri igin x(u,v) II. tip

regle yiizeyin bir

Xy I x {v} —x

egrisini belirtir. Bu egrinin teget vektor alani (4.22) den

A=r'(u) +vi(u)n(v) (4.24)

seklindedir. Tanmim 4.1.8. goz oniine alinirsa, x(u,v) IL. tip regle yiizeyi tizerinde birim

normal vektor alan
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(0.7 () + vay(w).y (1) + vaw) wos)
% (2 (w) + vah(u))? — (o () + vdy(w)?
seklinde elde edilir. Burada g(&,¢) = F1 dir. Bu durumda

9(A,€) =0

elde edilir.

4.3.1. II. Tip Regle Yiizeyler icin Acilabilirlik
Teorem 4.3.1. G}, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(u),z(u),as(u),

az(u) € C3, u €I CR vev € R olmak iizere II. tip bir regle yiizey

X IXR—>G:1))

(u,v) = x(u,v) = (v, y(u)+vaz(u), z(u) + vas(u))

olsun. Bu II. tip regle yiizeyin bir anadogrusu boyunca teget diizlemlerinin ayni olmasi
i¢in gerek ve yeter sart x(u) = 0 olmasidir.

ispat: G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda x(u,v) II. tip bir regle yiizey ve bu
II. tip regle yiizeyin ortonormal iigyiizliisii {t,n, b} olsun. Anadogrunun herhangi bir

v = sabit degerine kargilik gelen noktasindan gecen

X@) I x {v} —x

egrisinin

A=r'(u) +vi(u)n(v)

teget vektor alanmini goz oniine alalim. £, x(u,v) II. tip regle yiizeyin birim normal vektor
alani olup (4.25) deki gibi taniml olsun.

Teget diizlemlerin sabit olmasi i¢in r(u) noktasindan gegen anadogrunun her
noktasinda, anadogru boyunca & normal vektoér alaninin sabit olmasi gerekir. Ciinkii bu

durumda her teget diizlemin ortak birer dogrular1 var ve normalleri ayni olur. & normal
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vektor alaninin anadogru boyunca sabit olmasi igin { A, £} sisteminin lineer bagimli olmasi

gerekir. O halde (4.24) ile verilen

A=r'(u) +vi(u)n(v)

esitligi goz oniine alinirsa, anadogru boyunca teget diizlemlerin ayni olmas igin x(u) = 0
olmas gerekir.

O halde bu II. tip regle yiizeyin bir anadogrusu boyunca teget diizlemlerinin ayni
olmasi igin k(u) = 0 olmasi gerek ve yeterdir.

Teorem 4.3.2. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(u),z(u), az(u),

az(u) € C3, u € I C Rvev € R olmak iizere II. tip bir regle yiizey

x : IxR—G}
(u,v) = x(u,v) = (v, y(u)+vaz(uw), z(u)+ vaz(u))
olsun. x(u,v) II. tip regle yiizeyinin agilabilir olmas: igin gerek ve yeter sart x(u) = 0
olmasidir. Burada s(u), x(u,v) IL. tip regle yiizeyin egriligidir.
Ispat: Tamm 4.1.2 ve Teorem 4.3.1. birlikte g6z 6niine alinirsa, ispat aciktir.

Sonug 4.3.1. G}, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda y(u), z(u), az(u), az(u) € C3,

u € I C Rve v € R olmak tizere II. tip bir regle yiizey

x : IxR -G}

(u,v) = x(u,v) = (v, y(u) +vaz(u), z(u) + vas(u))
olsun. Bu x(u,v) II. tip regle yiizeyin egriligi x(u) ise

I

k(u) = det(b(u),a(u),a (u))

dir. Burada b(u) ve a(u), sirasiyla II. tip regle yiizeyin binormali ve anadogrusudur.
Ispat: II. tip bir regle yiizeyin ortonormal iicyiizliisii (4.20) ve Frenet formiilleride

(4.21) ile verilsin. (4.20) ve (4.21) den a’(u) nun degeri goz éniine almirsa
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det(b(u),a(u),a (u)) = det(b(u), a(u), s(u)n(w)) = £(uw) det(b(w), a(u),n(u))  (4.26)

elde edilir. (4.20) den a(u) = t(u) oldugundan det(b(u),a(u),n(u)) = 1 olur. Bu ifade
(4.26) da yerine yazilirsa

bulunur.

4.3.2. II. Tip Regle Yiizeyler i¢in Bogaz Noktasinin Yervektorii
Gi, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(u), z(u), as(u), as(u) € C3,

u € I C Rve v € R olmak iizere

x : IxR—G}
(u,v) — x(u,v) = (v, y(u)+vaz(u), z(u)+ vas(u))

seklinde verilen acilabilir olmayan II. tip bir regle yiizeyin merkez noktasinin, dayanak

egrisine olan uzaklig1 @ olmak iizere 7(u) yervektorii

T(u,7) = r(u) + ua(u) (4.27)
seklinde ifade edilebilir. Burada r(u) dayanak egrisinin yervektorii ve a(u) de anadogruya
ait dogrultman vektoriidiir. wu parametresi II. tip regle yiizeyin dayanak egrisinin
yervektorii ve dogrultman vektorii cinsinden bulunabilir. Bu regle yiizeyin ilk ikisi a(u)

ve a(u)+ da(u) olan komgu ii¢ anadogrusunu goz oniine alalim.

9
I a(u) + a (u)du
I Q

g r p a(u)

Sekil 4.3.1: IL.Tip Regle Yiizeyler I¢in Bogaz Noktasinin Yervektorii
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Sekil 4.3.1 deki P, P’ ve Q, @ komsu anadogrularin ortak dikmelerinin anadogrular
tizerindeki ayaklar1 olsunlar. Bu durumda P ve Q farkli iki bogaz noktasidir. Ilk iki komsu

anadogrunun ortak dikmesi

a(u) A (a(u) +a (u)du) = a(u) Aa' (u)du

ifadesinin bir katidir. Limit halinde PQ vektorii PP’ ile cakisacak ve bogaz egrisinin

tegeti olacaktir. Dolayisiyla

g(a(u),PQ) =1 ve g(a(u) + a'(u)du, PQ) = 1

olacagindan

g(a'(u),PQ) =0 (4.28)
elde edilir. Limit durumunda
dF
PQ=—
Q du

)=0 (4.29)
bulunur. Ayrica (4.27) den T(u, @) nun u ya gore tiirevi alinirsa

;l_‘lz =1 (u) +7a (u) + j—za(u) (4.30)

bulunur. (4.30) degeri (4.29) da goz oniine alinirsa

g(a (u),r (u) +7a (u) + Z—Za(u)) =0

olur. Burada (4.20) ve (4.21) birlikte diigiiniilerek a’'(u) nun degeri yerine yazilirsa

€ur’(u) =0, €=Fl

elde edilir. k(u) # 0 oldugundan

gl
I
o

(4.31)



yazilir. Boylece bogaz egrisinin yervektorii i¢in (4.27) den

T(u) = r(u)

elde edilir. Yani II. tip regle yiizeyler icin striksiyon egrisi dayanak egrisi olur. Boylece
asagidaki teoremin ispati tamamlanmig olur.
Teorem 4.3.3. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymmda y(u),z(u),as(u),

az(u) € C3,u € I CR vev € R olmak iizere

x : IxR—G}
(u,v) = x(u,v) = (v, y(u)+vaz(uw), z(u)+ vag(u))
seklinde verilen agilabilir olmayan II. tip bir regle yiizey igin striksiyon egrisi dayanak
egrisi olur.
Teorem 4.3.4. G}, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(u),z(u),az(u),

az(u) € C3,u € I C Rve v € R olmak iizere

x : IxR —>Gé
(u,v) = x(u,v) = (v, y(u) +vaz(u), z(u)+vas(u))
seklinde agilabilir olmayan bir x(u,v) II. tip regle yiizeyi verilsin. r(u) € r noktasimndan
gecen anadogru iizerinde, x(u, vg) noktasiin bogaz noktasi olmasi igin gerek ve yeter sart
x(u,vg) daki teget diizlemin normalinin a’(u) olmasidir.
Ispat: x(u,v) aclabilir olmayan II. tip bir regle yiizey olsun. x(u,v) IL tip bir regle
yiizeyin dayanak egrisi r iizerindeki, r(u) noktasindan gegen anadogru iizerindeki x(u, vg)

noktasinda teget diizlemin normali a'(u) olsun.

X(vp) * I x {UQ} — X

egrisinin teget vektor alani

!

A =r'(u) + voa (u)
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dir. Burada (4.20) ve (4.21) birlikte gtz ¢niine alinirsa

/

A=r (u)+vor(u)n(u) (4.32)

elde edilir. a'(u) ve A nmn dikligi goz niine alinirsa

/

ga(u),A)=0 (4.33)

olur. (4.20) ile (4.21) den a’(u) ve (4.32) den A nin degerleri yerine yazilirsa

g(w(un(z),r'(u) + vor(un(u)) = 0

r(u)g(n(u),r (u)) +vor’(w)g(n(u), n(u)) = 0

I

bulunur. g(n(u),r (u)) =0 ve g(n(u),n(u)) = € (¢ = F1) oldugundan

evor?(u) =0

olur. £(u) # 0 oldugundan

vo =0

elde edilir. Bu ise x(u,v9) noktasinin bogaz noktasi olmasi demektir.

Tersine; x(u,vo) noktasimn bogaz noktasi oldugunu kabul edelim. Gosterecegizki
x(u,vg) noktasmda teget diizlemin normali a'(u) dur. Bunun icinde A, X(yp) €Erisinin
teget vektorii olmak iizere g(a'(u), A) = 0 oldugunu gostermemiz gerekir. g(a'(u), A)
ifadesi goz oniine alnarak (4.20) ve (4.21) den a’(u) nun degeri ve (4.32) den A nin degeri

yerine yazilirsa

’

gla(u),A) = g(r(un(u),r (u) + vor(u)n(u))

g(a(u),A) = r(w)gn(w),r (u)+vor*(u)g(n(u),n(u)

bulunur. g(n(u),r (v)) =0 ve g(n(u),n(u)) = e (e = F1) oldugundan

!

g(a(u),A) = evgﬂz(u)
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olur. x(u,vg) noktast bogaz noktasi oldugundan vy = 0 dir. Dolayisiyla

g(a(u), ) =0

elde edilir.

Bu da a’(u) nun x(u, vo) bogaz noktasimda teget diizleme ait normal oldugunu gosterir.

4.3.3. II. Tip Regle Yiizeyler icin Dagilma Parametresi (Dral)

I1. tip regle yiizey icin dagilma parametresini I. tip regle yiizeylerinkine benzer sekilde
hesaplayabiliriz.

G31, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir x(u, v) IL tip regle yiizeyi verilsin. x(u,v)

I1. tip regle yiizeyin dayanak egrisi olarak bogaz egrisini alalm. Bu durumda (4.31) den

S|
I
o

dir. Ayrica (4.20) ve (4.21) den

oldugundan a’(u) ile n(u) lineer bagimhdir. Dolaysiyla P, € R olmak iizere
Paa'(u) = n(u)
olur. n(u) = b(u) A a(u) oldugundan

Paa’ (u) = b(u) A a(u) (4.34)

yazilabilir. (4.34) ifadesinin her iki tarafi a'(u) ile i¢ carpima tabi tutulursa

olur ve

g(b(u) Aa(u),a(u)) = det(b(u), a(u),a (u))

oldugu g6z oniine alinirsa




elde edilir. Burada P, ile II. tip bir x(u,v) regle yiizeyinin dagilma parametresi
gosterilmektedir.

Boylece agagidaki teorem ispatlanmig olur:

Teorem 4.3.5. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(u),z(u), az(u),

az(u) € C3,u eI CR ve v € R olmak tizere

x : IxR—GE

(u,v) — x(u,v) = (v, y(u)+vaz(u), z(u)+ vaz(w))

seklinde verilen II. tip bir regle yiizeyin dagilma parametresi Py € R olmak iizere

_ det(b(u),a(u),a’ (u))

B @) a W)

dir.
Teorem 4.3.6. G}, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(u),z(u),as(u),

az(u) € C3,u € I C R ve v € R olmak iizere

X IXRHG%

(u,v) = x(u,v) = (v, y(u) +vaz(w), z(u) +vaz(u))

seklinde verilen bir x(u,v) II. tip regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
dagilma parametresinin sifir olmasidir.

Ispat: Tamm 4.1.3, Teorem 4.3.1., Teorem 4.3.2 ve Sonug 4.3.1. den teoremin ispati
aciktir.

4.4. 3-Boyutlu Pseudo-Galilean Uzayinda I1I. Tip Regle Yiizeyler
G31, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda {0} C I C R olmak iizere diferensiyellenebilir

birim hizli bir egri

r : I —Gj
u— r(u) = (u,y(u),0)
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olsun. Yu € I i¢in r(u) noktasinda teget vektor ile anadogrunun dogrultman vektorii lineer

bagimsiz olacak gekilde

I : R—G}
v —1(v) = (u, y(u) +vas(u),vas(u))

dogrusunu segelim. Burada a(u) = (0, az(u), az(u)) dogrusu, IIL. tip regle yiizey i¢in , r(u)
noktasindaki dogrultman vektoriidiir.
! dogrusunun r egrisi boyunca hareket etsin. Bu durumda (I x R, x) parametrizasyonu

ile verilen bir regle yiizey

x : IxR =G} (4.35)

(u,v) = x(u,v) = (u, y(u) + vaz(u), vag(u))

seklinde elde edilir. (4.35) ile gosterilen x(u,v) regle yiizeyi III. tip regle yiizey olarak
adlandirthr. Burada y(u),az2(u),a3(u) € C3, u € I C R, v € R ve |a3(u) —aj(u)| = 1
seklindedir.

Bu regle yiizeyin sonsuzluktaki dogrultman dogrusu keyfi mutlak dogrudur.
r(u) = (u,y(u),0) egrisi a(u) = (0,a2(u),as(u)) anadogrusuna ortogonal olan keyfi bir
dogrultmandir. (4.35) ile verilen x(u,v) III. tip regle yiizeyin a(u) = (0, a2(u),as(u))
anadogrusu birim izotropiktir ve v dogrultmanin yay uzunlugudur.

III. tip bir regle yiizeyin ortonormal tigyiizliisii

!

t(u) = r'(w)=(Ly(u),0),
n(u) = a(u)=(0,az2(u),as(u)), (4.36)

b(u) = (0,a3(u),az(w))

seklinde tamimlanir. III. tip regle yiizey icin Frenet formiilleri ise
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n(u) = 7(u)b(u) (4.37)

T )

seklinde verilir. Burada ¢(u), z = 0 diizlemi ile a(u) arasindaki agidir. s(u) egriligi II1.

tip regle yiizeyin bir invaryant1 degildir [18].

x : I xR =G}
(u,v) = x(u,v) = r(u) + va(u)

seklinde verilen regle yiizeyin sirasiyla, u ve v ye gore tiirevi alinirsa

Xy = T (u)+va(u)
x, = a(u)
bulunur. Burada (4.36) ve (4.37) ifadeleri g6z 6niine alinirsa
Xy =1 (u) + v7(u)b(u) (4.38)

olur.

x(u, v) IIL. tip regle yiizeyin g birinci temel formu Tanim 4.1.7. gtz 6niine alimirsa

g = g1 (du)? + 2giadudv + gao(dv)? (4.39)
oldugundan
gn = g(xu,xy) =1-e?r*(u), (e=7F1)
g2 = g(Xu;Xy) =0

g2 = g(xu,x%) =1
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elde edilir. Bu ifadeler (4.39) da goz oniine alimirsa I11. tip regle yiizeyin g birinci temel

formu
g = (1 — ev?7%(u))du? + dv?
seklinde olur. g birinci temel forma karsilik gelen matris

1—ev?r2(u) 0

0 1

g:

seklinde yazilir. Buna kargilik gelen determinant ise

detg =1 — ev?r2(u)

dur.
G31, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda y(u), az(u),asz(u) € C3,u € I CR, v € R ve

|a3(u) — aj(u)| = 1 olmak iizere

x : IxR—G}

(u,v) = x(u,v) = (u, y(u)+vaz(u), vag(u))

seklinde III. tip bir regle yiizey verilsin. 7(u) bu III. tip regle yiizeyin torsiyonu olsun.
Eger € = 1 alinirsa det g = 1 — v272(u) olacagindan,
v272(u) = 1 ise verilen III. tip regle yiizey light-like,
v272(u) ) 1 ise verilen IIL. tip regle yiizey time-like,
v272(u) ( 1 ise verilen III. tip regle yiizey space-like bir yiizeydir.
Eger ¢ = —1 alinmirsa detg = 1 + v27%(u) ) 0 olacagindan verilen II1. tip regle yiizey
space-like bir yiizeydir.

Burada

x(u,v) = r(u) + va(u)

ile verilen ifade (I x R, x) parametrizasyonunda her v € R sabit degeri i¢in x(u,v) IIL. tip

regle yiizeyin bir
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Xy I x {v} —x

egrisini belirtir. Bu egrinin teget vektor alani (4.38) den

A=r (u) + v7(u)b(u) (4.40)

seklindedir. Tamm 4.1.8. goz oniine alinirsa, x(u,v) IIL. tip regle yiizeyi iizerinde birim

normal vektor alam

£ =(0,—as(u), —az(u)) (4.41)

seklinde elde edilir. Burada ¢(¢,€) = F1 dir. Bu durumda

9(4,§) =0
elde edilir.
4.4.1. II1. Tip Regle Yiizeyler i¢in Acilabilirlik

Teorem 4.4.1. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(u),as(u),as(u) € C3,

uel CR, veRve ‘a%(u) — a%(u)‘ = 1 olmak iizere III. tip bir regle yiizey

x : IxR—G}

(u,v) = x(u,v) = (u, y(u)+vaz(u), vag(u))

olsun. Bu III. tip regle yiizeyin bir anadogrusu boyunca teget diizlemlerinin ayni olmasi
icin gerek ve yeter sart 7(u) = 0 olmasidur.

Ispat: G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda x(u,v) IIL. tip bir regle yiizey ve bu
III. tip regle yiizeyin ortonormal iigyiizliisii {t,n, b} olsun. Anadogrunun herhangi bir

v = sabit degerine kargilik gelen noktasindan gecen

Xy I x {v} —x

egrisinin
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A=r (u) +vr(u)b(u)

teget vektor alanini goz oniine alahm. &, x(u,v) II1. tip regle yiizeyin birim normal vektor
alani olup (4.41) deki gibi tanimh olsun.

Teget diizlemlerin sabit olmasi i¢in r(u) noktasindan gegen anadogrunun her
noktasinda, anadogru boyunca & normal vektér alaninin sabit olmasi1 gerekir. Ciinkii bu
durumda her teget diizlemin ortak birer dogrular: var ve normalleri ayni olur. £ normal
vektor alaninin anadogru boyunca sabit olmasi igin { A, £} sisteminin lineer bagimli olmasi

gerekir. O halde (4.40) ile verilen

A =r (u) +vr(u)b(u)

esitligi goz oniine alinirsa, anadogru boyunca teget diizlemlerin ayni olmasi igin 7(u) = 0
olmas: gerekir.

O halde III. tip regle yiizeyin bir anadogrusu boyunca teget diizlemlerin ayni olmasi
i¢in 7(u) = 0 olmasi gerek ve yeterdir.

Teorem 4.4.2. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda y(u),as(u),az(u) € C3,

uelCR,veRve|aj(u) —a3(u)| =1 olmak iizere IIL tip bir regle yiizey

x : IxR—GE

(u,0) = x(u,v) = (u, y(u) +vaz(u), vaz(u))

olsun. Bir x(u,v) III. tip regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart 7(u) = 0
olmasidir. Burada 7(u), x(u,v) III. tip regle yiizeyin torsiyonudur.

Ispat: Tamim 4.1.2 ve Teorem 4.4.1. birlikte gtz oniine alinirsa, ispat aciktir.

Sonug 4.4.1. G}, pseudo-Galilean uzayinda y(u), az(u), az(u) € C3, u € I CR, v € R

ve |a3(u) — a3(u)| = 1 olmak iizere III. tip bir regle yiizey

x : IxR—G}

(u,v) = x(u,v) = (u, y(u)+vaz(u), vag(u))
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olsun. Bu x(u,v) III. tip regle yiizeyin torsiyonu 7(u) ise

!

7(u) = det(t(u),a(u),a (u))

dur.
Ispat: III. tip bir regle yiizeyin ortonormal iicyiizliisii (4.36) ve Frenet formiilleride

(4.37) ile verilsin. (4.36) ve (4.37) den a’(u) nun degeri goz niine almirsa

I

det(t(u),a(u),a (u)) = det(t(u),a(u), 7(u)b(u)) = 7(u) det(t(u), a(u), b(u))  (4.42)

elde edilir. (4.36) dan a(u) = n(u) oldugundan det(t(u),a(u),b(u)) = 1 olur. Bu ifade
(4.42) de yerine yazilirsa

bulunur.

4.4.2. II1. Tip Regle Yiizeyler i¢in Bogaz Noktasinin Yervektorii

G1, pseudo-Galilean uzayinda y(u),as(u),az(u) € C3u € I C R,v € R ve
2

|a3(u) — a3(u)| = 1 olmak iizere
x : I xR =G}

(u,v) = x(u,v) = (u, y(u) + vaz(u), vag(u))

seklinde verilen acilabilir olmayan bir III. tip regle yiizeyin merkez noktasinin, dayanak

egrisine olan uzaklig1 @ olmak iizere 7(u) yervektorii

T(u,w) = r(u) + wa(u) (4.43)

seklinde ifade edilebilir. Burada r(u) dayanak egrisinin yervektorii ve a(u) de anadogruya
ait dogrultman vektordiir. 7w parametresi III. tip regle yiizeyin dayanak egrisinin
yervektorii ve dogrultman vektorii cinsinden bulunabilir. Bu regle yiizeyin ilk ikisi a(u) ve

a(u)+ da(u) olan komsu ii¢ anadogrusunu goz oniine alalim.
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olacagindan

I / a(u) + a (wdu

P a(u)

~
N

Sekil 4.4.1: IIL.Tip Regle Yiizeyler I¢in Bogaz Noktasinin Yervektorii

anadogrunun ortak dikmesi

a(u) A (a(u) +a (u)du) = a(u) Aa' (u)du

tegeti olacaktir. Dolayisiyla

g(a(u), PQ) = 0 ve g(a(u) + a (u)du, PQ) = 0

elde edilir. Limit durumunda

g
PQ=—
Q du
olur. Bu deger (4.44) de yerine yazilirsa
/ dr
o(& (w). Ty =0

@_, / du
du

bulunur. (4.46) degeri (4.45) de goz oniine almirsa
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Sekil 4.4.1 deki P, P' ve Q, Q  komsu anadogrularin ortak dikmelerinin anadogrular

iizerindeki ayaklar: olsunlar. Bu durumda P ve @ farkli iki bogaz noktasidir. Ilk iki komsu

ifadesinin bir katidir. Limit halinde PQ vektorii PP’ ile cakisacak ve bogaz egrisinin

(4.44)

(4.45)

(4.46)



(@ (u), ¥ () 7 ) + Toafu) = 0

bulunur. Burada (4.36) ve (4.37) birlikte diisiiniilerek a’(u) nun degeri yerine yazihrsa

—eur®(u) =0, =71

elde edilir. k(u) # 0 oldugundan

T=0 (4.47)

bulunur. Boylece bogaz egrisinin yervektorii igin (4.43) den

elde edilir. Yani III. tip regle yiizeyler icin striksiyon egrisi dayanak egrisi olur. Boylece
asagidaki teoremin ispati tamamlanmig olur.
Teorem 4.4.3. G2, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda y(u), az(u),as(u) € C3,

uelCR,veRve |a3(u) — a3(u)| =1 olmak iizere

x : I xR =G}

(u,v) = x(u,v) = (u, y(u) +vag(u), vaz(u))

seklinde verilen agilabilir olmayan bir III. tip regle yiizey icin striksiyon egrisi dayanak
egrisi olur.
Teorem 4.4.4. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda y(u),as(u),az(u) € C3,

uelCR,veR ve |ad(u) — aj(u)| =1 olmak iizere

x : IxR—G}

(u,v) = x(u,v) = (u, y(u)+vaz(u), vag(u))

seklinde agilabilir olmayan bir x(u,v) III. tip regle yiizeyi ve bu yiizeyin 7(u) # 0 olmak

tizere 7(u) torsiyonu verilsin. r(u) € r noktasimndan gegen anadogru iizerinde, x(u,vg)
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noktasinin bogaz noktasi olmasi igin gerek ve yeter sart x(u,vp) daki teget diizlemin
normalinin a’(u) olmasidir.

Ispat: x(u,v) aclabilir olmayan IIL. tip bir regle yiizey olsun. x(u,v) IIL tip bir regle
yiizeyin dayanak egrisi r iizerindeki, r(u) noktasindan gegen anadogru iizerinde x(u,vp)

noktasinda teget diizlemin normali a'(u) olsun.

X(vo) I x {'UQ} — X

egrisinin teget vektor alani

’

A=r(u)+voa (u)

dir. (4.36) ve (4.37) birlikte goz oniine alinirsa

!

A=r (u) +vo7(u)b(u) (4.48)

elde edilir. a'(u) ve A nmn dikligi goz 6niine alinirsa

/

ga(u),A)=0 (4.49)

olur. (4.36) ile (4.37) den a'(u) ve (4.48) den A nm degerleri yerine yazilirsa

I

g(t(u)b(x),r (u) + vo7(u)b(u)) = 0

7(u)g(b(u),r'(u)) + v37(u)g(b(u), b(u)) = 0

bulunur. g(b(u),r (1)) = 0 ve g(b(u),b(u)) = —e, (e = F1) oldugundan

—evaT(u) =0
olur. 7(u) # 0 oldugundan
Vo = 0

elde edilir. Bu ise x(u,v9) noktasinin bogaz noktasi olmasi demektir.
Tersine; x(u,vp) noktasinin bogaz noktasi oldugunu kabul edelim. Gosterecegizki
x(u,vg) noktasinda teget diizlemin normali a (u) dur. Bunun iginde A, X(vo) €grisinin

teget vektorii olmak iizere g(a'(u), A) = 0 oldugunu gostermemiz gerekir. g(a'(u), A)
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ifadesi goz oniine alinarak (4.36) ve (4.37) den a'(u) nun degeri ve (4.48) den A nin degeri

yerine yazilirsa

!

gla(u), A) = g(r(u)b(u),r (u) + vor(u)b(u))

!

gla(u),A) = 7(w)g(b(u),r (v)) +vor*(u)g(b(u), b(u))
bulunur. g(b(u),r (1)) = 0 ve g(b(u),b(u)) = —¢, (e = F1) oldugundan
g(a (u), A) = —evor?(u)

olur. x(u,vg) bogaz noktasi oldugundan vy = 0 dir. Dolayisiyla

g(a(u), ) =0

elde edilir.
Bu da a’(u) nun x(u,vg) bogaz noktasmda teget diizleme ait normal a’(u) oldugunu

gosterir.

4.4.3. III. Tip Regle Yiizeyler I¢in Dagilma Parametresi (Dral)

III. tip regle yiizey i¢in dagilma parametresi, 1. ve II. tip regle yiizeylerin dagilma
parametresine benzer gekilde, asagidaki gibi hesaplanir.

G1, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir x(u, v) IIL. tip regle yiizeyi verilsin. x(u,v)

III. tip regle yiizeyin dayanak egrisi olarak bogaz egrisini alalm. Bu durumda (4.47) den
u=0

dir. Ayrica (4.36) ve (4.37) den

oldugundan a’(u) ile b(u) lineer bagimhdir. Dolaysiyla P, € R olmak iizere
Paa'(u) = b(u)

olur. b(u) = a(u) A t(u) oldugundan
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Paa (u) = a(u) At(u) (4.50)

yazilabilir. (4.50) ifadesinin her iki tarafi a'(u) ile i¢ carpima tabi tutulursa

g(@a(w) At(u),a’(w)
g(a’(u),a’ (u))

P, =

bulunur ve

!

g(a(u) At(u),a (u) = — det(t(u), a(w), a’(u))
oldugu goz 6niine alinirsa /
det(t(u),a(u),a (u))

g(a'(u),a’(u))

elde edilir. Burada P, ile III. tip bir x(u,v) regle yiizeyinin dagilma parametresi

Pa=—

gosterilmektedir.
Boylece agagidaki teorem ispatlanmig olur:
Teorem 4.4.5. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(u),as(u),as(u) € C3,

uel CR,veRve |aj(u)—aj(u)| =1 olmak iizere

x : IxR—GE
(u,v) = x(u,v) = (u, y(u) +vaz(u), vaz(u))

seklinde verilen III. tip bir regle yiizeyin dagilma parametresi P, € R olmak iizere

!

_ det(t(u),a(u),a (u))

b= @ .2 )

dir.
Teorem 4.4.6. G31, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(u),az(u),az(u) € C3,

uelCR,veRve |a3(u) — a3(u)| =1 olmak iizere

x : I xR =G}
(u,0) = x(u,v) = (u, y(u) +vaz(u), vaz(u))

seklinde verilen III. tip bir regle yiizeyin acilabilir olmas: icin gerek ve yeter sart dagilma

parametresinin sifir olmasidir.
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Ispat: Tamm 4.1.3, Teorem 4.4.1., Teorem 4.4.2. ve Sonug 4.4.1. den teoremin ispati

aciktir.

4.5. 3-Boyutlu Pseudo-Galilean Uzayinda Silindirik Regle Yiizeyler

Bu boliimde, G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaynda silindirik regle yiizeyler igin
Oklid uzaymda iyi bilinen, asagida verilen Teorem 4.5.1. deki, A¢ = A¢ sartim saglayan
regle yiizeylerin karakterize edilmesi ile ilgili ifadelere yer verildi. Bilindigi {izere G3,
3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda ii¢ tip regle yiizey vardir. I. tip regle yiizeyi goz oniine
alimirsa bu regle yiizeyin silindirik olmasi durumunda Teorem 4.5.1. deki
A Laplacian hesaplanirken kullamilan (g;;) matrisinin ters matrisi (¢) nin mevcut
olmamasidan dolay1 bu tip regle yiizeyler karakterize edilemez. G3, 3-boyutlu pseudo-
Galilean uzayinda III. tip regle yiizey gozoniine alinirsa, Teorem 4.5.1. deki sarti
saglamasi  durumunda  gerekli hesaplamalar yapildiginda yine Dbelirgin = bir
karakterizasyon elde edilemez. Ancak G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda II. tip regle
yiizeyler incelenirse, silindirik olmasi durumunda, boéyle bir karakterizasyondan

bahsedilebilir. Elde edilen bu karakterizasyon Teorem 4.5.2. de verildi.

Tanim 4.5.1. G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda C? smifindan bir regle yiizey

x(u,v) = r(u) +va(u) r,ac C3, veR

seklinde olsun. Burada r(u) = (u,y(u), z(u)) verilen regle yiizeyin dayanak egrisi ve a(u)
ise anadogrusudur. Eger a(u) sabit ise bu regle yiizey silindirik, eger sabit degilse non-
silindirik yiizey olarak adlandirilir.

Teorem 4.5.1. R? de Gauss doniisiimii £ olan,
AE = A¢, A€ Mat(3,R) (4.51)

sartinm saglayan regle yiizey lokal olarak bir diizlem ve dairesel silindirdir [23].

I ve J, R reel dogru iizerinde 0 1 kapsayan iki agik aralik olsun. r(u) egrisi
r(u) : J — G3 seklinde tanimh bir egri ve a(u), r(u) egrisi boyunca bir vektor alani olsun.
G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda bir x(u,v) regle yiizeyi, r(u) egrisi boyunca a(u)
vektor alam tarafindan olugturulan bir pseudo-Galilean yiizeyidir.

G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda
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x = x(u,v) = r(u) + va(u)

seklinde verilen II. tip regle yiizey goz ¢niine alinsin.

Koordinat egrisi boyunca {x,,x,} dogal baz

x, = a(u)

seklinde verilir.

Buradan

g(xu,xu) = g(r'(u),r' (u)) + 2vg(r (u),a (u)) +v’g(a(u), a
9(xu,%p) = g(r (u),a(u)) +vg(a(u), a (u))
9(xv,%0) = g(a(u),a(u))
olur.
x(u,v), {z;} lokal koordinat sistemine sahip bir regle yiizey olsun. x(u,v) regle yiizeyi
tizerinde g metriginin g;; bilesenleri icin, (g;;) matrisinin ters matrisi (¢%) ile gosterilsin.

x(u,v) regle yiizeyi iizerinde Laplacian A,

0

1 0 y
A ] s Z]—. 4 2
\/mzaxz(\/!g!g =) (4.52)
seklinde tanimlanir.

r(u) = (0,y(u), z(u)) diizlem egrisi igin

yazilabilir.

Burada £ Gauss doniigtimii

olarak bulunur. Ayrica
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9(§,§) = (e =7F1)
dir.
Teorem 4.5.2. G}, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda Gauss doniigtimii

AE = AE, A€ Mat(3,R) (4.53)

sartim saglayan silindirik x(u,v) II. tip bir regle yiizey, lokal olarak diizlemdir ve bir
hiperbolik ¢cember veya bir pseudo-cembere karsilik gelir.
Ispat: G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda y(u),z(u),az(u),az(u) € C3,

uel CR,veERvey (u)ay(u) — 2 (u)ag(u) = 0 olmak fizere I1. tip bir regle yiizey

x : IxR—=G}

(u,v) — x(u,v) = r(u) + va(u)

seklinde verilsin. Burada r(u) = (0,y(u), z(u)) ve a(u) = (1,a2(u),az(u)) dir. Ayrica

a(u), r(u) egrisi boyunca birim sabit vektor alanidir ve r(u) egrisine ortogonaldir. Yani

dir. Bir pseudo-Galilean hareketi sayesinde a = (1,0,0) alinmasi genelligi bozmaz.

r(u) = (0,y(u), z(u)) diizlem egrisi i¢in

g(r',r) =y (w) - 2%(w) = (e =F1)
elde edilir. Burada ¢ Gauss doniigiimii, € = F1 olmak iizere
¢ = (0,2 (u), 2y (u))

seklinde bulunur. Bundan sonra, bu boliimde artik y ve z, u nun bir fonksiyonu olarak ele
alinacaktir.

Indirgenmis g pseudo-Galilean metrigi icin
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g11 =
gi12 =

g22 =

oldugundan & nin A{ Laplaciam (4.52) den

"

elde edilir. Boylece A¢ = A¢ oldugundan

0 a1 a12
"

EZ - a21 G922
"

0 aszyr as2

"

a3 0
/

a923 z
I

ass Yy

yazilabilir. Burada A = (a;;) sabit matristir. Dolayisiyla agagidaki diferensiyel denklem

sistemi elde edilir.

0 = algzl + algyl
el = aggzl + aggyl (4.54)
€ym = a322, + a33yl-

Buradan ¢ = F1 oldugundan ilk olarak £ = 1 i¢in (4.54) denklemi g6z 6niine alinacak

ve y, z ¢oziimleri aragtirilacaktir. O halde e = 1 i¢in (4.54) ifadesi

O = algz/ + algyl
2 = gz + CL23y’ (4.55)
Yy = a322 +assy

sekline doniigiir. Bu denklem sisteminde y've 2,

y =coshf, 2z =sinh6 (4.56)
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seklinde parametrize edilebilir. Burada 6 yine w nun bir fonksiyonudur. (4.56) da u ya

gore tiirev alinirsa

y = 0’ sinh 6

y"' = 0 sinhf+ (0')%coshd (4.57)
ve

2" = 6 coshf

Z" = 0 coshf+ (6)%sinh (4.58)

elde edilir. (4.56),(4.57) ve (4.58) deki ifadeler (4.55) de goz dniine alinirsa

0" cosh @ + (6')? sinh @ = agy sinh O + a3 cosh 6 (4.59)

ve

0" sinh 6 + (9/)2 cosh 0 = asg sinh 6 + as3 cosh § (4.60)

olur. (4.59) ve (4.60) esitliklerinin iki tarafi, sirasiyla, cosh@ ve —sinh@ ile ¢arpilip bu

esitlikler taraf tarafa toplanirsa

0" = (agz — ass) cosh fsinh @ + as3 cosh? 6 — az sinh? 6 (4.61)

bulunur. Tekrar (4.59) ve (4.60) esitliklerinin iki tarafi, sirasiyla, —sinh6 ve cosh@ ile

carpilip bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

/

(0')% = (az2 — ags) cosh @sinh @ + asz cosh? @ — agy sinh? @ (4.62)

yazilabilir. (4.62) dekleminde u ya gore tiirev alimirsa

200" = ¢ {(as2 — as3)(cosh? 6 + sinh? 6) 4 2(as3 — ags) cosh f sinh 0} (4.63)

bulunur. (4.63) ifadesinde (4.61) esitligi gtz oniine alinirsa
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0 {4(&22 — ag3) cosh @ sinh § + (3ag3 — as2) cosh? 0 + (a23 — 3asz2) sinh? 9} =0 (4.64)

clde edilir. 6 # 0 oldugundan (4.55) ve (4.64) esitliklerinden

aze = a3 ve a2 = a13 = a3 = azz = 0

bulunur. Ciinkii sinh 6, cosh @, sinh? 6, cosh? § fonksiyonlar: = () nun lineer bagimsiz

fonksiyonlaridir.

Dolayisiyla (4.62) esitliginden, age = ags = %2 olmak {izere

:F;u—i—co, 0, c€R

elde edilir. # nin bu degeri (4.56) esitliklerinde goz oniine alinirsa, sirasiyla y ve z,

ve

seklinde bulunur. Yani

olur. Bu gosterim ise

cosh 6

1
7 sinh 6 + ¢q,

sinh 0

1
7 cosh 6 + ¢,

Frsinh 6 + ¢,

Frcoshd + ca,
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(y — 01)2 —(z— 02)2 = —r2, )0 (4.65)

denklemini verir. Bu denklem ise, yarigapr r olan (c1,cz) merkezli bir pseudo-Galilean
diizlemde (yz — diizlems) hiperbolik ¢gember denklemidir.
Simdi de ¢ = —1 i¢in (4.54) denklemi gbz oOniine almacak ve y, z ¢oziimleri

aragtirilacaktir. O halde ¢ = —1 igin (4.54) ifadesi

0 = algz/ + algy,
_Z”/ = a22z/ + a23y, (466)
_ylll _ a32zl —"_ a33y/
sekline doniigiir. Burada
y =sinh6, 2 =coshf, 0= 0(u) (4.67)

alinir ve (4.67) de u ya gore tiirev alinirsa

"

y" = 0" coshf+ (0')*sinh

"

2" = 0 sinh6+ (0)?coshd (4.68)
elde edilir. (4.67) ve (4.68) ifadeleri (4.66) esitliklerinde yerlerine yazilirsa

—0" sinh 6 — (8")? cosh 6 = agy cosh 6 + agg sinh 6 (4.69)

ve

—0" cosh 0 — (') sinh § = asy cosh 0 + ass sinh 6 (4.70)

esitlikleri elde edilir. (4.69) ve (4.70) esitliklerinin iki tarafi, sirasiyla, —sinh 6 ve cosh6

ile garpilip, bu egitlikler taraf tarafa toplanirsa

"

0 = (ag2 — ags) cosh O sinh 6 + ags sinh? @ — a3s cosh? @ (4.71)
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yazilir. Tekrar (4.69) ve (4.70) esitliklerinin iki tarafi, sirasiyla, coshf ve —sinh@ ile
carpilip, bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

(6')? = (a3a — ag3) cosh @sinh @ + azs sinh? @ — ago cosh? 4 (4.72)

bulunur. (4.72) esitliginin u ya gore tiirevi alinirsa

0 {4(a22 — as3) cosh Osinh  + (a3 — 3asz) cosh? @ + (3ags — az)sinh® 0} =0 (4.73)

olur. (4.66) ve (4.73) esitliklerinden

a2 = a3z ve a1z = a13 = az3 = azz = 0

elde edilir. Dolayisiyla (4.72) esitliginden, ag = ags = —%2 olmak iizere

/ 1
)2 = =
0y = &

/ 1

06 = =F-

,

1

0 = :F;u—i—co, 0, c€R

bulunur. y' = coshf ve z' = sinh @ oldugundan

y = TFrcoshf+c, c1€R

z = Frsinhf+cy c2€R

dir. Bu gosterim ise

(y—c1)? = (z—)? =72 1) (4.74)

denklemini verir. Bu denklem ise, yarigap: r olan (ci,c) merkezli bir pseudo-Galilean
diizlemde (yz — diizlemi) pseudo-¢ember denklemidir.
Boylece Teoremin ispat1 tamamlanmig olur.

Buradan G3, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda
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A¢ = A¢, A€ Mat(3,R)

sartin1 saglayan II. tip regle yiizeyler i¢in agagidaki 6rnekler verilebilir.

Ornek 4.5.1. G1, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda

H={(z,y,2) € Gz :y° — 2* = —1*, r)0}

seklinde taniml bir hiperbolik silindir II. tip bir regle yiizeydir. Bu regle yiizeyin dayanak
(1,0,0) seklindedir. Gauss

egrisi r(u) = (0,rsinh %, rcosh#) ve dogrultmani a(u)
doniistimii

¢ = (0,sinh E, cosh E)
r r

seklinde verilir ve £ nin A¢ Laplacian igin

Af = ¢
elde edilir. Dolayisiyla
a;z 0 O
A= ay r% 0
azg1 O %2
4.53) sartim saglar.

matrisi ile yukarida verilen hiperbolik silindir (

Ornek 4.5.2. G1, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda

S={(w,y,2) €G3 :y* = 2" =17, )0}

seklinde taniml bir dairesel silindir II. tip bir regle yiizeydir. Bu regle yiizeyin dayanak
= (1,0,0) seklindedir. Gauss

egrisi r(u) = (0,rsinh#,rcosh#) ve dogrultmani a(u)
doniistimii

¢ = (0, cosh E, sinh E)
r r
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seklinde verilir ve £ nin A¢ Laplaciani i¢in

1
elde edilir. Dolayisiyla
ai1 0 0
A= | an —%2
asy 0 —Tiz

matrisi ile yukarida verilen pseudo-Galilean hiperbolik silindir (4.53) sartini saglar.
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5. 3-BOYUTLU PSEUDO-GALILEAN UZAYINDA REGLE YUZEY
ORNEKLERIi

3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda verilen ii¢ tip regle yiizey igin agagidaki ornekler
verilebilir [17].
Bu orneklerin MAPLE yazilimi kullanilarak belirli parametreler icin cizilen grafikleri

agagidaki sekildedir:

Ornek 5.1. G%, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda

U U 1 u 1 U
x(u,v) = (u,asinh —, a cosh —) 4+ v(1, = cosh —, — sinh —
(1) = (s asinh % acosh 2) 4 v(1, 7 cosh 7. 7 sinh %)

seklinde verilen regle yiizey, I. tip bir regle ylizeye ait bir ornektir. Burada
a,b,p € R — {0}, wu,v € R dir. Bu regle yiizeyin MAPLE yazihmi kullanilarak,

belirli parametreler igin gizilen grafiklerinden biri gekil 5.1 deki gibi olur.

Sekil 5.1.

Ornek 5.2. G%, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda

P — 22+ 0% =a?, a,beR

seklinde verilen regle yiizey, II. tip bir regle yiizeye ait bir ¢rnektir. Bu regle yiizeyin

MAPLE yazilimi kullanilarak, belirli parametreler icin ¢izilen grafiklerinden biri gekil 5.2
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deki gibi olur.

Sekil 5.2.

Ornek 5.3. G%, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda

2
x(u,v) = (bu, coshv + b%,sinhv), beR—-{0} ve u,veR
geklinde verilen regle yiizey, III. tip bir regle yiizeye ait bir ornektir. Bu regle yiizeyin
MAPLE yazilimi kullanilarak, belirli parametreler icin ¢izilen grafiklerinden biri gekil 5.3
deki gibi olur.

Sekil 5.3.
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6. SONUC VE ONERILER

1) Bu ¢alisma sirasinda, Oklid uzaymdaki temel kavramlar ve teoremler incelendi ve
bir kismi ¢aligmamizda verildi.

2) Oklid uzayindaki tamm ve teoremlerin, Lorentz uzaymda bulunan karsiliklar:
incelendi.

3) 3-boyutlu Galilean uzayinin temel yapisi incelendi ve bir kismi gahigmamizda verildi.
Oklid uzay: ile benzer olan ve farkhiliklar gosteren yapilar aragtirild.

4) 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymin temel yapisi incelenerek kullandigimiz temel
tanim ve teoremler verildi.

5) 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda egriler ile ilgili yapilar
incelendi. Gerekli goriilen temel tanimlar ve teoremler calismada verildi. Bu egrilerin
admissible olmasi durumu gosterildi.

Daha sonra Oklid uzay1 ve Lorentz uzaymda kiiresel egriler icin bulunan
karakterizasyonlarin, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayindaki kargiliklar1 aragtirildi.
Bulunan karakterizasyonlar teorem olarak verildi.

6) 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymda mevcut olan regle yiizey tipleri incelendi. Bu
regle yiizeylerin acilabilirligi, bogaz noktalarinin yervektorleri ve dagilma parametreleri ile
ilgili aragtirmalar yapilarak bulunan ifadeler teorem ve sonuclar halinde verildi.

7) 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda mevcut olan regle yiizey tiplerinin A{ = A¢
sartini saglamasi1 durumunda karakterize edilip edilememesi durumu incelendi. Bulunan
karakterizasyon bir teorem olarak ifade edildi.

8) 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda mevcut olan regle yiizey tiplerine ait érnekler
verildi. Bu orneklerin daha iyi anlagilabilmesi ve  gorsel olarak
kavranabilmesi icin MAPLE yazilimi kullanilarak belirli parametrelere ait grafikleri ¢izildi.

9) Bu c¢aligmaya ek olarak, 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda mevcut olan regle
yiizey tipleri goz oniine almarak, Oklid uzayinda regle yiizeyler ile ilgili elde edilmis
karakterizasyonlarin bu uzaydaki karsiliklar: aragtirilabilir.

10) 3-boyutlu pseudo-Galilean uzayinda verilen bir egri i¢in yine diger uzaylarda elde
edilmis karakterizasyonlarin bu uzaydaki karsiliklar: aragtirilabilir.

11) Frenet Formiilleri ele alinarak, Oklid uzayinda var olan yapilarin bu uzaydaki
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kargiliklar: aragtirilabilir.

Bu caligmaya ek olarak yukarida belirtilen sonuclar ve oneriler dogrultusunda
calismalar devam etmektedir.

Bu konu ile ilgili ¢aligma yapmak isteyen arastirmaci ve uygulayicilara elde edilen

sonugclarin ve onerilerin bir yol gostermesi beklenmektedir.
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