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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmigs bazi simgeler, acgiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

Ag, Kuaterniyonlarin sol ¢arpim doniisiim ailesi
Agy Kuaterniyonlarin sag ¢carpim doniisiim ailesi
C Kompleks Sayilar 2'=2- boyutlu)

H Kuaterniyonlar (2° = 4 — boyutlu)

Nq q kuaterniyonunun normu

q q kuaterniyonunun vektorel kisminin birimlestirilmisi
1 q kuaterniyonunun eslenigi

Or Kuaterniyonlarin sol ¢arpim doniisiimii

Or Kuaterniyonlarin sag carpim doniisiimii

R Reel Sayilar (2° = 1 — boyutlu)

Sa q kuaterniyonunun reel kismi

Va q kuaterniyonunun vektorel kismi

<,> I¢ carpim

[x, ¥] Lie carpim



1. GIRIS

Karmagik sayilar 18.yilizyilin basinda cok arastirilan konular arasindaydi. William
Rowan Hamilton 1830 yillarinda kompleks sayilarin ¢carpimina benzer bir carpmayz,
R’ deki iicliiler i¢in aragtirdi. Fakat normun korunmasi miimkiin olmuyordu. Hatta
Hamilton bu problemle ailesini bile meraklandiriyordu. Bunu ogluna yazdigi su

climleyle de vurgulamisti:

1843 yilinin eyliil aymin baslarinda her sabah kahvaltiya geldigimde sen ve erkek
kardesin William Edwin “Baba iiclii sayiy1 ¢arpabildiniz mi?” diye sorardiniz. Ben
de iizgiin bir kafa sallamasiyla cevabini vermek zorunda oldugum i¢in “Hayir sadece

topladim ve c¢ikardim” derdim.
R’ de, H={z=a+bi+cj| i*=j=-1,ab,ce R} olsun.

z=a +bi+cj,w=a,+bji+c,j,ab,ceR,n=12
*: HXH—H

7°W = (alaz — b1b2 — C1C2).1 + (a1b2 + blaz).i + (a102 + Claz).j + (b1C2 — Clbz).ij

olsun. O zaman; i.j=—ji, i* =-1 , ;> =-1

|Z|=\/af+blz+cl2 |w|=\/a22+b22+c§
Buradan; |z.w| * |z||w|

oldugu goriiliir. i.j¢ R’ oldugundan kapalilik 6zelligi saglanmaz. Sorun ortadan

kaldirilmaya calisilmig, bu amagla 1.j=0 kabul edilmis. Ancak 1.j=0 iken de

|z.w| * |z||w| durumu ortaya ¢ikmistir. Bu nedenle, bu kabulde de sorunu ortadan

kaldirmaya yeterli olmamustir.



Bayan Hamilton’la Kraliyet Kanali’'nda gezerken problemin ¢oziimiinii fark etti ve
deftere not aldi. W.R. Hamilton R” ten R* e gecis yapilirsa sorunun ¢oziilecegini fark
etmisti. Cok heyecanl bir sekilde bir bigak c¢ikardi ve cevabi bir koprii taginin iistiine
kazidi. Hamilton uzun siiredir aranan ¢6ziimii bulmustu ama ¢6ziim garipti, ¢6ziim 4-
boyutluydu. Hamilton’un yaptig1 ilk is dordiincii boyuttan kurtulmak ve uygun bir

kuaterniyon sonucunu aramakti.

Hamilton hayatinin geri kalanini kuaterniyonun kullanim alanlarim1 bulmaya calisti.
Hacisalihoglu (1983) reel ve dual kuaterniyonlarin Ozelliklerini incelemis ve
kullanim alanlan ile ilgili ayrintili bilgiler sunmustur [1]. Agrawal (1987) Hamilton
operatorleri ve dual kuaterniyonlarin Uzay (Space) Kinamatikte ki yerini incelemistir
[6]. Ward (1997) genellestirilmis kuaterniyonlar1 tanimlayarak, uygulamalari
hakkinda bilgiler vermistir [2].



2. KUATERNiYONLAR

2.1. Kuaterniyonlarin Temel Cebirsel Formu

2.1 Tanim:

H={q=a.l+b.i+c. j +dklabecdeR, i’=j’=k’=-1, i.j=k, j.i=-k} [2]
Buradai.j =k iken j.k =1 gerektirmesi gecerlidir.

q, =la, +ib, + jc,+kd, , q,=1a, +ib, + jc, + kd, olmak iizere ¢q,,q,€ Hicin
asagidaki ozellikler saglanir.

2.1.1. Ozellikler

i) qu=qisea;=a,,b;=by,ci1=cy,d;=dy (Iki kuaterniyonun esitligi)

i) q + @2 = (a1 + ap)+ i(by+ by) + j(c; + ¢c) + k(d; + d2) (Kuaterniyonlarda

toplama islemi)

ili) s € Ricin s.gq=s.a+ isb+ jsc+ ksd (Kuaterniyonlarda skalar ile carpma

islemi)

iv)q,p,he H icin q+ (p+h)=(q+p) +h (Kuaterniyonlarda birlesme 6zelligi)
v)s,te Rvep,qe Hicin

(s+t)g=sq+tq (Kuaterniyonlarda sagdan dagilma 6zelligi)

s(q+p)=sq+sp (Kuaterniyonlarda soldan dagilma 6zelligi)

2.1 Teorem: H kiimesi ile R*birbirlerine izomorftur. (H=R* = (a, b, c,d))

Ispat: [5] ten goriilebilir.



2.2. Kuaterniyonlarin Kutupsal Gosterimi

2.2 Tanim: qg=a+bi+cj+dk ve q=H icin a reel sayisina q nun reel kismi , bi+cj+dk

vektoriine de q nun vektdrel kismi denir ve sirasiyla S, V, ile gosterilir. 5, — V,

kuaterniyonuna q nun eslenigi denir ve g seklinde gosterilir [2].

2.3 Tamm: Ngq =a’+b”+c>+d” reel sayisina q reel kuaterniyonun normu denir.

Reel eksen ile q arasindaki ac1 8 olmak lizere

cosf=—2 2.1)

N

VN, 02)

olup. Buna gore;

a+bi+cj+dk)

.

q:a+bi+cj+dk:4/Nq.(

a b+t +d? b : c ) d
:\/Niq + 2 2 2l+ 2 2 2 ]+ 2 2 Zk
\/Ni \/Ni \/b +c°+d \/b +c°+d \/b +c +d
(2.3)

b it c i+ d
2 +c2+d®> b+ +d? B2+ +d?

q= k (2.4)



(2.3) denkleminde (2.1), (2.2) ve (2.4) esitliklerini kullanarak q kuaterniyonunun
kutupsal halini

q:1/Nq(cosﬁ+quint9)

seklinde buluruz.
2.4 Tamim: Ny = 1 ise q birim kuaterniyondur.
2.5 Tammm: q =S4+ V4 , esitliginde Sy =0 ise q ya piir kuaterniyon denir.

2.3. Kuaterniyon Carpim

H={q=a.l +b.i+c. j +dk|abcdeR, i*=j’=k’=-1, i.j=k, j.i=-k}
q.pE€H i¢in q ile p nin kuaterniyon ¢arpimi

qQ*p= Sq. Sp- Vg Vp +Sq Vp + Sp. Vg + (Vg A V)

seklinde yazilabilir. Burada

i j ok
Vq A Vp = bl c, dl = i.(Cl.dz - d].Cz) +j.(d1.b2 - bl.dz) + k.(b1.02 - C].bz)
b, ¢, d,

olup,

V.5V =V, AV, )=V, V,) = (= bibr—cr.co - dido) +i(cr.dy — dyco) +
j(di.b2 = br.dy) + k.(br.c2 — ¢1.b)

seklindedir.

Vg A Vp, =V, A Vg oldugundan q*p#p*q ve bu nedenle kuaterniyon ¢arpimi

degismeli degildir. Kuaterniyon ¢arpim degismeli olmamasina karsin birlesmelidir.



qQph€H icin  g*(p*h)=(q*p)*h
esitligi gecerlidir.
2.3.1. Kuaterniyon carpimin oézellikleri
1) Carpma isleminde skalar kisimlarin degisme 6zelligi vardir.
Sqip =Sq.Sp — V. Vp = S,.5¢ — Vp. Vg = Speg
2) Ny = q*a =(Sq+ V@)*(Sq—Vy) (V¢*Vq=(VqA Vg - Vo Vo)
Ny =S4 + Vg Vg
Ny=a’+b*+c* +d°

3) (g% p)=S4.8p — Vy .Vp = Sp. Vg— Sq. Vp = Vg AV,

(q*p)=17*6

4) Np#q = N,.Ng

Kuaterniyon ¢arpimina gore q nun tersi ¢~ : Ny # 0 igin g = Ni
q

seklinde tanimlanir.

(p*q)" =qp

-1 -1 . _
q ,p varise N%—

esitlikleri gecerlidir.



2.4. Kuaterniyonlar Uzerinde i¢c Carpim

Kuaterniyonlar toplama islemine gore h kiimesinin degismeli grup oldugu kolayca

goriilebilir. H kiimesi tizerindeki skalar ile carpma isleminin de

VAue Rvep,qe Higin

i) (Am)q=2Ag+ng
(i) (Am).p=Ai.M.p)
(iii) A(p+q) =Ap+Aq

(iv) l.g=q

Ozelliklerini sagladig1 kolayca goriiliir. Bu nedenle H kiimesi R cismi iizerinde bir

vektor uzayidir.

2.1 Lemma: < p, q > = Sp.Sq - < Vp, Vi > seklinde tanimh <, > : HxH—=>R

doniisiimii i¢ carpim 6zelliklerini saglar.
) <p.a>=S(p*q) =S (p*q) =S(@*P) =<qp>  (simetrikiir)

ii) <p,g+r> = S(p*(q+r1)) = S(p*q+ p*7) =S(p*q)+ S(p*F) = <p.g> + <p.r>

(bilineer)

iil) aeR i¢in  a<p,q> = <op,q> = <p,aq>

iv) <p,p>=5,.; =N2>0 sadece

p =0 1ise <p,p> = 0 olur.( pozitif tanimlidir)

2.6 Tanim: Lemma 2.1 ile verilen 6zelliklere sahip
<,> HxH—>R

(p,q9) = <p,.g>=Spq =SpSq -<Vp,Vg>



seklindeki doniisiime H kiimesi iizerinde bir i¢ ¢carpim denir [2].

2.7 Tanim: p ile q kuaterniyonu arasindaki A agisini

.=
JN, N,
-1< cos A < 1dir. Bunu

<p,p><q,q> = <p,q> p.qeH

Ayrica;
JN, z|S(p)| ve YN, /N,=N,.zI|S(p=q)
esitsizlikleri de vardir.

0, p nin skalar eksenle yapt1g1 ac1, w da S;, ile p arasindaki ag1 olmak iizere;

. L z 5,
Eger; cosw = ——=—"—==——=cos ¥
|Ne W [N
Sp

g e

N
p=1/Np(cose+f)sin6) q=1/Nq(cos¢+€1$in¢)

p.q birim piir kuaterniyonlar olmak iizere p ile q arasindaki A agist

cosAd= M = S[(cos 0+ psinB)(cosd— g sin ¢)]

N, N,
= c0s0.cosd - sinb.sind S(f) *4)

seklinde veriliyor [2].



2.1 Sonug:

i)Egery, pveq arasindaki ac1ise cosy= S(p*g7)=-S(p*§)=-S(p*q)

ii) S(p*g)=0 ise p ve q diktirler.

iii) V(p*q)=0 ise p ve q paraleldir.

iv) Bir kuaterniyonun skalar kism1 vektorel kismina her zaman diktir gercekten;

S(S(p).V (@)=, S(F+p)(B-p))= ;S(BF -pp)=2(PP -pp+[PP — PR])= (BB -Pp+pp -

pp)=0.
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3. KUATERNiIYONLAR, 3-BOYUTLU VE 4-BOYUTLU DONMELER
3.1. 4-Boyutlu Donmeler

Kuaterniyonlar cebirinde degisme 6zelligi olmadigi icin sag ve sol carpim olarak i¢

carpim tanimlayacagiz.

3.1 Tanim:
¢o:H—H or: H—H
O(x) — gx O(x) — xq seklindedir.

H={al+b.i+cj+dk|abcdeR,i’=j’=k’=-1, ij=k, j.i=k}

(P . H lineer R4
q = atbit+cj+dk — @) = ap(1) + be(i) + c@j) + do(k)

= (a’b’c’d)

olarak tanimlayalim.

3.1 Teorem: (H,+,R,+, -,©) vektor uzayi (R4,+,R,+,-,®) vektor uzayina izomorftur.

Ispat: ¢ : H——R"
X — Q(X) = (X1,X2,X3,X4)
¢ (Ax + 1y) = LQ(x) + Lo(y) < O lineer
AO(X) + LO(y) = AX; +Axal +AX3] +Ax4K + WLy + Wyai + Wy3) + Wysk
= (Ax1 + 1y1) + (Axa + Wwy2)i + (Axs + 1y3)j + (Axs + Lya)k

=@ (Ax +uy)



@ (Ax + 1y) = (AXx; + Ly1, AX2 + Ly2, AX3 + [Ly3, AXa + [Lya)

= MX1,X2,X3,X4) + W(Y1,Y2,Y3,Y4)

= AQ(x) + Ho(y)
¢ lineerdir.

¢: H——R'

X= X] + Xol + X3 + Xak — Q(X) = (X1,X2,X3,X4)
X=X| + Xol + X3) + X4k , y= y1 + y21 + y3] + ysk ve x,y EH i¢in
o(x) = ¢(y)
(X1,X2,X3,X4)= (¥1,y2,¥3,¥4) iken
X1= Y1, X2= Y2, X3= ¥3, X4= Y4 olduguna gore @ birebirdir.
boy H=4 , boy R*=4 ve ¢ birebir oldugundan ¢ 6rtendir.
R*=S,{l1,ijk} dir. H=R" oldugundan H=S, {1,ijk} dur.
3.2 Teorem:¢r. ve ¢r doniisiimleri R* — R*lineer doniisiimdiir [2].
3.3 Teorem: ¢, ve Or doniisiimleri q birim ise normu korur [2].
Ispat : H deki norm N olarak tamimlanmisti.

q=q1+q2i+q3j+q4kEH ve Sq=q1 ,Vq=q2i+q3j+q4k

Ng=q*q =(Sq+ V) Sq—Vy) . S&=a’, Ny =q’+q5" +qs" =<V, V>

Nq = q12 + q22 + q32 + q42 1di.

11



o: R* > R*
X — 0L(x) =gx
Ny#q = Ng.Ng
Ne:g=Ny & Ng=1  (x 20, Ne#0, Ng,NxeR)
Benzer sonug ¢r icin de elde edilir
3.4 Teorem: ¢, ve Or dOniisiimleri agilart korur [2].

Ispat : Eger x ile y arasindaki ac1 A ise

(x*5)
VAN,

x,y kuaterniyonlar1 q ile carpildiginda;

(‘I x(q )’))
N

cosA=

cos A’ =

S((gy Jax) (Ozellik 2.3.1. den)

LA

S (394x) (Ozellik 2.3.1. den)

NN,

s(w,x)

NN,

N, S(xy)

NN,

(Ozellik 2.3.1. den)

=cos A

12
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Vektorler arasindaki agilar [0,7] araliginda oldugundan A° =4 +2k @ denkleminin

tek ¢oziimii "= A olur. Goriildiigii gibi sol 6teleme aciy1 Korur.
Benzer sonug ¢r icin de elde edilir.
3.5 Teorem: ¢, ve ¢r doniisiimleri donmenin yoniinii korur [2].

Ispat: o o(0L)

v

<9 o3 L > 0(B)

R4in standart baz elemanlar1

1=(1,0,0,0), i = (0,1,0,0), j = (0,0,1,0), k = (0,0,0,1)
q=a+bi+c+dk ve Ng=1alrsak.
O(l)=ql =a+bi+cj+dk=a+bi+cj+dk

Or(i) = qi = ai + bi*+ cji + dki =—b +ai + dj — ¢
0L() = qj = aj + bij + ¢j° + dkj = —c — di + aj + bk
0r(k) = gk = ak + bik + cjk + dk’=—d + ci — bj + ak

a —-b —-c¢c —-d
b a —d C

A¢ =
- C d a —-b

d —-c b a

Or(l)=1g=a+bi+cj+dk=a+bi+cj+dk
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0r(i) = iq = a i+ bi® + cij + dik = —b + ai — dj + ck
Or(j) = jq = aj + bji + cj* + djk = —c + di + aj — bk
or(k) = kq = ak + bki + ckj + dk’=—d — ci + bj + ak

a -b —-c —-d
b a d -—c

A¢ =
® c —d a b

d c —-b a

a -b —-c —-d a b c d 1 0 0 O
r | b a —d c||-b a c 01 0O

A, A, = ) = =1,
G c d a —-bll-c —-d a b 0 01 O
d -c b all—-d c —-b a 0 0 0 1

A, .A¢LT =1 ve benzer sekilde A, .A¢RT =1 oldugu goriliir.
det(:ﬁlﬁl)z[ai +b2+c*F+d¥) =1 ve det(..ﬁlﬁ,ﬂ)z[rx2 +b 4+t +dY)E=1
q birim kuaterniyon olup N =1 dir.

det(A, ) = (@+b*+c*+d*)* >0 ve det(A, )= (@*+b*+c*+d*)* >0 oldugundan

bu A, ve A, matrisleri ortogonaldir.
L R

a -b —-c —-d
b a —d c

G= ) ca,b,c,de R, a’* +b* +c*+d* =1

3.6 Teorem: c d a -

d -c b a

Seklindeki G, matris ¢arpim iglemine gore 50, iin alt grubudur [3].

3.1 Sonug: <A, x,A, y>=Ng<xyy> dir
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3.7 Teorem: x, gx arasindaki ac¢i1 ile q nun donme acisina esittir [2].

Ispat : q=cosB + (sin® dersek. q nun donme agis1 8 olur.

slelex) — sGxg)  ws@)  slg)

COSW_F\/N \/7\/7\/7 N\/7 \/7

=cosd

3.2 Sonug: gx ve xq , sol ve sag carpimlar ise R* de x in donmelerini temsil eden

matrisler de A¢L ve A¢R dir.

3.2. 4-Boyutlu Donmelerin Geometrisi

3.8 Teorem: 4 boyutlu uzayda donmeler, diizlemde donmeler seklinde ifade

edilebilirler.
Ispat : q = cos + {sin®, Ny = 1 ve x herhangi bir kuaterniyon olsun
gx = xcosO + q xsin6
q(Gx) = Gxcosb + §x sinf = §xcosh - xsind
x"=(@x olarak tammlarsak S(x (q_x)): S(xxq)
=5(-xxq)

=—xx5(G)=0
——

0
Ayrica gx = xcos0 + (4x)sin® = xcos8 + x’sin®
gx’ = - xsin6 + x’cosH

Bu islemler sol kuaterniyon carpiminin x ile X" nin olusturdugu diizlemde 0 agis1

kadar pozitif yonde donme yaptigini gosterir.
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qx = xcos@+ x'sin @ qgx cos@ sinf | x
Lt =
gx’ =—xsin@+x"cos @ gx'| |—sin@ cos@ | x’

A(e):{ cos sine}

—sin® cosO

Gergekten R* deki bir x vektorii Sp{x,x’} diizleminde 8 kadar donerek qx vektorii

elde edilmistir.

{p=ax+bx" }=Sp { x x"} diizlemi sol ¢carpim altinda invaryat kalir. Gergekten ;

gx | | cos® sinB | x
qx’| |-sin® cosO | x’
X | |cos® —sinB| gx
x| |sin® cos® || qx’

X = gxcos6 - qx’sin6
x” = gx sin® + gx’cosO
ax + bx” = a(gxcos0 - gx’sin0) + b(gxsin® + qx’cos0)

= (acos0 + bsinB)gx + (bcosO - asinB)qx”

ax + bx” =a’qx + b’qx" = q(a’x + b’x’)



oldugundan Sp{ x ,x"} diizlemi sol ¢arpim altinda invaryat Kkalir.

17

Sayet x = 1, X" = q segersek x = 1 ve x = q y1 kapsayan diizlem invaryant

(degismez) kalir.
q.1 =cosO + (sind

qg = -sin® + qcoso

ql| | cos® sin6 |1
qi| |-sin® cos6| g

Burada sag el kuralina uygun ortogonal vektorler ¥, W,q olsun. Yani R de;{ ¥, w,q }

kiimesi birim ortogonal ve

VAW =(
v q
WAQ=V
qAvV=w
\%
olsun.

x= 1V secersek x'=qV =W olur.

qV =VcosO+qvsin® = vcosO+ wsinb

qw = W cos0+qwsin® =—¥sin0 + w cos0

qw —sin® cosO | w

acis1 kadar donmeyi gosterir.

Yukaridaki yapilanlari, sag ¢carpim icin de yapabiliriz.

qv cos® sin6 | ¥ . . . . .
= olur ki bu da bize, ¥ ve w y1 kapsayan diizlemde 0
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Xq = xcos0 + x"’sin6
x”q = -xsinB + x”cosO

Burada x”” = xq dir. Boylece Sp{x , x”} diizleminin elemanlar1 6 agis1 kadar doner.
Benzer sekilde x = 1, x” = q segersek 1 ve q y1 kapsayan diizlem sag ¢arpim altinda

degismez kalir.

1q = cosO + qsind

q.q = -sin® + qsin6

Eger x = V secersek X" = ¥4 = - W

¥ q= Vcosb + VqsinB = VcosO - W sind

W q= wcosO + wqsinb = ¥sin® + W cosB

Yukaridaki denklemin anlami, Sp {V,W } diizleminde © acis1 kadar ters donme

belirtir.
3.3 Sonug: 4-boyutlu uzayda iki tip donme vardir.
a) Skalar ekseni iceren diizlem de orijin etrafinda donme.

b) q ve q nin dik oldugu bir piir kuaterniyon tarafindan gerilen diizlemdeki donme.

3.3. 3-Boyutlu Donmeler

3.9 Teorem:q herhangi bir kuaterniyon olmak iizere ¢q(x) = x" = q x q"' seklinde bir

doniisiimii diisiinelim.

d:H—->H, ¢ x)=qx q"' seklindeki doniisiim Sp{%.§ = x} diizleminde 26 ac1s1

kadar donme gosterir [2].



. _ - o W (Cos8 +55ind)
Ispat : qxq 1=qx'Tri =,/N,(Cosf + gsinf).x.*—= -
Ny

N
=(xCos8 + GxsinB) (CosB — Gsinb)
=xCos’f — x§SinfCosh + §xSinfCosh — Gx{Sin* 6
=xCos*8+2§xSindCosf — x5in"@
=x(Cos*8 — Sin’B)+ §.x(25infCosh)

qxgq ' =xCo0s28 + §xSin26= (Cos28 + §Sin28) = x

Bunun anlami; Teo. 3.8 den Sp{ %, § * x } diizleminde 2 8lik donmeyi belirtir.

3.10 Teorem: Vg, ¢q dOniisiimii altinda invaryant(degismez) kalir.

q

Ispat : ¢(x)=qxq’

0g(Ve) = qV(q)q"

Skalar eksen

S -V
= (Sq+ Vg)Vq —( qN q)

>
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dir. Bu da bize q nin yani V4 nin dénme ekseni oldugu gosterir.

3.11 Teorem: ¢y altinda x in normu ve skalar kism1 korunur.

Ispat : X = ¢4(x) olsun.

Ny=Ngxg =N N =NgN. N, =N

S(x) = S(gxq™) = S(q(xq™) = S((xq a) = S(x-(q".q)) = SX)
vxeH=R" icin 0y(x) = qxq" = q(S(x) + V(x))q"'

axq" =S(x) +qV(x)q"
S(qxq'l) = Sx oldugundan skalar kismi da korunur.

3.1 Lemma: S(qV,.q") = S(V,) =0 dur.
3.12 Teorem: qV, q pir kuaterniyondur.
Ispat :V(qxq) =qV.q"

V. ise X paraleldirler.

Ciinkii x = S, + V, = Nx(cosB + Xsinb)

S = NxcosO

V. =N,.sin®.% olmas1 V, ile X paralel oldugunu gosterir. Vx’, qXq" e paraleldir.

Bunlar da bize qV, q" in piir kuaterniyon oldugunu gosterir.

20
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q normaline sahip diizlemde pyi birim piir kuaterniyon alalim. Eger q ve X

arasindaki ag1 A ise
X =qcosA+psink

seklinde yazilabilir.

3.4 Sonug: $x=1 dir.

Ispat: £ %=(§-cosA+ psinA)(—=G-cos A— psin )
%% =—q% cos®> A —gpcosAsin A —Gp-sinAcosh—p2sin® A
%% =cos®> A+sin® 1+ pgcos Asin A— pgsin Acos A
2%=1 dir.

3.13 Teorem: p-g sadece vektorel kistmdan olusur.



=P ise,

-1

X=qxq ' =qg(Gcos A+ psinA)g"

=qgq'cosA+qpqg'sind

9§91 = q§ j—q = éqr’f.@ = éwffﬁq(cﬂse +§5in8)§,/N, (Cosb — §Sind)
:LN (§Cosf — Sind) (Cos@ — §Sind)
Nq q
=(§Cos5°6+CosfSinf — Sinf Cosb+{Sin’H)
= §(Cos*8 + Sin*8)
qdq ™ =g
qpq " = qﬁ.% = 3—qqc’f g =N, (Cosf + Efs;'nﬁjfi‘-"ﬁmf_ﬂmgj

q
= (pCosf + §pSinA) (CosH — §S5ind)
=pCos?8 — p§CosHSinf + §pSinfCosh — GpGSin"6
=p(Cos*0 — Sin*8)+2 §pSinfCosh

gpg~* = $Cos26 + §pSin26

oldugundan pile g piir kuaaterniyondur.

3.5 Sonug: p'=q-p-q" § vektoriine diktir.



Ispat: p'=qpq™ = pCos28 + § f Sin28
Burada pile gdik oldugundan g- p =g A p ve
(p',q)=(pCos28+gn pSin28,q)
=(p,9)Cos26+{GAP.q)
=det(g, p,q)Sin26=0
olur. Ayrica
S(a(pqaHa)=0
oldugundan
a(p-aHa=(apaHi=pq
ve =—(p'\@+D'Ag
=—4Ap'
esitliklerinden goriiriiz.
S(pQ) =-S(pd) =0
SV,p=p,9)=0
oldugunu da
V, = €1NqSin g

Esitligini g6z Oniine alarak goriiriiz.

23
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p’ den p ye donme agisina ¢ dersek.

Cos0 = —S(f),g)

p'=apq” ise Ny=N,N, N, =1 ve
Cos = s(ﬁ’ﬁ) olur.
p’=pCos20 + GpSin20 idi.
P'.p =(p.Cos26+§pSin28)(~p)
= (-p*Cos26 - 4p’Sin26)

=Cos20+ gSin20
Cosp=S (13'17)) =Cos26 ve @ =26 bulunur.

X" =qCosA+p'SinA ve p’= pCos20+ GpSin260= (Cos26 + §Sin26) * p
P =qpq™ =(Cos26+ §Sin20)p D, q ekseni etrafinda 2 @ kadar doner.

Bu durumda §p, p ve q nin ikisine de diktir. Boylece qxq in 3 boyutlu uzayda x in

vektor kisminin g nun vektor kismui etrafinda 20 agisi1 kadar donme yaptigini gosterir.
3.1 Ornek: R;: x ekseni etrafinda 90° ik dénme

R,: z ekseni etrafinda 45° lik dénme

—> ¥
v
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R, :q, =Cos45+§Sin45 , R, :q, = Cos22,5+kSin22,5
olarak ifade edebiliriz.

R, R, :q,q, = ((Cos22.5 + kSin22,5)(Cos45 +isin4s))
= C0522,5.Co545 +C0522,5.5in 45 + }Sin22,5.5in45 + kSin22.,5.Cos45

N, =L, N, =1=N, q,=N_ N, =1

q,.q, =Cos@+1Siné olarak yazarsak.

1
2
Cos = Cos22.5.Cos45 = - V2 +1
2( V2
1
1 1 )2 1
Sinf=—|3-— tan@ = (7 -4+/2 ]2
2( ﬁj (7-442)

® = 49,210° olarak buluruz. Burada yapilan donme

1

Sind (1C0s22,5.Sin45 + jSin22,5.Sin45 + kSin22,5.Cos45)
in

fio
fi=i+j(V2-1)+k(V2 -1) etrafinda 98.42°=20  [2]
3.3.1. Yansima

PO . A A A < 4
3.14 Teorem:q birim vektor ise (q ! =—qzse) g nin skalar eksenle yaptigi aci >

dir.

Ispat: § = COS%-I‘ cA]Sin% =0+qg.1=4
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q* W(E —qwq = flwq_l) olmak iizere ;
q*w islemi wyi ¢ekseni etrafinda 2.% =1 =180" kadar dondiiriir.
3.15 Teorem: ¢, :H—> H

¢q (w)= é W‘?
Doniisiimii normali G olan diizleme gore yansima doniistimiidiir [2].

Ispat :

qwi " =—Gwd
alawa' " =a-awa)-q)
= +€12w€12

=W

q eksen ve w bir vektér olsun. Eger q ekseni boyunca © kadar dondiiriiliirse

donmeden sonra
1 6 ... 0 .
WR = qW(q q= COSE + quE elde edilir.

q da kesisen d ve d” diizlemlerini n ve n” normallerini goz 6niine alalim.

[ bu diizlemler arasindaki a¢1 olmak iizere;
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AAi =qSinf
nn’ =Cosf
olur.
w, d diizleminde yansitilirsa w”,  w’ = aiwn
” AL A A\NAZ

’ e . . w =n (nwn)n

d” diizleminde yansitilirsa w , R
= (n n)w(nn )

kuaterniyon carpimi kullanarak

A/

nn’=-nan"+nAn’ n=—-fn+n"Af
=—CosP +Sinf =—CosP —gSinf

(Af") = (— CosP —GSinp)™
= —Cosp +§SinP = A.n’

” AL A s AT w e ’7 . .
w”=(A'")w(A'R)" Eger p= 5 segersek w” = wy elde edilmis olur.

Ayni islemleri R’ de yapacak olursak;

o, w piir kuaterniyonu icin ¢:R> —» R’ o(w) = qwq”" olup ¢ lineerdir. 0 lineer

doniisiimiine karsilik gelen metni hesaplayalim.
Ng=1ve R’ = span{i,j,k} secip q =a + bi + c¢j + dk i¢in
¢(i) = (a+ bi + ¢j + dk).i(a - bi - ¢j - dk)
=(ai-b-ck+dj). (a-bi-cj-dk)

=i(®+b*—c® —d® + j(2ad + 2bc) + k(-2ac + 2bd)
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0(j) = 1 (-2ac + 2bc) + j (@ + 2 —b> — d?) + k(2ab + 2cd)

o(k) = 1 (2ac +2bd) + j(2cd — 2ab) + k(a® + d> - b> —c?)

a’+b?—c?—=d? —2ad + 2bc 2ac +2bd
M= 2ad + 2bc a’+c?—b*-d? 2cd —2ab
2bd —2ac 2ab+2cd a’+d>-b*-¢?

M ortogonaldir. Bunun icin M.M" = 1 dir. ¢(w) = qwq"' =Mw

o(w) =qwq" R’ de bir dsnme belirtir.

Normali § olan diizleme gore yansimanin matrisini hesaplayalim.

0(i) = Giq = (bi + cj + dk)i (=bi — ¢j — dk) = (bi* + cji + dki) (=bi — ¢j — dk)
=(-b-ck-dj) (-bi—cj—dk)
= b’ + bej + bdk + bej — ¢*i — cd4 bdk + de” d*i
=i(b? — ¢* — d%) +j(2bc) + k(2bd)

Benzer sekilde ¢(j) ve ¢(k) hesaplanirsa,

—b?+c?+d? —2bc —2bd
N = —2bc —c?+b*+d? —2cd
—2bd —2cd —d*+b*+¢?

elde edilir. Ayrica N=-M (a=0) ortogonal ve det N=-1 dir.

3.4. Kuaterniyonlarin Donme Matrisi ile Tliskisi

3.2 Tanim: (5 )i, 1 =1,2,3 vektorlerin ortonormal sistemi olarak verilsin.
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Ortonormal bir sistem oldugu i¢in; (5)1 (x) i =0

Bir donme ile verilen bir q kuaterniyonu igin tekil ortonormal sisteme

doniistiiriilebilir.
(5)1, 1=1,2,3 olmak iizere
(x), =q(x).q° qq° =1

Simdi (x )i leri (x )i lerin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.

Bunu tensor rotasyonu olan R;; ile yapalim.

(X)i =R; (K)C

R;j tensorii q kuaterniyonunun tanimlandigi donmeyi tanimlar [2].

11 1-R,(x).(x).
3.6 Sonug: g =F—| — L ——J
&4 2{ JI+R,

Ispat :q(x),q° = R, (x),

= Ry |- (), (), + (), A (), ]
Bu esitliginin skalar kismin1 alacak olursak.
sla(x).q° (x), )= R,
Eger q ve (x )i verilmis ise R;; bulunabilir.

Simdig=0a+ B veq = 0o+ B olsun.



B.(x). cisminde B=a, (5) olup

Blx), =a,(x),x), =a, ve 2(x)[Bx), = 20, (x), =28

= (x).q°(x), =-3a+2B-3B =40 +q°
(0), x), = a(x)a° (x),
= q(—4oc+qc): —4oq+1
Her iki tarafin kuaterniyon eslenigini alip ekleyerek
R, (x).(x), +R;(x).(x), = —daq +1-4aq° +1

= —40c(q +q° )+ 2
200

=-8a’ +2
(x);.(x); = =(x);.(x), +(x); A (x),
= _Sij + (ﬁ)J N (§)1

30
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aziiw/HRﬁ

R, (g)j (x). =—4aq+1 oldugundan

2

—il 1_R5j(lc)jQ)j
T2 e,

bulunur [2].

3.5. Kuaterniyonlar ve Kiiresel Trigonometri

Yakin Kutup

|
| / Kigik Gember Ekseni } / Noktas!

Kiglk Gember

Kiresel Yari
Cap

Biyik Cember

Yakin Kutup
Noktasi

3.3 Tamim: Kiirenin merkezinden gecen diizlem ile kiire yiizeyinin arakesit egrisine

kiirenin biiyiik cember i denir. Aksi halde kii¢iik cember adin alir [2].
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3.4 Tanim: Bir kiiredeki herhangi bir ¢ember eksenleri ile kiirenin eksenleri ortak
noktas1 ayni zamanda diizlemin ¢cembere dik oldugu yerse bu sekildeki noktalara

kutup noktasi denir [2].

3.5 Tamim: Kiiciik cember tizerindeki bir noktadan gegen biiyiik cemberin en yakin

kutup noktasina olan yay uzunluguna kiiciik cemberin kiiresel yaricapi denir [2].

3.6 Tamim: Herhangi iki cemberin (biiyiik veya kiiciik) arasindaki ac¢i; kesisme

noktasindaki tegetler arasindaki aci olarak alinir [2].

3.5.1. Kiiresel iicgenler

3.16 Teorem: Kiirenin iistiindeki iki noktay1 birlestiren en kisa yol bu noktalar

tizerinde bulunduran biiyiik cember yaylarindan kii¢iik olan1 alinarak bulunur [2].

Ispat: P ve Q Kiirenin yiizeyi lizerindeki iki nokta r yaricap ve C de kiirenin

yiizeyinde bulunan iki noktay: birlestiren bir yay olsun.

X =x(t) y=y(® z=1z(t)

t, 2 2 2
Yay uzunlugu L = j \/ [d_xj + (ﬂj + (%j dt
o dt dt dt

X2+ y2 + 7% = 1? kiiresinin kutupsal koordinatlari (r,0,0)

X = r.sinQ(t).cosO(t)
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y = r.sinQ(t).cosO(t)
Z =r1.cos(t)

z eksenini P noktasindan gecirmek genelligi bozmadigindan;

dx = rcosd)cosé)d—q) —rsin¢sin Gﬁ
dt de dt

dy =rcosdsin 6@—rsinq)cos@d—e
dt de dt
dz = —rsin q)@
dt dt

4 2 2 2
L=J- r’ cos2¢[%j +r? sin2¢(ﬁj +r*sin® (%j dt
; dt dt dt

L> tjldcb =r[o(t,) - o(t,)]

Bu ise sadece biiyiik cember yayinin birlestirdigi P, Q noktalaridir.
Eger cemberler biiyiik cember degilse kiirenin geodezikleri olamaz.

3.5.2. Biiyiik cember yaylari

Bir birim ¢emberin yayini bir komplex saymin normu ile yani cos@ + jsinG ile

tanimlayabiliriz.
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q = cosB + qsin0® birim kuaterniyonunu géz 6niine alalim. q normali ¢ap diizlemi

ile kiire kesistiginde elde edilen biiyilkk cember yayr ile bu kuaterniyonu
eslestirebiliriz. Yani; biiyliik cember boyunca yayin pozisyonu keyfidir. Bu nedenle
AB yay1 boyu ve dogrultusu degismedigi siirece biiyilkk cember boyunca

kaydirilabilir.

q ~cosO + (sinb ~ arcap

g ~ arcap q'1 ~ arCga - ~ arcpp
1 ~ nokta(6 =0) -1 ~ yar1 cember(0 = 7) q ~ dortte bir cember(0 = g )
arcq + cember = arcg arcq + yar1 gember = - arcq

Biiyiik cember yaylar vektorel olarak toplanabilirler.
p =cosd + psind
q=cosO + (sind

q*ilearc,, ve p*ile arc,. eslestirilirse (pq)* ile arc,. eslestirilebilir.



35

Buradan

arcap + arcgc = arcac veya arc, + arcq = arcqp

bulunur. Bu herhangi sayida biiyiik cember yayi icin genellenebilir.
arcy + arcp + ... + arcy = arcy ... pq

Sonug olarak eger P, Q genel kuaterniyonlar ise

P= N p ve Q=,N,q olup p ve q birim kuaterniyonlar ise

Buna gore kuaterniyon carpimi pozitif reel sayilarla biiyiik cember yayinin ¢arpimi

olarak gosterilebiliyor.

Q= /N, q kuaterniyonu kutupsal formda ( N, ,arc q) seklinde yazilabilir.

3.5.3. Kuaterniyonlar, Kiiresel siniis ve kosiniis kurallari
3.17 Teorem:

Kosiniis Kurali: cosc’cosa’ + cosB’sinc’sina’ = cosb’

sinA” _sinB” _sinC’

Siniis Kuralt: ——=——5=—"—;
sina sinb sinc [2]

Ispat: Bir kiiresel iicgeni tanimlayinca 6 tane aci tanimlanmis olur; Bunlar kenar

yaylarimn belirttigi a’, b°, ¢’ yay acilari, A’ B, €’ kose acilardir.
Bir kiiresel {icgende biitiin yay uzunluklari bir yar1 cemberden kisa olacagindan

0<a’ b’ c®<180°
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Sinao, sinbo, sinc? lerin hepsi pozitiftir.
Simdi yaylar kuaterniyonik sekilde gosterirsek;
0 A . 0 0 A . 0
q=cosa +(sina p=cosc + (sinc
q.p = cosa’.cosc” - Gp sinc’sina’ + §sina’cosc’ + p cosa’sinc’ + G A p sinc’sina’
Fakat
arcap ~ p+ arcgc ~ g arcac ~ (qp)+
0, 2 10
arcac ~ cosb’ + m sinb
skalar ve vektorel kisimlarin esitliginden
cosc’.cosa’ - gp sinc”.sina’ = cosb’
A .0 0 A 0 . A A . . A .
g sina’.cosc” + pcosa’sinc’ + g A psinc’.sina’ = i .sinb’

fakat A,ﬁé birim vektorlerini tanimlayarak.

3

OB oo
0A] OB o¢

A

ve p,q,m; A AB, ]§/\é, AAC yoniinde birim vektor olmak iizere B eksenine

cos(n—P°)=ap
cosc’cosa’ + cosb’sinc’sina’ = cosb’

olup kiiresel trigonometride kosiniis kurali elde edilir.



qAap=-BsinB® B4=0 ve Bp=0 olup Bileic carpimla ;

BsinB’sinc’sina’ = §sina’cosc’ + pcosa’sinc’ —msinb’

sinB”sinc’sina’ = —Bmsinb®

AAC AAC AAC
m = = =
||A A C|| ||A||||C|| sinb sinb

ve buradan;

sin 8° —Br B ~B(AAC)

A(Bnc)

sina”  sinc.sina  sina’sinb’sinc¢’  sina’sin b’ sin ¢’

ve buradan;

sinA” _sinB’ _sinC’

sina’  sind®  sinc’

kiiresel siniis kurali bulunur.
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4. REEL KUATERNIYONIK VE PSEUDO KUATERNIYONIK CARPIMLAR

V, 4-boyutlu reel vektor uzayi olsun. Kuaterniyon carpmini da Lie ¢carpimi ve Semi-
Oklidyen i¢ carpimlardan yararlanarak reel kuartiyonik ¢arprmi da kapsayan pseudo-

kuaterniyonik ¢arpimlar tamimlayalim.

4.1 Tanim: V, 4-boyutlu bir vektor uzayi olsun. Lie carpimi

3 3
X :Z:xiei eVvey= Z:yi(ai € V iin
i=0 i=0

3
[x,y]=2(xiyj —xjyi)e(
/=1

= (X2y3 — X3y2)€1 + (X3y1—X1y3)€2 + (X1y2 — X2¥1)€3 4.1)
seklinde tanimlanir [5].

4.2 Tamim: S(x) ve T(x), V lizerinde iki doniisiim olsun.

3
X = inei € V iin
i=1

S(x) = Xpep T(x)= 23: x.e; olsun [3]. 4.2)

P
4.1 Sonug: 1) S* = S ve Vxe V icin S" = S dir.
ii) T> = T ve Vxe V icin T" = T dir.
i) S+T=1
iv)ST=TS =0

Ispat: i) S(x) = X¢eo + Oe; + Oe, + Oes



S(S(X)) =S (X()C() + 061 + 062 + 063)

=S(x)

S’=S§

VxeVigin S" = S oldugu goriiliir.

i) T(x) = x,e, + x,e, + xse,

T(Tw) =T(x,e, +x,e, + x585)

=T(x)

T? =T dir.

olur.

Ayni sekilde devam ederek VxeV i¢in T" = T oldugu goriiliir.

iii) S(x) + T(x) = x

ve S+ T=1 olur.

1v) S(x) + T(x) =x

oldugundan
T(x) = x - S(x)
S(x) = x — T(x)

Es. 4.3 den S(1e) = S(x — S(X))

= S(x) - S*(x)

(1) den

39

4.3)



= S(x) — S(x)

= 0(x)

ST=0

T(S) = T(x - T(x))

Es. 4.3 den
= T(x) — TX(x)
(ii) den
= T(x) — T(x)
= 0(x)
ve TS=0
S+T=I

S-T).S+T)=S-T

S24+ST-TS-T>=S-T

(1) ve (i1) den

S+ST-TS-T=S-T

ST-TS=0

ST=TS

olur.
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4.3 Tanim: a: V>V, a = S— T bi¢iminde tanimlanan bir lineer doniisiim olmak iizere

VxeV icin
3

O(X) = Xoe0 — ) X;€; (4.4)
i=1

olur [3].

4.2 Sonug: ol =1
Ispat:o((0yy) = o (S(x) — T(x))
= (Sx) - & (Tx)
= S(Se) = S(Tx)) = T(Sx)) + T(T(x))
(iii) den
=82+ T2
(1) ve (ii) den
=S+T

o =1

3
4.4 Tanim: X:inei, y=2y e ve VXx,y € Vigin

i=0 i=0

h: VxV >R g VxV >R

(x.y) = h(x,y) =xo - ) X,y (Y) > gxy) =-3 %y, (4.5)

i=1

seklinde V iizerinde iki lineer form olsun.
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VxeV icin h ve g formlarinin her ikisi de non-dejeneredir.

h nin karsilik geldigi kuadrotik form indefinite, g nin karsilik geldigi kuadrotik form

ise negatif tanimhidir.

Ayrica

x,yeVigin  h(T(x),y) = h(x,T(y)) = gx,T(y)) = g(T(x),y)
h(S(x),y) = h(x,S(y)) = - g(x,S(y)) = - g(S(x).y) (4.6)
h(au(x),y) = h(x,0(y)) = -g(x.y) 4.7

S, T ve o Es. 4.2 ve Es. 4.4 ile taniml1 olan g ve h bilineer formlar1 Es. 4.6 ve Es. 4.7

ye gore self adjointtirler [3].

4.5 Tanmm: b, , V iizerinde keyfi v -indeksli simetrik bilineer form olsun.

Vx,ye V i¢in

X 0, y=[xy]+x0 T(y) + yo T(x) + b, (X,y)¢€, (4.8)

islemi olmak lizere; (V, 0,) ikilisi genel halde birlesmeli ve degismeli olmayan bir
reel cebir olusturur. Bu cebire reel semi kuaterniyon cebiri denir. Bu durumda o, ye

de V-indeksli pseudo kuaterniyonik ¢arpim denir.
v-1 3

b, (x,y)= zxiyi - inyi
i=0 i=v

V=0 halinde 0, islemi pseudo kuaterniyonik ¢arpim

V=1 halinde 0, islemi reel kuaterniyonik ¢arpim ile ¢akisir.

3 3
by(xy) == Xy, =gxy) ve b(xy)= Xoeyo~ D xy,=hxy)

i=0 i=1
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hallerini inceleyecegiz.

4.6 Tanim: Keyfi bir xe V yi goz Oniine alalim.

N(x), xoo(x) ile tanimlanir.

Vx,ye 'V i¢in N(x) = b(x, o(x)) €, 4.9)

N(x+y) = N(x) = N(y) = {b(x,0(y)) + b(y,o(x))} €,
= X00(y) + yooux) [3]

Reel kuaterniyonik cebir i¢in “xoy”: “x*y” ile gosterelim.

N(x+y) = h(x+y,0(x+y)) €,

N(x+y) = [h(x, a(x)) + h(x, a(y)) + h(y, a(x)) + h(y, a(y))] €,

N(x+y) = N(x) + N(y) + {h(x, a(y)) + h(y, a(x))} &,

N(x+y) —=N(x) - N(y) = {h(x, a(y)) + h(y, ax))} €,

oldugu kolayca goriiliir. Ayrica,

{h(x, o(y)) + h(y, ax))} €, =x * a(y) +y * a(x)  acilimlan yapildiginda esitligin

dogru oldugu ¢ikar.

Pseudo-kuaterniyonik cebir icin “xoy” yi “xey” ile gosterirsek, benzer sekilde;

N(x+y) - N(x) — N(y) = {g(x, a(y) + g(y, x))} €,

=xeo(y)+ye®ox)

oldugu gosterilebilir.
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4.3 Sonug: o hem g ye hem h ye gore self adjoint oldugundan

Reel kuaterniyonik durumda ;

x*oly) + y* oux) = 2h(x, o(y)) €, =-2g(x,y) e,

Pseudo kuaterniyonik durumda ;

x® oy) +y® oux) = +2g(x, o(y)) €, =-2h(x,y) €, (4.10)
elde edilir [3].

4.7 Tamim: xe V olsun. V de x in normu; N(X), (= xooux): Es. 4.9 ile tanimlanan) reel
kuaterniyonik durumda h(x,x)é€, ile, pseudo kuaterniyonik durumda g(x,x)e, ile

tanimlanir.

Kuaterniyonik durumda N(x) in ©Oklidyen normu N(x) = ||x||zeO i verir. Reel

kuaterniyonik durumda xe 'V yi;

h(x,x) > 0 oldugu zaman uzay benzeri (space like)
h(x,x) = 0 oldugu zaman 151k benzeri (null)

h(x,x) < 0 oldugunda zaman benzeri (time like)

olarak adlandiracagiz [4].

4.8 Tanim: Bir x pseudo kuaterniyonu ”X” =1 oldugu zaman birimdir. Bir x reel

kuaterniyonu N(x), +¢€, veya —¢€, oldugu zaman birimidir [3].

4.9 Tanim: Iki x ve y reel kuaterniyonu ya da pseudo kuaterniyonu x*a(y) + y*ou(x)
=0 (veya xeo(y) + yeou(x) = 0) ise ortogonaldirlar. x ve y ortogonal oldugu icin
h(x,y)=0 (veya g(x,y) = 0) dir [3].
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x ve y, V nin iki elemani olsunlar. Reel kuaterniyonik ve pseudo kuaterniyonik

carpimlar arasinda  x ® y — x*y = {g(x,y) — h(x,y)} €,
oldugu gosterilebilir. Ayrica Es. 4.5 ve Es. 4.10 dan yararlanarak
X ® y = x*y — 2Xoyo €, elde edilir.

4.1. Pseudo Kuaterniyon Carpiminin Geometrisi

V yi reel uzay iizerinde kuaterniyon cebiri farzedelim. q sifirdan farkl bir

kuaterniyon ve V de sol ¢arpim ve sag carpim doniisiimii;
Ii:p—qp I, 'P—=Ppq

q = Uy + uje; + uxe; + uses kuaterniyonunun sol ve sag carpimlarinin eigen

degerleri

Yo ii\/m

dir.

Boylece Tq # 0 i¢in her q kuartiyonunun eigen degerleri reel degildir.

4.1 Lemma: {p,I4(p)} lineer bagimsizdir [3].

Ispat: Tersine lineer bagimli oldugunu kabul edelim.

Mp + Aolg(p) =0 olsun A, AeR

A>=0ise A; = 0 olur. Buradan A; = A, = 0 olur. Bu da kabuliimiizle ¢eliskilidir.

A # 0 dir.

-\
I = !
a(p) 7“2 p
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A, MeRise A= _}3“1 e R dir.

2

A, Iy lineer doniisiimiiniin eigen degeridir. Bu ise eigen degerinin reel olmamasiyla

celisir. O halde kabuliimiiz yanlis yani {p,l4(p)} lineer bagimsizdur.
4.2 Lemma: I, ve ry , I4(p) ve ry(p) nin bulundugu diizlemi degismez birakir [3].

Ispat: {p.I4(p)} lineer bagimsiz oldugundan E = Sp{pl(p)} = {ap +
bl (p)la,beR}cV

2 boyutlu diizlemdir. re E alalim. O zaman
r=ap+ bIZq(p)
F4(p) =1y A4(p)) = I4(ap) = q(ap) = ¢’p (4.11)

q=qo€o + qi€1 + q2€2 + qse3  i¢in a(q) = qoeo - qi€1 - qz€2 - qzes  dir.

2qoeo - Q) =q 4.12)
Ng=qq9=q.0(q) (4.13)
Es. 4.11 den

Py(p) = (2qoe0 - Q)P
(4.12) ve (4.13) esitliklerinden
=2qo qp - qUq)p
=2qo l(p) - Ngp
Bu da bize I, nun, 14(p)nin bulundugu diizlemi degismez biraktigini gosterir.

Benzer sekilde ry nun da bulundugu diizlemi sabit biraktigini gosterilebilir.
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4.1 Teorem: q bir pseudo kuaterniyon ve T(q) # O olsun. Iy ve rq lineer doniisiimleri
altinda degismeyen 2-boyutlu diizlem ailelerine sahiptir. Bu ailelerin farkli iki

tanesinin ara kesitinde sadece sifir kuaterniyonu vardir [3].

Ispat:

P
[ ilq(p)
P r

Eger p, I(p) ile lineer bagimsiz p” kuartiyonu alirsak, p” ve Iy( p”), I; nun ikinci

invaryant diizlemini gerer. (Burada secilen q kuartiyonunun vektorel kismi Ty # 0

olmalidir)

Simdi p ve Iy(p) nin gerdigi w invaryant diizlemi ile p” ve Iy( p”) tarafindan gerilen

7" invaryant diizlemi arasindaki baglantiyr bulmak istiyoruz. Burada TN 7z~ de bir r
kuaterniyonu olalim. Ty # 0 oldugundan r ve I;(r) nin lineer bagimsiz oldugu Lemma

4.1den goriilebilir.

r kuaterniyonu, T ve z” diizlemlerinin noktasi oldugundan Iy(r) de bu iki diizlemde
yatar. Bunun nedeni ©T ve & diizlemlerinin her ikisinin de I; altnda invaryant

olmasidir.
Boylece r ve Iy(r), ® ve 7" diizlemlerini gerer.

Bu nedenle,
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n=7" =Sp {rlr)} olur.
Buise p’ niin p, I(p) ile lineer bagimsiz olmasi ile gelisir.

O halde kabuliimiiz yanlis r#0 olacak sekilde re ©N 7z’ yoktur.

O zaman r = 0 olmak zorundadir; 7" 7" = {0} olur.

Ayn1 sonuglari rq doniisiimii icinde benzer sekilde soyleyebiliriz. Bu gosterir ki Iy ve
rq larin her biri iki boyutlu diizlem ailelerine sahiptir. Bu iki diizlem ailesinin sifirdan

baska ortak q kuaterniyonu yoktur.

Diizlemlerin bu iki ailesinin her birinde sifir kuaterniyonu icermeyen kiime iizerinde

bir denklik bagintisi tanimlanabilir.

q ve ¢ vektorel kisimlar sifirdan farkli olan iki kuartiyon olsun. q nun sol invaryant
ailesinin ¢’ nun sag invaryant ailesiyle ortak elemanlara sahip oldugunu asagidaki

lemmadan gorebilirsiniz.
4.3 Lemma: o(up)=-ou(p)u esitligi gecerlidir [3].

fspat: p=S,+T, u=T,
ouup) = (Tu(Sp + Tp)) = (TS, + TuAT, — T T)p)
=-T.Sp - TWAT, - T\ T, (4.14)
“o(p).u =S, - Ty T
=-SpTu+ T, AT, - T, T, (4.15)

(4.14) ve (4.15) den  oi(up) =-ou(p)u .
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4.4 Lemma: q sifirdan farkli bir kuaterniyon, u ise piir kuaterniyon olsun. O zaman p,

Lu(p) ve ry(p) ile ortogonaldir [3].
Ispat:
P = Po€o+ pi€1 + P2€2 + pP3€3 V€ U =Uu€| + Uz€2 + Uxen
0 zaman
L(p) =u.p ry(p) = pu seklinde tanimlanmustir.
Olur. Buradan
X.0y) + y.oux) = 2.h(x,y)eo
esitliginde
x=p, y=k(p)
alirsak
2h(p, L(p))eo=p.-a( Lu(p)) + Lu(p).oup)
=p.o(u.p) + u.p.oup)
olur.
o(u) = -u ve o(u.p) = -ou(p)u oldugundan
2h(p, Lu(p))eo=—p(cup).u) + up.o(p)
kuaterniyon ¢carpiminda birlesme 6zelligi var oldugundan
(poup)(-u+u)=0

bulunur.
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||p||2.(— u+ u) =0

2h(x,y)eo =0

Bu bize I,(p) ve ry(p) nin p ile ortogonal oldugunu gosterir.

4.4 Sonug: Tg.p=p. T, [3]

4.5 Sonug: 4.4 Sonug’daki esitlik kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilir.
) [TeTpl+ pyTq=I[Tp, T, 1+ p, T,

3
ii) p= ) pie e(TpTg-T,)=0 [3]

i=0
fspat: Tep = [Tg.p]l + p, Tq—h(Tp,pleo
p. T, =[p. T, 1+ p,Ta—h(p. T e
[Tq, Tpl + py Tq—h(Tq,p) €0 = [T, Tq,] +p, Tq, —h(p, T p )eo
(eo,e1,€2,€3) lineer bagimsiz oldugundan
[Tg,Tpl +pTq=I[Tp, T, 1+p,T, dir.
Ayrica
h(Tg,p)eo =h(p, T, )eo
h(Tg,p)eo =h(p, T )eo=0
h(p,Tq—T ;)e0=0

h(Tp,Tq~T,) =0 olur.
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(1) esitligi po igerdiginden asagidaki iki hal s6z konusudur.
L. Hal: po # 0 olmasi hali:
[T Tyl + poTq=[Tp T, 1+po T,
Ty =qie1 + Q&2 + q3€3 Ty, =pier + p2e2 + pae2
[Ty, Tql + poTq = (q2p3 — q3p2 + podi)er + (q3p1 — qips + pod2)e2 +(q1p2 — q2p1 + Pods)
[Ty, T, 1+po T, = (P245-P395+Po g, Jer+(p3 ¢ —P1 4 +Poq; Jex+(P1 ¢, —P2 G, +Poqy)
q2p3 — QP2 + q1Po = ¢, P2 — ¢,P3 + ¢, Po
q3P1 — qiPs + Q2P0 = ¢, P3 — ¢;P1 + ¢, Po
qip2— QP1 + Q3P0 = ¢, P1 — ¢, P2+ g5 Po

seklinde ii¢ bilinmeyenli iic tane lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem

sistemini matris formunda

Po Ps =P ||q Po —P3 P, qI
—P; Po Pi {92 || Ps Po —Pi | q,z
P, —P Py qd; —P; P, Po q,3

yazabiliriz. Buradan her iki tarafin transpozesini alirsak.

Po —DP; P, Py Ps — P2
o, @» @&} ps by -p|=la] &b G} -y by Py
—P; P Py P, ) Py

buluruz.



52

Po Ps D,

2y po il=po(p2+ P2 )+ 03 (pspo = Pips )+ Pa(pspy + Pops)
P, Dy Do

= polpy + i+ p2+p3)
= ol )0
oldugundan sistemin ¢oziimii tektir.

Buradan da T(q) =T =T 4.5 Sonug’un (i) esitliginin ¢oziimii olur.

II. Durum: py = O ise sistemin katsayilar matrisinin ranki 2 dir. bu yiizden esitlik

tektir. Sistem homojen olmadigindan 6nce sistemin dogrulugunu gosterelim.

0 -p3 plla 0 -p5 plla
p, 0 -p llal=-| p, O -p||a
-p, 0 ||aq -p, 1 0 ||gq

0 -p; Py || 4 +q; 0
Ps 0 D | %"‘q; =0
—P» P 0 q; +q; 0

0 -p, P
ps 0 -p|=0
P P 0

dir. ranki 2 oldugundan 1-parametreli ¢oziimii vardir. 4.5 Sonug¢’dan

[To,Tpl =[Tp, T, ]

[T, Tpl =-[ T, Tql

[Tq+ T, T, =0
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T,+T, =KT,

T, =KT,-T, (4.16)

q
bulunur. Burada K reel parametredir. Es. 4.16, 4.5 Sonu¢’un bir ¢oziimiidiir.
h (Tp, Tg-T )=0

aldigimizda,

h (Tp, Tg-(KTp-Tg))=0

h (T,, 2 T-KT,)=0

2h (T,, Ty)- Kq (Tp, Tg)=0

2 -cosnxr =0

T. :2HTQH

©oml

cosn.T,-T,
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