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ÖZET 

 

Bu tez dört bölümden oluşmuştur. Birinci bölümde konunun kısa tarihçesi 

verildikten sonra, ikinci bölümde kuaterniyon çarpımının özellikleri ve 

kuaterniyonların cebirsel yapıları tanıtılmıştır. Üçüncü bölümde, 3 ve 4 boyutlu 

dönme dönüşümleri kuaterniyon çarpımı yardımıyla verildi.  Ayrıca küresel 

sinüs ve küresel kosinüs kuralları sunuldu. Son bölümde; νννν- indeksli pseudo 

kuaterniyonik çarpım verildi. Bu tanım kullanılarak, yarı-kuaterniyonik cebir 

νννν=0,1 halinde çalışıldı. 
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ABSTRACT 

 

This thesis consist of fourth section. In the first section, after giving the short 

historical knowledge, in the second section, the properties of quaterenionic 

product and the algebraic structure of quaternions are introduced. In the third 

section, the  3 and 4-dimensional rotations are given by using the quaternionic 

product. Moreover, the spherical sine and spherical cosine rule are presented. 

In the last section, we give pseudo quaternionic product with νννν-index. 

Afterwards, by using this definition ,the semi-quaternionic algebra is studied in 

the case νννν=0,1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Science Code  :  204.1.049 
Key Words  :  Reel quaternions, pseudo quaternions 
Page Number  : 55 
Adviser             : Prof. Dr. Baki KARLIĞA 



 vi

TEŞEKKÜR 

Bu tez konusunu bana veren ve çalışmalarımın her safhasında yakın ilgi ve önerileri ile 

beni yönlendiren danışman hocam sayın Prof. Dr. Baki KARLIĞA (Gazi Üniversitesi 

Fen Fakültesi)’ya teşekkürlerimi sunarım. 

Çalışmalarım esnasında bana vakit ayıran, özenle çalışmalarımı takip eden ve her 

konuda yardımlarını esirgemeyen Çetin CAMCI’ ya teşekkürlerimi sunarım. 

Çalışmalarımda manevi desteklerini her zaman hissettiğim anneme, babama, eşime, 

kızıma ve oğluma teşekkürlerimi sunarım. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 vii

İÇİNDEKİLER 
                Sayfa 

ÖZET........................................................................................................................... iv 
 

ABSTRACT ................................................................................................................. v 
 
TEŞEKKÜR ................................................................................................................ vi 
 
İÇİNDEKİLER .......................................................................................................... vii 
 
SİMGELER VE KISALTMALAR ............................................................................. ix 
 
1.  GİRİŞ ...................................................................................................................... 1 
 
2.  KUATERNİYONLAR ............................................................................................ 3 
  
2.1. Kuaterniyonların Temel Cebirsel Formu .............................................................. 3 
 
     2.2. Kuaterniyonların Kutupsal Gösterimi  ............................................................. 4 
 
     2.3. Kuaterniyon Çarpım   ....................................................................................... 5 
 
        2.3.1. Kuaterniyon çarpımın özellikleri ............................................................ 6 
 
     2.4. Kuaterniyonlar Üzerinde İç Çarpımlar............................................................. 7 
 
3.  KUATERNİYONLAR, 3-BOYUTLU ve 4-BOYUTLU DÖNMELER 
 
     3.1. 4-Boyutlu Dönmeler ...................................................................................... 10 
 
     3.2. 4-Boyutlu Dönmelerin Geometrisi ................................................................. 15 
 
     3.3. 3-Boyutlu Dönmeler ...................................................................................... 18 
 
            3.3.1. Yansıma ............................................................................................... 25 
 
     3.4. Kuaterniyonların Dönme Matrisi ile İlişkisi .................................................. 28 
 
     3.5. Kuaterniyonlar ve Küresel Trigonometri ....................................................... 31 
 
        3.5.1. Küresel üçgenler ................................................................................... 32 
 
            3.5.2. Büyük çember yayları .......................................................................... 34 
 
            3.5.3. Kuaterniyonlar küresel sinüs ve kosinüs kuralı ................................... 35 
 



 viii

Sayfa 

4. REEL KUATERNİYONİK VE PSEUDO KUATERNİYONİK ÇARPIMLAR ..38 
 
    4.1 Pseudo Kuaterniyon Çarpımının Geometrisi ................................................... 45 
 
KAYNAKLAR .......................................................................................................... 54 
 
ÖZGEÇMİŞ ............................................................................................................... 55 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 



 ix

SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur. 

 

Simgeler   Açıklama 

    
Kuaterniyonların sol çarpım dönüşüm ailesi 

    
Kuaterniyonların sağ çarpım dönüşüm ailesi 

C   Kompleks Sayılar (21 = 2 – boyutlu) 

H            Kuaterniyonlar (22 = 4 – boyutlu) 

Nq            q  kuaterniyonunun normu 

              q  kuaterniyonunun vektörel kısmının birimleştirilmişi 

            q  kuaterniyonunun eşleniği 

    Kuaterniyonların sol çarpım dönüşümü 

    Kuaterniyonların sağ çarpım dönüşümü 

R    Reel Sayılar (20 = 1 – boyutlu) 

            q  kuaterniyonunun reel kısmı 

            q  kuaterniyonunun vektörel kısmı 

< , >    İç çarpım 

    Lie çarpımı 
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1. GİRİŞ 

Karmaşık sayılar 18.yüzyılın başında çok araştırılan konular arasındaydı. William 

Rowan Hamilton 1830 yıllarında kompleks sayıların çarpımına benzer bir çarpmayı,  

R3 deki üçlüler için araştırdı. Fakat normun korunması mümkün olmuyordu. Hatta 

Hamilton bu problemle ailesini bile meraklandırıyordu. Bunu oğluna yazdığı şu 

cümleyle de vurgulamıştı:  

1843 yılının eylül ayının başlarında her sabah kahvaltıya geldiğimde sen ve erkek 

kardeşin William Edwin “Baba üçlü sayıyı çarpabildiniz mi?” diye sorardınız. Ben 

de üzgün bir kafa sallamasıyla cevabını vermek zorunda olduğum için “Hayır sadece 

topladım ve çıkardım” derdim. 

R3 de,  H={z=a+bi+cj 2 2 i j -1= = , a,b,c ∈ R}  olsun. 

 1 1 1 2 2 2z  a   b i  c j  ,w  a  b i  c j  ,= + + = + + n n na ,b ,c  , n=1,2R∈
 

⋅: HxH→H 

z⋅w = (a1a2 – b1b2 – c1c2).1 + (a1b2 + b1a2).i + (a1c2 + c1a2).j + (b1c2 – c1b2).ij 

olsun. O zaman; . .i j j i= − ,  2i  = -1  , 2j  = -1 

2 2 2
1 1 1z a b c= + +       2 2 2

2 2 2w a b c= + +  

Buradan;       . .z w z w≠  

olduğu görülür. i.j∉ R3 olduğundan kapalılık özelliği sağlanmaz. Sorun ortadan 

kaldırılmaya çalışılmış, bu amaçla i.j=0 kabul edilmiş. Ancak i.j=0 iken de 

. .z w z w≠  durumu ortaya çıkmıştır. Bu nedenle, bu kabulde de sorunu ortadan 

kaldırmaya yeterli olmamıştır. 
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Bayan Hamilton’la Kraliyet Kanalı’nda gezerken problemin çözümünü fark etti ve 

deftere not aldı. W.R. Hamilton R3 ten R4 e geçiş yapılırsa sorunun çözüleceğini fark 

etmişti. Çok heyecanlı bir şekilde bir bıçak çıkardı ve cevabı bir köprü taşının üstüne 

kazıdı. Hamilton uzun süredir aranan çözümü bulmuştu ama çözüm garipti, çözüm 4-

boyutluydu. Hamilton’un yaptığı ilk iş dördüncü boyuttan kurtulmak ve uygun bir 

kuaterniyon sonucunu aramaktı. 

Hamilton hayatının geri kalanını kuaterniyonun kullanım alanlarını bulmaya çalıştı. 

Hacısalihoğlu (1983) reel ve dual kuaterniyonların özelliklerini incelemiş ve 

kullanım alanları ile ilgili ayrıntılı bilgiler sunmuştur [1]. Agrawal (1987) Hamilton 

operatörleri ve dual kuaterniyonların Uzay (Space) Kinamatikte ki yerini incelemiştir 

[6]. Ward (1997) genelleştirilmiş kuaterniyonları tanımlayarak, uygulamaları 

hakkında bilgiler vermiştir [2].  
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2. KUATERNİYONLAR 

2.1. Kuaterniyonların Temel Cebirsel Formu 

2.1  Tanım:  

H = {q=a.1 + b. i + c. j  + d.ka,b,c,d∈R , i2= j
2= k

2= -1 ,  i. j = k , j . i = - k }  [2] 

Burada i.j = k  iken  j.k = i gerektirmesi geçerlidir.  

1 1 1 1 11q a ib jc kd= + + +  ,  2 2 2 2 21q a ib jc kd= + + + olmak üzere 1q , 2q ∈ H için 

aşağıdaki özellikler sağlanır. 

2.1.1. Özellikler 

i)  q1 = q2 ise a1 = a2 , b1 = b2 , c1 = c2 , d1 = d2     (İki kuaterniyonun eşitliği)  

ii) q1 + q2 = (a1 + a2)+ i(b1 + b2) + j (c1 + c2) + k (d1 + d2)   (Kuaterniyonlarda 

toplama işlemi) 

iii) s ∈ R için     s.q = s.a + i sb + j sc + k sd  (Kuaterniyonlarda skalar ile çarpma 

işlemi) 

iv) q, p, h ∈ H  için  q + (p + h) = (q + p) + h  (Kuaterniyonlarda birleşme özelliği)   

v) s, t ∈ R ve p, q ∈ H için  

(s + t)q = sq + tq    (Kuaterniyonlarda sağdan dağılma özelliği) 

s(q + p) = sq + sp   (Kuaterniyonlarda soldan dağılma özelliği) 

2.1 Teorem: H kümesi ile 4R birbirlerine izomorftur.  

İspat: [5] ten görülebilir. 
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2.2. Kuaterniyonların Kutupsal Gösterimi 

 2.2 Tanım:   q=a+bi+cj+dk ve  q H için a reel sayısına q nun reel kısmı , bi+cj+dk 

vektörüne de q nun  vektörel kısmı denir ve sırasıyla  ,   ile gösterilir.   

kuaterniyonuna q nun eşleniği denir ve  şeklinde gösterilir [2].                  

2.3 Tanım: Nq = 2222
dcba +++  reel sayısına q reel kuaterniyonun normu denir. 

Reel eksen ile q arasındaki açı θ  olmak üzere 

qN

a
cos =θ                     (2.1) 

qN

dcb 222

sin
++

=θ
                  (2.2) 

olup. Buna göre;

 

( )
.

q

q

a bi cj dk
q a bi cj dk N

N

+ + +
= + + + =  

                                        

q

q q q q

a b c d
N i j k

N N N N

 
 = + + +
 
 

 

                      

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2q

q q

a b c d b c d
N i j k

N N b c d b c d b c d

  + +
 = + + + 
 + + + + + +     

           (2.3) 

q̂ =
2 2 2 2 2 2 2 2 2

b c d
i j k

b c d b c d b c d
+ +

+ + + + + +
                    (2.4) 
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(2.3) denkleminde (2.1), (2.2) ve (2.4) eşitliklerini kullanarak q kuaterniyonunun 

kutupsal halini 

( )θθ sinˆcos qNq q +=    

şeklinde buluruz. 

2.4 Tanım: Nq = 1 ise q birim kuaterniyondur. 

2.5 Tanım:  q = Sq + Vq  ,  eşitliğinde  Sq = 0 ise q ya pür kuaterniyon denir. 

2.3. Kuaterniyon Çarpım 

H = {q=a.1 + b. i + c. j  + d.ka,b,c,d∈R,  i2= j
2= k

2= -1,   i. j = k ,  j . i= - k }  

q,p H için q ile p nin kuaterniyon çarpımı 

 q*p =  Sq. Sp - Vq. Vp + Sq Vp + Sp. Vq + (Vq ∧ Vp) 

şeklinde yazılabilir. Burada 

==∧

222

111

dcb

dcb

kji

VV pq
i.(c1.d2 – d1.c2) + j.(d1.b2 – b1.d2) + k.(b1.c2 – c1.b2)  

olup, 

( ) ( )
pqpqpq VVVVVV .* −∧=  = (– b1.b2 – c1.c2 – d1.d2) + i.(c1.d2 – d1.c2) +  

                                                             j.(d1.b2 – b1.d2) + k.(b1.c2 – c1.b2) 

şeklindedir. 

Vq ∧ Vp  Vp ∧ Vq  olduğundan q*p p*q ve bu nedenle kuaterniyon çarpımı 

değişmeli değildir. Kuaterniyon çarpım değişmeli olmamasına karşın birleşmelidir.    
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q,p,h   için    q*(p*h )=(q*p)*h   

eşitliği geçerlidir. 

2.3.1. Kuaterniyon çarpımın özellikleri 

1) Çarpma işleminde skalar kısımların değişme özelliği vardır. 

Sq*p = Sq.Sp – Vq.Vp = Sp.Sq – Vp.Vq = Sp*q 

2) Nq = q* q  = (Sq + Vq)*(Sq – Vq)             ( Vq*Vq = (Vq ∧ Vq) - Vq. Vq) 

          Nq = Sq
2 + Vq. Vq  

          Nq = a2 + b2 + c2 + d2  

3) ( ) =pq * Sq.Sp – Vq .Vp – Sp. Vq – Sq. Vp – Vq ∧Vp  

              ( ) qppq ** =  

4)  Np*q = Np.Nq  

Kuaterniyon çarpımına göre q nun tersi 1−q :    Nq ≠ 0 için 
qN

q
q =−1   

şeklinde tanımlanır.  

q-1 , p-1  var ise            
q

p

q
p N

N
N =      (p*q)-1 = q-1*p-1  

eşitlikleri geçerlidir. 
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2.4.  Kuaterniyonlar Üzerinde İç Çarpım 

Kuaterniyonlar toplama işlemine göre h kümesinin değişmeli grup olduğu kolayca 

görülebilir. H kümesi üzerindeki skalar ile çarpma işleminin de 

∀λ,µ ∈ R ve p,q ∈ H için  

(i) (λ+η)q = λq+ηq 

(ii) (λ.η).p = λ.(η.p) 

(iii) λ(p+q) = λp+λq 

(iv) 1.q = q 

Özelliklerini sağladığı kolayca görülür. Bu nedenle H kümesi R cismi üzerinde bir 

vektör uzayıdır. 

2.1 Lemma: < p, q > = Sp.S  - < Vp, V  >      şeklinde tanımlı < , > : HxH→>R 

dönüşümü iç çarpım özelliklerini sağlar. 

i) <p,q> = S(p* q ) = S ( )qp*  = S(q* p ) = <q,p>      (simetriktir) 

ii) <p,q+r> = S(p* ( )rq + ) = ( )rpqpS ** +  = ( )rpSqpS *()* +  = <p.q> + <p.r>     

(bilineer) 

iii) α∈R için    α<p,q> = <αp,q> = <p,αq>      

iv) <p,p> =   = N ≥ 0  sadece 

 p = 0 ise <p,p> = 0 olur.( pozitif tanımlıdır) 

2.6 Tanım: Lemma 2.1 ile verilen özelliklere sahip  

< , >:  HxH→ R 

           (p,q) → <p,q> = Sp q  =SpS q  - <Vp,V q > 
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şeklindeki dönüşüme H kümesi üzerinde bir iç çarpım denir [2]. 

2.7 Tanım: p ile q kuaterniyonu arasındaki  λ açısını  

( )
qp NN

qpS *
cos =λ    

-1 ≤  cos λ  ≤  1 dir. Bunu  

<p,p><q,q>  ≥  <p,q>     p,q∈H 

Ayrıca;  

( )
q

N S p≥      ve    .    

eşitsizlikleri de vardır.  

θ, p nin skalar eksenle yaptığı açı, w da Sp ile p arasındaki açı olmak üzere; 

Eğer; cosw =  =  =  =cosθ  

p = ( )θ+θ sinp̂cosN p   q = ( )φ+φ sinq̂cosN q  

q̂,p̂  birim pür kuaterniyonlar olmak üzere p ile q arasındaki λ açısı 

( ) ( )( )[ ]φφθθλ sincossinˆcos
*

cos qpS
NN

qpS

qp

−+==   

= cosθ.cosφ - sinθ.sinφ ( )qpS ˆ*ˆ  

şeklinde veriliyor [2]. 
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2.1 Sonuç:  

i)Eğer γ, q̂vep̂  arasındaki açı ise  cos γ = ( ) ( ) ( )qpSqpSqpS ˆ*ˆˆ*ˆ*ˆ −=−=  

ii) ( ) 0* =qpS  ise p ve q diktirler. 

iii) ( ) 0* =qpV  ise p ve q paraleldir. 

iv) Bir kuaterniyonun skalar kısmı vektörel kısmına her zaman diktir gerçekten; 

S(S(p). )= S(( +p)( -p))= S(   -pp)= (   -pp+[ )= (   -pp+pp -

)=0. 
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3. KUATERNİYONLAR, 3-BOYUTLU  VE 4-BOYUTLU DÖNMELER 

3.1. 4-Boyutlu Dönmeler 

Kuaterniyonlar cebirinde değişme özelliği olmadığı için sağ ve sol çarpım olarak iç 

çarpım tanımlayacağız. 

3.1 Tanım: 

φL: H → H     φR: H → H 

φ(x) → qx              φ(x) → xq şeklindedir. 

H = {a.1 + b.i + c.j + d.ka,b,c,d∈R, i2=j2=k2=-1, i.j=k, j.i=-k}      

ϕ : 4lineer RH  →  

     q = a+bi+cj+dk → ϕ(q) = aϕ(1) + bϕ(i) + cϕ(j) + dϕ(k) 

          = (a,b,c,d)       

olarak tanımlayalım.                                

3.1 Teorem: (H,+,R,+, ,⊙) vektör uzayı (R4,+,R,+, ,⊙) vektör uzayına izomorftur. 

İspat:  ϕ : 4
RH →  

                    x →  ϕ(x) = (x1,x2,x3,x4) 

ϕ (λx + µy) = λϕ(x) + µϕ(y) ⇔ ϕ lineer 

λϕ(x) + µϕ(y) = λx1 +λx2i +λx3j +λx4k + µy1 + µy2i + µy3j + µy4k 

             = (λx1 + µy1) + (λx2 + µy2)i + (λx3 + µy3)j + (λx4 + µy4)k 

             = ϕ (λx + µy) 
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ϕ (λx + µy) = (λx1 + µy1, λx2 + µy2, λx3 + µy3, λx4 + µy4) 

         = λ(x1,x2,x3,x4) + µ(y1,y2,y3,y4)  

         = λϕ(x) + µϕ(y)  

 ϕ lineerdir. 

ϕ : 4
RH →  

x= x1 + x2i + x3j + x4k   ϕ(x) = (x1,x2,x3,x4) 

x= x1 + x2i + x3j + x4k  ,  y= y1 + y2i + y3j + y4k  ve  x,y H için 

ϕ(x) = ϕ(y)  

(x1,x2,x3,x4)= (y1,y2,y3,y4)  iken  

x1= y1 , x2= y2 , x3= y3, x4= y4   olduğuna göre ϕ birebirdir. 

 boy H=4 , boy R4=4 ve ϕ birebir olduğundan ϕ örtendir. 

 R4 = Sp{1,i,j,k}  dır.    H ≅ R4  olduğundan     H = Sp {1,i,j,k} dır. 

3.2 Teorem:φL ve φR dönüşümleri R4 → R4 lineer dönüşümdür [2]. 

3.3 Teorem: φL ve φR dönüşümleri q birim ise normu korur [2]. 

İspat : H deki norm Nq olarak tanımlanmıştı. 

q = q1 + q2i + q3j + q4k H ve Sq = q1  ,  Vq = q2i + q3j + q4k 

Nq = q* q  = (Sq + Vq) (Sq – Vq)    ,      Sq
2 = q1

2  ,  
qVN = q2

2 + q3
2 + q4

2 = <Vq,Vq> 

Nq = q1
2 + q2

2 + q3
2 + q4

2 idi.           
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φL: R4 → R4  

      x   → φL(x) = qx 

      Nx*q = Nq.Nx 

                 Nx*q = Nx ⇔   Nq = 1 (x ≠0, Nx≠0, Nq,Nx∈R) 

Benzer sonuç φR için de elde edilir 

3.4 Teorem: φL ve φR dönüşümleri açıları korur [2]. 

İspat : Eğer x ile y arasındaki açı λ ise  

( )
yx NN

yxS *
cos =λ   

x,y kuaterniyonları q ile çarpıldığında; 

                      

( )( )
yqxq NN

yqxqS

**

**
cos =′λ

  

( )( )
yqxq NNNN

qxqyS=            (Özellik 2.3.1. den) 

( )
yxq NNN

qxqyS
=     (Özellik 2.3.1. den) 

( )
yxq

q

NNN

xNyS
=    (Özellik 2.3.1. den) 

( )
λcos==

yxq

q

NNN

yxSN
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Vektörler arasındaki açılar [0, ] aralığında olduğundan λ′  = λ  +2k   denkleminin 

tek çözümü λ′ = λ  olur. Görüldüğü gibi sol öteleme açıyı korur. 

Benzer sonuç φR için de elde edilir. 

3.5 Teorem: φL ve φR dönüşümleri dönmenin yönünü korur [2]. 

İspat: 

 

 

                                                     

R4 in standart baz elemanları 

1 ≡ (1,0,0,0), i ≡ (0,1,0,0), j ≡ (0,0,1,0), k ≡ (0,0,0,1) 

q = a + bi + cj + dk      ve      Nq = 1 alırsak. 

φL(1) = q1 = a + bi + cj + dk = a + bi + cj + dk 

φL(i) = qi = ai + bi2 + cji + dki = –b + ai + dj – c             

φL(j) = qj = aj + bij + cj2 + dkj = –c – di + aj + bk 

φL(k) = qk = ak + bik + cjk + dk2 = –d + ci – bj + ak  



















−
−

−
−−−

=φ

abcd

badc

cdab

dcba

A
L

 

φR(1) = 1q = a + bi + cj + dk = a + bi + cj + dk 

α 

β 
θ 

φ(α) 

θ 
φ(β) 
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φR(i) = iq = a i+ bi2 + cij + dik = –b + ai – dj + ck            

φR(j) = jq = aj + bji + cj2 + djk = –c + di + aj – bk 

φR(k) = kq = ak + bki + ckj + dk2 = –d – ci + bj + ak  



















−
−

−
−−−

=

abcd

badc

cdab

dcba

A
Rφ  

4

1000

0100

0010

0001

.. I

abcd

badc

cdab

dcba

abcd

badc

cdab

dcba

AA
T

LL
=



















=



















−−
−−

−



















−
−

−
−−−

=φφ  

IAA
T

LL
=φφ .  ve benzer şekilde IAA

T

RR
=φφ .

   
olduğu görülür. 

det( )= =1 ve det( )= =1 

q birim kuaterniyon olup =1 dir. 

2 2 2 2 2det( ) ( ) 0
L

A a b c dφ = + + + >  ve 2 2 2 2 2det( ) ( ) 0
R

A a b c dφ = + + + >  olduğundan 

bu 
L

Aφ ve 
R

Aφ matrisleri ortogonaldır. 

3.6 Teorem:  

























=+++∈



















−
−

−
−−−

= 1,,,,; 2222
dcbaRdcba

abcd

badc

cdab

dcba

G   

Şeklindeki G, matris çarpım işlemine göre  ün alt grubudur [3]. 

3.1 Sonuç: < xA
Lφ , yA

Lφ > = Nq < x,y >     dir. 
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3.7 Teorem: x, qx arasındaki açı ile q nun dönme açısına eşittir [2]. 

İspat : q = cosθ + q̂ sinθ   dersek. q nun dönme açısı θ olur. 

 

 

3.2 Sonuç:  qx ve xq , sol ve sağ çarpımlar ise  de x in dönmelerini temsil eden 

matrisler de 
L

Aφ ve 
R

Aφ  dir. 

3.2. 4-Boyutlu Dönmelerin Geometrisi 

3.8 Teorem: 4 boyutlu uzayda dönmeler, düzlemde dönmeler şeklinde ifade 

edilebilirler. 

İspat : q = cosθ + q̂ sinθ, Nq = 1 ve x herhangi bir kuaterniyon olsun 

qx = xcosθ + q̂ xsinθ 

q ( )xq̂  = q̂ xcosθ + xq̂ 2 sinθ = q̂ xcosθ - xsinθ   

xq̂x =′  olarak tanımlarsak ( )( ) ( )qxxSxq̂xS =   

     ( )q̂xxS −=  

     ( )
{

0q̂S.x.x
0

=−=  

Ayrıca qx = xcosθ + ( )xq̂ sinθ = xcosθ + x′sinθ  

 qx′ = - xsinθ + x′cosθ 

Bu işlemler sol kuaterniyon çarpımının x ile x′ nin oluşturduğu düzlemde θ açısı 

kadar pozitif yönde dönme yaptığını gösterir. 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) θcoscos ===
/
/

=== qS
N

qS

NN

qSN

NNN

qxxS

NN

qxxS
w

qqx

x

xqxqxx
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







′








−

=







′

⇔




′+−=′
′+=

x

x

xq

qx

xxxq

x

θθ
θθ

θθ
θθ

cossin

sincos

cossin

sin xcosqx 
 

( ) 







θθ−
θθ

=θ
cossin

sincos
A  

 

 

 

 

 

Gerçekten   deki bir x vektörü Sp{x,x′} düzleminde θ kadar dönerek qx vektörü 

elde edilmiştir. 

{ p = ax + bx′ }=Sp { x ,x′}   düzlemi sol çarpım altında invaryat kalır. Gerçekten ; 









′








θθ−
θθ

=







′ x

x

cossin

sincos

xq

qx
 









′








θθ
θ−θ

=







′ xq

qx

cossin

sincos

x

x
 

x = qxcosθ - qx′sinθ 

x′ = qx sinθ + qx′cosθ 

ax + bx′ = a(qxcosθ - qx′sinθ) + b(qxsinθ + qx′cosθ) 

   = (acosθ + bsinθ)qx + (bcosθ - asinθ)qx′ 

ax + bx′ = a′qx + b′qx′ = q(a′x + b′x′) 

x 

q*x 

x′ 

q*x
′ 

θ 
θ 
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olduğundan Sp{ x ,x′}    düzlemi sol çarpım altında invaryat kalır. 

Şayet x = 1, x′ = q̂  seçersek x = 1 ve x = q̂  yı kapsayan düzlem invaryant 

(değişmez) kalır. 

q.1 = cosθ + q̂ sinθ 

q̂q  = -sinθ + q̂ cosθ 

















θθ−
θθ

=







q̂

1

cossin

sincos

q̂q

1q
 

Burada sağ el kuralına uygun ortogonal vektörler q̂,ŵ,v̂  olsun. Yani  de;{ q̂,ŵ,v̂ } 

kümesi birim ortogonal ve 

                                                     q̂ŵv̂ =∧         

                                                     v̂q̂ŵ =∧          

                                                     ŵv̂q̂ =∧       

olsun. 

x = v̂   seçersek ŵv̂q̂x ==′   olur. 

θ+θ=θ+θ= sinŵcosv̂sinv̂q̂cosv̂v̂q  

θ+θ−=θ+θ= cosŵsinv̂sinŵq̂cosŵŵq  

















θθ−
θθ

=







ŵ

v̂

cossin

sincos

ŵq

v̂q
 olur ki bu da bize, v̂  ve ŵ  yı kapsayan düzlemde θ 

açısı kadar dönmeyi gösterir. 

Yukarıdaki yapılanları, sağ çarpım için de yapabiliriz. 

ŵ
 

q̂  v̂  
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xq = xcosθ + x′′sinθ 

x′′q = -xsinθ + x′′cosθ 

Burada x′′ = x q̂  dır. Böylece Sp{x , x′′} düzleminin elemanları θ açısı kadar döner. 

Benzer şekilde x = 1, x′′ = q̂  seçersek 1 ve q̂  yı kapsayan düzlem sağ çarpım altında 

değişmez kalır.  

1q = cosθ + q̂ sinθ 

q̂ .q = -sinθ + q̂ sinθ  

Eğer x = v̂  seçersek x′′ = q̂v̂  = ŵ−  

v̂ q = v̂ cosθ + q̂v̂ sinθ = v̂ cosθ - ŵ sinθ 

ŵ q = ŵ cosθ + q̂ŵ sinθ = v̂ sinθ + ŵ cosθ 

Yukarıdaki denklemin anlamı, Sp { ŵ,v̂ } düzleminde θ açısı kadar ters dönme 

belirtir.  

3.3 Sonuç: 4-boyutlu uzayda iki tip dönme vardır. 

a)  Skalar ekseni içeren düzlem de orijin etrafında dönme. 

b)  q̂  ve q̂  nın dik olduğu bir pür kuaterniyon tarafından gerilen düzlemdeki dönme. 

3.3. 3-Boyutlu Dönmeler 

3.9 Teorem:q herhangi bir kuaterniyon olmak üzere φq(x) = x′ = q x q-1 şeklinde bir 

dönüşümü düşünelim. 

 φq : H → H , φq (x) = q x q-1  şeklindeki dönüşüm Sp{ } düzleminde 2θ açısı 

kadar dönme gösterir [2]. 
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İspat : qx  =qx  =  

  =  

  =xCo  

  = xCo +2  

  =x(Co )+ .x( ) 

 qx  =xCos2 = (Cos2  

Bunun anlamı; Teo. 3.8 den Sp{  } düzleminde 2 lık dönmeyi belirtir. 

3.10 Teorem: Vq , φq  dönüşümü altında invaryant(değişmez) kalır. 

 

İspat :  φq(x) = q x q′   

φq(Vq) = qV(q)q-1 

  = (Sq + Vq)Vq 
( )q q

q

S V

N

−
   

  ( ) ( )21
.

q q q q q

q

S V S V V
N

= + −
    

 

 ( ) ( )1
.

q q q q q

q

S V S V V
N

= + −  

 = q.q-1.Vq 

 = Vq 

θ 

90-θ 

q̂
 

q 

φ 
90-φ 

Skalar eksen 

x x̂
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dir. Bu da bize q̂  nın yani Vq nın dönme ekseni olduğu gösterir.  

3.11 Teorem: φq   altında x in normu ve skalar kısmı korunur.  

İspat : x′ = φq(x) olsun. 

Nx′ = Nqxq
-1 = Nq. 1xq

N −  = Nq.Nx. 1q
N −  = Nx   

S(x′) = S(qxq-1) = S(q(xq-1)) = S((xq-1)q) = S(x.(q-1.q)) = S(x) 

∀x∈H ≅ R4 için  φq(x) = qxq-1 = q(S(x) + V(x))q-1 

         qxq-1 = S(x) + qV(x)q-1 

S(qxq-1) = Sx olduğundan skalar kısmı da korunur. 

3.1 Lemma: S(q
x

V q-1) = S(
x

V ) = 0 dır. 

3.12 Teorem: q
x

V  q-1 pür kuaterniyondur.  

İspat :V(qxq-1) = q
x

V q-1 

x
V  ise x̂  paraleldirler. 

Çünkü x = 
x

S  + 
x

V  = Nx(cosθ + x̂ sinθ) 

x
S = Nxcosθ 

x
V  = Nx.sinθ. x̂  olması 

x
V  ile x̂  paralel olduğunu gösterir. Vx′, q x̂ q-1 e paraleldir. 

 Bunlar da bize q
x

V q-1 in pür kuaterniyon olduğunu gösterir. 
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q̂ normaline sahip düzlemde p̂ yi birim pür kuaterniyon alalım. Eğer q̂ ve x̂  

arasındaki açı λ  ise    

 λ+λ= sinp̂cosq̂x̂   

şeklinde yazılabilir. 

3.4 Sonuç:  xx ˆˆ ⋅ 1=  dir. 

İspat: )sinˆcosˆ()sinˆcosˆ(ˆˆ λλλλ pqpqxx −⋅−+⋅=⋅  

                xx ˆˆ ⋅ λ−λλ⋅−λλ−λ−= 2222 sinp̂cossinp̂q̂sincosp̂q̂cosq̂  

                xx ˆˆ ⋅ λλλλλλ cossinˆˆsincosˆˆsincos 22 qpqp −++=  

    xx ˆˆ ⋅ 1=  dir. 

3.13 Teorem: qp ˆˆ ⋅  sadece vektörel kısımdan oluşur. 

İspat : ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,p q p q p q⋅ = − < > + ∧   

>< qp ˆ,ˆ =0 dır ,  pqpqqpqp ˆˆˆˆˆˆˆˆ −=∧−=∧=⋅    ve    
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p

pq

pqqqpq

ˆ

ˆˆ

ˆˆˆˆˆˆ
2

=
−=

−=

ise,

 

11 )sinˆcosˆ(ˆˆ −− +== qpqqqxqx λλ  

 λλ sinˆcosˆ 11 −− += qpqqqq  

  

 q

q

N
N

1
=  

  =( +Cos Sin  Sin + )  

   

  

  

  

  = Cos  Sin   

  + Sin  

 Sin  

olduğundan p̂ ile q̂  pür kuaaterniyondur. 

3.5  Sonuç: 
1ˆ'ˆ −⋅⋅= qpqp   q̂   vektörüne diktir. 
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İspat : == −1'ˆ qpqp p̂ Cos2  

Burada p̂ ile q̂ dik olduğundan pqpq ˆˆˆˆ ∧=⋅  ve   

〉〈 qp ˆ,'ˆ = 2ˆCosp〈 2ˆˆ Sinpq ∧+ 〉q̂,  

           = 2ˆ,ˆ Cosqp 〉〈 〉∧〈+ qpq ˆ,ˆˆ  

          2)ˆˆˆdet( Sinqpq ıı= = 0 

olur. Ayrıca  

( )1ˆ ˆ( ) 0S q p q q
− =  

olduğundan 

      1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )q p q q q p q q p q
− − ′⋅ = =  

ve ˆ ˆq qˆ ˆ' 'p p〉 += −〈 ∧,

 

 

q̂ ˆ 'p− ∧=  

eşitliklerinden görürüz. 

0)q̂p̂(S)q̂p̂(S =−=  

0)ˆˆˆ( =− qppVS qq   

olduğunu da 

SinNqV qq
ˆ=  

Eşitliğini göz önüne alarak görürüz. 
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p̂′  den p̂  ye dönme açısına φ dersek. 

( )
p̂p̂ NN

p̂p̂S
Cos

′

′
=φ     

1ˆ ˆp qpq−′ =   ise  1ˆ ˆ 1p q p q
N N N N −′ = =   ve 

( )p̂p̂SCos ′=φ  olur. 

θ+θ=′ 2Sinp̂q̂2Cosp̂p̂  idi. 

( )( )
( )

( )

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . 2 2

ˆ ˆ ˆ2 2

ˆ2 2

ˆ ˆ 2 2 .

p p p Cos qpSin p

p Cos qp Sin

Cos qSin

Cos S p p Cos ve bulunur

θ θ

θ θ

θ θ

φ θ φ θ

′ = + −

= − −

= +

′= = =

 

λ′+λ=′ Sinp̂Cosq̂x̂  ve θθ 2ˆˆ2ˆˆ SinpqCospp +=′ = )2ˆ2( θθ SinqCos +  * p̂  

( )pSinqCosqpqp ˆ2ˆ2ˆˆ 1 θθ +==′ −
       p̂ , q̂  ekseni etrafında 2θ kadar döner. 

Bu durumda q̂vep̂,p̂q̂  nın ikisine de diktir. Böylece qxq-1 in 3 boyutlu uzayda x in 

vektör kısmının q nun vektör kısmı etrafında 2θ açısı kadar dönme yaptığını gösterir. 

3.1 Örnek:     R1: x ekseni etrafında 900 lık dönme 

      R2: z ekseni etrafında 450 lik dönme 

 

 

 

z 

k̂

ĵ

 

y 

î

x 
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45ˆ  Cos45  q :R 11 Sinq+=  , 22 q :R 5,22ˆ5,22 SinkCos +=  

olarak ifade edebiliriz.  

( )( )( )
45.5,22ˆ45.5,22ˆ45sin.5,22ˆ45.5,22

45ˆ45.5,22ˆ5,22 qq :.RR 1212

CosSinkSinSinjCosiCosCos

SiniCosSinkCos

+++=

++=
 

1N.Nq.N1N,1N
12221 qq1qqq ==⇒==  

θθ Sinn̂Cos  .qq 12 +=  olarak yazarsak. 

 

( )2

12

1

2

1

247tan
2

1
3

2

1
Sin

2

12

2

1
45Cos.5,22CosCos

−=θ







−=θ










 +
==θ

 

φ = 49,2100 olarak buluruz. Burada yapılan dönme  

θ
=

Sin

1
n̂ (iCos22,5.Sin45 + jSin22,5.Sin45 + kSin22,5.Cos45) 

( ) ( )12k̂12jin̂ −+−+=  etrafında 98,420 = 2θ           [2] 

3.3.1. Yansıma   

3.14 Teorem: q̂  birim vektör ise ( )iseqq ˆˆ 1 −=−
 q̂ nın skalar eksenle yaptığı açı 

2

π
 

dir. 

İspat: qqSinqCosq ˆ1.ˆ0
2

ˆ
2

ˆ =+=+=
ππ
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( )1q̂wq̂q̂wq̂w*q̂ −≡−≡  olmak üzere ; 

w*q̂  işlemi ŵ yi q̂ ekseni etrafında 0180
2

.2 =π=
π

 kadar döndürür. 

3.15 Teorem:        
q̂φ  : H →  H     

 
q̂φ (w)= ˆ ˆqwq  

Dönüşümü normali q̂  olan düzleme göre yansıma dönüşümüdür [2]. 

İspat : 

 

 

 

 

          

( ) ( )( )

w

q̂wq̂

q̂q̂wq̂q̂q̂q̂wq̂.q̂

q̂wq̂q̂wq̂

22

11

1

=
+=

−−=

−=
−−

−

 

q̂  eksen ve w bir vektör olsun. Eğer q̂  ekseni boyunca θ kadar döndürülürse 

dönmeden sonra  

wR = qwq-1  
2

Sinq̂
2

Cosq
θ

+
θ

=      elde edilir. 

q̂  da kesişen d ve d′ düzlemlerini n ve n′ normallerini göz önüne alalım. 

β  bu düzlemler arasındaki açı olmak üzere; 

ê

ĵ

R
w

w

İ
^

Q
w

k
^
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ˆ ˆ ˆn n qSinβ′∧ =
 

ˆ.n n Cosβ′ =  

olur.  

w, d düzleminde yansıtılırsa w′ ,     nwnw ˆˆ=′  

d′ düzleminde yansıtılırsa w′′     ,      
( )

( ) ( )nnwnn

nnwnnw

′′=

′′=′′
ˆˆˆˆ

ˆˆˆˆ
 

kuaterniyon çarpımı kullanarak 

β+β−=

′∧+′−=′

Sinq̂Cos

nn̂n̂n̂n̂n̂
    

β−β−=
∧′+′−=′

Sinq̂Cos

n̂n̂n̂n̂nn̂
 

( ) ( )
n̂.n̂Sinq̂Cos

Sinq̂Cosn̂n̂ 1

′=β+β−=
β−β−=′ −

  

( ) ( ) 1
ˆ ˆ ˆ ˆw n n w n n

−′′ ′ ′=  Eğer 
2

θ
=β  seçersek w′′ = wR elde edilmiş olur. 

Aynı işlemleri R3 de yapacak olursak; 

φ, w pür kuaterniyonu için φ:R3 → R3  φ(w) = qwq-1 olup φ lineerdir. φ lineer 

dönüşümüne karşılık gelen metni hesaplayalım. 

Nq = 1 ve R3 = span{i,j,k} seçip q = a + bi + cj + dk için 

φ(i) = (a + bi + cj + dk).i(a - bi - cj - dk) 

= (ai - b - ck + dj). (a - bi - cj - dk) 

= î (a2 + b2 – c2  – d2) + ĵ (2ad + 2bc) + k̂ (-2ac + 2bd)  
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φ(j) = î (-2ac + 2bc) + ĵ (a2 + c2 – b2 – d2) + k̂ (2ab + 2cd) 

φ(k) = î (2ac + 2bd) + ĵ (2cd – 2ab) + k(a2 + d2 – b2  – c2) 

















−−++−
−−−++
++−−−+

=
2222

2222

2222

cbdacd2ab2ac2bd2

ab2cd2dbcabc2ad2

bd2ac2bc2ad2dcba

M  

M ortogonaldır. Bunun için M.MT = 1 dir. φ(w) = qwq-1  =Mw 

φ(w) = qwq-1  R3 de bir dönme belirtir. 

Normali q̂  olan düzleme göre yansımanın matrisini hesaplayalım. 

φ(i) = q̂iq̂  = (bi + cj + dk)i (–bi – cj – dk) = (bi2 + cji + dki) (–bi – cj – dk) 

       = (–b – ck – dj) (–bi – cj – dk) 

       = b2i + bcj + bdk + bcj – c2i – cd + bdk + dc – d2i  

       = i(b2 – c2 – d2) + j(2bc) + k(2bd) 

Benzer şekilde φ(j) ve  φ(k) hesaplanırsa, 

















++−−−
−++−−
−−++−

=
222

222

222

cbdcd2bd2

cd2dbcbc2

bd2bc2dcb

N

 

elde edilir. Ayrıca N=-M (a=0) ortogonal ve det N=-1 dir. 

3.4. Kuaterniyonların Dönme Matrisi ile İlişkisi 

3.2 Tanım:  ( )ix , i = 1,2,3 vektörlerin ortonormal sistemi olarak verilsin.  
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Ortonormal bir sistem olduğu için;  ( ) ( ) ijji xx δ=  

Bir dönme ile verilen bir q kuaterniyonu için tekil ortonormal sisteme 

dönüştürülebilir. 

( ) ′
ix       i = 1,2,3   olmak üzere 

 ( ) ( ) c
ii qxqx =′   1q.q c =  

Şimdi ( )ix leri ( )ix lerin lineer kombinasyonu olarak yazılabilir. 

 Bunu tensör rotasyonu olan Rij ile yapalım. 

( ) ( )c
iji xRx =′  

Rij tensörü q kuaterniyonunun tanımlandığı dönmeyi tanımlar [2]. 

3.6 Sonuç:

 

( ) ( )












+

−
=

ii

jjij

R

xxR
q

1

1

2

1
m

                                         

 

İspat : ( ) ( )
jij

c

i xRqxq =  

                      ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
kjkjij xxxxR ∧+−=

 
Bu eşitliğinin skalar kısmını alacak olursak. 

( ) ( )( ) ikk
c

i RxqxqS −=  

Eğer q ve ( )ix  verilmiş ise Rij bulunabilir. 

Şimdi q = α + β  ve qc = α + β  olsun. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 3xxxxxxx.xx:x 332211iii −=++−=−=  

( ) ( ) ( ) [ ]( )

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
4342143421

ββ

β−β+α−=

∧β∧−β+α−=

∧β+β−−α−=

β−α=

3

ii

2

ii

iiii

iii

iii
c

i

x.xxx23

xxx.x3

xx.x3

xxxqx

 

( )ix,β  cisminde ( ) jj xa=β  olup 

( ) ( ) ( ) iijji ax.xax ==β  ve ( ) ( )[ ] ( ) β==β 2xa2x.x2 iiii  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1q4q4q

xqxqx.x

q4323xqx

c

i
c

iii

c
i

c
i

+α−=+α−=

=′

+α−=β−β+α−=⇒

 

Her iki tarafın kuaterniyon eşleniğini alıp ekleyerek 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

28

2qq4

1q41q4x.xRx.xR

2

2

c

c
jiijijij

+α−=

++α−=

+α−+α−=+

α
321

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )ijij

ijijij

xx

xxx.xx.x

∧+δ−=

∧+−=

 



 31 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

4 1

1
1

4

4 1

ij ij ij ij ijj i i j j i i j

ii

ii

ii

ij j i

R x x R x x R x x x x

R

R

R

R x x q olduğundan

δ δ

α

α

α

 = = − + ∧ + − + ∧ 

= −

= +

= +

= − +

m

 

( ) ( )












+

−
=

ii

jjij

R

xxR
q

1

1

2

1
m  

bulunur [2]. 

3.5. Kuaterniyonlar ve Küresel Trigonometri 

           

        

3.3 Tanım: Kürenin merkezinden geçen düzlem ile küre yüzeyinin arakesit eğrisine 

kürenin büyük çember i denir. Aksi halde küçük çember adını alır [2]. 
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3.4 Tanım: Bir küredeki herhangi bir çember eksenleri ile kürenin eksenleri ortak 

noktası aynı zamanda düzlemin çembere dik olduğu yerse bu şekildeki noktalara 

kutup noktası denir [2]. 

3.5 Tanım: Küçük çember üzerindeki bir noktadan geçen büyük çemberin en yakın 

kutup noktasına olan yay uzunluğuna küçük çemberin küresel yarıçapı denir [2]. 

3.6 Tanım: Herhangi iki çemberin (büyük veya küçük) arasındaki açı; kesişme 

noktasındaki teğetler arasındaki açı olarak alınır [2]. 

3.5.1.  Küresel üçgenler 

3.16 Teorem:  Kürenin üstündeki iki noktayı birleştiren en kısa yol bu noktaları 

üzerinde bulunduran büyük çember yaylarından küçük olanı alınarak bulunur [2]. 

 

İspat: P ve Q kürenin yüzeyi üzerindeki iki nokta r yarıçap ve C de kürenin 

yüzeyinde bulunan iki noktayı birleştiren bir yay olsun. 

x = x(t) y = y(t) z = z(t) 

Yay uzunluğu dt
dt

dz

dt

dy

dt

dx
L

1

0

t

t

222

∫ 






+






+






=  

x2 + y2 + z2 = r2 küresinin kutupsal koordinatları (r,φ,θ)  

x = r.sinφ(t).cosθ(t) 
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y = r.sinφ(t).cosθ(t) 

z = r.cosφ(t) 

 z eksenini P noktasından geçirmek genelliği bozmadığından; 

dt

d
sinsinr

d

d
coscosr

dt

dx θ
θφ−

θ
φ

θφ=  

dt

d
cossinr

d

d
sincosr

dt

dy θ
θφ−

θ
φ

θφ=  

dt

d
sinr

dt

dz φ
φ−=  

dt
dt

d
r

dt

d
r

dt

d
rL

t

t

∫ 






+






+






=
1

0

2

22

2

22

2

22 sinsincos
φφθφφφ  

    dt
dt

d

dt

d
r

t

t

∫ 






+






=
1

0

2

2

2

sin
θφφ

 

ve 

( ) ( )[ ]∫ φ−φ=φ≥
1

0

t

t

01 ttrdL  

Bu ise sadece büyük çember yayının birleştirdiği P, Q noktalarıdır. 

Eğer çemberler büyük çember değilse kürenin geodezikleri olamaz. 

3.5.2. Büyük çember yayları 

Bir birim çemberin yayını bir komplex sayının normu ile yani cosθ + ĵ sinθ ile 

tanımlayabiliriz. 



 34 

q = cosθ + q̂ sinθ  birim kuaterniyonunu göz önüne alalım. q̂   normali çap düzlemi 

ile küre kesiştiğinde elde edilen büyük çember yayı ile bu kuaterniyonu 

eşleştirebiliriz. Yani; büyük çember boyunca yayın pozisyonu keyfidir. Bu nedenle 

AB  yayı boyu ve doğrultusu değişmediği sürece büyük çember boyunca 

kaydırılabilir. 

q ∼ cosθ + q̂ sinθ ∼ arcAB 

                       

 

q ∼ arcAB  q-1 ∼ arcBA   -q ∼ arcDB 

1 ∼ nokta(θ = 0) -1 ∼ yarı çember(θ = π) q̂  ∼ dörtte bir çember(
2

π
=θ  ) 

arcq + çember = arcq                         arcq + yarı çember = - arcq 

Büyük çember yayları vektörel olarak toplanabilirler. 

p = cosφ + p̂ sinφ 

q = cosθ + q̂ sinθ 

AB q* ile arc    ve  *
BC

p ile arc    eşleştirilirse ( )* ACpq ile arc eşleştirilebilir. 
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Buradan 

arcAB + arcBC = arcAC veya arcp + arcq = arcqp 

bulunur. Bu herhangi sayıda büyük çember yayı için genellenebilir. 

arcq + arcp + … + arch = arch … pq 

Sonuç olarak eğer P, Q genel kuaterniyonlar ise  

pNP p=   ve  qNQ q=  olup p ve q birim kuaterniyonlar ise 

pqqpqp arc.NNqNp.NPQ ==  

Buna göre kuaterniyon çarpımı pozitif reel sayılarla büyük çember yayının çarpımı 

olarak gösterilebiliyor. 

qNQ q=  kuaterniyonu kutupsal formda ( )qarc,Nθ  şeklinde yazılabilir. 

3.5.3. Kuaterniyonlar, küresel sinüs ve kosinüs kuralları 

3.17 Teorem:      

Kosinüs Kuralı: cosc0cosa0 + cosB0sinc0sina0 = cosb0  

Sinüs Kuralı:  
0

0

0

0

0

0

sin

sin

sin

sin

sin

sin

c

C

b

B

a

A
==

     [2]
 

İspat: Bir küresel üçgeni tanımlayınca 6 tane açı tanımlanmış olur; Bunlar kenar 

yaylarının belirttiği a0, b0, c0 yay açıları, A0, B0, C0 köşe açılarıdır. 

Bir küresel üçgende bütün yay uzunlukları bir yarı çemberden kısa olacağından        

         0 < a0, b0, c0 < 1800  
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Sina0, sinb0, sinc0 lerin hepsi pozitiftir. 

Şimdi yayları kuaterniyonik şekilde gösterirsek; 

q = cosa0 + q̂ sina0   p = cosc0 + q̂ sinc0 

q.p = cosa0.cosc0 - p̂q̂ sinc0sina0 + q̂ sina0cosc0 + p̂ cosa0sinc0 + p̂q̂ ∧ sinc0sina0 

Fakat  

arcAB ∼ p*  arcBC ∼ q*  arcAC ∼ (qp)* 

arcAC ∼ cosb0 + m̂ sinb0 

skalar ve vektörel kısımların eşitliğinden  

cosc0.cosa0 - p̂q̂ sinc0.sina0 = cosb0         

q̂ sina0.cosc0 + p̂ cosa0sinc0 + p̂q̂ ∧ sinc0.sina0 = m̂ .sinb0     

fakat Ĉ,B̂,Â  birim vektörlerini tanımlayarak. 

OC

OC
Ĉ

OB

OB
B̂

OA

OA
Â ===  

ve ĈÂ,ĈB̂,B̂Â;m̂,q̂,p̂ ∧∧∧  yönünde birim vektör olmak üzere B̂  eksenine 

bakarak  

( ) p̂.q̂cos 0 =β−π  

cosc0cosa0 + cosb0sinc0sina0 = cosb0  

olup küresel trigonometride kosinüs kuralı elde edilir. 
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0BsinB̂p̂q̂ −=∧  0p̂.B̂ve0q̂.B̂ ==  olup  B ile iç çarpımla ; 

00000000 bsinm̂csinacosp̂ccosasinq̂asincsinBsinB̂ −+=   , 

0000 bsinm̂B̂asincsinBsin −=   , 

bsin

ĈÂ

bsinC.A

ĈÂ

CA

ĈÂ
m

∧
=

∧
=

∧
∧

=
   , 

ve buradan;

 

( )0

0 0 0 0 0 0 0

ˆ ˆˆ.ˆ ˆˆ ˆˆsin ( )

sin sin .sin sin sin sin sin sin sin

A B CBm B A C

a c a a b c a b c

β ∧− − ∧
= = =

 

ve buradan;

 

0 0 0

0 0 0

sin sin sin

sin sin sin

A B C

a b c
= =  

küresel sinüs kuralı bulunur.   

 

 

 

A

Q

Q

q̂
P̂

C

B
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4. REEL KUATERNİYONİK VE PSEUDO KUATERNİYONİK ÇARPIMLAR 

V, 4-boyutlu reel vektör uzayı olsun. Kuaterniyon çarpmını da Lie çarpımı ve Semi-

Öklidyen iç çarpımlardan yararlanarak reel kuartiyonik çarpımı da kapsayan pseudo-

kuaterniyonik çarpımlar tanımlayalım. 

4.1 Tanım: V, 4-boyutlu bir vektör uzayı olsun. Lie çarpımı  

Vexx i

3

0i
i ∈=∑

=

 ve Veyy
3

0i
ii ∈=∑

=

 için 

[ ] ( )
3

1

,
i j j i

x y x y x y e
=

= −∑ l

l

 

  = (x2y3 – x3y2)e1 + (x3y1–x1y3)e2 + (x1y2 – x2y1)e3                  (4.1) 

şeklinde tanımlanır [5]. 

4.2 Tanım: S(x) ve T(x), V üzerinde iki dönüşüm olsun.  

Vexx
3

1i
ii ∈=∑

=

 için 

S(x) = x0e0            ∑
=

=
3

1

)(
i

iiexxT  olsun [3].                (4.2) 

4.1 Sonuç: i) S2 = S ve ∀x∈V için Sn = S dir. 

 ii) T2 = T ve ∀x∈V için Tn = T dir. 

 iii) S + T = I 

 iv) ST = TS = 0 

İspat: i) S(x) = x0e0 + 0e1 + 0e2 + 0e3  
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 S(S(x)) = S (x0e0 + 0e1 + 0e2 + 0e3)  

           =S(x) 

      S2 = S 

∀x∈V için Sn = S olduğu  görülür. 

 ii) T(x) = 1 1 2 2 3 3x e x e x e+ +  

     T(T(x)) = T( 1 1 2 2 3 3x e x e x e+ + )  

      = T(x) 

     T2 = T dir. 

olur. 

Aynı şekilde devam ederek ∀x∈V için Tn = T olduğu görülür. 

 iii) S(x) + T(x) = x  

    ve  S + T = I   olur. 

 iv) S(x) + T(x) = x 

 olduğundan      

T(x) = x – S(x)                 

S(x) = x – T(x)                                     (4.3) 

Eş. 4.3 den              S(T(x)) = S(x – S(x))       

                            = S(x) – S2(x) 

     (i) den                 
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         = S(x) – S(x)  

               = 0(x) 

   ST = 0 

T(S(x)) = T(x – T(x))         

Eş. 4.3 den  

            = T(x) – T2(x) 

(ii) den   

= T(x) – T(x) 

 = 0(x) 

ve      TS = 0  

S + T = I  

(S – T).(S + T) = S – T  

S2 + ST – TS – T2 = S – T  

(i) ve  (ii) den 

S + ST – TS – T = S – T   

ST – TS = 0  

ST = TS 

olur. 
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4.3 Tanım: α: V→V, α = S– T biçiminde tanımlanan bir lineer dönüşüm olmak üzere 

∀x∈V için 

α(x) = x0e0 – ∑
=

3

1i
iiex
                   

(4.4) 

olur [3]. 

4.2 Sonuç: α2 = I 

İspat:α(α(x)) = α (S(x) – T(x)) 

 = α (S(x)) - α (T(x)) 

 = S(S(x)) – S(T(x)) – T(S(x)) + T(T(x)) 

(iii) den 

 = S2 + T2  

(i) ve (ii)  den   

 = S + T   

 α2 = I 

4.4 Tanım: içinVy,xve,eyy,exx
3

0i
ii

3

0i
ii ∈∀== ∑∑

==

 

h: V x V → R     g: VxV → R 

 (x,y) → h(x,y) =  -∑
=

3

1i

ii yx      (x,y) → g(x,y) = -∑
=

3

0i

ii yx

             
(4.5) 

şeklinde V üzerinde iki lineer form olsun. 
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∀x∈V için h ve g formlarının her ikisi de non-dejeneredir. 

h nin karşılık geldiği kuadrotik form indefinite, g nin karşılık geldiği kuadrotik form 

ise negatif tanımlıdır. 

Ayrıca  

x,y∈V için  h(T(x),y) = h(x,T(y)) = g(x,T(y)) = g(T(x),y) 

h(S(x),y) = h(x,S(y)) = - g(x,S(y)) = - g(S(x),y)             (4.6) 

h(α(x),y) = h(x,α(y)) = -g(x,y)               (4.7) 

S, T ve α Eş. 4.2 ve Eş. 4.4 ile tanımlı olan g ve h bilineer formları Eş. 4.6 ve Eş. 4.7 

ye göre self adjointtirler [3]. 

4.5 Tanım: bν , V üzerinde keyfi ν -indeksli simetrik bilineer form olsun. 

∀x,y∈V için 

x  νο  y = [x,y] + x0 T(y) + y0 T(x) + bν  (x,y) 0e
r

                 (4.8) 

işlemi olmak üzere; (V, νο )  ikilisi genel halde birleşmeli ve değişmeli olmayan bir 

reel cebir oluşturur. Bu cebire reel semi kuaterniyon cebiri denir. Bu durumda  νο  ye 

de ν -indeksli pseudo kuaterniyonik çarpım denir. 

bν  (x,y)= 
1 3

0
i i i i

i i

x y x y
ν

ν

−

= =

−∑ ∑  

ν =0 halinde νο işlemi pseudo kuaterniyonik çarpım  

ν =1 halinde νο işlemi reel kuaterniyonik çarpım ile çakışır. 

0b (x,y) = ∑
=

3

0i
ii yx = g(x,y)   ve    1b (x,y) =  x0y0 

3

1
i i

i

x y
=
∑ = h(x,y)    
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hallerini inceleyeceğiz. 

4.6 Tanım: Keyfi bir x∈V yi göz önüne alalım. 

N(x), xoα(x) ile tanımlanır. 

∀x,y∈V için  N(x) = b(x, α(x)) oe
r

                                  (4.9) 

N(x+y) – N(x) – N(y) =  {b(x,α(y)) + b(y,α(x))} oe
r

 

   = xoα(y) + yoα(x)  [3] 

Reel kuaterniyonik cebir için “xoy”: “x*y” ile gösterelim. 

N(x+y) = h(x+y,α(x+y)) oe
r

 

N(x+y) = [h(x, α(x)) + h(x, α(y)) + h(y, α(x)) + h(y, α(y))] oe
r

 

N(x+y) = N(x) + N(y) + {h(x, α(y)) + h(y, α(x))} oe
r

 

N(x+y) – N(x) – N(y) =  {h(x, α(y)) + h(y, α(x))} oe
r

 

olduğu kolayca görülür. Ayrıca, 

 {h(x, α(y)) + h(y, α(x))} oe
r

 = x * α(y) + y * α(x)     açılımları yapıldığında eşitliğin 

doğru olduğu çıkar.         

Pseudo-kuaterniyonik cebir için “xoy” yi “x•y” ile gösterirsek, benzer şekilde; 

N(x+y) – N(x) – N(y) = {g(x, α(y) + g(y, α(x))} oe
r

 

   = x • α(y) + y • α(x)                    

olduğu gösterilebilir. 
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4.3 Sonuç: α hem g ye hem h ye göre self adjoint olduğundan 

Reel kuaterniyonik durumda ;      

 x*α(y) + y* α(x) = 2h(x, α(y)) oe
r

 = -2g(x,y) oe
r

       

Pseudo kuaterniyonik durumda ;   

x• α(y) + y• α(x) = +2g(x, α(y)) oe
r

 = -2h(x,y) oe
r

                  (4.10) 

elde edilir [3]. 

4.7 Tanım: x∈V olsun. V de x in normu; N(x), (= xoα(x): Eş. 4.9 ile tanımlanan) reel 

kuaterniyonik durumda h(x,x) oe
r

 ile, pseudo kuaterniyonik durumda g(x,x) oe
r

 ile 

tanımlanır. 

Kuaterniyonik durumda N(x) in öklidyen normu N(x) = 0

2
ex  ü verir. Reel 

kuaterniyonik durumda x∈V yi; 

h(x,x) > 0 olduğu zaman uzay benzeri (space like) 

h(x,x) = 0 olduğu zaman ışık benzeri (null) 

h(x,x) < 0 olduğunda zaman benzeri (time like) 

olarak adlandıracağız [4]. 

4.8 Tanım: Bir x pseudo kuaterniyonu 1x =  olduğu zaman birimdir. Bir x reel 

kuaterniyonu N(x), 0e
r

+  veya 0e
r

−  olduğu zaman birimidir [3]. 

4.9 Tanım: İki x ve y reel kuaterniyonu ya da pseudo kuaterniyonu x*α(y) + y*α(x) 

= 0 (veya  x•α(y) + y•α(x) = 0) ise ortogonaldırlar. x ve y ortogonal olduğu için 

h(x,y)=0 (veya g(x,y) = 0) dır [3]. 
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x ve y,  V nin iki elemanı olsunlar. Reel kuaterniyonik ve pseudo kuaterniyonik 

çarpımlar arasında      x • y – x*y = {g(x,y) – h(x,y)} 0e
r

 

olduğu gösterilebilir. Ayrıca   Eş. 4.5 ve Eş. 4.10 dan yararlanarak 

x • y ≡ x*y – 2x0y0 0e
r

 elde edilir. 

4.1. Pseudo Kuaterniyon Çarpımının Geometrisi 
 
V yi reel uzay üzerinde kuaterniyon cebiri farzedelim. q sıfırdan farklı bir 

kuaterniyon ve V de sol çarpım ve sağ çarpım dönüşümü; 

Iq : p → q.p    q.pp:rq →  

q = u0e0 + u1e1 + u2e2 + u3e3   kuaterniyonunun sol ve sağ çarpımlarının eigen 

değerleri 

2
3

2
2

2
10 uuuiu ++±           

dır.  

Böylece Tq ≠ 0 için her q kuartiyonunun eigen değerleri reel değildir. 

4.1 Lemma: {p,Iq(p)} lineer bağımsızdır [3]. 

İspat: Tersine lineer bağımlı olduğunu kabul edelim.  

λ1p + λ2Iq(p) = 0 olsun   λ1,λ2∈R 

λ2 = 0 ise λ1 = 0 olur. Buradan λ1 = λ2 = 0 olur. Bu da kabulümüzle çelişkilidir. 

 λ1 ≠ 0 dır. 

Iq(p) = p
2

1

λ
λ−
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λ1,λ2∈R ise R
2

1 ∈
λ
λ−

=λ  dir. 

λ, Iq lineer dönüşümünün eigen değeridir. Bu ise eigen değerinin reel olmamasıyla 

çelişir. O halde kabulümüz yanlış yani {p,Iq(p)} lineer bağımsızdır. 

4.2 Lemma: Iq ve rq , Iq(p) ve rq(p) nin bulunduğu düzlemi değişmez bırakır [3]. 

İspat: {p,Iq(p)} lineer bağımsız olduğundan E = Sp{p,Iq(p)} = {ap + 

bIq(p)a,b∈R}⊂V  

2 boyutlu düzlemdir. r∈E alalım. O zaman 

r = ap + bI2
q(p) 

I2
q(p) = Iq (Iq(p)) = Iq(qp) = q(qp) = q2p                                                      (4.11) 

q = q0e0 + q1e1 + q2e2 + q3e3       için       α(q) = q0e0 - q1e1 - q2e2 - q3e3   dir. 

2q0e0 - α(q) = q                 (4.12) 

Nq = q.q = q.α(q)                  (4.13) 

Eş. 4.11 den 

I2
q(p) = q(2q0e0 - α(q))p 

(4.12) ve (4.13) eşitliklerinden 

         = 2q0 qp - qα(q)p  

         = 2q0 lq(p) - Nqp 

Bu da bize Iq nun, lq(p)nin bulunduğu düzlemi değişmez bıraktığını gösterir. 

Benzer şekilde rq nun da bulunduğu düzlemi sabit bıraktığını gösterilebilir. 
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4.1 Teorem: q bir pseudo kuaterniyon ve T(q) ≠ 0 olsun. Iq ve rq lineer dönüşümleri 

altında değişmeyen 2-boyutlu düzlem ailelerine sahiptir. Bu ailelerin farklı iki 

tanesinin ara kesitinde sadece sıfır kuaterniyonu vardır [3]. 

İspat:  

              

      

Eğer  p, Iq(p) ile lineer bağımsız p′  kuartiyonu alırsak, p′  ve Iq( p′ ), Iq nun ikinci 

invaryant düzlemini gerer. (Burada seçilen q kuartiyonunun vektörel kısmı Tq ≠ 0 

olmalıdır) 

Şimdi p ve Iq(p) nin gerdiği π invaryant düzlemi ile p′  ve Iq( p′ ) tarafından gerilen 

π ′  invaryant düzlemi arasındaki bağlantıyı bulmak istiyoruz. Burada π∩π ′  de bir r 

kuaterniyonu olalım. Tq ≠ 0 olduğundan r ve Iq(r) nin lineer bağımsız olduğu Lemma 

4.1den görülebilir.  

r kuaterniyonu, π veπ ′  düzlemlerinin noktası olduğundan Iq(r) de bu iki düzlemde 

yatar. Bunun nedeni π ve π ′  düzlemlerinin her ikisinin de Iq altında invaryant 

olmasıdır.  

Böylece r ve Iq(r), π ve π ′  düzlemlerini gerer. 

Bu nedenle,  
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π = π ′  = Sp {r Iq(r)}  olur. 

Bu ise p′  nün p, Iq(p) ile lineer bağımsız olması ile çelişir.  

O halde kabulümüz yanlış r≠0 olacak şekilde r∈ π∩π ′ yoktur. 

O zaman r = 0 olmak zorundadır; π∩π ′ = {0} olur. 

Aynı sonuçları rq dönüşümü içinde benzer şekilde söyleyebiliriz. Bu gösterir ki Iq ve 

rq ların her biri iki boyutlu düzlem ailelerine sahiptir. Bu iki düzlem ailesinin sıfırdan 

başka ortak q kuaterniyonu yoktur. 

Düzlemlerin bu iki ailesinin her birinde sıfır kuaterniyonu içermeyen küme üzerinde 

bir denklik bağıntısı tanımlanabilir. 

q ve q′  vektörel kısımları sıfırdan farklı olan iki kuartiyon olsun. q nun sol invaryant 

ailesinin q′  nun sağ invaryant ailesiyle ortak elemanlara sahip olduğunu aşağıdaki 

lemmadan görebilirsiniz.  

4.3 Lemma:  α(up) = -α(p)u eşitliği geçerlidir [3]. 

İspat :   p = Sp + pT   u = Tu 

α(up) = α(Tu(Sp + Tp)) = α(TuSp + TuΛTp – TuTp) 

      = -TuSp – TuΛTp – TuTp              (4.14) 

-α(p).u = -(Sp – Tp) Tu 

 = -SpTu + Tp Λ Tu - TuTp                (4.15) 

(4.14) ve (4.15) den      α(up) = -α(p)u . 
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4.4 Lemma: q sıfırdan farklı bir kuaterniyon, u ise pür kuaterniyon olsun. O zaman p, 

Iu(p) ve ru(p) ile ortogonaldır [3]. 

İspat:  

p = p0e0 + p1e1 + p2e2 + p3e3  ve   u = u1e1 + u2e2 + u2e2  

o zaman  

Iu(p) = u.p           ru(p) = pu şeklinde tanımlanmıştır. 

Olur. Buradan  

x.α(y) + y.α(x) = 2.h(x,y)e0   

eşitliğinde 

x = p,      y = Iu(p)  

alırsak 

2h(p, Iu(p))e0=p.α( Iu(p)) + Iu(p).α(p)  

                    =p.α(u.p) + u.p.α(p)  

olur. 

α(u) = -u ve α(u.p) = -α(p)u olduğundan  

2h(p, Iu(p))e0= –p(α(p).u) + up.α(p)  

kuaterniyon çarpımında birleşme özelliği var olduğundan 

(pα(p))(-u + u) = 0 

bulunur. 
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( ) 0uu.p
2 =+−  

2h(x,y)e0 = 0 

Bu bize Iu(p) ve ru(p) nin p ile ortogonal olduğunu gösterir. 

4.4 Sonuç: Tq.p = p. T
q′         [3]     

4.5 Sonuç: 4.4 Sonuç’daki eşitlik kullanılarak aşağıdaki eşitlikler elde edilir.  

i) [Tq,Tp] + 0p Tq = [Tp, T q′ ] + 0p T
q′   

ii) p = 
3

0
i i

i

p e
=
∑ g(Tp,Tq – T

q′ ) = 0                        [3] 

İspat: Tqp = [Tq,p] + 0p Tq – h(Tp,p)e0 

p. T
q′  = [p, T

q′ ] + 0p Tq – h(p, T
q′ )e0 

 [Tq,Tp] + 0p Tq – h(Tq,p) e0 = [Tp, T q′ ] + p 0  T
q′  – h(p, T

q′ )e0 

(e0,e1,e2,e3) lineer bağımsız olduğundan  

[Tq,Tp] + p 0 Tq = [Tp, T q′ ] + p 0 T
q′  dır.  

Ayrıca 

h(Tq,p)e0 = h(p, T
q′ )e0 

h(Tq,p)e0 = h(p, T
q′ )e0 = 0 

h(p,Tq – T
q′ )e0 = 0 

h(Tp,Tq – T
q′ ) = 0   olur. 
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 (i) eşitliği p0 içerdiğinden aşağıdaki iki hal söz konusudur. 

I. Hal:  p0 ≠ 0 olması hali: 

[Tq,Tp] + p0Tq = [Tp, T q′ ] + p0 T q′  

Tq = q1e1 + q2e2 + q3e3  Tp = p1e1 +  p2e2 + p2e2  

[Tp,Tq] + p0Tq = (q2p3 – q3p2 + p0q1)e1 + (q3p1 – q1p3 + p0q2)e2 +(q1p2 – q2p1 + p0q3) 

[Tp, T q′ ] + p0 T q′  = (p2 3q′ –p3 2q′ +p0 1q′ )e1+(p3 1q′ –p1 3q′ +p0 2q′ )e2+(p1 2q′ –p2 1q′ +p0 3q′ ) 

q2p3 – q3p2 + q1p0 = 3q′ p2 – 2q′ p3 + 1q′ p0       

q3p1 – q1p3 + q2p0 = 1q′ p3 – 3q′ p1 + 2q′ p0       

q1p2 – q2p1 + q3p0 = 2q′ p1 – 1q′ p2 + 3q′ p0       

şeklinde üç bilinmeyenli üç tane lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem 

sistemini matris formunda 
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yazabiliriz. Buradan her iki tarafın transpozesini alırsak. 

[ ] [ ]
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buluruz. 
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olduğundan sistemin çözümü tektir. 

Buradan da T(q) = T
q′ = T(p)  4.5 Sonuç’un (i) eşitliğinin çözümü olur. 

II. Durum: p0 = 0 ise sistemin katsayılar matrisinin rankı 2 dir. bu yüzden eşitlik 

tektir. Sistem homojen olmadığından önce sistemin doğruluğunu gösterelim. 

                     
3 2 1 3 2 1

3 1 2 3 1 2

2 1 3 2 1 3

0 0

0 . 0 .

0 0

p p q p p q

p p q p p q

p p q p p q
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p p
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− 
 − = 
 − 

 

dır. rankı 2 olduğundan 1-parametreli çözümü vardır. 4.5 Sonuç’dan 

[Tq,Tp] = [Tp, T q′ ] 

[Tq,Tp] = -[ T
q′ ,Tq] 

[Tq + T
q′ ,Tp] = 0  
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Tq + T
q′  = K.Tp 

T
q′  = K.Tp – Tq                  (4.16) 

bulunur. Burada K reel parametredir. Eş. 4.16, 4.5 Sonuç’un bir çözümüdür.  

h (Tp, Tq- T q′ )= 0 

aldığımızda, 

h (Tp, Tq-(KTp-Tq))=0 

h (Tp, 2 Tq-KTp)=0 

2h (Tp, Tq)- Kq (Tp, Tq)=0 

2
2

cosη-K 0
p q p

T T T• • =  

q

T
T 2 cosη T T

T

q

p q

p

•′ = −
      .
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