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OZET

Bu tezde Kenmotsu manifoldlari, Kenmotsu manifoldlarin egrilik tensorleri ve
Kenmotsu manifoldlarin pseudo-paralel altmanifoldlarini aragtirdik. Bu tez bes
boliimden olusmaktadir. Birinci bdliimde tezde ele alinan problemin 6nemi,
giincelligi ve konu ile ilgili yapilmis olan ¢aligmalar hakkinda literatiir taramasi
yapilmustir. Ikinci béliimde tez problemi igin gerekli olan bazi dnemli temel tanim
ve teoremler verilmistir. Uglincii boliimde hemen hemen kontak metrik manifoldlar
ve bu manifoldlarin 6zel bir siifi olan Kenmotsu manifoldlar ele alinmistir. Tezin
dordiincii ve besinci boliimleri orijinal olan kisimlardir. Dordiincii boliimde
Kenmotsu manifoldlarin Riemann, Ricci, concircular ve projektif egrilik tensorleri
yardimiyla bazi egrilik kosullar altinda karakterizasyonlart belirlenmistir. Besinci
boliimde ise Kenmotsu manifoldlarin invaryant pseudoparalel altmanifoldlari
gesitlerine gore smiflandirilmistir. Kenmotsu manifoldunun Pseudo-paralel, 2
pseudo-paralel, Ricci genellestirilmis pseudo-paralel ve 2 Ricci genellestirilmis
pseudo-paralel altmanifoldlar1 detayl bir sekilde aragtirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kenmotsu Manifold, Invaryant Altmanifold, Pseudo-paralel
Altmanifold.
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ABSTRACT

In this thesis, we investigated Kenmotsu manifolds, the curvature tensors of
Kenmotsu manifolds, and the pseudo-parallel submanifolds of Kenmotsu
manifolds. This thesis consists of five chapters. The first chapter includes a
literature review on the importance of the problem addressed in the thesis, its
relevance, and the studies conducted on the subject. The second chapter provides
some essential fundamental definitions and theorems necessary for the thesis
problem. The third chapter focuses on almost contact metric manifolds and a
particular class of these manifolds known as Kenmotsu manifolds. The fourth and
fifth chapters contain original contributions. In the fourth chapter, characterizations
of Kenmotsu manifolds under certain curvature conditions are determined using
Riemann, Ricci, concircular, and projective curvature tensors. The fifth chapter
classifies the invariant pseudo-parallel submanifolds of Kenmotsu manifolds based
on their types. Pseudo-parallel, 2 pseudo-parallel, Ricci generalized pseudo-
parallel, and 2 Ricci generalized pseudo-parallel submanifolds of Kenmotsu
manifolds are thoroughly investigated in this chapter.
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Submanifold.
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1. GIRIS
S. Tano 1969 yilinda bir hemen hemen kontak metrik manifoldu,
manifoldun c-sabit ¢-esitsel egriligine gore smiflandirmistir [1]. S. Tano bu
calismasinda ¢ > 0 ise Riemann manifoldunun bir Sasakian manifold oldugunu,
¢ = 0 ise Riemanna manifoldunun bir Kaehler manifoldu ile bir cemberin ya da bir
dogrunun ¢arpim manifoldu oldugunu, ¢ < 0 ise Riemann manifoldunun reel eksen

ile kompleks diizlemin katli carpimindan olustugunu gostermistir.

Kenmotsu manifoldlar geometrik olarak Riemann manifoldunun 6zel bir
tiriidiir. Kenmotsu manifodlar, Kaehler manifoldlarina benzerlik gosteren fakat
Kaehler yap1 yerine Kenmotsu yapida denilen 6zel bir geometrik yapiya sahiptirler.

Bir Kenmotsu manifoldu, (M, ¢, &,n, g) seklinde bir besli ile ifade edilir. Burada
- M bir diferensiyellenebilir manifolddur.
- ¢ bir 1-formdur ve d¢ = 0 olmak tizere ¢ bir kontak formdur.
- & bir vektor alanmidir ve dn = g olmak tizere n bir 1-formdur.
- g bir Riemann metrigidir.

Bu yapida, ¢ ile tanimlanan kontak yap1, ¢ vektor alaniyla iliskilendirilmis
bir g metrigi tarafindan belirlenir. Ayrica, ¢ ve ¢ arasindaki iligki n formuyla ifade
edilir. ¢ ve ¢ arasindaki baglant1 ve bu baglantinin Riemann metrigi tizerindeki
etkilesimi Kenmotsu manifoldunun temel 6zelligini vermektedir. Bu yapi, Riemann

metrigi ile kontak yap1 arasinda belirli tiirden bir uyum igerir.

Kenmotsu manifoldlarin ¢alisilmasi geometrik olarak olduk¢a onemlidir.
Ozellikle, bu tiir manifoldlar, Kaehler manifoldlarindan farkli yapilari ile ilgi ceker

ve bu farklilik, farkli geometrik 6zelliklerin incelenmesine olanak tanir.

Bu yapisal oOzelliklerin incelenmesi ve Kenmotsu manifoldlarin
geometrisinin anlagilmasi, diferensiyel geometri ve matematiksel fizik gibi

alanlarda uygulamali arastirmalarda 6nemli bir rol oynar.

G. Pitis, "Geometry of Kenmotsu Manifolds" adli kitabinda Kenmotsu
manifoldlariin ve altmanifoldlarinin iizerinde bir cok 6nemli 6zellikleri incelemis

ve ortaya c¢ikartmistir [3].



Bu tez c¢alismasinda, Kenmotsu manifoldlarinin egrilik tensorleri
yardimiyla  farkli  karakterizasyonlarmin elde edilmesi ve invaryant
altmanifoldlarinin bazi egrilik kosullarina gore hangi onemli 6zelliklere sahip

olacaginin arastirilmasi amaglanmistir.

J. Deprez 1985 yilinda ilk kez semiparalel immersiyon kavramini
tammlamis ve Oklid uzayda semiparalel hiperyiizeylerin smiflandirmasini

yapmistir [4].

1999 yilinda ise A.C. Asperti, G.A. Lobos ve F. Mercuri, bu semiparalel
immersiyon tanimin1 genellestirerek pseudoparalel altmanifold kavramini ortaya

atmislardir [5].

Daha sonraki yillarda bir ¢ok geometrici tarafindan bu énemli kavramlar
farkli geometrik manifoldlar {izerinde incelenerek, bu kavramlarin ¢ok 6nemli
ozellikleri ve bu oOzelliklere gore geometrik manifoldlarin karakterizasyonlari

ortaya ¢ikartilmistir.

Yukarida bahsettigimiz bir ¢cok ¢aligmadan motive alan bu tezin dordiincii
ve besinci boliimlerinde bir Kenmotsu manifoldun egrilikleri ve invaryant
altmanifoldlar tizerinde pseudo-paralellik kosullar1 aragtirilmis ve bir ¢ok orjinal

sonug elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2. 1. Temel Tanimlar
Tanim 2.1.1: X bir kiime ve T da X in kuvvet kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Eger

i. X, 0 €T,
ii. 7 da alinan sonlu sayida elemanlarin birlesimi yine 7 ya aittir,

iii. T da alinan sonlu sayida elemanlarin kesisimi 7 ya aittir,
aksiyomlar1 saglanirsa T ya X tlizerinde bir topoloji denir. (Aslim, 1988).

Tanim 2.1.2: 7 topolojisi ile donatilmig X kiimesine veya (X, T) ikilisine topolojik

uzay denir.

Tamim 2.1.3: 7 nun her elemanina, X iizerinde 7 tarafindan tanimlanan topolojiye

gore bir agik kiime denir.

Tamim 2.1.4: X uzayina gore timleyeni acik olan kiimeye t tarafindan tanimlanan

topolojiye gore kapali kiime denir.

Tamim 2.2.5: (X, 7) bir topolojik uzay ve X in bazi agik alt kiimelerinin sinifi B
olsun. X in her agik altkiimesi B nin elemanlarinin herhangi bir birlesimi olarak

yazilabiliyor ise, B ye X uzayinin bir bazi denir.
Tamm 2.1.6: (X, 7) bir topolojik uzay ve A c X olsun.
7, ={G'=ANG|G €t}

kiimeler siift A iizerinde bir topolojik yapidir. A iizerinde 7 tarafindan tiiretilen
74 topolojisine, X uzaymin indirgenen (relatif, biinyesel) topolojisi denir. Bu

durumda, (4, 74) topolojik uzayimna (X, 7) uzaymin alt uzayi denir (Ashim, 1988).

Tamim 2.1.7: X bostan farkli bir kiime ve d: X X X — R bir fonksiyon olsun. Eger
Vx,y,z € X igin

I x #yicind(x,y) >0



iv.

dx,y) =0 &x=y
d(x,y) =d(y,x)
d(x,y) <d(x,z) +d(zy)

aksiyomlar1 saglanmiyor ise d fonksiyonuna Y {izerinde bir metrik denir (Aslim,
1988).

Tammm 2.1.8: X bir topolojik uzay, x € X olsun. x noktasini igeren bir U

altkiimesinin her N iist kiimesine x noktasinin bir komsulugu denir (Aslim, 1988).

Tanim 2.1.9: (X, 7) ve (X', ") herhangi iki topolojik uzay, f: X — X' bir fonksiyon
ve x, € X olsun. X' uzayinda f(x,) m her N’ komsulugu i¢in f(N) c N’ olacak
sekilde, X uzayinda x, i bir N komsulugu varsa, f fonksiyonuna x, noktasinda t

ve T’ ye gore siirekli, 7 — 7' siirekli veya kisaca siireklidir denir (Aslim, 1988).

Tamim 2.1.10: X topolojik uzayinin her farkli x, y noktasi igcin N N M = @ olacak
sekilde x noktasinin bir N komsulugu ve y noktasinin bir M komsulugu varsa, X

topolojik uzayina bir Hausdorff uzay: (kisaca H-uzay1) denir (Aslim, 1988).
Tanmm 2.1.11: (X, 7) bir topolojik uzayinin acik alt kiimelerinin sinift g olsun. Eger
X EUgye G

ise g sinifina (X, ) uzaymin bir agik Ortiisii denir. Eger g nin bir alt kiimesi X

uzayini orterse, bu alt kiimeye (X, 7) nin bir agik alt ortiisti denir (Aslim, 1988).

Tanim 2.1.12: (X, t) topolojik uzaymin her g agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii

varsa (X, ) uzayma kompakt uzay denir.

Tamm 2.1.13: X topolojik uzaymin her x noktas: X uzaymda kompakt olan bir

komsuluga sahip ise, X uzayma yerel kompakt uzay denir.
Kompakt bir uzay yerel kompakt uzaydir. Fakat tersi dogru degildir.

Tamm 2.1.14: (X, 7) bir topolojik uzay ve A c X olsun. (4, t4) uzay1 kompakt ise,

A kiimesine X uzaymin kompakt alt kiimesi denir.



Tamim 2.1.15: (X, 7) topolojik uzay1 bos olmayan ayrik agik iki kiimenin birlesimi

olarak yazilamiyorsa, (X, T) uzayina baglantilidir aksi halde baglantisizdir denir.

Tamm 2.1.16: (X, 7) bir topolojik uzay ve (X, t) topolojik uzayinin agik ortiileri

sirastyla U = {ug}oe V = {vﬁ} s olsun. Eger V nin her bir agik kiimesi U nun bir

acik kiimesi i¢inde bulunuyorsa V' ye U nun inceltilmisidir denir.

Tamim 2.1.17: Bir (X, 7) topolojik uzay1 Hausdorff ve her agik ortiisiiniin bir lokal

sonlu incelmesi varsa topolojik uzaya parakompakttir denir.
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2.2. Manifoldlar

Tanmm 2.2.1: X ve X'topolojik uzaylar arasindaki f fonksiyonu bijektif (yani 1-1
ve orten), siirekli ve £~ tersi de siirekli ise, f fonksiyonuna bir homeomorfizma
(topolojik doniistim) denir. Bu halde X ve X' uzaylarina homeomorfiktirler

(topolojik olarak estirler) denir (Aslim, 1988).

Tamim 2.2.2: X, Hausdorff uzayi olmak {izere herhangi bir U < X a¢ik kiimesinden

V' ¢ R™ bolgesine tanimlanan,
p:U->V

homeomorfizmine, X de n — boyutlu koordinat sistemi veya harita, U acik
kiimesine de, ¢ haritasinin koordinat komsulugu veya koordinat bolgesi denir.

Harita (U, ¢) seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, 1980).
Eger, x € U ise
o(x) = (x4 ...,.x™) ER"

dir. Buradaki x1,...,x™ reel sayilarina ¢ haritasinda x noktasmin koordinatlari

denir.

Tamim 2.2.3: M bir topolojik uzay olsun. M ’nin her noktasinin E™’e veya E™’in bir
U acik alt kiimesine homeomorf olan bir koordinat komsulugu varsa, M’ye n —

boyutlu topolojik manifold denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.2.4: X Hausdorff uzay1 ve k da k > 0 sartin1 saglayan tam say1 olsun.
Asagidaki sartlar1 saglayan {(U,, ¢,): @ € A, U, < X} lokal koordinat ailesine X

{izerinde C¥ sinifindan bir atlas denir.

Lokal haritalarin U, bdlgesi X’i orter. Yani X,n — boyutlu topolojik
manifolddur.

Va,p € Aigin, U, N Ug # @ olacak bigimde Va, B € A igin
g ° P Pa(Ua N Up) = 95 (Uq 0 Up)

11



doniisiimii C* smifindandir (Hacisalihoglu, 1980).

Tamim 2.2.5: M bir n —boyutlu topolojik manifold ve S = {U,, ¥, }, de M nin bir
atlasi olsun. Eger S atlasi1 asagidaki 6zellige sahip ise S’ye C", r = 1, sinifindandir

denir. U, N Ug # @ olmak lizere, Va, B € A igin

qbaﬁ =g o Eb[;l:wﬁ(ua n UB) - P (Ug N Uﬁ)

ve

Ppa = Vg o Yo i Pa(Ug N Up) = Pp(Uy N Up)

fonksiyonlar1 C" sinifindandir. Eger S atlasi M iizerinde C” sinifindan ise S’ye M

tizerinde bir C" siifindan diferensiyellenebilir yap1 denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanmim 2.2.6: M bir n —boyutlu topolojik manifold ve M’nin S atlas1 C” sinifindan
olsun. O zaman M’ye n —boyutlu diferensiyellenebilir manifold denir
(Hacisalihoglu, 1980).

Tamm 2.2.7: ¢: M™ — N™ diferensiyellenebilir doniligiimiiniin tersi var ve tersi de
diferensiyellenebilir ise ¢ doniisiimiine diffeomorfizma adi verilir. M ve
N manifoldlar1 verildiginde, M’den N’ye giden bir diffeomorfizma var ise M

manifoldu, N manifolduna diffeomorfiktir denir.

Tammm 2.2.8: M bir manifold ve p€eM olsun. p —noktasindaki
diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi C(p) olmak iizere, V,:C(p) » R

doniistimii

Vo (A1hy + A2hy) = 441V, (hy) + 23V, (hy) Yhy, by € C(p), 21,2, ER
V,(hy.hy) = V,(hy). hy () + hy (p)V,(hy)

ozelliklerini sagliyorsa },’ye M’nin p noktasindaki tanjant vektorii denir.

M’nin p noktasindaki tanjant vektorlerin kiimesi T, (M) ile gosterilir. Buna goére

lineer ve leibnitz

Tu®) = {V, |E> : C*(M,R) R} ile gosterilir. Bu kiimede i¢ ve

dis islemler sirasiyla,

12



@®: Tu(p) xTy(p) = Tu(p)

W, ® W,)[hy] =V, [hy] + W, [hy}
ve
O :RXxTy(p) - Tyu(p)
(AVp) = A%, : C*(M,R) » R
(AV)[hy] = AV, [hy], VR € C*(M,R)

seklinde tammlanirlar. Bu islemlere gore T,(M) reel sayilar cismi lizerinde bir

vektor uzayidir. Bu uzaya M’nin p noktasindaki tanjant uzay1 denir (Hcisalihoglu,
1980).

Tamm 2.2.9: M bir n — boyutlu manifold ve p € M noktasindaki tanjant uzay

Ty (p) olsun.

lineer

Tw" () = (Wp|W; = Ty (p) —— R}
uzayina Ty, (p)’nin p noktasindaki dual uzayi veya kotanjant uzayi denir.

Tamm 2.2.10: M, n — boyutlu bir manifold ve M manifoldunun kotanjant uzayi
Ty " (p) olsun. W (p) € Ty (p) elemanina bir kovektdr denir. Her bir W kovektorii;

U, M’nin bir koordinat komsulugu olmak tizere

w:U - ngTM (®)

p->W(p):Tu(p) >R

13



seklinde tanimli lineer bir fonksiyon olup, M {izerinde bir 1 — form adim alir
(O’Neill, 1983).

Tamim 2.2.11: Reel sayilar cismi {izerinde taniml1 bir vektdr uzay1 V ve V*, V nin

duali olsun.

(r+s)lineer

LT +V*:R) = {hy|hy: V" X VS ———— SR

kiimesinde i¢ ve dis islemler sirasiyla

(hl + g)(d1, e A, :81' "'MBS) = hl(alﬂ e A, Blﬂ "",BS)
+h,(aq, ..., a1, B1, -, Bs)

ve

(Ahy))(ay, ..., a1, By, -y Bs) = Ahy(aq, ..., @1, B1, -, Bs)

Seklinde tanimlanir. Bu uzaya r. mertebeden kovaryant, s. mertebeden

kontravaryant tensor uzay1 denir. Bu uzayin elemanlarma da (7, s) mertebeli tensor

denir (Boothby, 1986).

Tammm 2.2.12: M diferensiyellenebilir bir manifold ve M iizerindeki

diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi C* (M, R) olsun.

i. X(Alhl + Azhz) = /11X(h1) + /12X(h2) Vhl, hz € COO(M, R), Al' /12 € R

ozelliklerini sagliyorsa X’e M iizerinde bir vektor alani denir. M tizerindeki vektor

alanlarin climlesi y (M) ile gosterilir (Boothby, 1986).

Tamim 2.2.13: V bir F-cismi {izerinde bir vektdr uzay1 olmak tizere
[ VXV >V
X,Y) - [X,Y]

doniistimii

14



1) alterne yani [X,Y] = —[Y, X]
2) bilineer yani her a,b € F i¢in
[aX + bY,Z] = a[X, Z] + b[Y, Z]
ve
[X,aY + bZ] = a[X,Y] + b[X, Z]
3) [X.[v,Z]]+ |z, [x, Y]]+ [V, [z, X]] =0
sartlarint sagliyorsa bu doniisiime F-cismi lizerinde bir Lie-operatorii denir.

Ornek2.2.1. M bir manifold ve M iizerindeki vektdr alanlarmin kiimesi y(M)

olmak iizere Y;,Y, € y(M) igin
[, ]: x(M) x x(M) - x(M) Vh; € C*(M,R)
[Yp Yz] =Y (Y2h1) -1 (Y1h1)

ile tanimlanan fonksiyona Y; ve Y, nin Lie (bracket) operatorii denir. Lie operatorti,

Vhy, h, € C”(M,R) veVY;,Y,, Ys € y(M) olmak iizere,

[V, Y, ]h, € C®(M,R)

" [h1Y1: hZYZ] h1h2 [Y1; YZ ] + hl(Yl [hz]) - hz (YZ [hl])yl
[Y1,Y2] = —[VoY1]

iv. [[Y,Y 1] +[[Yo, 31 11] + [[¥5, V1], V2] = 0

ozelliklerini saglar (Yano ve Kon, 1984).
Tamm 2.2.14: M ve M m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar ve

f:M — M fonksiyonu p noktasinda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak

lizere,

fi:Tu(®@) = Ty (f (p))

15



W = f*lp(Vp) = (Vp)[fl]lf(p)' ""Vp[fn]lf(p))

ile tanimli f, doniisiimiine f nin tiirev doniisiimii denir. Eger g € C(M, R), f(p) nin

komsulugunda diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise

(L(b))g=Vo(gef)
dir (Hacisalihoglu, 1980).
Teorem 2.2.1: Manifoldlar arasindaki tiirev doniistimii lineerdir.

Tamim 2.2.15: M bir manifold ve g, M {izerinde (2,0) mertebeli tensor alan1 olsun.

Eger g tensor alani her Y3,Y, € y(M) icin

Lo og(,Y,) =g, Y1)
” g(Yl,Yl)Zoveg(yl,yl)ZOC)Yl=0

sartlar1 saglaniyorsa g ye Riemann metrigi denir. g Riemann metrigi ile birlikte
taniml1 bir manifolda Riemann manifoldu denir. Bir M manifoldu iizerindeki g

Riemann metrigi Ty, (p) tizerinde i¢ ¢arpim ile tanimlanir.

{x1,...,x,} M de lokal koordinat sistemi olsun. Burada g nin bu lokal koordinat

sistemine gore bilesenleri,

_ (0y oy
gij -39 6xl-'5x]-

seklindedir. Burada ai

— |, 1 < i < n,Ty(p) nin bir bazidir (O’ Neill, 1983).

Tamim 2.2.16: M bir diferansiyellenebilir manifold ve M iizerindeki C* vektor

alanlarinin ctimlesi y (M) olmak iizere;

bilineer

Vi x(M) x x(M) — x(M)
Y, Y,) — V(Y1) = Vy, Y,

doniisimii Vhy, hy, € C°(M,R) Ve VY, Yy, Ys € x(M) icin,
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i. VYl (YZ + Y3) = VY1Y2 + VY2Y3
. ViyanyYs = MVy, Y3 + hoVy, Vs
||| VYl(h1Y2) ES h1Vy1Y2 + Yl(hl)YZ

ozelliklerini sagliyorsa, V ya M lizerinde bir afin koneksiyon, Vy, e de Y;e gore

kovaryant tiirev operatdrii denir(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2.17: (M, g) bir Riemann manifoldu ve V.da M iizerinde tanimlanan bir

afin koneksiyon olsun. O zaman VY, Y, ,Y; € y(M) olmak iizere V doniisiimii ;

. Vy, Y, =V, Y; = [Y1,Y; ] (Koneksiyonun sifir torsiyon 6zelligi)
ii.  Yi9(Y,,Ys) = g(Vy, Y2, Y3 ) + g(Ys, Vy, ¥3) (Koneksiyonun metrikle
bagdasma 6zelligi)

sartlarin1 sagliyorsa V ya M {izerinde sifir torsiyonlu koneksiyon, (Riemann

koneksiyonu) veya Levi-Civita konneksiyonu denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2.18: (M, g), n —boyutlu Riemann manifoldu ve V da M iizerinde

tanimlanan Levi-Civita koneksiyonu olmak tizere VY;,Y, , Y3 € y(M) i¢in,

Zg(VY1Y2: Y3 ) =Y19(Y,Y3) + Yo9(Y3,Y)) —Y3g(Vy, Y, ) — g(Yy, [Vo, Y5 ]) —
g, [V, Y3 + g(Ys, [V1, Y2 1)

ile tanimlanan ifadeye Kozsul formiilii ad1 verilir.

Tanim 2.2.19: U c M iizerinde F fonksiyonlari,

()= Dt ()

k=1

olmak iizere Fi’;- katsayilarina V nin konneksiyon katsayilar1 (ya da Christoffel

sembolleri) denir.

Tamim 2.2.20: (M, g) bir Riemann manifoldu, V da M {izerinde tanimlanan Levi-

Civita konneksiyonu olsun.
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R:x(M) x x(M) X (M) - x(M)
R(Y1,Y,)Y; = VY1VY2Y3 - Vyzvylys - V[Yl,Yz]YS

ile tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde bir (3, 1)- tipinde tensor alanidir. Bu tensor

M’nin Riemann egrilik tensorii olarak adlandirilir (O’Neill, 1983).

VY, € x(M) igin K(Y.,Y,,Y5,M) = g(R(Y,,Y,)Ys,Y,) tensorine de M’nin
Riemann-Christoffel egrilik tensorii ad1 verilir (O’Neill, 1983).

vY,, Y, ,Ys, Y, Yo € y(M) Riemann egrilik tensorii asagidaki 6zelliklere sahiptir.

. R(Y,,Y,)Y; = —R(Y3, Y1)Ys

. g(R(Yy,Y2)Y,, ¥5) = —g(RY,, Y2)Ys5, Ya)
iii. R, Y)Y; +R(Y,, Y)Y, + R(Y5, Y)Y, =0
iv.  gR(Yy, Y)Y, Y5) = g(R(Y,, Y5)Y3, Y2)

Tamim 2.2.21: (M, g), m —boyutlu Riemann manifoldu ve {e,, e,, ..., e, }, (M) in

bir baz1 olsun.

Q: x(M) - x(M)
V> Q) = Q% = = ) Rles Ve
i=1

bi¢iminde tanimlanan Q operatdriine M nin Ricci operatorii denir.

Tanim 2.2.22: (M,g),m— boyutlu bir Riemann manifoldu ve
{ei, e5, ...,enl, x(M) de lokal ortonormal  vektér alanlar1  olsun.

S:xy(M) X y(M) - C*(M, R)

(Y, Y3) » S(Y,,Yp) = Z g(R(e;, Y)Y, €)

=1

seklinde tanimli (2, 0)- tipindeki tensor alanina M {izerinde Ricci egrilik tensorii adi

verilir (Yano ve Kon, 1983).

18



Tamm 2.2.23: (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Ty (p) tanjant uzaymin iki

boyutlu alt uzay1 I1 olmak tizere V, W € II tanjant vektorleri i¢in Q fonksiyonu,
bi¢iminde tanimlansin. Q(V, W) # 0 olmak tizere,

gRV,WHW,V)

KWW)="—w.w

olup buna IT nin kesit egriligi denir ve K (IT) ile gosterilir (O"Neill, 1983).

Vp € M ve V,, W, € Ty (p) i¢in K (V,, W,) sabit ise M’ye sabit kesit egrilikli uzay

veya reel uzay form denir.

Bu halde M Riemann manifoldu reel uzay form ise M’nin R Riemann egrilik

tensori
R(Y1, Y5)Ys = c{g(Ys, Y3)Y; — g(Yy, Y2)Y5}
seklindedir.
Tamm 2.2.24: (M, g), m — boyutlu Riemann manifoldu olsun. vV Y;,Y, € M i¢in
SV, Y;) = Ag (Y1, Y2)

olacak bigimde M tiizerinde A fonksiyonu varsa, yani M nin Ricci tensorii S simetrik

tensor g nin bir kat1 ise M’ye Einstein manifoldu ad1 verilir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.2.25: (M, g), m —boyutlu bir Riemann maifoldu ve {e,, ..., e,,} lokal

ortonormal vektor alanlar1 olmak tizere

m
r= Z S(ei ;)
im1

degiskenine M 'nin skaler egriligi denir (O’Neill, 1983).
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2.3 Altmanifoldlar

Tamm 2.3.1: M ve M sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar olsun.
f:M — M seklinde tanmimli C® déniisiimii i¢in
boy (£.(Tu®))) = q
ise f nin p € M noktasindaki ranki g olup, rank(f) = q ile gosterilir. Eger
boyM = rank(f)

ise f ye immersiyon (daldirma) denir. Bu durumda M ye de M nin immersed

altmanifoldu denir.

f immersiyonu bire-bir ise f ye imbeding (gémme), M ye de M nin
gomiilen altmanifoldu yada altmanifoldu denir (Chen, 1973).

Tamm 2.3.2: (M,g) ve (M,g) swasiyla m ve n boyutlu Riemann
manifoldlari, f: M — M bir immersiyon olsun. Her X, Y € T, (P) i¢in

G(fipX, fp¥) = (X, Y)

ise f ye izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon) adi verilir

(Chen,1973).

Tamim 2.3.3: M ve M sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar olmak
tizere M, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun. V ve V sirasiyla M ve M de

kovaryant tiirevler olsun. Boylece Y; ve Y,, M tlizerinde vektor alanlart olmak iizere

o: x(M) x (M) - x*+(M),
vY1Y2 = VY1Y2 + O-(Yl, Yz) (231)

bigiminde Gauss esitligi elde edilir. Burada Vy, Y, ve o(Y;, Y2), Wyl Yonin sirastyla
teget ve normal bilesenleridir. Burada o ya M nin ikinci temel formu denir. Eger

Ozel olarak o = 0 ise M ye total geodeziktir denir (Chen, 1973).

Tamm 2.3.4: M ve M sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar olmak
lizere M, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun. M ye normal birim vektor alani

N ve VxN nin teget ve normal bilesenleri siras ile, —AyX ve V¥ N olmak izere,
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A: xt (M) x x(M) - x(M)
doniistimil iyi tanimlidir. Boylece

biciminde Weingarten esitligi elde edilir. Burada Ay ye sekil operatorii, V- e de M

nin T+M normal demetindeki normal konneksiyon adi verilir (Chen, 1973).

Sonug¢ 2.3.1: M manifoldunun Ay sekil operatorii ve o ikinci temel formu

arasinda
gAY, Ys) = g(a(Yy, Y,),N)
bagintis1 vardir. Burada g,Ty, (p) deki bir Riemann metrigidir (Chen, 1973).

Tamm 2.3.5: (M, g) Riemann manifoldunun n boyutlu bir altmanifoldu

(M, g) olsun. M altmanifoldunun ikinci temel formu ¢ nin kovaryant tiirevi
(Vylg) 3 Vf;la(yz; Y;) — U(Vylyz, Y3) -

o(Yy, Vy,Ys) (2.3.3)

bi¢iminde tanimlanir. ¢ nin kovaryant tiirevi Vo ya M nin {iiincii temel formu denir

Chen, 1973).

Eger Vo = 0 ise M ye paralel ikici temel formlu veya 1-paralel denir.

Buradaki V,M nin T*M normal demetinde tanimlanan normal konneksiyondur

(Chen, 1973).

Tamm 2.3.6: (M, g) Riemann manifoldunun n boyutlu bir altmanifoldu

(M, g) olsun. M nin egrilik tensorii R, her Yy, Y,, Y3, Y, € (M) igin
R(Yy,Y,)Ys =Vy Vy Y3 —Vy Vy YVs = Vpy, v, )Ys, (2.34)
ve
K, Y,,Y3,Y,) = g_(ﬁ(yl' Y;)Ys,Y,) (2.3.9)

bigiminde tamimlanir. M nin egrilik tensérii R ve M’nin egrilik tensorii R olmak

tizere Gauss ve Weingarten esitlikleri yardimiyla
R(Y1,Yp, Y3, Y,) = R(Y1, Y5, Y3, Yy) = G0 (Y2, ¥s), 0 (1, Yy))

+ g(0(Yy,Ys),0(Y2,Y,)) (2.3.6)
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esitligi elde edilir. Bu esitlige Gauss denklemi ad1 verilir (Chen, 1973).

Gauss denkleminin teget ve normal bilesenleri sirasiyla

(E(Yp Yz)y3)T =R(Y;,Y,)Y; + 1‘10(1/1,1/3)}’2 - AG(YZ,Y3)Y11 (2.3.7)
ve

(ﬁ(yp Yz)Ys)l = (vyl 0) (Y2, Y3) — (sz 0) (Y1, Y3) (2.3.8)

bigiminde olup (2.3.8) esitligine Coddazi denklemi denir. Burada V, M iizerinde
Riemann konneksiyonudur. Ayrica M nin normal demetinin egrilik tensorii, her

Y, Y, € y(M) ve V € y* (M) olmak iizere
RY(Y,Y)Y; = Vg VgV — Vg Vg V — Vi,V (2.3.9)
ile tanimlidir. (2.3.9) esitliginde Gauss ve Weingarten esitlikleri kullanilirsa

g(ﬁ(yl, Y2Y4, Ys)) = g(RJ_(Yl, Yz)Y4_, Y6) + g([AYG'AY4_]Yll Y2) (2310)

elde edilir. Bu esitlige Ricci denklemi adi verilir.
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3. KENMOTSU MANIiFOLDLAR

Bu boliimde ilk 6nce hemen hemen kontak metrik manifoldlar ve daha sonra
bunun yardimi ile Kenmotsu manifoldlari tanimlanmig, Kenmotsu manifoldlarin

bazi temel 6zelliklerine yer verilmistir.

3.1. Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlar

Tamim 3.1.1. M, (2n + 1)-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun.
@, M iizerinde (1,1) tipinde bir tensor alani, & bir vektor alani, n, M iizerinde

diferensiyel 1-form olmak tizere her p; € y(M) i¢in {¢, &, n} tglisi;
@: x(M) = x(M),
n:x(M) = C*(M,R),
n() = 1vep’p; = —p1 +n(p1)8, (3.11)

kosullarin1 sagliyorsa bu tglilye bir hemen hemen kontak yapi, {M,¢,¢, n}

dortliisiine de bir hemen hemen kontak manifold adi verilir (Yano ve Kon, 1984).
Tanim 3.1.2. M hemen hemen kontak manifoldu {izerinde p; # ¢ igin

n) =1vedn(,p) =0

olacak bigimde bir tek & € y(M) vektor alani var ise ¢ ye n kontak yapisinin 6z
vektor alani (duali) denir (Blair, 2002).

Tammm 3.1.3. (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen kontak manifoldu
tizerinde, her p1, p, € x(M) ve & € y(M) igin

np1) = g(p1, %), (3.1.2)

ve

9(@p1, 9p2) = g(p1, p2) —n(pIn(p2), (3.1.3)

kosullarin1 saglayan bir g metrigi var ise {¢, &,7, g} dortliisiine bir hemen hemen
kontak metrik yap1, {M, @, &,n, g} beslisine de bir hemen hemen kontak metrik
manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 3.1.1. (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen kontak metrik manifoldu

tizerinde her p,, p, € y(M) igin,
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9(@p1, 9p2) = g(p1, p2) —n(pIN(P2),

olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir (Yano ve Kon, 1984).

Sonug 3.1.1. (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen kontak metrik manifoldu
verilmis olsun. Her p,, p, € y(M) igin,
9(@p1, p2) = —g(p1, p2), (3.1.4)

dir yani ¢, g ye gore anti-simetrik bir tensor alanidir (Yano ve Kon,1984).

Teorem 3.1.2. (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen kontak metrik manifoldu
verilmis olsun. M {izerinde bir  kontak yapisi verildiginde, her p;, p, € y(M) igin
@: x(M) —» x(M) olacak sekilde

9(p1, p2) = ¢(p1, p2)

olacak sekilde bir {¢, £,7, g} hemen hemen kontak metrik yapis1 vardir (Yano ve
Kon, 1984).

Tamim 3.1.4. (2n + 1)-boyutlu diferensiyellenebilir M manifoldu tizerinde

bir {p,&,7n, g} hemen hemen kontak metrik yapisi verilmis olsun. Her p;, p, €
x(M) igin

d(p1,p2) = 9(p1, Pp2), (3.1.5)

bigiminde tanimli ¢ doniistimiine {¢, &, 1, g} hemen hemen kontak metrik yapisinin

temel 2-formu denir (Yano ve Kon, 1984).
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3.2. Kenmotsu Manifoldlar

Bu béliimde Kenmotsu manifoldlar ile ilgili genel kavramlar verilmis ve
bazi 6zel egrilik tensdrlerinin Kenmotsu manifoldu iizerindeki davranislari

incelenmistir.

Tamm 3.2.1. M, {¢, ¢, 1, g} yapist ile verilmis (2n + 1) boyutlu bir hemen
hemen kontak metrik manifold olsun. Eger M hemen hemen kontak metrik

manifoldu iizerinde
dn=0,dp=2nA¢
esitlikleri saglaniyorsa M ye hemen hemen Kenmotsu manifold denir (Pitis, 2007).

Tamm 3.2.2. M, {¢, &, 1, g} yapist ile verilmis (2n + 1) boyutlu bir hemen
hemen kontak metrik manifold olsun. Eger M hemen hemen Kenmotsu manifoldu

tizerinde her p,, p, € (M) igin

@*p1 = —p1 + (P& 9 = 0,n(&) = 1,n(pp,) =0,

3.2.1
9(p1,$) =n(p1), (Vp,0)p2 = 9(@p1,p2)§ = N(P)PP1, oo
kosullar1 saglaniyorsa M’ye Kenmotsu manifold denir (Kenmotsu, 1972).
Bir M Kenmotsu manifoldu tizerinde her p, p, € y(M) igin
Vp,§ =p1—n(p1)§ 322
ve
(Vo,mp2 = 9(p1,p2) —n(p)n(p2) (3.2.3)

esitlikleri saglanmaktadir (Kenmotsu, 1972).

Onerme 3.2.1. 2n + 1 — boyutlu bir M Kenmotsu manifold i¢in asagidaki

bagintilar saglanir.

R(&, p1)p2 = —9(p1, p2)§ + n(p2)P1, (3.2.4)
R(p1,$)p2 = g(p1,p2) —n(P2)p1, (3.2.5)
R(p1,p2)§ = n(p1)p2 — n(p2)p1, (3.2.6)
S(p1,¢) = —2nn(p1) (3.2.7)
5(¢,§) = —2n, (3.2.8)
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Q¢ = —2n¢, (3.2.9)
burada S ve R, M manifoldunun sirasi ile Ricci ve Riemann egrilik tensorleri, Q ise
S(p1,p2) = 9(Qp1, P2),

seklinde tanimlanan Ricci operatoriidiir.

Tammm 3.2.3 M bir Kenmotsu manifold olmak iizere, Ty (P) tanjant
uzayinda ¢ vektor alanina dik bir p; birim vektor alani, {p;, @ p,} ortonormal olacak

bi¢imde mevcut ise {p;, @p,} diizlemine Ty, (P) nin ¢ — kesitseli denir. Ayrica
K(p1, 9p1) = 9(R(p1, p1)@p1, p1) (3.2.10)
bigiminde tanimlanan ifadeye M nin ¢ — kesitsel egriligi denir (Kenmotsu, 1972).
Tamm 3.2.4. (2n + 1) — boyutlu M Kenmotsu manifoldunun R Riemann
egrilik tensori her p,, p, € x(M) igin
c-3 c+1
R(p1, p2)p3 = —~[9(p2, p3)P1 = 9 (1, p3)P2] — =~ [n(p)n(p3)p;

—n(p)n(p3)p1 + g(p1, p3)n(P2)E — g(p2, p3IN(P1)E

+9(p1, PP3)Pp2 — 9(P2, PP3)Pp1 + 29 (P1, PP2)PP3] (3.2.11)

bigiminde ise M ye ¢ sabit ¢ — kesitsel egriligine sahip Kenmotsu uzay form denir.

Tanim 3.2.5. M, (2n + 1)-boyutlu Riemann manifoldu olmak iizere quasi-

konformal egrilik tensorii her pq, p,, p3 € ¥(M) icin

C(p1, p2)P3 = aR(p1, p2)ps + bIS(p2, p3)p1 — S(p1, p3)P2 + 9(P2. P3)Qp1

—9(p1,p3)Qp2] = + Zb] [9(p2, p3)p1 — 9(p1,p3)p2]  (3.2.12)

r [a
2n+112n
seklinde tanimlanir. Burada a ve b birer sabit, Q Ricci operatorii, S Ricci tensorii
ve r ise manifoldun skaler egriligidir.

Eger C = 0 ise manifolda quasi-konformal flat denir.

(3.2.12) esitliginde sirasiyla p; = &, p, = &, p3 = & segersek Kenmotsu

manifold i¢in

r
2n+1

C(,p2)ps = |(2nb + @) + —— (= + 2b)| [9 (02 3)E — 1(p3)p2]

+b[S(p2, p3)¢ —n(p3)Qp.], (3.2.13)
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r

Clpy,ps = |(@nb + @) + == + 2b)| [9(p1, p3)E = 1(p3)p1]

2n+1

(3.2.

—b[S(p1,p3)§ —n(p3)Qp1l,
14)

Clpup2)§ = [@nb+a) + —— (= +2b)| [n(p1)pz — n(p2)p1]

(3.2.15)

+b[n(p2)Qp1 — n(P1)Qp21

elde edilir.

Tammm 3.2.6. Quasi-konformal egrilik tensorinde a =1 ve b = Z;—il

secersek konformal egrilik tensorii her p,, p2, p3 € (M) igin

1
Clp1,p2)P3 = R(p1, p2)ps + 5——7 [S(p2, p3)p1 = S(p1, p3)p2 + 9(p2, 3) QP4

r
2n(2n—-1)

— g(p1,p3)Qp2] — [g(p2, p3)p1 — g(p1, P3)P2]  (3.2.16)

seklinde tanimlanir.

Eger C = 0 ise manifolda konformal flat denir.

(3.2.16) esitliginde sirasiyla p; = &, p, = &, p3 = € secersek Kenmotsu
manifold i¢in

r+2n

CE p2)ps = — 505 19(p2, p3)S —1(p3)p2]
1 (3.2.17)
— 55 15002, p3)§ = 1(p3)Qp2),
Co1OPs = —gnim; [9(pr p)E ~ ()]
1 (3.2.18)
+—[S(p1,p3)§ —n(p3)Qpal,
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r+2n
2n(2n-1)

C(p1,p2)E = [n(p1)p2 — n(p2)pil

. (3.2.19)

2n—1

[m(p2)Qp1 — n(p1)Qp2],

elde edilir.

Tamm 3.2.7. M, (2n + 1) boyutlu Riemann manifoldu olmak tiizere her
P1, P2, P3 € x(M) igin projektif egrilik tensorii

P(p1,p2)P3 = R(p1,P2)P3 — % [S(p2, p3)p1 — S(P1, P3)P2], (3.2.20)
seklinde tanimlar.

Eger P = 0 ise manifolda projektif flat manifold denir.

(3.2.20) esitliginde p; =&, p, = &, p3 = & secersek Kenmotsu manifold

i¢cin
P(&,p2)P3s = —9(p2,p3)E = 5= S(P2.p3)E, (3.2.21)
P(p1,§)ps = 9(p1, p3)E + 5= S(p1, p3)E, (32:22)
P(p1,p2)§ =0, (3.2.23)
elde edilir.

Tamm 3.2.8. M, (2n + 1) — boyutlu Riemann manifold olmak iizere her
P1, P2, P3 € E(M) igin concircular egrilik tensori

r
2n(2n+1)

Z(p1,p2)p3 = R(p1, p2)p3 — [g(p2, p3)p1 — g(p1, p3)P2], (3.2.24)
seklinde tanimlanir.

Eger Z = 0 ise bu manifolda concircular flat manifold denir.

(3.2.24) esitliginde sirasiyla p; = &, p, = &, p3 = & segersek Kenmotsu

manifold igin,

25,0205 = |1 + 575=| [=9 (P2 p5)¢ +1(p3)p2) (3.2.25)
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r

Z(pE)ps = 1+ 2n(2n+1)] [9(p1,P3)§ —1n(p3)p1], (3.2.26)

Z(py,p2)E = |1+ Zn(;nﬂ)] [n(p1)p2 —n(p2)pl, (3.2.27)

elde edilir.
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4. KENMOTSU MANIFOLDLARIN EGRILIK TENSORLERI

Bu boliimde tezde elde edilen orjinal sonuglara yer verilmistir. Riemann
egrilik tensorl, projektif egrilik tensorli, concircular egrilik tensorii ve quasi-
konformal egrilik tensorlerinin birbirleri iizerindeki etkileri ayrintili olarak

incelenmistir.

[k 6nce bazi1 6zel egrilik tensorleri iizerinde Kenmotsu manifoldun flatlik

durumunu inceleyelim.

4.1. Kenmotsu Manifoldlarin Flathg:

Teorem 4.1.1. M, (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. EgerM,

quasi-konformal flat bir manifold ise M bir n — Einstein manifolddur.

Ispat. Kabul edelim ki (2n + 1) — boyutlu M Kenmotsu manifoldu quasi-
konformal flat olsun. Bu durumda her p4, p2, p3 € x(M)

5(P1,P2)P3 =0

dir. Son esitlikte p; = & secer ve (3.2.17) esitliginden yararlanirsak

(@ + 2nb) + 5 (= + 2)| 902, 2§ — n(p3)p2]

2n+1

+b[S(p2, p3)¢ —n(p3)Qp2] =0

elde edilir. Son esitlikte p; = & seger ve esitligin her iki tarafinin p; € y(M) ile i¢

carpimini alirsak

S(p1,p2) = [(2n+ =)+ m(a +2b ]g(pppz)

[(2n+ ) m( +2b]n(pl)n(pz)

elde edilir. Buradan agiktir ki M Kenmotsu manifoldu bir n — Einstein manifolddur.

Ozel olarak a =1 ve b = % secersek quasi-konformal egrilik tensorii

konformal egrilik tensdriine indirgeneceginden bu teoremin bir sonucunu asagidaki

gibi verebiliriz.
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Sonu¢ 4.1.1. M, (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Eger M

konformal flat bir manifold ise M bir n — Einstein manifolddur.

Teorem 4.1.2. M, (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. Eger M

concircular flat bir manifold ise M bir reel uzay formdur.
Ispat. Kabul edelim ki (2n+ 1) — boyutlu M Kenmotsu manifoldu
concircular flat olsun. Bu durumda her p4, p2, p3 € x(M) igin
Z(p1,p2)p3 =0

dir. Burada (3.2.24) esitliginden yararlanirsak

r

R(p1,p2)p3 = [9(p2, p3)P1 — 9(P1, P3)P2]
2n(2n+1)

yazilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu bir reel uzay formdur.

Teorem 4.1.3. M, (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. Eger M

projektif flat bir manifold ise M bir Einstein manifolddur.

Ispat. Kabul edelim ki (2n+ 1) — boyutlu M Kenmotsu manifoldu
projektif flat olsun. Bu durumda her p4, p,, p3 € x(M) igin

P(p1,p2)p3 =0

dir. Son esitlikte p; = & secer ve (3.2.21) esitliginden yararlanirsak

1
9(p2,p3)§ +5-5(p2,p3)$ = 0

elde edilir. Son elde edilen esitligin her iki tarafinin ¢ € y(M) ile i¢ ¢arpimini alir

ve gerekli diizenlemeleri yaparsak

S(p2,p3) = —2ng(p2, p3)

elde edilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu bir Einstein manifolddur.
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4.2. Kenmotsu Manifoldlarin Riemann Egrilik Tensorii

Bu alt boliimde bir Kenmotsu manifoldun Riemann egrilik tensoriiniin diger
egrilik tensorleri tizerindeki etkileri incelenmistir. Bir Kenmotsu manifoldun
semisimetrik, projektif semisimetrik, concircular semisimetrik, Ricci semisimetrik
ve quasi-konformal semisimetrik olmas1 durumunda ortaya ¢ikan sonuglar ayrintili

olarak ele alinmistir.

Teorem 4.2.1. M, (2n + 1) — boyutlu bir Kenmotsu manifold olsun. M nin

semisimetrik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul reel uzay form olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki (2n+1)— boyutlu Kenmotsu manifoldu
semisimetrik olsun. O halde her py, p,, p4, ps, p3 € x(M) igin

(R(p1,p2) - R)(p3,p5,ps) =0

ve buradan da

R(p1, p2)R(p3, P5)Ps — R(R(P1, P2)P3, P5)P4

4.2.1
—R(p3, R(p1, P2)Ps)Ps — R(p3, ps)R(P1, p2)ps = 0 (421
seklinde yazabiliriz. (4.2.1) esitliginde p; = & segersek
R(&, p2)R(p3, ps)ps — R(R(E, p2)P3s P5) P4
(4.2.2)

—R(p3, R($, p2)ps)ps — R(p3, ps)R(E, p2)ps = 0

elde edilir. (4.2.2) esitliginde (3.2.4) den yararlanirsak

—9g(p2, R(p3, p5)Pa)$ + (R, (03, P5)P4)P2

+9(p2, P3)R(EPs)pa — N(P3)R(P2, P5) P4 (4.2.3)
+9(p2, ps)R(P3,$)ps — N(Ps)R(P3, P2) P4 o
+9(p2, Pa)R(P3,p5)§ — N(PL)R(P3, p5)p2 = 0

elde edilir. (4.2.3) esitliginde (3.2.4), (3.2.5), (3.2.6) esitliklerinden yaralanirsak

—9(p2, R(p3, p5)Ppa)§ + N(R(p3, Ps)Pa) P2 — (P2, P3) 9 (P, P4)S

+9(p2, p3)N(Pa)Ps — N(P3)R(P2, Ps)Ps + g(P2, P5)G(P3, P4)E (4.2.4)
—9(p2, ps)N(Pa)P3s — N(Ps)R(P3, P2)Ps + g(P2, PLIN(P3)Ps o
—9(p2, pIN(Ps)Ps — N(Pa)R(p3,ps)p2, = 0

elde edilir. (4.2.4) esitliginde p; = & segersek ve (3.2.1), (3.2.4) esitliklerinden

yararlanirsak
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R(p2,p5)Ps = g(Ps, P4)P2 — 9(P2, P4)Ps

elde edilir. Buradan agiktir ki M Kenmotsu manifoldu bir reel uzay formdur.

Teorem 4.2.2. M, (2n + 1) — boyutlu bir Kenmotsu manifold olsun. M nin
projektif semisimetrik olmasi igin gerekli ve yeterli kosul bir n — Einstein manifold

olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifoldu projektif
semisimetrik olsun. O halde her py, p,, p4, ps, p3 € x(M) igin

(R(p1,p2) - P)(Parps5,p3) =0

ve buradan da

R(p1, p2)P(pa, ps)p3 — P(R(p1, p2) P4, Ps)P3 — P(pa, R(p1, p2)Ps)p3

—P(pa, ps)R(p1, p2)p3 = 0 (4.2.5)

seklinde yazabiliriz. (4.2.5) esitliginde p; = ¢ segersek
R($, p2)P(pa, ps)ps — P(R(E, p2)pa, ps)ps — P(ps, R(E, p2)ps)ps

—P(p4,ps)R(E, p2)p3 =0 (4.2.6)

esitligini elde ederiz. (4.2.6) esitliginde (3.2.4) esitliginden yararlanirsak

—9(p2, P(P4, p5)p3)§ + N(P(Pa, p5)P3)P2 + 9(P2, PP (€, P5)p3
—N(P4)P (P2, ps)P3 + (P2, P5)P(Pa, §)ps —M(Ps)P(Pa p2)Ps  (4.2.7)
+9(p2,P3)P( ps)é —N(P3)P(Pa, ps)pz =0

elde edilir. (4.2.7) esitliginde (3.2.21), (3.2.22) ve (3.2.23) ifadelerinden

yararlanisak

—9(p2, P(Pa, p5)P3)$ + N(P (P4, P5)P3)P2 — (P2, P4) I (Ps, P3)S
— 5902, )S(Ps, 3)E = N(P4)P (02, P5)P3 + G (P2, P5) G (P, P3)E (4.2.8)

1
+ 59002, P5)S (P4, P3)E = N (Ps) P (Par P2)P3 — N(P3)P(Par ps)P2 = 0

elde edilir. (4.2.8) esitliginde p, = & seger ve (3.2.7), (3.2.21) esitliklerinden

yararlanirsak

—9(ps, p3)p2 = 5= S(ps, P3)P2 — P (p2, P5)p3
—9(p2, pIN(Ps)E + 5= S (P2, p3)N(ps)E (4.2.9)
+9(ps, PN (P3)E + =S (ps, p2)N(p3)E = 0
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elde edilir. (4.29) esitliginde p; = & secer ve (3.2.7), (3.2.23) esitliklerinden

yararlanirsak

iS (05, P2)§ + g(ps, p2)$ + 2n(ps)n(p2)S = 0 (4.2.10)

elde edilir. (4.2.10) esitliginin her iki tarafinin & € y(M) ile i¢ ¢arpimi alinir ve
gerekli dlizenlemeler yapilirsa
5(ps, p2) = —2n[g(ps, p2) + 2n(ps)n(p2)]

elde edilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu bir n-Einstein manifolddur.

Teorem 4.2.3. M, (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olsun. M nin
concircular semisimetrik olmasi igin gerekli ve yeterli kosul sabit kesit egrilikli reel

uzay form olmasidir.
Ispat. Kabul edelim ki (2n+ 1) — boyutlu M Kenmotsu manifoldu
concircular semisimetrik olsun. Bu durumda her p4, p2, p4, Ps, P3 € ¥ (M) igin
(R(p1,P2) " Z)(Par ps, p3) = 0

ve buradan da

R(p1, p2)Z(p4, ps)ps — Z(R(py, p2) P4 P5)P3 — Z(pa, R(P1, P2)P5)P3

~Z(p4 ps)R(p1, p2)p3 =0 (4.2.11)

yazabiliriz. (4.2.11) esitliginde p; = £ secersek
R(&, p2)Z(pa, ps)ps — Z(R(E, p2)par ps)P3 — Z(pa, R(E, p2)ps)ps

~Z(p4, ps)R(E, p2)ps = 0 (4.2.12)

elde edilir. (4.2.12) esitliginde (3.2.4) ifadesinden yararlanirsak

=902, Z(p4, p3)P3)E +1(Z(Pay p5)P3)P2 + 9 (P2, P)Z(E, P5)P3
—1n(ps)Z (pgf Ps)ps + g(pz,ps)} (P, E)p3 —N(Ps)Z(Par p2)ps  (4.2.13)
+9(02,P3)Z (P4, P5)§ — N(P3)Z (P4, ps)P2 = 0

elde edilir. (4.2.13) esitliginde (3.2.25), (3.2.26) ve (3.2.27) ifadelerinden

yararlanirsak

~9 (P2, Z(p4, p5)P3)E + N(Z(par P5)P3) P2 — AG (P2, Pa) g (P5) P3)E
+A49(p2, PN (P3)Ps — n(m)Z: (P2, ps)ps + Ag(p2, P5)9(Pa, P3)§ (4.2.14)
—Ag(p2, Ps)N(P3)Ps — N(Ps)Z (P, P2)P3 + Ag (P2, P3)N(P4)Ps

~Ag(p2, p3)1(Ps)ps — 1(P3)Z(Pa, ps)p2 = 0
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2n(2n+1)

elde edilir, burada A = [1 + ] dir. (4.2.14) esitliginde p, = & seger ve

(3.2.25) esitliginden yararlanirsak

~Z(p2, ps)ps — Ag(ps, p3)pz + Ag(p2, p3)ps = 0 (4.2.15)

elde edilir. (4.2.15) esitliginde (3.2.24) ifadesini yazar ve gerekli diizenlemeleri

yaparsak

R(p2, ps)ps = g(ps, p3)p2 — (P2, P3)Ps

elde ederiz. Boylece M Kenmotsu manifoldu sabit kesit egriikli reel uzay formdur.

Teorem 4.2.4. M, (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olsun. M nin
Ricci semisimetrik olmasi icin gerekli ve yeterli kosul Einstein manifoldu

olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki (2n + 1) — boyutlu M Kenmotsu manifoldu Ricci

semisimetrik olsun. Bu durumda her p4, p2, ps, ps € x(M) igin

(R(p1,p2) - S)(Parps) =0
ve buradan da

S(R(p1,p2)p4,Ps) + S(pa, R(p1,p2)ps) =0 (4.2.16)

elde edilir. (4.2.16) esitliginde p; = & seger ve (3.2.4) esitliginden yararlanirsak

2ng(p2, pa)n(ps) + 1(p4)S(p2, ps) + 2ng(p2, psIN(P4)

+1(p5)S (P4, p2) = 0 (4.2.17)
elde edilir. (4.2.17) esitliginde p, =& seger (3.2.1), (3.2.8) esitliklerinden
yararlanirsak

S(p2, ps) = —2ng(p2, ps)
elde edilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu bir Einstein manifolddur.
Teorem 4.25. M,(2n+ 1) boyutlu Kenmotsu manifold olsun. M’nin

quasi-konformal semisimetrik olmasi igin gerekli ve yeterli kosul n —Einstein

manifold olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki (2n + 1) — boyutlu M Kenmotsu manifoldu quasi-

konformal semisimetrik olsun. Bu durumda her p4, p,, p4, ps, p3 € x(M) igin

(R, (p1,02) - O)(Par ps, p3) = 0
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ve buradan da

R(p1, p2)C(p4, ps)pz — C(R(p1, p2)Par P5)P3 — C(pa, R(p1, p2)Ps)ps

— C(par ps)R(p1, p2)p3 = 0 (4.2.18)

elde edilir. (4.2.18) esitliginde p; = ¢ secersek
R(&,p2)C(ps, ps)ps — C(R(E, p2)pa, ps)ps — C(pa, R(E, p2)ps)ps

— C(par ps)R(E, p2)ps = 0 (4.2.19)

elde edilir. (4.2.19) esitliginde (3.2.4) esitliginden yararlanirsak

=9 (P2, C(ps, P5)IP3)E +1(C(pa, 5IP3)IP2 + 9 (P2 p4)C (&, ps) s
—1(P2)C (P2, ps)ps + 9 (P2, p5)C (P4, §)p3 = N(Ps)C (P, p2)ps  (4.2.20)
+9(02,P3)C(Pa, ps)§ —M(P3)C (P4, P5)P2 = 0

elde edilir. (4.2.20) esitliginde (3.2.14),(3.2.15) ve (3.2.16) ifadelerinden

yararlanirsak

—9(p2, C(P4, P5)P3)§ + N(C(Pa, P5)P3)P2 + Bg(p2, p4) 9 (Ps, P3)$

—Bg(p2, pa)N(p3)ps + bg(p2, p4)S(Ps, p3)§ — bg (P2, P4IN(P3)QPs

—1(P4)C (P2, ps)ps + BI(p2, Ps) G (Par P3)S — BI (P2, ps)1(P3)Pa (4.2.21)
—bg(p2, p5)S (P4, P3)§ + bg (P2, PsIN(P3)QPs — N(Ps)C (P4, P2)P3

+Bg(p2, p3)N(Pa)ps — Bg(p2, p3)N(Ps)pa + bg(p2, p3)1(P5) QP4

—bg(p2, p3)n(ps)Qps =0

elde edilir, burada

r a
2n+1 (Zn

B =|(@2nb+a)+ +2b)|

seklindedir. (4.2.21) esitliginde p, = & secer ve (3.2.14) esitliginden yararlanirsak

bS(p2, ps)n(p3)¢ + Bg(ps, p3)p2 + bS(ps, p3)p2

—bn(p3)n(Qps)pz — Bn(p2)n(ps)ps — bn(p)n(p3)Qps

C(p2, ps)ps + Bg(p2, ps)n(p3)é + Bg(p2, p3)ps (4.2.22)
—Bg(p2, p3)n(ps)é — 2nbg(p2, p3)n(ps)é — Bg(p2, p3)n(ps)é

—bS(p2, p3)n(ps)é + bn(ps)n(psz)Qpz — bg(p2, p3)Qps =0

elde edilir. (4.2.22) esitliginde p; = £ seger, (3.2.1), (3.2.8), (3.2.16) esitliklerinden

yararlanirsak
—bS(p2, ps)$ + 2Bn(ps)pz, — 2bn(p2)Qps
—Bn(p2)ps + Bg(p2, ps)é — 2Bn(p2)n(ps)é (4.2.23)

+bn(ps)Qp, =0
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elde edilir. (4.2.23) esitliginde p, = ¢ secer ve son elde edilen esitligin her iki
tarafinin p, € y(M) ile i¢ garpimini alirsak

S(ps,pa) = 519 (ps, pa) — n(ps)n(ps)]
elde edilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu bir n-Einstein manifolddur.

Yukarida ispatlanan teoremde a = 1 ve b = % secilirse quasi-konformal
egrilik tensori konformal egrilik tensOriine doniiseceginden bu teoremin bir

sonucunu asagidaki gibi verebiliriz.

Sonu¢ 4.2.1. M,(2n+ 1) boyutlu Kenmotsu manifold olsun. M’nin
konformal semisimetrik olmasi igin gerekli ve yeterli kosul n —Einstein manifold

olmasidir.
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4.3. Kenmotsu Manifoldlarin Ricci Egrilik Tensori

Bu alt bolimde bir Kenmotsu manifoldun Ricci egrilik tensoriiniin bazi

diger egrilik tensorleri lizerindeki etkileri incelenmistir.

Teorem 4.3.1. M, (2n + 1) — boyutlu kenmotsu manifold olsun. Eger M
manifoldu S(&, p,) - R = 0 egrilik kosulunu saglarsa flat bir manifolddur.

Ispat. M, (2n + 2) — boyutlu Kenmotsu manifold olmak iizere kabul
edelim Ki her py, p2, p3, Pa, ps € x(M) igin

(S(p1,p2) - R)(p3,ps5, pa) = 0
egrilik kosulu saglansin. Bu durumda
S(p1, p2)R(p3, ps)ps — R(S(p1, p2)P3, P5)pa — R(p3, S(p1, p2)Ps) P4
— R(p3,p5)S(p1,p2)pa =0 (4.3.1)

yazabiliriz. (4.3.1) esitliginde p; = & secer ve (3.2.8) ifadesinden yararlanirsak

4nn(p2)R(p3, ps)ps = 0

ve buradan da
R(ps, ps)ps =0
elde edilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu flat bir manifold olacaktir.

Teorem 4.3.2. M, (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Eger M
manifoldu S(&, p,) - P = 0 egrilik kosulunu saglarsa, M manifoldu projektif flat bir

manifolddur.

Ispat. M,(2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olmak {izere kabul
edelim ki her pq, py, p3, P4, ps € x(M)) igin

(S(p1,P2) - P)(P3,p5,p4) =0

egrilik kosulu saglansin. Bu durumda

S(p1, p2)P(p3, ps)ps — P(S(p1, p2)P3, Ps)pa — P(p3,S(p1, p2)Ps)Pa

— P(p3,p5)S(p1,p2)Ps =0 (4.3.2)

yazabiliriz. (4.3.2) esitliginde p; = & secer ve (3.2.8) esitliginden yararlanirsak

4nn(p2)P(p3, ps)ps = 0

38



ve buradan da
P(p3, ps)ps =0
elde edilir. Boylece M manifoldu projektif flat bir manifolddur.

Teorem 4.3.3. M, (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Eger M
manifoldu S(¢, p,) - p3 = 0 egrilik kosulunu saglarsa, M manifoldu concircular flat

bir manifolddur.

Ispat. M,(2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olmak iizere kabul
edelim Ki her py, p2, p3, Pa, ps € x(M) igin

(S(P1,P2) - Z)(P3, 4, p5) = 0

egrilik kosulu saglansin. Bu durumda

S(p1, p2)Z(p3, p)Ps — Z(S(p1, p2)P3, PIPs — Z(p3, S(p1, P2)P4)Ps

— Z(p3, p4)S(p1,p2)ps = 0 (4.3.3)
yazabiliriz. (4.3.3) esitliginde p; = & secer ve (3.2.8) esitliginden yararlanirsak
4nn (p2)Z(p3, pa)ps = 0
ve buradan da
Z(p3, pa)ps =0

elde edilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu concircular flat bir manifolddur

Yukarida ispatlanan teoremlere benzer sekilde, Kenmotsu manifold icin
quasi-konformal ve konformal egrilik tensorii iizerinde asagidaki teoremleri de

kolaylikla ispatlayabiliriz.

Teorem 4.3.4 M, (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Eger M
manifoldu S(&, p,)C = 0 egrilik kosulunu saglarsa, M manifoldu quasi-konformal

flat bir manifolddur.

Terem 4.3.5. M, (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Eger M
manifoldu S(&, p,) - € = 0 egrilik kosulunu saglarsa, M manifoldu konformal flat

bir manifolddur.
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4.4. Kenmotsu Manifoldlarin Concircular Egrilik Tensorii

Bu alt boliimde bir Kenmotsu manifoldun concircular egrilik tensoriiniin

diger egrilik tensorleri lizerindeki etkileri incelenmistir

Teorem 4.4.1. M, (2n + 1)- boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Eger M
manifoldu Z(py, p2) - R = 0 egrilik kosulunu saglarsa, o halde M bir reel uzay

formdur.

Ispat. M, (2n + 1)- boyutlu Kenmotsu manifold olmak iizere kabul edelim
Ki her py, p2, ps, pa, ps € x(M) igin

(Z(p1,p2) - R)(P3,p5,p4) = 0

olsun. Bu durumda
Z(p1, p2)R(p3, ps)pa — R(Z(p1, p2)p3, ps)Pa — R(p3, Z(p1, p2)Ps ) pa

— R(p3, ps)Z(p1, p2)Ps = 0 (4.4.1)

seklinnde yazabiliriz. (4.4.1) esitliginde p; = & secgersek
Z(&, p2)R(p3, ps)ps — R(Z(E, p2)p3, ps)pa — R(p3, Z(§, p2)ps)pa

— R(p3,ps)Z(&,p2)pa = 0 (44.2)

elde ederiz. (4.4.2) esitliginde (3.2.25) esitliginden yararlanirsak

—Ag(p2, R(p3, p5)Pa)é + An(R(p3, p5s)Pa)p2 + Ag(p2, P3)R(E, Ps5) P4
—An(p3)R(p2, ps)ps + Ag(p2, ps)R(P3,§)ps — AN(ps)R(P3, P2) P4 (4.4.3)
+Ag(p2, pa)R(p3, p5)§ — An(pa)R(p3, ps)p2 = 0

elde edilir. (4.4.3) esitliginde (3.2.4), (3.2.5) ve (3.2.6) esitliklerinden yararlanirsak

—Ag(p2, R(p3, p5)Pa)é + An(R(p3, ps)Pa)p2 — AG(P2, P3) g (05, Pa)§

+Ag (P2, p3)N(Pa)Ps — An(p3)R(P2, Ps)Ps + Ag (P2, P5) g (L3, P4)S (4.4.4)
—Ag(p2, psIN(Pa)Ps — AN(ps)R(p3, p2)Ps + A (P2, P2IN(P3)Ps o
—Ag(p2, paIN(Ps)ps — An(ps)R(p3, ps)p2 = 0.

elde edilir. (4.4.4) esitliginde p; = ¢ secer, burada gerekli diizenlemeleri yaparsak

—AR(p2, ps)ps — AG(ps, pa)p2 + Ag(p2, pa)ps = 0

elde edilir ve burada A # 0 olmak tizere

R(p2,p5)Ps = 9(P2, P4)Ps — 9(Ps, P4) P2

elde edilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu sabit skaler egrilikli reel uzay formdur.
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Teorem 4.4.2. M, (2n + 1)- boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Eger M
manifoldu Z(py, p;) - P = 0 egrilik kosulunu saglarsa, M manifoldu bir Einstein

manifolddur.

Ispat. M, (2n + 1)- boyutlu Kenmotsu manifold olmak iizere kebul edelim
ki her py, p2, p3, pa, ps € x(M) igin
(Z(p1,p2)  P)(p3,p5,ps) =0

olsun. Bu durumda

Z(P1,P2)P(P3»P5)P4 - P(Z(Plrpz)Ps'Ps)PzL - P(P3»Z~(P1'P2)P5)P4

— P(p3,Pps)Z(p1,p2)ps = 0 (4.4.5)

esitligini kolaylikla yazabiliriz. (4.4.5) esitliginde p; = & segersek
Z(&, p2)P (3, ps)pa — P(Z (€, p2)p3, ps)pa — P(p3, Z(E, p2)Ps ) pa

— P(p3,ps5)Z(&,p2)ps =0 (4.4.6)

elde edilir. (4.4.6) esitliginde (3.2.25) esitliginden yararlanirsak

—Ag(p2, P(p3, ps)pa)§ + An(P(p3, ps)pa)pz + Ag(p2, p3)P (&, P5)Pas
—An(p3)P(p2, ps)pa + Ag(p2, ps)P(p3,$)pa — An(ps) P(p3, P2) P4 (4.4.7)
+Ag(p2, p)P(p3,p5)§ — An(p4)P(p3, p5)p2 = 0

elde edilir. (4.4.7) esitliginde (3.2.21), (3.2.22) (3.2.23) esitliklerinden

yararlanirsak

—Ag(p2, P(p3, ps)pa)$ + An(P(p3, Ps)Pa)p2 — A (P2, P3)9(Ps, Pa)é
- %g(pz, P3)S(Ps, pa) — An(p3)P(p2, ps)pa + Ag(p2, P5) g (P3, P4)E

4 (4.4.8)
+ 5902, p5)S (3, P4)$ — An(ps)P(p3, p2)ps — An(pa)P(p3, ps)p2 = 0

elde edilir. (4.4.8) esitliginde p; = & secer ve (3.2.21) esitliginden yararlanirsak

A
—Ag(ps, pa)P2 = 5-S(Ps, pa)p2 — AP (P2, p5)Pa + Ag (P2, pa)1(P5)

4 4 (4.4.9)
+ 55002, p)N(P5)§ + Ag (P2, P5)N(Pa)E + 5~ S (P2, P5)N(P2)E = 0

elde edilir. (4.4.9) esitliginde p, = ¢ seger ve (3.2.8), (3.2.23) esitliklerinden

yararlanirsak

Ag (2, ps)E + 2= S(p2, ps)é = 0 (4.4.10)

elde edilir. (4.4.10) esitliginin her iki tarafinin & € y (M) ile i¢ ¢arpimi alinirsa
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A # 0 olmak iizere
S(p2,ps) = —2ng(p2, ps)
elde edilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu Einstein manifolddur.

Teorem 4.4.3. M, (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olsun.Eger M
manifoldu Z(p4, p,) - Z = 0 egrilik kosulunu saglarsa, M manifoldu bir reel uzay

formdur.

Ispat. M,(2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olmak iizere kabul
edelim Ki her py, p2, p3, Pa, ps € x(M) igin

(Z(p1,p2) - Z)(p3,ps,ps) =0
olsun. Bu durumda
Z(p1, p2)Z(p3, ps)pa — Z(Z(p1, p2)P3, Ps)Pa — Z(Z, Z(p1, p2)ps)Pa
—Z(p3,Ps)Z(p1,p2)ps =0 (4.4.11)
elde edilir. (4.4.11) esitliginde p; = & segersek
Z(&,p2)Z(p3, ps)ps — Z(Z (€, p2)ps, ps)pa — Z(p3, Z(€, p2)ps ) pa
—Z(p3,ps)Z(&,p2)ps =0 (4.4.12)

esitligini elde ederiz. (4.4.12) esitliginde (3.2.25) ifadesinden yararlanirsak

—Ag(p2,Z(p3, ps)pa)é + AN(Z(p3, p5)PaIP2 + Ag (P2, p3)Z (&, ps)pa
—AN(P3)Z (P2, Ps)Pa + AG(P2, P5)Z(p3,§)Ps = AN(P5)Z (3, P2) P4 (4.4.13)
+A9(p2, P1)Z(P3, Ps)§ — AN(Pa)Z(p3, ps)p2 = 0

elde edilir. (4.4.13) esitliginde (3.2.25), (3.2.26) ve (3.2.27) esitliklerinden

yararlanirsak

—Ag(p2, Z(p3, ps)pa)é + An(Z (P3, Ps)Pa)p2 = A%g(pa, p3)9 (s, Pa)E
+A%9(p2, p2)N(Pa)ps — AN(p3)Z (P2, ps)pa + A2 G (P2, p5) g (P3, Pa)é
—A%g(p2, ps)N(Pa)p3 — An(ps)Z(p3, p2)pa + A%g(p2, pIN(p3)ps
—A%g(p2, pa)N(Ps)pz — An(pa)Z(p3, ps)p2 = 0

(4.4.14)

elde edilir. (4.4.14) esitliginde p; = ¢ secer ve (3.2.25) esitliginden yararlanirsak

~AZ(p2, ps)pa — Ag(ps, pa)p2 + A*g(p2, p)ps = 0 (4.4.15)
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elde edilir. (4.4.15) ifadesinde (3.2.24) ifadesi yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

R(p2, ps)ps = [1+ ﬁ] [9(0s, P4) P2 — (P2, P4)P5]

elde edilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu sabit skaler egrilikli reel uzay formdur.
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4.5. Kenmotsu Manifoldlarin Projektif Egrilik Tensorii

Bu alt bolimde bir Kenmotsu manifoldu iizerinde projektif egrilik

tensoriiniin diger egrilik tensortleri lizerine etkileri incelenmistir.

Teorem 4.5.1. M, (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Eger M
manifoldu P(p1,p;) - R =0 egrilik kosulunu saglarsa, M bir Einstein

manifoldudur.

Ispat. M,(2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olmak iizere kabul
edelim Ki her py, p2, p3, P4, ps € x(M) igin

(P(p1,p2) - R)(p3,p5,p4) =0
olsun. Bu durumda son esitlikten
P(p1, p2)R(p3, ps)ps — R(P(p1, p2)P3, Ps)pa — R(ps, P(p1, p2)P5)Pa
—R(p3, p5)P(Pp1,p2)ps =0 (4.5.1)
yazabiliriz. (4.5.1) esitliginde p; = & segersek
P(&, p2)R(p3, ps)ps — R(P(&, p2)p3, ps)pa — R(ps, P(S, p2)ps)pa

—R(p3,ps)P(§, p2)ps =0 (4.5.2)

elde edilir. (4.5.2) esitliginde (3.2.21) esitliginden yararlanirsak

~9(p2, R(p3, p5)pa)§ — ﬁS (P2, R(p3,p5)Pa)E + (P2, P3)R(S, P5)Pa
+—5(p2,p3)R(E ps)Pa + 9 (2, P)R (03, E)ps + 5-S(p2, )R (03, E)ps (4.5.3)
+9(02 PaIR (D3, P5)E +5-S(p2, p4)R(p3, p5)E = 0

elde edilir. (4.5.3) esitliginde (3.2.4), (3.2.5) ve (3.2.6) esitliklerinden yararlanirsak

~9(p2, R(p3, p5)pa)§ — ﬁS (P2, R(p3,P5)Pa)E — 9(P2,P3) 9 (Ps, P4)S

+9(p2, p3)N(Pa)Ps — ﬁS (P2,3)9(ps, pa)S + ﬁS (P2, P3)1(P4)Ps

+9(p2, 95)9 (3, p4)E = 9 (P2, 5 IN(P4IP3 + 3= S (2, P5) G (P3, Pa)E (4.5.4)
- ﬁS (P2, psIN(Pa)P3 + G (P2, PAIN(P3)Ps — 9 (P2, P2IN(P5)P3

+—5(p2, Pa)N(P3)Ps — 5= S(P2, P4IN(P5)P3 = O

elde edilir. (4.5.4) esitliginde p; = & segilir ve (3.2.4), (3.2.7) esitliklerinden

yararlanilirsa
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—9(P2, PsIN(P4)S — iS (02, P5)N(P2)S + g (P2, P4)Ps

! . (4.5.6)
~9(P2, PIN(P5)S + 7-S(P2, Pa)Ps — 5 S(P2, paIN(P5)S = 0

elde edilir. (4.5.6) esitliginde p, =& seger, (3.2.1), (3.2.7) esitliklerinden

yararlanirsak

1
—9(P2,ps)§ = 5-S(p2,p5)§ =0
ve son esitligin her iki tarafinin & € y (M) ile i¢ ¢arpimi alinirsa

S(p2, ps) = —2ng(p2, ps)
elde edilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu bir Einstein manifoldu olarak elde
edilir.

Teorem 4.5.2 M, (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Eger M
manifoldu P(py,p,)-Z =0 egrilik kosulunu saglarsa M ya bir Einstein
manifolddur ya da r = —2n(2n + 1) sabit skaler egrilikli bir manifolddur.

Ispat. M, (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu manifold olmak iizere kabul edelim
Ki her py, p2, ps, pa, ps € x(M) igin
(P(p1,p2) - Z)(p3, ps, pa) = 0

olsun. Bu durumda

P(py1,p2)Z(p3, ps)ps — Z(P(p1, P2)P3, P5)Pa — Z(p3, P(p1, p2)P5)Pa

~Z(p3, ps)P(p1,p2)ps = 0 (4.5.7)
elde edilir. (4.5.7) esitliginde p; =& secer ve (3.2.21) esitliginden

yararlanirsak

—9(p2, 2(p3, p5)P)E = 5=S(P2, Z(p3, 5)Pa)E + 9 (P2, P3)Z(E, ps)pa
+—5(02,03)2 (&, P5)Pa + 9(P205)Z (03, )pa + = 5= S(P2,p5)Z (03, ) s
+9(p2,P)Z(p3, p5)E + === S(p2, p4)Z (p3, ps)é = 0 (45.8)
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elde edilir. (4.5.8) esitliginde (3.2.25), (3.2.26) ve (3.2.27) esitliklerinden
yararlanirsak

~9(p2, 2(p3, ps)P)E = 5=S(P2 Z(p3, P5)Pa)E — AG (P2 p3)9 (s, Pa)E

+Ag(p2, p3)1(Pa)Ps — %S (P2, p3)9(Ps5, P4)E + %S (02, P3)N(P4)Ps

+Ag (02, p5)9(P3,Pa)S — Ag (P2, ps)N(Pa)P3 + 2%5 (P2,P5)g(P3,P4)S  (4.5.9)
- %S (P2, psIN(Pa)P3 + AG (P2, PaIN(P3)Ps — A (P2, PaIN(P5)P3
+%5(P2;P4)U(P3)Ps - %S (P2, p)1(ps5)P3 = 0

r
2n(2n+1)

elde edilir, burada A = [1 + ] dir. (4.5.9) esitliginde p; = & secilir, (3.2.7),

(3.2.25) esitliklerinden yararlanilirsa

—Ag(p2, ps)N(Pa)§ — %S (02, ps)N(P4)S + Ag(p2, Pa)ps

/ ¥ (4.5.10)
—Ag(p2, p)N(Ps)E + 5-S(P2, Pa)Ps — 5. S (P2, p)N(Ps) = 0

elde edilir. (4.5.10) eesitliginde ilk 6nce p, = ¢ secilir ve daha sonra elde edilen

ifadenin her iki tarafinin £ € y(M) ile i¢ carpimi alinirsa

1
A[5-5(p2,ps) + g(p2, p5)] = 0
elde edilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu ya bir Einstein manifolddur ya da
r = —2n(2n + 1) sabit skaler egrilikli bir manifolddur.

Teorem 4.5.3 M, (2n + 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Eger M
manifoldu P(pq, p,) - S = 0 egrilik kosulunu saglarsa, M manifoldu bir Einstein

manifolddur.

Ispat. M,(2n+ 1) — boyutlu Kenmotsu manifold olmak iizere kabul
edelim ki her py, p,, p3, P4, ps € x(M) igin

(P(,Dl, pZ) : S)(,D4., ,05) =0

olsun. Bu durumda kolaylikla

S(P(p1, p2)Pa ps) + S(pa, P(p1,p2)ps) =0 (4.5.11)

yazabiliriz. (4.5.11) esitliginde p; = & secersek

S(P(§,p2)parps) +S(pa, P(E,p2)ps) =0 (4.5.12)

elde edilir. (4.5.12) esitliginde (3.2.21) ve (3.2.7) esitliklerinden yararlanirsak
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2ng(pz, paIn(ps) + S(p2, paIN(ps) + 2ng(p2, psIN(P4)

+S5(p2, psIN(ps) =0 (4.5.13)

elde edilir. (4.5.13) esitliginde p, = ¢ scersek ve (3.2.7) esitliginden yararlanirsak

S(p2, ps) = —2ng(pz, ps)

elde edilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu bir Einstein manifolddur.
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4.6 Kenmotsu Manifoldun W Egrilik Tensorii

Bu alt boliimde bir Kenmotsu manifoldu {izerinde W, egrilik tensoriiniin

diger egrilik tensorleri lizerine etkileri incelenmistir.
Tanim 4.6.1 (2n + 1) boyutlu bir M Riemann manifoldu i¢in W, egrilik
tensorii her X,Y,Z € y(M) i¢in

Wo(X,Y)Z =R(X,Y)Z — i[S(Y,Z)X - g(X,2)QY], (4.6.1)
seklinde tanimlanir.

Eger (4.6.1) esitliginde sirasiyla X = &,Y = &,Z = & segersek (2n + 1)
boyutlu bir Kenmotsu manifoldu i¢in

Wo§,V)Z = —g(¥, 2)§ +n(2)Y +-n(2)QY — =S¥, 2)§,  (462)

Wy (X,§)Z =0, (4.6.3)

Wo(X, 1)§ = n(X)Y +5-n(X)QY (4.6.4)

esitliklerini elde ederiz.

Teorem 4.6.1 M,(2n + 1) boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. Eger M

manifoldu W flat ise bir Einstein manifolddur.
Ispat. Kabul edelim ki M, W, flat olsun. Bu durumda her X,Y,Z € y(M)
i¢in
Wo(X,Y)Z = 0
ve buradan da (4.6.1) yardimu ile

R(X,Y)Z =—[S(Y,2)X — g(X,Z)QY] (4.6.5)

L
2n
yazabiliriz. Eger (4.6.5) esitliginde Z = & seger, (3.2.6), (3.2.7) ve (3.2.8)
esitliklerinden yararlanirsak

n(X)QY = —2nn(X)Y (4.6.6)
elde edilir. (4.6.6) esitliginde ilk 6nce X = & secer ve daha sonra her iki tarafin

Z € y(M) ile i¢ ¢arpimui alinirsa

S(Y,2) = —2ng(Y,2)
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elde edilir. Boylece M Kenmotsu manifoldu bir Einstein manifolddur.

Teorem 4.6.2 M,(2n + 1) boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. Eger M

manifoldu W, semi-simetrik ise bir Einstein manifolddur.

Ispat. Kabul edelim ki M, W, semi-simetrik bir manifold olsun. Bu
durumda her X,Y,U,V,Z € y(M) igin

(RIX,Y) -Wp)(U,V,Z) =0,
ve buradan da
(RX,Y) -W)(U,V,Z) =RXYI)Wy(U,V)Z-Wy(R(X,Y)U,V)Z
—W,o(U,R(X,Y)V)Z — Wo(U,V)R(X,Y)Z

=0, (4.6.7)

elde edilir. (4.6.7) esitliginde X = & seger ve (3.2.4) esitliginden yararlanirsak
—g¥, Wo(U,V)Z)$ +n(Wo(U,V)2)Y + g(¥, W, (§,V)Z
U)W (Y, V)Z + g(Y,VIW,(U,§)Z —n(VI)W,(U,Y)Z (4.6.8)
+9(Y, Z2)Wo (U, V) =n(Z)Wo(U, V)Y = 0
elde edilir. (4.6.8) esitliginde (4.6.2), (4.6.3), (4.6.4) esitliklerinden yararlanirsak

—g(Y, Wo(U,V)Z)$ +n(Wo (U, V)Z)Y — g(¥,U)g(V,Z)¢
+g(V,UM@DV ~ g4, DSV, 26 +5-9(¥, Dn(2)QV
—n(Wo (Y, V)Z —n(VIWo(U,Y)Z + g(¥, Z)n(U)V
+—g(¥, Z)nW)QV — n(Z)Wo(U, V)Y = 0 (4.6.9)
elde ederiz. (4.6.9) esitliginde U = € seger ve (4.6.2) esitliginden yararlanirsak
Wo(Y,V)Z + g(V, Z)Y + —S(V, Z)Y +n(Zn(V)Y — g(¥, Z2)n(V)§
— 5 SW.DMWE + 50V In@QY — g(¥,2)V —5-g(¥,2)QV =0 (4.6.10)

esitligi elde edilir. (4.6.10) esitliginde Z = & seger, (3.2.1), (3.2.7) ve (4.6.4)

esitliklerinden yararlanirsak
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—n(V)QY + (V)Y =0 (4.6.11)
elde edilir. (4.6.11) esitliginde ilk 6nce V = & secilir ve daha sonra esitligin her iki
tarafinin Z € y(M) ile i¢ ¢arpimi alinirsa
S(Y,Z) =-2ng(Y,Z2)
elde edilir. Boylece M bir Einstein manifolddur.

Teorem 4.6.3 M, (2n + 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold olsun. Eger M
manifoldu, Z(X,Y) W, =0 egrilik kosulunu saglarsa, M manifoldu ya bir

Einstein manifolddur yadar = —2n(2n + 1) sabit skaler egrilikli bir manifolddur.

Ispat. Kabul edelim ki M manifoldu Z(X,Y) - W, = 0 egrilik kosulunu
saglasin. Bu durumda her X,Y,U,V,Z € y(M) igin

(ZX, V) - W)U, V,2) =ZX VWU, V)Z—-Wo(Z(X, YU, V)Z
~Wo(U,Z(X,Y)V)Z = Wo(U,VIZ(X,V)Z (4 6 19)
=0

esitligi saglanir. (4.6.12) esitliginde X =& secilir, (3.2.25) esitliginden

yararlanilirsa
A[—g(Y, Wy (U,V)Z)§ + n(W,(U,V)Z)Y

9, W& NZ =WV, NZ + g VWU, DZ 61

—n(WWo(U,Y)Z + g (Y, )W, (U, V)§ + n(Z)W, (U, V)Y] = 0

T

2n(2n+1)
(4.6.3) ve (4.6.4) esitliklerinden yararlanirsak

elde edilir, burada A =1 +

seklindedir. Eger (4.6.13) esitliginde (4.6.2),

Al=g (¥, Wo(U,V)Z)§ + (W (U, V)Y = g(¥, g (V, 2)§
+g(Y, U@V — =SV, 2)g (¥, U)¢ +5-g (¥, Un(Z)QV
—n(WW,(Y,)Z = n(VWo(U,)Z + g(¥, Dn(UIV

+ = g(Y, 2n(U)QV-n(D)Wo (U, V)Y] = 0 (4.6.14)
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esitligini elde ederiz. (4.6.14) ifadesinde U = ¢ secer ve (4.6.2) esitliginden bir

kez daha yararlanirsak

A [—g(v, 7)Y — iS(V, )Y —n(Z)n(V)Y — Wo(Y,V)Z
+9(¥, 2 V)E + =S¥, 2nV)E = =n(VIn(Z2)QY (46.15)

+g(Y,2)V + ig(Y, Z)QV] =0

esitligini elde ederiz. (4.6.15) estiliginde Z = & seger, (3.2.1), (3.2.7), (4.6.4)

esitliklerinden yararlanirsak
—A [n(V)Y + in(V)QY] =0 (4.6.16)
elde edilir. (4.6.16) esitliginde ilk dnce V = ¢ seger ve daha sonra elde edilen
esitligin her iki tarafinin Z € y(M) ile i¢ ¢arpimi alinirsa
A=0veyaS(Y,Z) =—-2ng(Y,Z)

elde edilir. Boylece M manifoldu ya bir Einstein manifold, yadar = —2n(2n + 1)
sabit skaler egrilikli bir manifolddur.

Teorem 4.6.4 M, (2n + 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold olsun. Eger M
manifoldu W, (X,Y) - S = 0 egrilik kosulunu saglarsa, M bir Einstein manifolddur.

Ispat. Kabul edelim ki W,(X,Y) S =0 egrilik kosulu saglansm. Bu

durumda
S(Wo(X,Y)Z,U) + S(Z, Wy(X,Y)U) =0 (4.6.17)

esitligini kolaylikla yazabiliri,z. Eger (4.6.17) esitliginde X = ¢ secer ve (4.6.2)

esitliginden yararlanirsak

2ng(Y,Z)n(U) +n(2)S(Y,U) + S(¥, Z)n(U)

+-n(2)SQY, U) + 2ng(Y, U)n(Z) + S(¥, Z)n(U) (4.6.18)

+S(Y, Un(2) +5-S(Z,QV)n(U) = 0

esitligini elde ederiz. (4.6.18) esitliginde Z =& segersek ve (3.2.7) den

yararlanirsak
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1
%S(QY, U)+2ng(Y,U)+25(Y,U) =0

ve buradan da
g(Q?Y,U) + 4n*g(Y,U) + 4ng(QY,U) =0 (4.6.19)
elde ederiz. Son esitlikten agiktir ki
Q%+ 4nQ +4n*l =0
olmak tizere
(Q+2n)?=0 (4.6.20)
elde ederiz. (4.6.20) esitliginden her X,Y € y(M) igin
SX,)Y) = -2ng(X,Y)

olacagi agiktir ki bu da bize M Kenmotsu manifoldunun bir Einstein manifoldu

oldugunu gosterir.
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5. KENMOTSU MANIiFOLDLARIN iNVARYANT ALTMANiIiFOLDLARI

Bu boliimde yine tezde elde edilen orjinal sonuglara yer verilmistir.
Kenmotsu manifoldlarin invaryant altmanifoldlari ele alinmis ve 6zellikle ivaryant
pseudo-paralel altmanifoldlar1 sinuflandirilmistir.  Ayrica (2n+ 1) boyutlu
Kenmotsu manifold icin Vo =0,R-0=0 ve R-Vo=0 egrilik sartlan
karakterize edilmistir.

Kabul edelim ki M, (2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun immersed
alt manifoldu olsun. I'(TM) ve T'(T*M) ile M de M altmanifoldunun teget ve
normal altuzaylarmi tanimlayalim. Her p,,p, € T(TM) ve pg € [(T+M) igin

Gauss ve Weingarten formiilleri sirastyla
Vo, P2 = Vy,p2 +0(p1,02), (5.1)

seklinde verilir. Burada V ve V* sirasiyla M ve I'(T* M) iizerindeki konneksiyonlar,

o ve A ise sirastyla M nin ikinci temel formu ve sekil operatdriidiir.

Tamm 5.1. M, (2n + 1) boyutlu bir M Kenmotsu manifoldun immersed

altmanifoldu olmak {izere her bir p, € M noktasinda
@(TM) € TM
oluyorsa M manifolduna M manifoldunun invaryant altmanifoldu denir.

Aciktir ki bir invaryant altmanifold, esas manifoldun tiim o6zelliklerini

tasimaktadir.

Bu tezin gerikalan kisminda M altmanifoldunun (2n + 1) boyutlu M
manifoldunun invaryant altmanifoldu oldugunu kabul edecegiz. Boylece her

P1, P2 € F(TM) 1(;11'1

o(p1,§) =0, (5.6)
ve

a(pp1,p2) = 0(p1, @p2) = o (ps, p2) (5.7)
oldugu agiktir.
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Teorem 5.1 M, (2n + 1) boyutlu bir M Kenmotsu manifoldun invaryant
altmanifoldu olsun. M nin ¢ ikinci temel formunun paralel olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul M nin total geodezik olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki M nin ¢ ikinci temel formu paralel olsun. O halde

tanim geregi her p,, p,, p3 € T(TM) igin

V2.0(p2,03) — (Y, 02,03) — (02, Y, p3) = 0 (5.8)

dir. (5.8) esitliginde p3 = ¢ secer, (3.2.2) ve (5.6) esitliklerinden yararlanirsak

o(p1,p2) =0

elde edilir. Boylece M altmanifoldu total geodeziktir.
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5.1. Kenmotsu Manifoldlarin pseudo-paralel Altmanifoldlar:

Tanmm 5.1.1 (M, g) Riemann manifoldunun n boyutlu bir altmanifoldu
(M, g) olsun. Eger n > 3 i¢in M nin her noktasinda R - o ve Q(g, o) tensorleri

lineer bagimli ise M ye M nin pseudo-paralel altmanifoldu denir.

Bu durumda M nin pseudo-paralel olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul p, =

{p € M|Q(g, o) # 0} kiimesi iizerinde

R-0=1Q(g,0)

olacak sekilde p, kiimesi iizerinde L fonksiyonunun olmasidir (Asperti ve ark.,

1999).

Ozel olarak L =0 ise yani R-o =0 ise M ye M nin semi-paralel
altmanifoldu denir (Deprez, 1985).

Simdi (2n + 1) boyutlu bir M Kenmotsu manifoldunun M altmanifoldu i¢in

pseudo-paralellik durumunun inceleyelim.

Teorem 5.1.1 M. (2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant
altmanifoldu olsun.Eger M pseudo-paralel altmanifold ise bu durumda M ya total

geodeziktir yada L = 1 dir.

Ispat. Kabul edeklim ki M pseudo-paralel altmanifold olsun. O halde tanim

geregi R - o ve Q(g, o) lineer bagimlidir. Yani her py, py, pa, pg € T(TM) icin

(R(p1,p2) - 0)(Pa, ps) = LQ(g,0) (P4, Ps; P1, P2),

olacak sekilde L fonksiyonu vardir. Buradan

R*(p1, p2)0(pa, ps) — 0 (R(P1, P2)P4s P6)
—~0(pa R(p1,p2)ps) = ~L{o (01 Ag P2)Psr 6)

+0(pa (P2 Ag P2)P6)}

olmak lizere
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RJ'(Pl: p2)0(pa, pe) — U(R(Pp P2)Pa Ps) — (P4, R(Pl' P2)Ps)

= —k1{g(p2, p4)o(p1, ps) — 9(p1, Pa) (P2, pe)

(5.1.1)
+9(p2, p6) (P2, P1)—9(P1, P6) T (Pa, P2)}-

yazabiliriz. (5.1.1) ifadesinde pgs =¢& seger ve (3.2.1), (3.2.4) ve (5.6)
esitliklerinden yararlanirsak
(L + L)a(pan(p)pz —n(pzdp) =0 (5.1.2)
elde edilir. (5.1.2) esitliginde p, = & seger ve (3.2.1), (5.6) esitliklerinden
yararlanirsak
1- L)G(p4' pl) =0
elde edilir. Boylece M ya total geodeziktir yada L = 1 dir.

Sonu¢ 5.1.1 M.(2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant
altmanifoldu olsun.Eger M semi-paralel altmanifold ise bu durumda M total

geodeziktir.
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5.2. Kenmotsu Manifoldlarin 2 pseudo-paralel Altmanifoldlar:

Tanmm 5.2.1 (M, g) Riemann manifoldunun n boyutlu bir altmanifoldu
(M, g) olsun. Eger n > 3 i¢in M nin her noktasinda R - Vo ve Q(g, Vo) tensorleri

lineer bagimli ise M ye M nin 2 pseudo-paralel altmanifoldu denir (Sular, 2009).

Bu durumda M nin 2 pseudo-paralel olmasi icin gerekli ve yeterli kosul

p. = {p € M|Q(g, Vo) # 0} kiimesi iizerinde
R-Vo =1LQ(g,Vo)

olacak sekilde U kiimesi iizerinde L fonksiyonunun olmasidir (Asperti ve ark.,

1999).

Ozel olarak L = 0 ise yani M nin her noktasinda R - Vo = 0 ise M ye M nin

2 semi-paralel altmanifoldu denir (Arslan ve ark., 2000).

Simdi (2n + 1) boyutlu bir M Kenmotsu manifoldunun M altmanifoldu i¢in

2 pseudo-paralellik durumunun inceleyelim.

Teorem 5.2.1 M. (2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant
altmanifoldu olsun.Eger M 2 pseudo-paralel altmanifold ise bu durumda M ya total

geodeziktir yada L = 1 dir.

Ispat. Kabul edelim ki M 2 pseudo-paralel altmanifold olsun. Bu durumda
tanim geregi R - Vo ve Q(g,Vo) lineer bagimhdir. Yani her pq, p2, P4, Po, P3 €
I'(TM) icin

(R(p1,p2) - V) (04, Pe, p3) = LQ(g, V) (0ss P, P35 P1, P2) (5.2.1)

olacak sekilde L fonksiyonu vardir. (5.2.1) esitliginde p; = p; = & segersek

R(&,02)(V,,0) (06, &) — (Ve p,)pa0) (P6: )

~(Vp,0) R, p2)P6,§) = (,0) (pe, R(, p2)8)
5.2.2
=-L {(v(f/\gpz)/%o_) (p6’ E) + (Vp40') ((’f Ng Pz)Ps, f) ( )

+(V0,0) (06 (€ Ag £2)8)}-

elde edilir. Simdi (5.2.2) esitligindeki tiim ifadeleri tek tek hesaplayalim.
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Rl(f! pz)(vp40)(P6; E) = RJ_(E' Pz){ﬁf)}l U(p6' E)
_0(694 Pe, ";) - O—(pﬁ;vp‘} ";)}

o (5.2.3)
= —R~(§,p2)0(ps, —ps + 1(ps)&)

= R*(&,p2)0(ps, pa),

(Vﬁ(f,pz)p4o-)(p6i€) =v$(g,p2)p4 a(pe,$)
~0(VrEpn04 Por§) = 9(P6V RE 02204 €)

(5.2.4)
= —0(pe, —R(&, p2)ps + N(R(E, p2)pa)é)

= n(p4)a(pe, P2),

(V,,0)(R(E p2)pe &) =V, a(R(E, p2)pe €)
—0(¥,, R(€,p2)pe €) — o (R(E, p)peV p, €)

(5.2.5)
= —0(=9g(p2 p6)§ + 1(Ps) P2, —Pa + 1(ps)$)

=n(pe) (P2, P4,

(V,,0) (6, R(E,p2)E) = (V,,0) (s, p2 — 1(p2)E)

= (V,0) (06 P2) = (9,,9) (06, 1(p2)$)

= (V,,0)(pe, p2) — V3,0(06, 1(p2)E) (5.2.6)
+0(Yp,p61(p2)€) + (6, Vp,n(p2)¢)

= (v,,0)(ps, p2) — 1(p2)(pe, pa),
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(V(fl\gpz)p40-) (p6' S;) 266%/\992)@1 G(p6l S;)

I (6(5/\992)94 Pe ";) -0 (p6’v(f/\gP2)P4 E) (5.2.7)
= —1n(p4)o(ps, p2),

(V,0) (€ Ag £2)6:€) =73, 0 ((§ A P2)Per€)

_0(6114 (f Ng Pz)Pe: 5) —0 ((f Ng PZ)péﬁm E) (5.2.8)
= —0(9(p2,p6)§ — (& P6) P2, —Ps + 1(04)E)

= —1(pe)(p2, Pa),

(V,,0)(ps, (€ Ay p2)€) = (V,,0) (s, 1(p2)E — p2)

= (V,9) (06, 1(02)§) = (V,,0) (P, p2) (5.2.9)

=n(p2)0o(pe, Pa) — (Vp40)(,06:.02)-
Eger (5.2.3),(5.2.4),(5.2.5),(5.2.6),(5.2.7),(5.2.8) ve (5.2.9) esitliklerini (5.2.2)
denkleminde yerine yazarsak
RY(§, p2)a(ps, p4) — 1(pa)a(ps, p2)
—1(Ps)o(p2, pa) + 0 (ps, P4)
—(Vp40)(P6:P2) = —L{-—n(ps) (P4, p2) (5.2.10)
—1(p4)o(p2, pe) + 1(p2)0(Ps, Pa)

~(9,,9)(pe, p2)}-
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elde edilir. (5.2.10) esitliginde pg = ¢ seger ve
(Vp40')($(’ p2) = (P4, P2) (5.2.11)
esitliginden yararlanirsakwe get
[1—L]o(pz,ps) =0
elde edilir. Boylece M ya total geodeziktir ya da L = 1 dir.

Sonu¢ 5.2.1 M.(2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant
altmanifoldu olsun.Eger M 2 semi-paralel altmanifold ise bu durumda M total

geodeziktir.
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5.3. Kenmotsu Manifoldun Ricci Genellestirilmis Pseudo-paralel

Altmanifoldu

Tanmm 5.3.1 (M, g) Riemann manifoldunun n boyutlu bir altmanifoldu
(M, ) olsun. Eger n > 3 icin M nin her noktasinda R - o ve Q(S,o) tensérleri
lineer bagimli ise M ye M nin Ricci genellestirilmis pseudo-paralel altmanifoldu

denir.

Bu durumda M nin Ricci genellestirilmis pseudo-paralel olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul U = {p € M|Q(S, o) # 0} kiimesi iizerinde
R-0=1LQ(S5 0)
olacak sekilde U kiimesi iizerinde L fonksiyonunun olmasidir.

Ozel olarak L = 0 ise yani R - ¢ = 0 ise M ye M nin Ricci genellestirilmis

semi-paralel altmanifoldu denir.

Simdi (2n + 1) boyutlu bir M Kenmotsu manifoldunun M altmanifoldu i¢in

Ricci genellestirilmis pseudo-paralellik durumunun inceleyelim.

Teorem 5.3.1 M. (2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant

altmanifoldu olsun.Eger M Ricci genellestirilmis pseudo-paralel altmanifold ise bu

durumda M ya total geodeziktir yada L = — % dir.

Ispat. Kabul edelim ki M Ricci genellestirilmis pseudo-paralel altmanifold

olsun. O halde tanim geregi R:-o ve Q(S,o0) linecer bagimlidir. Yani her

P1, P2, Pas Pe € T(TM) igin

(R(p1,p2) - 0)(Pa, ps) = LQ(S,0) (P4, Pe; P1, P2)

olacak sekilde L fonksiyonu vardir. Buradan kolaylikla
R*(p1, p2)0(ps, p) = 3 (R(p1, P2)Pas P6)
~0(pa, R(p1,p2)p6) = —L{o((p1 As p2)P4, Pe) (53.1)

+0(p4, (1 As P2)P6)}

yazabiliriz. (5.3.1) esitliginde p; = pg = £ secilirse

—0(ps, R(&,p2)8) = LS(&,8)a(pa, p2) (5.3.2)
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elde edilir. (5.3.2) esitliginde (3.2.4), (3.2.7) ve (5.6) esitliklerinden yararlanirsak
(1 + 2nL)a(ps, p2) = 0.

elde edilir. Boylece M ya total geodeziktir yada L = ;—; dir.

Sonu¢ 5.3.1 M.(2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant
altmanifoldu olsun.Eger M Ricci genellestirilmis semi-paralel altmanifold ise bu

durumda M total geodeziktir.
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5.4. Kenmotsu Manifoldun Ricci Genellestirilmis 2 Pseudo-paralel

Altmanifoldu

Tanimm 5.4.1 (M, g) Riemann manifoldunun n boyutlu bir altmanifoldu
(M, ) olsun. Eger n > 3 icin M nin her noktasinda R - Vo ve Q(S, Vo) tensérleri
lineer bagimli ise M ye M nin Ricci genellestirilmis 2 pseudo-paralel altmanifoldu
denir (Sular, 2009).

Bu durumda M nin Ricci genellestirilmis 2 pseudo-paralel olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul U = {p € M|Q(S, Vo) # 0} kiimesi iizerinde
R Vo =LQ(S,Vo)
olacak sekilde U kiimesi iizerinde L fonksiyonunun olmasidir.

Ozel olarak L = 0 ise yani M nin her noktasinda R - Vo = 0 ise M ye M nin

Ricci genellestirilmis 2 semi-paralel altmanifoldu denir (Arslan ve ark., 2000).

Simdi (2n + 1) boyutlu bir M Kenmotsu manifoldunun M altmanifoldu i¢in

Ricci genellestirilmis 2 pseudo-paralellik durumunun inceleyelim.

Teorem 5.4.1 M. (2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant

altmanifoldu olsun.Eger M Ricci genellestirilmis 2 pseudo-paralel altmanifold ise

bu durumda M ya total geodeziktir yada L = % dir.

Ispat. Kabul edelim ki M Ricci genellestirilmis 2 pseudo-paralel

altmanifold olsun. O halde tanim geregi R - Vo ve Q(S, Vo) lineer bagimlidir. Yani

her py, p2, P4, ps, p3 € T(TM) igin
(R(p1, p2) - Vo) (P4, pe, p3) = LQ(S,V0)(pa, ps, P3; P1, P2) (5.4.1)

olacak sekilde L fonksiyonu vardir. (5.4.1) esitliginde p; = pg = £ secersek

Rt (f: pZ) (Vp4 O-) (f; ,03) - (Vﬁ(f,pz)p4 0-) (f' ,03)

—(Vp40) (R(§,p2)¢,p3) — (Vp40) (&, R, p2)p3)

(5.4.2)
= ~L{(V(ersp200:0) (& p3) + (V,0) ((§ As p2)¢, p3)
+(§p4 ) (&, (€ As p2)p3)}.

elde edilir. Simdi (5.4.2) esitligindeki tiim ifadeleri tek tek hesaplayalim.
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Rl(f! pz)(vp40)(€» ,03) = RJ_(E' Pz){ﬁf)}l O—(E' p3)
_0(694 P3,€) - O-(p3'vp4 ";)}

= R*(&, p2)o(p3, pa).

(Vﬁ(f,pz)p4o-)(€ﬁ p3) =v$(f,p2)p4 a(§,p3)
_U(ﬁk(s‘,pz)m S p3) - G(Eﬁk(&pz)m Ps)

= n(ps)a(p2, P3),

(V,,0)(R(E, p2)¢,p3) = (V,,0)(p2 — 1(p2)E, p3)

= (Vp40)(P2,P3) —1(p2)5(p4, p3),

(Vp4o-) (fi E(f, .02),03) =v$4 O-(f' E(f' pZ)p3)
_O-(ﬁpzl f:ﬁ(f; ,02),03) - O—(fivpll E(EI pZ)p3)

=n(p3)0(p4, p2),

(V(f/\spz)p40-) (E’ p3) zﬁé-f/\spz)plt 0-(6' p3)

_a(ﬁ(f/\spz)m S, p3) - J(Eﬁ(f/\spz)pa. p3)

= 2nn(ps)o(p2, p3),
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(V0,9) (& As p2)8, p3) = (9,,0)(S(p2, )& — S(§,€)p2, p3)

= (,,0)(=2n1(p2)§ + 2npy, p3)

= =2n{V3, a((p2)€, p3) — (¥, 1(p2)E, p3) (5.4.8)
—a(n(p)EN,, p3)} +2n(V,,0) (02, p3)

= zn(vp40)(P2»P3) — 2mn(p2) (04, P3),

(Vp40)(f» (& As p2)p3) = (Vp40)(515(,02:/33)f — 5@, p3)p2)
= (V,,0) (&, S(p2,p3)8) + (V,, 0) (& 2nn(p3)p2) (5.4.9)

= 2nn(p3)o(p4, p2).

Yukarida elde edilen (5.4.3), (5.4.4), (5.4.5), (5.4.6), (5.4.7), (5.4.8), (5.4.9)
esitliklerini (5.4.2) esitliginde yerine yazarsak

R*(&, p2)a(ps, pa) — n(pa)a(p2, p3)

+1(02) (04, p3) — 1(P3) (P4, P2)

—(V,,0)(p2,p3) = —L{2nn(ps)o(p2, p3) (5.4.10)
—2nn(p2)0(pa, p3) + 2nn(p3)o(p4, p2)

+27’L(Vp40') (pZ' ,03)}

elde edilir. (5.4.10) esitliginde p; = & seger ve

(V,,0)(02,) = 0(pa, p2),

esitliginden yararlanirsak
[2nL — 1]o(p4, p2) = 0

elde edilir. Boylece M ya total geodeziktir yada L = i dir.
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5.5. Kenmotsu Manifoldun Wg Pseudo-paralel Altmanifoldu

Bu bolimde (2n+ 1) boyutlu Kenmotsu manifoldun pseudo-paralel

altmanifoldlar1 6zel segilen Wy egrilik tensorii lizerinde incelenmistir.

Tanmm 5.5.1 (2n + 1) boyutlu bir M Riemann manifoldu i¢in Wy egrilik
tensorii her pq, po, p3 € y(M) igin

1

Ws(p1, p2)p3 = R(p1, p2)ps — P [S(p2, p3)p1 — S(p1, p3)P2], (5.5.1)
seklinde tanimlanir.

Eger (5.5.1) esitliginde sirasiyla p; = &, p, = &, p3 = & segersek (2n+ 1)

boyutlu bir Kenmotsu manifoldu i¢in

Wa(€,p2)ps = =9 (P2, )¢ +1(p3)pz = N(p2)pa — 5-S(p2, p3)é, (65.2)

Ws(p1,§)ps = g(p1, p3)€ —n(p1)ps, (5.5.3)

Wa(ps, p2)§ = 1(p1)p2 +5-S(p1, p2)¢ (55.4)

esitliklerini elde ederiz.

Tammm 5.5.2 (M,g) Kenmotsu manifoldunun (2n + 1) boyutlu bir
altmanifoldu (M, g) olsun. M nin her noktasinda Wy - o ve Q(g, o) tensorleri lineer

bagimli ise M ye M nin Wy pseudo-paralel altmanifoldu denir.

Bu durumda M nin Wy pseudo-paralel olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosul

ps = {p € M|Q(g, o) # 0} kiimesi iizerinde
W8 0= le(g_; O-)
olacak sekilde p, kiimesi iizerinde k; fonksiyonunun olmasidir.

Ozel olarak k; = 0 ise yani Wy - o = 0 ise M ye M nin Wy semi-paralel

altmanifoldu denir.

Simdi (2n + 1) boyutlu bir M Kenmotsu manifoldunun M altmanifoldu i¢in

Wy pseudo-paralellik durumunun inceleyelim.
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Teorem 5.5.1 M. (2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant
altmanifoldu olsun.Eger M, Wy pseudo-paralel altmanifold ise bu durumda M ya

total geodeziktir yada k; = —1 dir.

Ispat. Kabul edelim ki M, Wy pseudo-paralel altmanifold olsun. Bu

durumda her p4, p, pa, ps € T(TM) icin
(Wg(p1, p2) - 0) (P4, ps) = k1Q(9,0) (P4, Ps; P1, P2), (5.5.5)

olacak sekilde k, fonksiyonu vardir. Buradan kolaylikla

R*(p1, p2)0(pa, ps) — d(Wg(p1, p2) P4, P6)
—0(pa, W(p1, p2)P6) = —k4 {0 ((P1 Ng PZ)P4'P6)

+U(P4: (P1 Ng Pz)Ps)}:

olmak tizere
RY(p1, p2) (P4, ps) — o(Wg(p1, p2)Par P6)

—0(p4, W(p1, p2)ps) = —k1{9(p2, p4)o(p1, ps)

5.5.6
—9(p1,p4)5(p2, p6) + 9(02, ) (P4, P1) (5.56)

—9(p1,6)0 (P4, p2)}-

yazabiliriz. Eger (5.5.6) esitliginde pg = & secersek ve (5.5.4) esitliginden
yararlanirsak
N(p1)0(pa, p2) = k1[n(p2)0(pa, p1) — 1(p1) o (P4, p2)]. (5.5.7)
elde edilir. (5.5.7) esitliginde p; = & secer ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
(k1 + D)a(ps, pz) =0

elde edilir ki bu da M manifoldunun total geodezik veya k; = —1 olmas1 anlamina

gelir.

Sonuc¢ 5.5.1 M.(2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant
altmanifoldu olsun.Eger M, Wy semi-paralel altmanifold ise bu durumda M total

geodeziktir.
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Tanmmm 5.5.3 (M,g) Kenmotsu manifoldunun (2n+ 1) boyutlu bir
altmanifoldu (M, g) olsun. M nin her noktasinda Wy - Vo ve Q(g, Vo) tensorleri

lineer bagimli ise M ye M nin W 2 pseudo-paralel altmanifoldu denir.

Bu durumda M nin Wy 2 pseudo-paralel olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
U = {p € M|Q(g,Vo) # 0} kiimesi iizerinde

Wg - Vo = k,Q(g,Vo)
olacak sekilde U kiimesi iizerinde k, fonksiyonunun olmasidir.

Ozel olarak k, = 0 ise yani Wy - Vo = 0 ise M ye M nin Wy 2 semi-paralel

altmanifoldu denir.

Simdi (2n + 1) boyutlu bir M Kenmotsu manifoldunun M altmanifoldu i¢in

Wy 2 pseudo-paralellik durumunun inceleyelim.

Teorem 5.5.2 M. (2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant
altmanifoldu olsun.Eger M, Wy 2 pseudo-paralel altmanifold ise bu durumda M ya

total geodeziktir yada k, = 1 dir.

Ispat. Kabul edelim ki M, Wy 2 pseudo-paralel alt manifold olsun. Bu
durumda her py, p, pa, ps, 3 € T(TM) igin

(Wg(p1, p2) - Vo) (P4, ps, P3) = k2Q(9,V0) (P4, Pe, P3; P1, P2), (5.5.8)

yazilir. Eger (5.5.8) esitliginde p; = p3 = & secersek

R(, Pz)(vp40) (6, &) — (VWS(E,pz)p40) (6, &)

—(V,,0) W5(§, p2)p6, €) — (V,0) (P, We (£, p2)€)
5.5.9
- _kz {(v(f/\gpz)lhl-o-) (p6’ f) + (VP4O-) ((E /\g Pz)Pe, f) ( )

+(V0,0) (06 (¢ Ag £2)$))}

elde edilir. Simdi (5.5.9) esitligindeki tiim ifadeleri tek tek hesaplayalim. Bu

durumda
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Rl(f! pz)(vp40)(P6; E) = RJ_(E' Pz){ﬁf)}l U(p6' E)
_0(694 Pe, ";) - O—(pﬁ;vp‘} ";)}

(5.5.10)
= —R*(&,p2)o(ps, —pa + 1(Pps)E)

= R*(&,p2)0(ps, pa),

(VWB(SC'PZ)IMO-) (p6’ f) zﬁﬁzs(g,pz)m a(ps,§)
~0 (Vw0204 P65 €) = (D6 V wi(ep1)04 €)

(5.5.11)
= —a(pe, —Wg(&, p2)ps + (W (&, p2)pa)$)

= 1(p4)a(pe, P2) — 1(p2)0(P6) P4),

(Vp,0) W5 (&, p2)p6, ) =V, o(Ws(E, p2)Pe §)

—0(V p, We(&,p2)pe &) — o(Wa(£,02)P6, 7, €)

= —0(=9(p2,pe)§ +1(pe)pz —1n(p2)Pe (5.5.12)
— = 5(p3 P)E, —pa + N(pa)¢)

= 1(pe) (P2, Ps) —N(p2)0(P6) P4),

(V0,9)(pe Wa(§, 02)8) = (V,,,0) (p6, p2 — 1(p2)$)

= (p,0)(Pe:p2) = (V,0) (Pe, 1(p2)¢)

= (V,,0) (06, p2) = V5,0 (06,1 (p2)€) (5.5.13)
+0(V,,61(p2)€) + (6, Vp,n(P2)$)

= (9,,0) (s, p2) — 1(02)(pg, ps),
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(V(fl\gpz)p40-) (p6' S;) 266%/\992)@1 G(p6l S;)

-0 (ﬁ(ngpz)p‘L Pe» S;) -0 (p6'v($Agp2)p4 E) (5514)
= —1n(p4)o(ps, p2),

(Vp40) ((f Ng Pz)Pe: f) :ﬁfi‘, o ((f Ng Pz)Pe,f)

_0(6;)4 (f Ng ,02),06: ‘f) -0 ((S; Ng Pz)Pe:vm S;) (5.5.15)
= —0(g(p2,p6)S — 9(§, P6)P2, =P + 1 (p4)$)

= —1(pe)(p2, Pa),

(V,,0)(ps, (€ Ay p2)€) = (V,,0) (s, 1(p2)E — p2)

= (V,9) (06, 1(02)§) = (V,,0) (P, p2) (5.5.16)

= 1(p2)0(ps, pa) — (V,,,0)(pe, p2)-
elde edilir. (5.5.10), (5.5.11), (5.5.12), (5.5.13), (5.5.14), (5.5.15), (5.5.16)
esitliklerini (5.5.9) esitliginde yerine yazarsak
RY(§, p2)a(ps, p4) — 1(pa)a(ps, p2)
—1(Ps)o(p2, pa) + 31(p2)(Ps, P4)
~(95,0)(P6, p2) = —k2{=1(p6) (P4, P2) (5.5.17)
—1(pa)a(p2, pe) +1(p2)0(pe, Pa)

~(9,,9)(pe, p2)}-

70



esitligini elde ederiz. Eger (5.5.17) esitliginde ps = € seger,
(V,,0)(& p2) = 0(pa, p2),
esitliginden yararlanir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
[k2 + 1]o(pz,pa) =0
elde edilir. Boylece M ya total geodezik altmanifold yada k, = —1 olacaktr.

Sonu¢ 5.5.2 M.(2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant
altmanifoldu olsun.Eger M, Wy 2 semi-paralel altmanifold ise bu durumda M total

geodeziktir.

Tammm 5.54 (M,g) Kenmotsu manifoldunun (2n + 1) boyutlu bir
altmanifoldu (M, §) olsun. M nin her noktasinda Wy - o ve Q(S, o) tensérleri lineer

bagimliise M ye M nin Wy Ricci genellestirilmis pseudo-paralel altmanifoldu denir.

Bu durumda M nin Wg Ricci genellestirilmis pseudo-paralel olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul p, = {p € M|Q(g, o) # 0} kiimesi iizerinde
Wg - 0 = k3Q(S,0)
olacak sekilde U kiimesi tizerinde k3 fonksiyonunun olmasidir.

Ozel olarak k3 =0 ise yani Wy-0 =0 ise M ye M nin Wy Ricci

genellestirilmis semi-paralel altmanifoldu denir.

Simdi (2n + 1) boyutlu bir M Kenmotsu manifoldunun M altmanifoldu i¢in

Wg Ricci genellestirilmis pseudo-paralellik durumunun inceleyelim.

Teorem 5.5.3 M. (2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant

altmanifoldu olsun.Eger M, Wy Ricci genellestirilmis pseudo-paralel altmanifold

ise bu durumda M vya total geodeziktir yada k; = % dir.

Ispat. Kabul edelim ki M, Wy Ricci genellestirilmis pseudo-paralel

altmanifold olsun. Bu durumda

(Ws(p1,p2) - 0)(pa, ps) = k3Q(S, ) (s, Pe; P1, P2,

olmak {iizere her py, p3, P4, pe € T(TM) igin
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R*(p1, p2)0(p4, ps) = 0 (We(p1, p2)Pa, Pe)
=0 (pa, W5 (1, P2)P6) = —ks{o((p1 As p2)Pas, Pe) (55.18)

+0(p4, (01 As P2)P6)}-

yazilir. (5.5.18) esitliginde p; = pg = ¢ segersek

—0(pa, Wg(§,02)8) = k3S(E,E)0a(pa, p2).  (5.5.19)

elde edilir. Eger (5.5.19) esitliginde (5.5.4) ve (3.2.8) esitliklerinden yararlanirsak
(1 —2nk3)a(ps, pz) =0
elde edilir. Boylece M, ya total geodeziktir ya da k; = % dir.

Sonu¢ 5.5.3 M.(2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant
altmanifoldu olsun.Eger M, Wy Ricci genellestirilmis semi-paralel altmanifold ise

bu durumda M total geodeziktir.

Tanmmm 5.5.5 (M,g) Kenmotsu manifoldunun (2n + 1) boyutlu bir
altmanifoldu (M, g) olsun. M nin her noktasinda Wy - Vo ve Q(S, Vo) tensorleri
lineer bagimli ise M ye M nin Wy 2 Ricci genellestirilmis pseudo-paralel

altmanifoldu denir.

Bu durumda M nin Wy 2 Ricci genellestirilsmis pseudo-paralel olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul U = {p € M|Q(S, o) # 0} kiimesi iizerinde
Ws - Vo = k,Q(S,Vo)
olacak sekilde U kiimesi iizerinde k, fonksiyonunun olmasidir.
Ozel olarak k, = 0 ise yani Wg-Vo =0 ise M ye M nin Wy 2 Ricci
genellestirilmis semi-paralel altmanifoldu denir.

Simdi (2n + 1) boyutlu bir M Kenmotsu manifoldunun M altmanifoldu i¢in

Wy 2 Ricci genellestirilmis pseudo-paralellik durumunun inceleyelim.

Teorem 5.5.4 M.(2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant

altmanifoldu olsun.Eger M, Wy 2 Ricci genellestirilmis pseudo-paralel altmanifold

ise bu durumda M ya total geodeziktir ya da k, = i dir.
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Ispat. Kabul edelim ki M, Wy 2 Ricci genellestirilmis pseudo-paralel
altmanifold olsun. Bu durumda her py, p,, pa, pe, p3 € T'(TM) igin

(Wg(p1, p2) - Vo) (P4, ps, P3) =
kaQ (S, Vo) (P4, ps, P3; P1, P2, (5.5.20)

yazilabilir. (5.5.20) esitliginde p, = pg = & secilirse
R*(§,02)(Y5,0) €, P3) = (Twy(6,020049) (€ 03)
—(V,,0) (W5(&,p2)€, p3) — (V,,0) (&, We(€, p2)p3)

= s (Vsnspps @) £2) + (75, 0) (€ As )€, p2) (5521

+(V,, 0)(& (€ As p2)pa)}-

elde edilir. Simdi (5.5.21) esitligindeki tiim ifadeleri tek tek hesaplayalim.

Rl(fl pZ)(Vp4O-)(fi ,03) = Rl(ér Pz){vfo; U(f; p3)

_G(ﬁp‘} P3, E) - O-(p3’§P4 E)} (5-5-22)

= R*(&, p2)0(ps3, pa).

(sz(f,pz)ma)(f' p3) zﬁJV_Vg(f,pz)p‘l_ a(§,p3)
_G(ﬁwa(fﬂz)m S P3) - O-(f'ﬁWa(f,Pz)P‘; P3) (5.5.23)

=n(ps)o(p2, p3) —1(p2)o(p3, P4),

(Vp40)(W8(SZ» p2)¢,p3) = (Vp40)(/32 +1n(p2)¢, p3)
(5.5.24)

= (Vp40)(Pz’P3) —1(p2)5(pa, p3),
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(Vp40) (&, Ws(&, p2)p3) =v,J)'4 o(&,We(¢,p2)p3)
_0(704 E' WS(E' p2)p3) - G(E'ﬁm Ws(s;' .02),03) (5-5-25)

=n(p3)a(pa, p2) — 1(P2)a(P3, P4),

(V(f/\spz)p‘l,o-)(fl p3) :§€E/\SP2)P4 G(E! p3)
_0(6(5/\&72)[’4 E' p3) - G(Elﬁ(f/\spz)p‘l- p3) (5526)

= 2nn(p4)o(p2, p3),

(V0,9) (G As p2)8, p3) = (9,,0)(S(p2, §)§ — S(§,€)p2, p3)

= (,,0)(=2n1(p2)§ + 2npy, p3)

= =2n{V3, a((p2)€, p3) — (¥, 1(p2)E, p3) (5.5.27)
—a(n(p2)$,Vp, p3) + 2n(V,,0) (02, p3)}

= zn(vp40)(P2;P3) — 2n1(pz)o(pa, P3)-

(Vp40)(f; (& As p2)p3) = (Vp40)(515(,02:,03)f — 5@, p3)p2)
= (95,0) . S(p2, p2)E) + (Y, ) (& 2n1(p3)p2) (5.5.28)

= 2nn(p3)o(p4, p2).

elde edilir. (5.5.22), (5.5.23), (5.5.24), (5.5.25), (5.5.26), (5.5.27), (5.5.28)
esitliklerini (5.5.21) esitliginde yerine yazarsak
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Rl(f’ p2)0(p3, ps) —1n(ps)o(p2, p3)
+31(p2)0(p4, p3) — 1(p3) (P4, p2)

—(V,,0) (02, p3) = —k4{2n1(p) 3 (0, p3) (5.5.29)

—2nn(p2)a(pa, p3) + 2nn(p3)o(p4, p2)

+2n(vp4o_) (pZ' ,03)}

esitligini elde ederiz. Eger (5.5.29) da p3 = £ seger ve

(Vp40) (p2,¢) = 0 (p4, p2),

esitliginden yararlanirsak

[2nk, — 1]o(ps, p2) =0

elde ederiz. Boylece M ya total geodeziktir yada k, = % dir.
Sonu¢ 5.5.4 M.(2n + 1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun invaryant
altmanifoldu olsun.Eger M, Wy 2 Ricci genellestirilmis semi-paralel altmanifold ise

bu durumda M total geodeziktir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calisma Kenmotsu manifoldlarin iizerinde tanimli olan egrilik
tensorlerinin birbirleri tizerindeki etkileri ve invaryant altmanifoldlar1 iizerinde
daha detayl1 ¢alismalar yapabilmesine katki saglamak iizere hazirlanmistir. Ik iki
bolimde konunun daha iyi anlasilabilmesi i¢in gerekli tanim ve teoremler
verilmistir. Ugiincii boliimde Kenmotsu manifoldlar1 incelenmistir. Dérdiincii
boliim tamamen Kenmotsu manifoldlarin egrilik tensorlerine ayrilmistir. Bu
bolimde Kenmotsu manifoldlarin egrilik tensorlerinin  birbirleri {izerindeki
etkilerini karakterize eden tanim, teorem ve sonuglar1 ayrintili olarak incelenmisdir.
Son boliimde ise Kenmotsu manifoldlarin invaryant altmanifoldlarinin 6zel bir

sinifi olan pseudo-paralel altmanifoldlar1 detayli olarak incelenmistir.

Sonug olarak bu tez ¢alismas1 Kenmotsu manifoldlarin egrilik tensorleri ve
altmanifoldlarinin geometrisi tizerine ¢aligmalar yapacak olan her matematik¢inin

yararlanabilecegi bir Tiirk¢e kaynak olarak literatiire sunulmustur.
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