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ÖZET

𝑞- CESÀRO MATRİS ve İLİŞKİLİ DİZİ UZAYLARI

Emre TÜRK

Yüksek Lisans, Matematik Anabilim Dalı

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Serkan DEMİRİZ

Aralık 2024, vii + 59 sayfa

Üç bölümden oluşan bu tezde 𝑞- Cesàro matrisinin 𝑐, 𝑐0, ℓ𝑝 ve ℓ∞ etki alanları
kullanılarak tanımlanan [𝑐]̃, [𝑐0̃], ൣℓ෨𝑝൧ ve ൣℓ෨∞൧ dizi uzayları çalışılmıştır.

Giriş bölümde dizi uzayları hakkında temel sayılabilecek kavramlara ve bu alanda yapılan
önemli çalışmalara yer verilmiştir.

Birinci bölümde tez çalışması boyunca kullanılan temel tanım ve teoremler sunulmuştur.

İkinci ve Üçüncü bölümde 𝑞- Cesàro matrisinin 𝑐, 𝑐0, ℓ𝑝 ve ℓ∞ etki alanları kullanılarak
tanımlanan [𝑐]̃, [𝑐0̃], ൣℓ෨𝑝൧ ve ൣℓ෨∞൧ dizi uzayları tanıtılmış ve ayrıntılı olarak
incelenmiştir. Ayrıca tanıtılan bu uzayların cebirsel ve topolojik özellikleri de
çalışılmıştır.

Anahtar Kelimeler: 𝑞- Tamsayıları, Cesàro Matrisi, Dizi Uzayları, Matris
Dönüşümleri.
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ABSTRACT

𝑞- CESÀRO MATRIX AND ASSOCIATED SEQUENCE SPACES

Emre TÜRK

Master’s Thesis, Department of Mathematics
Thesis Advisor: Prof. Dr. Serkan DEMİRİZ

December 2024, vii + 59 pages

In this thesis, which consists of three chapters, the sequence spaces [𝑐]̃, [𝑐0̃], ൣℓ෨𝑝൧
andൣℓ෨∞൧, defined by the 𝑐, 𝑐0, ℓ𝑝 and ℓ∞ action domains of the 𝑞- Cesàro matrix, have
been studied.

The introduction provides foundational concepts about sequence spaces as well as an
overview of significant work conducted in this area.

In the first chapter, the fundamental definitions and theorems used throughout the thesis
are presented.

The second and third chapters introduce and examine in detail the sequence spaces [𝑐]̃,
[𝑐0̃], ൣℓ෨𝑝൧ and ൣℓ෨∞൧, which are defined by the 𝑐, 𝑐0, ℓ𝑝 and ℓ∞ action domains of the 𝑞-
Cesàro matrix. Additionally, the algebraic and topological properties of these spaces are
analyzed.

Keywords: 𝑞- Integers, Cesàro Matrix, Sequence Spaces, Matrix Transformations.
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SİMGE ve KISALTMALAR

Simgeler Açıklamalar

ℝ Reel sayılar kümesi

ℕ Doğal sayılar kümesi

ℂ Kompleks sayılar kümesi

𝑤 Reel veya kompleks terimli bütün dizilerin uzayı

𝑐 Reel terimli yakınsak dizilerin uzayı

𝑐0 Reel terimli sıfıra yakınsak dizilerin uzayı

ℓ∞ Reel terimli sınırlı dizilerin uzayı

ℓ𝑝 p. kuvvetten mutlak yakınsak seri teșkil eden dizilerin uzayı

𝑐𝑠 Kısmi toplamları yakınsak olan bütün reel terimli serilerin uzayı

𝑏𝑠 Kısmi toplamları sınırlı olan bütün reel terimli serilerin uzayı

𝑏𝑣 Sınırlı salınımlı dizilerin uzayı

𝑐𝑠0 Sıfıra yakınsayan serilerin uzayı

𝜆𝛼 λ dizi uzayının α- duali

𝜆𝛽 λ dizi uzayının β- duali

𝐶1 Birinci mertebede Cesàro matrisi

Δ1 Fark matrisi

Δ(1) Fark matrisi

Ç𝑒𝑘𝐴 A operatörünün sıfır uzayı (çekirdeği)

𝑆 Toplam matrisi
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GİRİŞ

Bütün kompleks veya reel terimli dizilerin uzayı 𝑤 ile gösterelim. 𝑤 uzayının herhangi

bir alt uzayı, bir ‘dizi uzayı’ olarak adlandırılır. Toplanabilme teorisinde ise genel olarak

dizi uzayları ile ilgili problemler incelenir.

Toplanabilme teorisinde dizi uzayları ile ilgili olarak yapılan temel çalışmalar;

a) Yeni bir dizi uzayı inşa etmek,

b) Bu uzayın, üzerinde tanımlanan bir norm veya paranormla tamlığını göstermek,

c) Bu uzayla, bilinen dizi uzayları arasındaki kapsama bağlantılarını incelemek,

d) Varsa uzayın Schauder tabanını belirlemek,

e) Uzayın, 𝛼-, 𝛽- ve 𝛾- duallerini hesaplamak,

f) Bu uzaydan, bilinen dizi uzaylarına ve bilinen uzaylardan bu uzaya matris

dönüşümlerini karakterize etmek

gibi problemlerin bir veya birkaçını ele alarak çözüme kavuşturur.

𝑋 bir dizi uzayı ve 𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) reel terimli bir sonsuz matris olmak üzere, 𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑋

için (𝐴𝑥)𝑛 = ∑ 𝑎𝑛𝑘𝑥𝑘∞
𝑘=0 (𝑛 ∈ ℕ) serileri yakınsak ise 𝐴𝑥 = ((𝐴𝑥)𝑛) dizisine 𝑥

dizisinin 𝐴- dönüşümü denir.

𝑋 dizi uzayında bulunan dizilerin

𝑋𝐴 = {𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤 ∶ 𝐴𝑥 ∈ 𝑋 }

cümlesi, 𝐴 matrisinin 𝑋 etki alanı olarak adlandırılır. 𝑋𝐴 cümlesi, dizilerin toplama ve

skalarla çarpma işlemleriyle birlikte bir vektör uzayı teşkil ettiğinden bir dizi uzayıdır.

Bu düşünce ile yeni dizi uzayları inşa etmek üzere birtakım çalışmalar yapılmıştır.

Bunlardan ilki Ng ve Lee tarafından 1978 yılında yapılan çalışmadır. Yazarlar bu

çalışmada 1. mertebeden Cesàro matrisinin ℓ𝑝 ve ℓ∞ etki alanı kullanılarak 𝑋𝑝 ve 𝑋∞ dizi

uzaylarını inşa etmiş ve incelemişlerdir.
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1. mertebeden Cesàro matrisi 𝐶1 = (𝑐𝑖𝑗)

𝑐𝑖𝑗 = ൝
1
𝑖
, (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖)

0, (𝑗 > 𝑖)

olarak tanımlanmıştır.

Bu matrisin ℓ𝑝 ve ℓ∞ dizi uzayları üzerindeki etki alanları olan 𝑋𝑝 ve 𝑋∞ dizi uzayları

sırasıyla

𝑋𝑝 = ൝𝑣 = (𝑣𝑖) ∈ 𝑤 ∶ ෍ቤ
1
𝑖
෍ 𝑣𝑗

𝑖

𝑗=1
ቤ
𝑝

< ∞
∞

𝑖=1

ൡ

ve

𝑋∞ = ቐ𝑣 = (𝑣𝑖) ∈ 𝑤 ∶ sup
𝑖∈ℕ

ቮ
1
𝑖
෍𝑣𝑗

𝑖

𝑗=1

ቮ < ∞ቑ

biçiminde tanımlanmıştır. (Ng ve Lee, 1978). Bu çalışma, üçgensel bir matrisin etki alanı

kullanılarak dizi uzayı inşa etme yaklaşımında bir mihenk taşıdır. Aynı yıl Wang,

Nörlund ortalamasını kullanarak ൫ℓ𝑝൯𝑁𝑞 uzayını inşa etmiştir. Daha sonraki yıllarda bu

doğrultuda pek çok dizi uzayı tanımlanmış ve bu uzaylar üzerinde çalışılmıştır (Wang,

1978; Aydın ve Başar, 2004; Altay ve Başar, 2005; Aydın ve Başar, 2005; Şengönül ve

Başar, 2005; Mursaleen ve ark., 2006).

Şengönül ve Başar, 2005 yılında 1. mertebeden Cesàro matrisinin 𝑐 ve 𝑐0 etki alanları

üzerine çalışma yapmışlardır. Yazarlar bu çalışmada 𝑐 ṽe 𝑐0̃ dizi uzaylarını

𝑐 =̃ ൝𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤 ∶ lim
𝑛→∞

1
𝑛 + 1

෍𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

mevcutൡ
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ve

𝑐0̃ = ൝𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤 ∶ lim
𝑛→∞

1
𝑛 + 1

෍𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

= 0ൡ

şeklinde tanımlamıştır (Şengönül ve Başar, 2005). Bu çalışmalardan yola çıkarak Cesàro

dizi uzayları pek çok yazar tarafından toplanabilme teorisinde kullanılmaktadır

(Malkowsky, 1997; Başar, 1999; Tripathy ve ark., 2005; Maji ve Srivastava, 2014).

Son yıllarda, 𝑞- tamsayıları içeren çalışmalar ve uygulamaları (Örneğin; pozitif lineer

operatörlerin 𝑞- benzerleri ve yaklaşım özellikleri) aktif araştırma alanları haline gelmiştir

(Bustoz ve ark., 2005; Aktuglu ve Bekar, 2011; Selmanogullari ve ark., 2011; Yildirim,

2020).

0 < 𝑞 < 1 olmak üzere 𝐶(𝑞) = ൫𝑐𝑖𝑗𝑞൯ 𝑞- Cesàro matrisi

𝐶𝑖𝑗
𝑞 = ቐ

𝑞𝑗−1

[𝑖]𝑞
, (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖)

0, (𝑗 > 𝑖)
(1)

şeklinde tanımlanmıştır (Bekar, 2010).

Bu matris kullanılarak 𝑞- calculus ile dizi uzayları arasındaki ilişki ilk olarak Demiriz ve

Şahin tarafından ortaya konmuştur (Demiriz ve Şahin, 2016). 2022 yılında Euler fark dizi

uzaylarının 𝑞- benzerleri Yaying ve Mohiuddine tarafından tanımlanmış ve

incelenmiştir. Bu çalışmada 𝑒0
𝑞(∇) ve 𝑒𝑐

𝑞(∇) fark dizi uzayları sırasıyla

𝑒0
𝑞(∇) = ൛𝑧 ∈ 𝑤:∇z ∈ 𝑒0

𝑞ൟ

ve

𝑒𝑐
𝑞(∇) = ൛𝑧 ∈ 𝑤:∇z ∈ 𝑒𝑐

𝑞ൟ
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olarak tanımlanmıştır. Burada ∀𝑘 ∈ ℕ için ∇z = (∇)𝑧 = 𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1 biçimindedir. Ayrıca

bu uzayların 𝛼-, 𝛽- ve 𝛾- dualleri hesaplanmış ve bazı matris sınıfları karakterize

edilmiştir.

Bununla birlikte pek çok çalışma yapılmış ve bu çalışmalarla dizi uzayları ile ilgili

literatüre katkıda bulunulmuştur (Yaying ve ark., 2021; Yaying ve ark., 2021; Yaying ve

Mohiuddine, 2022; Yaying ve ark., 2022; Yaying ve ark., 2022).

Bu tezin amacı, (1)’de verilen 𝑞- Cesàro matrisinin 𝑐, 𝑐0, ℓ𝑝 ve ℓ∞ etki alanları

kullanılarak tanımlanan [𝑐]̃, [𝑐0̃], ൣℓ෨𝑝൧ ve ൣℓ෨∞൧ dizi uzaylarını ayrıntılı bir biçimde

incelemektir.
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1. TEMEL TANIMLAR ve TEOREMLER

1.1. Temel Kavramlar ve Teoremler

Bu bölümde, sonraki bölümlerde kullanılacak olan tanımlar ve teoremler ele alınacaktır.

Tanım 1.1.1. 𝑋 ≠ ∅ ve 𝐾 = ℝ veya 𝐾 = ℂ olmak üzere

+ :𝑋 × 𝑋 → 𝑋 . ∶ 𝐾 × 𝑋 → 𝑋

(𝑥,𝑦)→ 𝑥 + 𝑦 (𝜆, 𝑥)→ 𝜆 . 𝑥

ikili işlemleri ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾 ve ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için

1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥

2) (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧)

3) ∀𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + 𝑒 = 𝑒 + 𝑥 = 𝑥 olacak şekilde bir 𝑒 ∈ 𝑋 vardır.

4) ∀𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 olacak şekilde bir −𝑥 ∈ 𝑋 vardır.

5) 1. 𝑥 = 𝑥

6) α(𝑥 + 𝑦) = α𝑥 + α𝑦

7) (α + β) 𝑥 = α𝑥 + β𝑥

8) α(β𝑥) = (αβ)𝑥

şartlarını sağlıyorsa (𝑋, +, . ) üçlüsüne, 𝐾 üzerinde bir lineer uzay (vektör uzayı)

denir.

𝑋, 𝐾 cismi üzerinde bir lineer uzay ve 𝑌 ⊂ 𝑋 olsun. Bu durumda; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌 vektörleri ve

α∈ 𝐾 skaları için α𝑥 + 𝑦 ∈ Y olması halinde 𝑌, 𝑋 uzayının bir alt uzayıdır denir.

Tanım 1.1.2. Boş olmayan bir 𝑋 kümesi ve bir

𝑑: 𝑋 × 𝑋→ ℝ+

(𝑥, 𝑦) → 𝑑 (𝑥, 𝑦)

dönüşümü verilsin.
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Eğer bu 𝑑 dönüşümü ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için

(M1) 𝑑 (𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦

(M2) 𝑑 (𝑥, 𝑦) = 𝑑 (𝑦, 𝑥)

(M3) 𝑑 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑 (𝑥, 𝑧) + 𝑑 (𝑧,𝑦) (üçgen eşitsizliği)

özelliklerini sağlıyorsa 𝑋 üzerinde uzaklık fonksiyonu ya da metrik adını alır. Bu

durumda (𝑋,𝑑) ikilisine bir metrik uzay denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tanım 1.1.3. Bir (𝑋,𝑑) metrik uzayındaki her Cauchy dizisi 𝑋 içinde bir limite

sahipse, bu (𝑋,𝑑) metrik uzayına tam metrik uzay denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tanım 1.1.4. 𝑋,𝐾cismi (𝐾 = ℝ veya 𝐾 = ℂ ) üzerinde bir vektör uzayı olsun.

∥ . ∥ : 𝑋 → ℝ+

𝑥 →∥ 𝑥 ∥

dönüşümü ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve ∀α ∈ 𝐾 için

(N1) ∥ 𝑥 ∥ = 0 ⇔ 𝑥 = θ,

(N2) ∥ α𝑥 ∥= |α| ∥ 𝑥 ∥,

(N3) ∥ 𝑥 +𝑦 ∥ ≤ ∥ 𝑥 ∥ + ∥ 𝑦 ∥ (üçgen eşitsizliği)

özelliklerini sağlıyorsa 𝑋 üzerinde norm adını alır. Bu durumda (𝑋, ∥.∥) ikilisine bir

normlu vektör uzayı adı verilir (Musayev ve Alp, 2000).

Tanım 1.1.5. Bir (𝑋, ∥.∥) normlu uzayındaki her Cauchy dizisi𝑋 içinde bir limite sahipse,

bu (𝑋, ∥.∥) normlu uzayına tam normlu uzay ya da Banach uzayı denir.
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Tanım 1.1.6. 𝑋 ve 𝑌, aynı cisim üzerinde iki lineer uzay olsun. Eğer 𝑥1,𝑥2 ∈ 𝑋 ve

𝑐1, 𝑐2 skalarları için

𝑇(𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2) = 𝑐1𝑇𝑥1 + 𝑐2𝑇𝑥2

oluyorsa 𝑇:𝑋 → 𝑌 dönüşümü lineerdir denir. 𝑇:𝑋 → 𝑌 lineer dönüşümü, örten ve

birebir ise 𝑇 dönüşümüne bir izomorfizm denir. Bu durumda, 𝑋 ve 𝑌 uzayları lineer

olarak izomorfik uzaylar adını alır ve 𝑋 ≅ 𝑌 yazılır.

Tanım 1.1.7. 𝐴: 𝑋 → 𝑌 lineer operatörü verilsin.

Ç𝑒𝑘𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝐴𝑥 = 0}

Kümesine, 𝐴 operatörünün sıfır uzayı veya çekirdeği denir (Şuhubi, 2001).

Teorem 1.1.8. 𝐴 lineer operatörünün bire bir olması için gerek yeter koşul Ç𝑒𝑘𝐴 = {0}

olmasıdır (Şuhubi, 2001).

Tanım 1.1.9. 𝑋 vektör uzayından skaler cisme giden dönüşümlere fonksiyonel denir.

Tanım 1.1.10. 𝑋, 𝐾 cismi (  = ℝ veya 𝐾 = ℂ ) üzerinde bir normlu uzay olsun. 𝑋 üzerinde

tanımlı tüm sınırlı lineer fonksiyonellerden oluşan 𝐵(𝑋, 𝐾) uzayına 𝑋 uzayının sürekli

duali denir ve 𝑋 * ile gösterilir.

Şimdi tez boyunca kullanacağımız bazı eşitsizlikleri verelim:

i) 𝑝 > 1, 1
𝑝

+ 1
𝑞

= 1 ve 𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ ℓ𝑝,𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ ℓ𝑞 olsun. Bu taktirde,

෍|𝑥𝑘𝑦𝑘|
∞

𝑘=0

≤ ൭෍|𝑥𝑘|𝑝
∞

𝑘=0

൱

1
𝑝

൭෍|𝑦𝑘|𝑞
∞

𝑘=0

൱

1
𝑞

(1.1.1)

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizlik Hölder Eşitsizliği olarak bilinir (Kreyszig, 1980).
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ii) 𝑝 ≥ 1 ve 𝑥 = (𝑥𝑘), 𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ ℓ𝑝 olsun. Bu taktirde,

൭෍|𝑥𝑘 + 𝑦𝑘|𝑝
∞

𝑘=0

൱

1
𝑝

≤ ൭෍|𝑥𝑘|𝑝
∞

𝑘=0

൱

1
𝑝

+ ൭෍|𝑦𝑘|𝑝
∞

𝑘=0

൱

1
𝑝

(1.1.2)

eşitsizliği geçerlidir. Bu eşitsizliğe Minkowski Eşitsizliği denir (Kreyszig, 1980).

1.2. Dizi Uzayları ve Matris Dönüşümleri

Tanım 1.2.1. 𝐾 = ℝ veya 𝐾 = ℂ olmak üzere tüm dizilerin kümesi

𝑤 = {𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤: 𝑥:𝑁 → 𝐾,𝑘 → 𝑥𝑘 = (𝑥𝑘)}

ile gösterilir.

𝑤 kümesi,

൫(𝑥𝑘), (𝑦𝑘)൯ → (𝑥𝑘 + 𝑦𝑘)

ve

൫𝜆, (𝑥𝑘)൯ → (𝜆𝑥𝑘)

ikili işlemleri ile 𝐾 üzerinde bir vektör uzayıdır. 𝑤’ nın herhangi bir alt vektör uzayına

bir dizi uzayı denir (Boss ve Peter, 2000).

Literatürde en çok ele alınan dizi uzaylarının listesi aşağıda verilmiştir.
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Örnek 1.2.2.

ℓ∞ = ൜𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤: sup
𝑘

|𝑥𝑘| < ∞ൠ,

𝑐 = ቄ𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤: (𝑥𝑘) yakınsak yani lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 mevcutቅ,

𝑐0 = ቄ𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤: lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 0ቅ,

𝑏𝑠 = ൝𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤:൭෍𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

൱ ∈ ℓ∞ൡ,

𝑐𝑠 = ൝𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤:൭෍𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

൱ ∈ 𝑐ൡ,

ℓ𝑝 = ൝𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤:൭෍|𝑥𝑘|𝑝
𝑘

൱ < ∞ൡ,

𝑏𝑣 = ൝𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤: |𝑥0| + ൭෍|𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1|
𝑘

൱ < ∞ൡ,

uzayları birer dizi uzayıdır (Boss ve Peter, 2000).

Tanım 1.2.3. (K-, FK-, BK- Uzayları) λ bir lineer topolojik uzay olsun. Eğer ∀𝑖 ∈ ℕ için

𝑝𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 şeklinde tanımlanan 𝑝𝑖: λ→ ℂ dönüşümü sürekliyse λ’ ya bir K- uzayı denir.

Tam lineer metrik bir K- uzayına bir FK- uzayı, normlu FK- uzayına da bir BK- uzayı

denir (Altay ve Başar, 2005).

Örnek 1.2.4. ℓ∞, 𝑐 ve 𝑐0 uzayları ∥ 𝑥 ∥ ∞ = 𝑠𝑢𝑝
𝑘

|𝑥𝑘| normuna göre, 1 ≤ 𝑝 < ∞ için

ℓ𝑝 uzayı da ∥ 𝑥 ∥ 𝑝 = (∑ |𝑥𝑘|𝑝𝑛
𝑘=0 )1 𝑝ൗ normuna göre birer BK- uzayıdır (Malkowsky,

2001).
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Tanım 1.2.5. λ ve μ birer dizi uzayı ve 𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) (𝑛, 𝑘 = 0,1,2, … ) da reel ya da

kompleks sayıların bir sonsuz matrisi olsun. Her bir 𝑛 ∈ ℕ için 𝐴𝑛(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛𝑘𝑥𝑘𝑘

yakınsak ise 𝐴𝑥 = (𝐴𝑛(𝑥)) yazılır. Eğer 𝑥 = (𝑥𝑘)∈ λ iken 𝐴𝑥 = (𝐴𝑛(𝑥))∈ μ ise o zaman

𝐴’ ya λ dizi uzayından μ dizi uzayına bir matris dönüşümüdür denir ve bu durum 𝐴 : λ →

μ olarak gösterilir. 𝐴𝑥 dizisine de 𝑥’ in 𝐴- dönüşümü denir.

(λ : μ) ile 𝐴 : λ → μ şeklindeki bütün 𝐴 matrislerinin kümesi, (λ: μ; 𝑝 ) ile de limit ya da

toplamı koruyan 𝐴 : λ → μ şeklindeki bütün 𝐴 matrislerinin kümesi gösterilecektir. (λ: μ;

𝑝) ⊂ (λ: μ) olduğu açıktır (Nanda, 1983).

Tanım 1.2.6. 𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) reel ya da kompleks sayıların bir sonsuz matrisi olsun. ∀ 𝑛 =

0,1,2, … için 𝐴𝑛(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛𝑘𝑥𝑘𝑘 mevcut ve lim𝑛 𝐴𝑛(𝑥) = 𝑙 ∈ ℂ ise 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisine

𝑙 sayısı için 𝐴 - toplanabilirdir denir. Bu durum 𝑥’ in 𝐴 - limiti 𝑙’ dir diye ifade edilir ve

𝐴 – lim𝑛 𝑥𝑛 = 𝑙

olarak gösterilir (Malkowsky, 2001).

Tanım 1.2.7. 𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) reel ya da kompleks sayıların bir sonsuz matrisi olsun. 𝑘 > 𝑛

olacak biçimdeki ∀ 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ için 𝑎𝑛𝑘 = 0 ise 𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) matrisine üçgensel matris denir.

𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) üçgensel matrisinde 𝑎𝑛𝑛 ≠ 0 ise 𝐴’ ya normal matris denir (Boss ve Peter,

2000).

Teorem 1.2.8. 𝐴 ∈ (𝑐: 𝑐) olması için gerek ve yeter şartlar

i. sup
𝑛∈ ℕ

∑ |𝑎𝑛𝑘|𝑘 < ∞

ii. Bazı 𝑎 ∈ ℂ için lim
𝑛 →∞

∑ |𝑎𝑛𝑘|𝑘 = 𝑎

iii. Her bir 𝑘 ∈ ℕ için lim
𝑛 →∞

𝑎𝑛𝑘 = 𝑎𝑘

olmasıdır (Nanda, 1983).
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Tanım 1.2.9. Teorem 1.2.8. deki şartları sağlayan bir matrise koruyucu

(conservative) matris denir. Bu tip matrisler kısaca 𝐾 -matrisi olarak gösterilir.

Teorem 1.2.10. 𝐴 ∈ (𝑐: 𝑐;𝑝) olması için gerek ve yeter koşul

i. sup
𝑛∈ ℕ

∑ |𝑎𝑛𝑘|𝑘 < ∞

ii. Bazı 𝑘 ∈ ℕ için lim
𝑛 →∞

𝑎𝑛𝑘 = 0

iii. lim
𝑛 →∞

∑ 𝑎𝑛𝑘𝑘 = 1

olmasıdır (Nanda, 1983).

Tanım 1.2.11. Teorem 1.2.10. daki şartları sağlayan matrise regüler matris veya

Toeplitz matris denir ve bu tip matrisler kısaca 𝑇 - matrisi olarak gösterilir.

Şimdi bazı özel matrisleri tanımlayalım.

Tanım 1.2.12. 𝑡 = (𝑡𝑘) pozitif reel sayıların bir dizisi ve 𝑇𝑛 = ∑ 𝑡𝑘𝑛
𝑘=0 , (𝑛 ∈ ℕ) olsun.

O zaman ∀ 𝑛,𝑘 ∈ ℕ için

𝑟𝑛𝑘𝑡 = ቐ
𝑡𝑘
𝑇𝑛

, (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)

0 , (𝑘 > 𝑛)

şeklinde tanımlanan 𝑅𝑡 = (𝑟𝑛𝑘𝑡 ) matrisine Riesz ortalaması (𝑡 = (𝑡𝑘) dizisiyle ilişkili)

denir (Polat ve Başar, 2007).

Tanım 1.2.13. ∀ 𝑛,𝑘 ∈ ℕ için

𝑐𝑛𝑘 = ൝
1

𝑛 + 1
, (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)

0 , (𝑘 > 𝑛)

şeklinde tanımlanan 𝐶1 = (𝑐𝑛𝑘) matrisine birinci mertebeden Cesàro ortalaması denir

(Polat ve Başar, 2007).
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Tanım 1.2.14. ∀ 𝑛,𝑘 ∈ ℕ için

𝑆𝑛𝑘 = ൜
1 , (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)
0 , (𝑘 > 𝑛)

şeklinde tanımlanan 𝑆 = (𝑠𝑛𝑘) matrisine toplam (summation) matrisi denir (Polat ve

Başar, 2007).

Tanım 1.2.15. ∀ 𝑛,𝑘 ∈ ℕ için

𝛿𝑛𝑘 = ൜(−1)𝑛−𝑘 , (𝑛 − 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 + 1)
0 , (0 ≤ 𝑘 < 𝑛 − 1 ya da 𝑘 > 𝑛)

ve

𝑑𝑛𝑘 = ൜(−1)𝑛−𝑘 , (𝑛 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 + 1)
0 , (0 ≤ 𝑘 < 𝑛 − 1 ya da 𝑘 > 𝑛 + 1)

şeklinde tanımlanan ∆(1)= (𝛿𝑛𝑘) ve ∆(1)= (𝑑𝑛𝑘) matrislerine fark matrisleri denir

(Polat ve Başar, 2007).

Tanım 1.2.16. 𝐴𝑟 = (𝑎𝑛𝑘𝑟 ) matrisi herhangi bir sabit 𝑟 ∈ ℝ ve ∀ 𝑛,𝑘 ∈ ℕ için

𝑎𝑛𝑘𝑟 = ቐ
1 + 𝑟𝑘

𝑛 + 1
, (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)

0 , (𝑘 > 𝑛)

şeklinde tanımlanan matristir (Altay ve Başar, 2005).
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Tanım 1.2.17. 𝑟 ∈ ℝ ve ∀ 𝑛,𝑘 ∈ ℕ için

𝑒𝑛𝑘𝑟 = ൝ቀ
𝑛
𝑘
ቁ (1 − 𝑟)𝑛−𝑘𝑟𝑘 , (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)

0 , (𝑘 > 𝑛)

şeklinde tanımlanan 𝐸𝑟 = (𝑒𝑛𝑘𝑟 ) matrisine 𝑟. mertebeden Euler ortalaması denir

(Boss ve Peter, 2000).

Tanım 1.2.18. λ bir normlu dizi uzayı olsun ve (𝑏𝑛) dizisi verilsin. ∀ 𝑥 ∈ λ için

lim
𝑛→∞

‖𝑥 − (𝑎0𝑏0 + 𝑎1𝑏1 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛)‖ = 0

olacak şekilde bir tek (𝑎𝑛) skalerler dizisi varsa (𝑏𝑛) dizi uzayına λ dizi uzayının bir

Schauder bazı (kısaca bazı) denir ve bu durumda 𝑥 = ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘𝑘 yazılır (Altay ve Başar,

2005).

Tanım 1.2.19. λ bir dizi uzayı olmak üzere bir A sonsuz matrisinin λ uzayındaki etki

alanı (domain) olan 𝜆𝐴 kümesi

λ𝐴 = {𝑥 = (x𝑘 ) ∈ 𝑤:𝐴𝑥 ∈ 𝜆}

olarak tanımlanır (Altay ve Başar, 2005).

Şimdi yukarıda tanımları verilen C1, 𝑅𝑡, Δ ve 𝐴𝑟 matrisleri yardımıyla tanımlanan

bazı dizi uzaylarına örnek verelim.

Örnek 1.2.20. (𝑙∞)𝐶1 = 𝑥∞, ൫𝑙𝑝൯𝐶1 = 𝑋𝑝, (𝑙∞)𝑅𝑡 = 𝑟∞𝑡 , 𝐶𝑅𝑡 = 𝑟𝑐𝑡, (𝐶0)𝑅𝑡 = 𝑟0𝑡,

൫𝑙𝑝൯∆ = 𝑏𝑣𝑝, (𝐶0)𝐴𝑟 = 𝑎0𝑟 , 𝑐𝐴𝑟 = 𝑎𝑐𝑟 , ൫𝑙𝑝൯𝐴𝑟 = 𝑎𝑝𝑟 , (𝑙∞)𝐴𝑟 = 𝑎∞𝑟 dır (Altay ve

Başar, 2005).
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Tanım 1.2.21. λ ve μ dizi uzayları için 𝑆(λ,𝜇) kümesi

𝑆(λ,𝜇) = {𝑧 = (𝑧𝑘) ∈ 𝑤: ∀𝑥 ∈ 𝜆 için 𝑥𝑧 = (𝑥𝑘𝑧𝑘) ∈ 𝜇}

çarpım uzayı olarak adlandırılır. 𝑆(λ,𝜇) kümesi yardımı ile λ uzayının 𝛼,𝛽 ve 𝛾 -dualleri

olan λ𝛼, λ𝛽 ve λ𝛾 kümeleri sırasıyla

𝜆𝛼 = 𝑆(𝜆, 𝑙1), 𝜆𝛽= 𝑆(𝜆, 𝑐𝑠) ve 𝜆𝛾= 𝑆(𝜆, 𝑏𝑠)

biçiminde tanımlanır (Wilansky, 1984; Altay ve Başar, 2002).

Şimdi yukarıda tanımları verilen dualler ile ilgili örnek verelim.

Örnek 1.2.22. 𝑏𝑣0 = 𝑏𝑣 ∩ 𝑐0 olmak üzere

𝑐𝑠𝑎 = 𝑏𝑣𝑎 = 𝑏𝑣0𝑎 = 𝑏𝑠𝑎 = 𝑙

𝑐𝑠𝛽 = 𝑏𝑣, 𝑏𝑣𝛽 = 𝑐𝑠, 𝑏𝑣0
𝛽 = 𝑏𝑠, 𝑏𝑠𝛽 = 𝑏𝑣0

𝑐𝑠𝛿 = 𝑏𝑣, 𝑏𝑣𝛾 = 𝑏𝑠, 𝑏𝑣0
𝛾 = 𝑏𝑠, 𝑏𝑠𝛾 = 𝑏𝑣

dir (Boss ve Peter, 2000).

Teorem 1.2.23. λ ve μ birer dizi uzayı ve 𝜎 ∈ {𝛼,𝛽, 𝛾} olsun. O zaman λ𝛼 ⊆ λ𝛽 ⊆ λ𝛾 dir

ve λ ⊂ μ ise λ𝜎 ⊃ μ 𝜎 dır (Polat ve Başar, 2007).

1.3. 𝒒- Calculus

𝑞- Calculus ve bilinen sonuçlarının 𝑞- benzerlerinin (analoglarının) çalışılması Euler

zamanına kadar uzanır. 𝑞- Analizin matematik alanında, özellikle kombinatorik, özel

fonksiyonlar, çoklu fractal ölçümlerinin incelenmesi, dinamik sistemler ve kuantum

grupları gibi alanlarda çeşitli uygulamaları vardır.
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Bu kısımda, ilk olarak 𝑞- analiz kavramı ile ilgili tezde ihtiyacımız olan tanım ve

teoremlere yer verilecektir.

Tanım 1.3.1. Her 𝑟 ∈ ℤ+ için, 𝑟 tamsayısının 𝑞- benzeri [𝑟] ile belirtilir ve

[𝑟] = [𝑟]𝑞 = ቐ
1 − 𝑞𝑟

1 − 𝑞
, 𝑞 ∈ ℝ+ − {1}

𝑟 , 𝑞 = 1

şeklinde tanımlanır.

Bir 𝑞 > 0 sayısı için ℕ𝑞 kümesi

ℕ𝑞 = {[𝑟], 𝑟 ∈ ℕ}

ile tanımlanır. Tanım 1.3.1. den görülür ki

ℕ𝑞 = {0, 1, 1 + 𝑞, 1 + 𝑞 + 𝑞2, 1 + 𝑞 + 𝑞2 + 𝑞3, … }. (1.3.1)

Açıktır ki, (1.3.1)'de 𝑞 =1 alırsak, tüm 𝑞 tam sayıların ℕ𝑞 kümesi tüm doğal sayılar

kümesi ℕ’ ye indirgenir (Kac ve Cheung, 2002; Bekar, 2010).

Tanım 1.3.2. 𝑞 > 0 değeri verildiğinde, 𝑞- kaydırılmış faktöriyel

(𝑎; 𝑞)𝑛 = (1 − 𝑎)(1 − 𝑎𝑞) . . . (1 − 𝑎𝑞𝑛−1)

şeklinde tanımlanır. Tüm 𝑛 ≥ 1 için (𝑎; 𝑞)0 = 1 olur.

Bunun sonsuz versiyonu ise

(𝑎; 𝑞)∞ = lim
𝑛 →∞

(𝑎; 𝑞)𝑛
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şeklinde tanımlanır. 𝑟 ∈ ℕ ve belirli bir 𝑞 > 0 değeri için [𝑟]! ’in 𝑞- benzeri

[𝑟]! = ൜[𝑟] [𝑟 − 1 ] . . . [1] , 𝑟 > 1
1 , 𝑟 = 0

ile tanımlanır (Kac ve Cheuny, 2002; Bekar, 2010).

Tanım 1.3.3. Herhangi bir 𝑛,𝑘 ∈ ℤ ve 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 için 𝑞- binom katsayısı

ቂ 𝑛𝑘 ቃ =
( 𝑞; 𝑞 )𝑛

( 𝑞; 𝑞 )𝑘( 𝑞; 𝑞 )𝑛−𝑘
(1.3.2)

şeklinde tanımlanır. (1.3.2)’ yi başka şekilde yazacak olursak

ቂ 𝑛𝑘 ቃ =
[𝑛]!

[𝑛 − 𝑘]! [𝑘]!

ile ifade edilebilir.

1≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1 olmak üzere Pascal kuralı olarak bilinen iki eşitlik

ቂ
𝑛
𝑗 ቃ = ൤ 𝑛 − 1

𝑗 − 1 ൨ + 𝑞𝑗 ൤ 𝑛 − 1
𝑗 ൨

ve

ቂ
𝑛
𝑗 ቃ = 𝑞𝑛−𝑗 ൤ 𝑛 − 1

𝑗 − 1 ൨ + ൤ 𝑛 − 1
𝑗 ൨

biçiminde verilir (Kac ve Cheuny, 2002; Bekar, 2010).
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Tanım 1.3.4. (𝑥 − 𝑎)𝑛 nin 𝑞- benzeri

(𝑥 − 𝑎)𝑞𝑛 = ൜
1 , 𝑛 = 0
(𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑞𝑎) . . . (𝑥 − 𝑞𝑛−1𝑎 , 𝑛 ≥ 1

şeklinde tanımlanır (Kac ve Cheuny, 2002; Bekar, 2010).

Tez boyunca sonlu 𝑞- Binom teoremini aşağıdaki biçimde kullanacağız.

(𝑥 − 𝑎)𝑞𝑛 = ෍( −1 )𝑗𝑞
𝑗(𝑗−1)

2

𝑛

𝑗=0

ቂ
𝑛
𝑗 ቃ 𝑎

𝑗𝑥𝑛−𝑗 .

Son olarak, konuyla ilgili bazı limit örnekleri verelim.

Örnek 1.3.1. 𝑞 < 1 ise,

lim
𝑛→∞

1
[𝑛] = lim

𝑛→∞

1
1 − 𝑞𝑛
1 − 𝑞

= lim
𝑛→∞

1 − 𝑞
1 − 𝑞𝑛

= 1 − 𝑞,

diğer taraftan eğer 𝑞 ≥ 1 ise,

lim
𝑛→∞

1
[𝑛] = 0

dır (Bekar, 2010).

Örnek 1.3.2. 0 < 𝑞 < 1 ise,

lim
𝑛→∞

ቂ
𝑛
𝑗 ቃ = lim

𝑛→∞

(1 − 𝑞𝑛)(1− 𝑞𝑛−1) . . . ൫1 − 𝑞𝑛−𝑗+1൯
(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2) . . . (1 − 𝑞𝑗)

=
1

(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2) . . . (1 − 𝑞𝑗)

dır (Bekar, 2010).
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2. [𝒄෤] ve [𝒄෤𝟎] DİZİ UZAYLARI

2.1. Giriş

Bu bölümde, 𝑞- Cesàro dizi uzaylarının bazı temel özelliklerinden bahsedeceğiz.

Klasik 1. mertebeden Cesàro matrisinin 𝑞- benzeri Aktuğlu ve Bekar tarafından 2011

yılında yapılan çalışmada her 𝑛,𝑘 ∈ ℕ için 𝐶1(𝑞𝑘) = (𝑐𝑛𝑘1 (𝑞𝑘)) matrisi 0 < 𝑞 < 1 için

𝐶𝑛𝑘1 (𝑞𝑘) = ቐ
𝑞𝑘

[𝑛 + 1]𝑞
, (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)

0 , ( 𝑘 > 𝑛)
(2.1.1)

biçiminde tanımlamıştır (Aktuğlu ve Bekar, 2011). (2.1.1)’de 𝑞 → 1 iken limite

geçildiğinde klasik 1. mertebeden Cesàro matrisi elde edilir. Bu matrisin standart dizi

uzayları 𝑐 𝑣𝑒 𝑐0 üzerindeki etki alanları kullanılarak [𝑐]̃ ve [𝑐0̃] 𝑞- Cesàro dizi uzayları

[𝑐]̃ = ൝𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤 ∶ lim
𝑛→∞

1
[𝑛 + 1]𝑞

෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

mevcutൡ (2.1.2)

ve

[𝑐0̃] = ൝𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤 ∶ lim
𝑛→∞

1
[𝑛 + 1]𝑞

෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

= 0 ൡ (2.1.3)

şeklinde tanımlanmıştır (Demiriz ve Şahin, 2016).

Tanım 1.2.19. yardımıyla bu dizi uzayları [𝑐]̃ = {𝑐}𝐶1(𝑞𝑘) ve [𝑐0̃] = {𝑐0}𝐶1(𝑞𝑘) şeklinde

tanımlanır.
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Şimdi herhangi bir 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisinin 𝐶1(𝑞𝑘) – dönüşümünü 𝑦 = (𝑦𝑘
𝑞) ile gösterelim ve

matris dönüşümü tanımı yardımıyla ifade edelim. Her bir 𝑘 ∈ ℕ için

𝑦𝑘
𝑞 = 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥 = ෍𝑐𝑛𝑘1 (𝑞𝑘)(𝑥𝑘)

𝑘

= ෍𝑐𝑛𝑘1 (𝑞𝑘)(𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

+ ෍𝑐𝑛𝑘1 (𝑞𝑘)(𝑥𝑘)
𝑘>𝑛

=
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

olarak elde edilir. Yani

𝑦𝑘
𝑞 = 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥 =

1
[𝑘 + 1]𝑞

෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

(2.1.4)

dır.

Artık ilk teoremi verebiliriz. İlk teorem bu uzayların lineer uzaylığı hakkındadır.

Teorem 2.1.1. [𝑐]̃ 𝑣𝑒 [𝑐0̃] kümeleri, diziler üzerinde tanımlanan toplama ve skalerle

çarpma işlemlerine göre birer lineer uzaydır (Demiriz ve Şahin, 2016).

İspat: 𝑥 = (𝑥𝑘),𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ [𝑐]̃ ve 𝜆 ∈ ℂ olsun. Bu taktirde

lim
𝑘→∞

1
[𝑘 + 1]𝑞

෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

= 𝛼

lim
𝑘→∞

1
[𝑘 + 1]𝑞

෍𝑞𝑗𝑦𝑗

𝑘

𝑗=0

= 𝛽

olacak şekilde 𝛼,𝛽 ∈ ℂ mevcuttur.
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Buradan,

lim
𝑘→∞

1
[𝑘 + 1]𝑞

෍𝑞𝑗(𝑥𝑗 + 𝑦𝑗)
𝑘

𝑗=0

= lim
𝑘→∞

1
[𝑘 + 1]𝑞

෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

+ lim
𝑘→∞

1
[𝑘 + 1]𝑞

෍𝑞𝑗𝑦𝑗

𝑘

𝑗=0

= 𝛼 + 𝛽

yani (𝑥 + 𝑦) ∈ [𝑐]̃ ve

lim
𝑘→∞

1
[𝑘 + 1]𝑞

෍𝑞𝑗(𝜆𝑥𝑗)
𝑘

𝑗=0

= 𝜆. lim
𝑘→∞

1
[𝑘 + 1]𝑞

෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

= 𝜆.𝛼

yani (𝜆. 𝑥) ∈ [𝑐]̃ elde edilir. Dolayısı ile [𝑐]̃ kümesi bir lineer uzaydır. [𝑐0̃] kümesinin de

benzer şekilde ispatı yapılabilir.

Teorem 2.1.2. [𝑐]̃ 𝑣𝑒 [𝑐0̃] dizi uzayları

‖𝑥‖[𝑐]̃ = ‖𝑥‖[𝑐0̃] = sup
𝑘∈ℕ

ቮ
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

ቮ (2.1.5)

normu ile birer BK- uzayıdır (Demiriz ve Şahin, 2016).
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İspat : X uzayı 𝑐 veya 𝑐0 uzaylarından herhangi birini göstersin. 𝑥 = (𝑥𝑘),𝑦 = (𝑦𝑘)

dizileri (2.1.4) bağıntısı ile bağlı olsun. [𝑐0̃] uzayının Banach uzaylığına bakalım. [𝑐0̃]

dizi uzayının lineer uzaylığı Teorem 2.1.1 de ispatlanmıştır. Şimdi (2.1.5)’de tanımlanan

fonksiyonun norm olduğunu gösterelim.

N1 Aksiyomu 𝑥 ∈ [𝑐0̃] için

‖𝑥‖[𝑐0̃] = 0 ⇔ sup
𝑘∈ℕ

ቮ
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

ቮ = 0

⇔ 𝑘 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛 ቮ
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

ቮ ≤ 0

⇔ 𝑘 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

= 0

olur. Bu durumda

𝑘 = 0 𝑖ç𝑖𝑛
1

[1]𝑞
𝑥0 = 0 ⇒ 𝑥0 = 0

𝑘 = 1 𝑖ç𝑖𝑛
1

[2]𝑞
[𝑞0𝑥0 + 𝑞1𝑥1] = 0 ⇒ 𝑥1 = 0

.

.

.

𝑘 = 𝑚 𝑖ç𝑖𝑛
1

[𝑚 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑚

𝑗=0

= 0 ⇒ 𝑥𝑚 = 0

çıkar ki bu bize ∀𝑘 ∈ ℕ için 𝑥𝑘 = 0 olduğunu verir.
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N2 Aksiyomu ∀𝑥,𝑦 ∈ [𝑐0̃] ve 𝜆 ∈ ℂ için

‖𝜆𝑥‖[𝑐0̃] = sup
𝑘∈ℕ

ቮ
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗(𝜆𝑥𝑗)
𝑘

𝑗=0

ቮ

= |𝜆| sup
𝑘∈ℕ

ቮ
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

ቮ

= |𝜆|‖𝑥‖[𝑐0̃]

elde edilir.

N3 Aksiyomu ∀𝑥,𝑦 ∈ [𝑐0̃] için

‖𝑥 + 𝑦‖[𝑐0̃] = sup
𝑘∈ℕ

ቮ
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗(𝑥𝑗 + 𝑦𝑗)
𝑘

𝑗=0

ቮ

≤ sup
𝑘∈ℕ

ቮ
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

ቮ + sup
𝑘∈ℕ

ቮ
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑦𝑗

𝑘

𝑗=0

ቮ

= ‖𝑥‖[𝑐0̃] + ‖𝑦‖[𝑐0̃]

⇒ ‖𝑥 + 𝑦‖[𝑐0̃] ≤ ‖𝑥‖[𝑐0̃] + ‖𝑦‖[𝑐0̃]

elde edilir. Böylece (2.1.5)’ de tanımlanan dönüşümün norm aksiyomlarının sağladığı

gösterilmiştir.

Şimdi ise [𝑐0̃] dizi uzayının tamlığını gösterelim. Kabul edelim ki ൫𝑥(𝑛)൯, [𝑐0̃]’da keyfi

bir Cauchy dizisi olsun. Burada ൫𝑥(𝑛)൯ dizisinin

𝑥(𝑛) = ൫𝑥(𝑛)൯ = ቀ𝑥1
(𝑛), 𝑥2

(𝑛), … ቁ
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biçiminde olduğuna dikkat edelim. Cauchy dizisinin tanımı gereğince ∀𝜀 > 0 için

∃𝑁 = 𝑁(𝜀) ∈ 𝑁 vardır öyleki ∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑁(𝜀) için

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖[𝑐0̃] = ‖𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑛 − 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑚‖𝑐0

= sup
𝑖∈ℕ

ቚ𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑖
(𝑛) − 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑖

(𝑚)ቚ < 𝜀

yazılabilir. Bu ise 𝑖 = 1,2, … ve 𝑛,𝑚 ≥ 𝑁(𝜀) için

ቚ𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑖
(𝑛) − 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑖

(𝑚)ቚ < 𝜀 (2.1.6)

olduğu anlamına gelir.

(2.1.6) eşitsizliği bize her bir 𝑖 için (𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑖
(𝑚)) dizisinin ℝ ‘de (veya ℂ’de) bir Cauchy

dizisi olduğunu gösterir. ℝ tam olduğundan bu dizi her bir 𝑖 için

lim
𝑚

𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑖
(𝑚) = 𝑥𝑖 ; 𝑥 = (𝑥𝑖 )

olacak şekilde bir limite sahiptir. Şimdi (2.1.6) eşitsizliğinde 𝑛’yi sabitleyip 𝑚 → ∞ iken

limite geçersek

ቚ𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑖
(𝑛) − 𝑥𝑖ቚ ≤ 𝜀 ; ∀𝑛 ≥ 𝑁

elde edilir. Buradan ∀𝑛 ≥ 𝑁 için

sup
𝑖∈ℕ

ቚ𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑖
(𝑛) − 𝑥𝑖ቚ ≤ 𝜀 (2.1.7)

olur ki bu da

ฮ𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛) − 𝑥ฮ
𝑐0

→ 0 (𝑛 → ∞)
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olduğunu gösterir. Yani ൫𝑥(𝑛)൯ Cauchy dizisi [𝑐0̃]’da yakınsaktır.

İspatı tamamlamak için 𝑥 ∈ [𝑐0̃] olduğunu göstermeliyiz. (2.1.7)’den 𝑖, 𝑗 ≥ 𝑁(𝜀) için

ห𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑖 − 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑗ห = ห𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑖 − 𝑥𝑖𝑁 + 𝑥𝑖𝑁 − 𝑥𝑗𝑁 + 𝑥𝑗𝑁 − 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑗ห

≤ ห𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑖 − 𝑥𝑖𝑁ห + ห𝑥𝑖𝑁 − 𝑥𝑗𝑁ห + ห𝑥𝑗𝑁 − 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥𝑗ห

≤ 3𝜀

olur ki bu 𝑥 ∈ [𝑐0̃] olduğunu ispatlar. [𝑐]̃ dizi uzayı içinde benzer şekilde ispat yapılabilir.

Teorem 2.1.3. [𝑐]̃ ve [𝑐0̃] q – Cesàro dizi uzayları sırasıyla 𝑐 ve 𝑐0 uzaylarına lineer olarak

izomorftur. Yani

[𝑐]̃ ≅ 𝑐 ve [𝑐0̃] ≅ 𝑐0

dır (Demiriz ve Şahin, 2016).

İspat : İspatı [𝑐0̃] dizi uzayı için yapacağız. [𝑐]̃ dizi uzayı için benzer şekilde yapılabilir.

𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) dizileri (2.1.4) bağıntısı ile bağlı olsun.

[𝑐0̃] ile 𝑐0 uzaylarının izomorf olduğunu göstermek için [𝑐0̃] ile 𝑐0 arasında lineer, birebir

ve örten bir dönüşümün varlığını göstermeliyiz.

𝑇: [𝑐0̃] → 𝑐0

∶ 𝑥 → 𝑇𝑥 = 𝑦𝑘 =
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

dönüşümünü göz önüne alalım. 𝑇 dönüşümünün lineerliği açıktır.

𝑇 dönüşümünün birebir olduğunu gösterelim. Bunu, dönüşümün çekirdeğinin sadece

sıfır vektöründen oluştuğunu göstererek yapacağız. 𝑇𝑥 = 𝜃 ⇒ 𝑥 = 𝜃 önermesinin

sağladığını göstereceğiz.
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𝑇𝑥 = 𝜃 olsun. Yani

𝑇𝑥 = 𝑦𝑘 =
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

= 𝜃

olsun. Bu durumda

𝑘 = 0 𝑖ç𝑖𝑛
1

[1]𝑞
𝑥0 = 0 ⇒ 𝑥0 = 0

𝑘 = 1 𝑖ç𝑖𝑛
1

[2]𝑞
[𝑞0𝑥0 + 𝑞1𝑥1] = 0 ⇒ 𝑥1 = 0

.

.

.

𝑘 = 𝑚 𝑖ç𝑖𝑛
1

[𝑚 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑚

𝑗=0

= 0 ⇒ 𝑥𝑚 = 0

çıkar ki bu bize ∀𝑘 ∈ ℕ için 𝑥𝑘 = 0 olduğunu verir. Dolayısı ile 𝑥 = 𝜃 elde edilir.

Bu ise 𝑇 dönüşümünün çekirdeğinin sadece sıfır vektöründen ibaret olduğunu gösterir.

Dolayısı ile 𝑇, birebirdir.

Şimdi, 𝑇 dönüşümünün örten olduğunu gösterelim. ∀𝑦 ∈ 𝑐0 için ∃𝑥 ∈ [𝑐0̃] elemanının

var olduğunu göstereceğiz.

𝑇𝑥 = 𝑦𝑘 =
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

𝑦𝑘[𝑘 + 1]𝑞 = ෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

(2.1.8)
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burada 𝑘 yerine 𝑘 − 1 alırsak

𝑦𝑘−1[𝑘]𝑞 = ෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘−1

𝑗=0

(2.1.9)

(2.1.8) ve (2.1.9) taraf tarafa çıkarılırsa

𝑦𝑘[𝑘 + 1]𝑞 − 𝑦𝑘−1. [𝑘]𝑞 = 𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑥𝑘 =
[𝑘 + 1]𝑞

𝑞𝑘
𝑦𝑘 −

[𝑘]𝑞
𝑞𝑘

𝑦𝑘−1 (2.1.10)

olur. (2.1.10) eşitliği ile 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisini tanımlayalım. Amacımız bu dizinin [𝑐0̃]’da

olduğunu göstermektir. Bunun için bu dizinin 𝐶1(𝑞𝑘) dönüşümüne bakalım:

1
[𝑛 + 1]𝑞

෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

=
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘 ቊ

[𝑘 + 1]𝑞
𝑞𝑘

𝑦𝑘 −
[𝑘]𝑞
𝑞𝑘

𝑦𝑘−1 ቋ
𝑛

𝑘=0

= 𝑦𝑛

Şimdi 𝑛 → ∞ iken limite geçilirse

lim
𝑛→∞

1
[𝑛 + 1]𝑞

෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

= lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 0

elde edilir. Bu ise 𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ [𝑐0̃] olduğunu gösterir. Dolayısı ile 𝑇, örtendir. 𝑇

dönüşümünün lineer, birebir ve örten olduğu gösterilmiştir. Bu ise teoremin ispatını

tamamlar.

Şimdi tanımlanan 𝑞- Cesàro dizi uzayları ile ilgili bazı kapsama bağıntılarını verelim.
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Teorem 2.1.4. 𝑞 ≥ 1 olmak üzere

𝑐0 ⊂ [𝑐0̃]

kapsaması kesin olarak sağlanır (Demiriz ve Şahin, 2016).

İspat: Keyfi bir 𝑦 ∈ 𝑐0 alalım. 𝑞 ≥ 1 için 𝐶1(𝑞𝑘) metodu regüler olduğundan ∀𝑦 ∈ 𝑐0
için 𝐶1(𝑞𝑘)𝑦 ∈ 𝑐0’dır. Yani

𝑦 ∈ [𝑐0̃]

dır. Dolayısı ile

𝑐0 ⊂ [𝑐0̃]

kapsaması sağlanır. Şimdi kapsamanın kesinliğine bakalım. Bunun için 𝑞 ≥ 1 genel

terimi

𝑢𝑘(𝑞) =
(−1)𝑘

𝑞

şeklinde tanımlanan 𝑢 = (𝑢𝑘(𝑞)) dizisini göz önüne alalım.

Bu taktirde

𝐶1(𝑞𝑘)𝑢 =
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘

(−1)𝑘

𝑞

𝑛

𝑘=0

=
1 − (−1)𝑛+1

2[𝑛 + 1]𝑞

olup 𝑛 → ∞ iken limite geçilirse
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lim
𝑛→∞

𝐶1(𝑞𝑘)𝑢 = 0

elde edilir. Bu ise 𝑢 = (𝑢𝑘(𝑞)) ∈ [𝑐0̃] olduğunu gösterir. Dolayısı ile kapsama kesin

olarak sağlanır.

Teorem 2.1.5. [𝑐0̃] ⊂ [𝑐]̃ kapsaması kesin olarak sağlanır (Demiriz ve Şahin, 2016).

İspat: Keyfi bir 𝑦 ∈ [𝑐0̃] alalım. 𝑐0 ⊂ 𝑐 olduğu akılda tutulursa

𝑦 ∈ [𝑐0̃]⇒ 𝐶1(𝑞𝑘)𝑦 ∈ 𝑐0

⇒ 𝐶1(𝑞𝑘)𝑦 ∈ 𝑐

⇒ 𝑦 ∈ [𝑐]̃

elde edilir. Dolayısı ile [𝑐0̃] ⊂ [𝑐]̃ kapsaması geçerlidir.

Kesinlik için ∀𝑘 ∈ ℕ için 𝑥 = (𝑥𝑘) = (1) dizisini göz önüne alalım. O zaman

𝐶1(𝑞𝑘)𝑥 =
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

= 1

olup 𝑛 → ∞ iken limite geçilirse

lim
𝑛→∞

𝐶1(𝑞𝑘)𝑥 = 1

elde edilir. Yani 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥 ∈ 𝑐’dir. Bu ise 𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ [𝑐]̃ olduğunu gösterir.

2.2. [𝒄෤] ve [𝒄෤𝟎] Dizi Uzaylarının 𝜶- ve 𝜷- Dualleri

Dual hesabı dizi uzayı çalışmalarının en önemli temel ayaklarından birini oluşturur.

Özellikle matris sınıflarının karakterize edilmesinde 𝛽- dualin hesabı büyük önem taşır.

Çünkü 𝛽- dualin hesabı ile dönüşüm dizisinin varlığı garanti edilmiş olur.
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Bu kısımda [𝑐]̃ ve [𝑐0̃] dizi uzaylarının 𝛼- ve 𝛽- duallerini vereceğiz. İlk olarak,

hesaplamalarda ihtiyaç duyacağımız bazı temel matris dönüşümleri ile ilgili lemmaları

verelim.

Lemma 2.2.1. 𝐴 ∈ (𝑐 ∶ ℓ1) = (𝑐0 ∶ ℓ1) olması için gerek ve yeter koşul

sup
𝑁,𝐾∈𝐹

อ෍෍𝑎𝑛𝑘
𝑘∈𝐾𝑛∈𝑁

อ < ∞

dır (Stieglitz ve Tietz, 1977). Burada 𝐹 ileℕ’nin bütün sonlu alt kümelerinin kolleksiyonu

belirtilmektedir.

Lemma 2.2.2. 𝐴 ∈ (𝑐 ∶ 𝑐) olması için gerek ve yeter koşul

i. lim
𝑛→∞

𝑎𝑛𝑘 = 𝑎𝑘 , (𝑘 ∈ ℕ)

ii. sup
𝑛∈ℕ

∑ |𝑎𝑛𝑘|𝑘 < ∞

iii. lim
𝑛→∞

∑ 𝑎𝑛𝑘𝑘 mevcut.

şartlarının sağlanmasıdır (Stieglitz ve Tietz, 1977).

İlk teorem bu uzayların 𝛼- duali ile ilgili olacaktır.

Teorem 2.2.1. [𝑐]̃ ve [𝑐0̃] uzaylarının 𝛼- duali

𝐶1(𝑞) = ൝𝑎 = (𝑎𝑘) ∈ 𝑤 ∶ sup
𝑁,𝐾∈𝐹

อ෍෍(−1)𝑛−𝑘
[𝑘 + 1]𝑞

𝑞𝑛
𝑘∈𝐾

𝑎𝑛
𝑛∈𝑁

อ < ∞ൡ

dır (Demiriz ve Şahin, 2016).
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İspat: Herhangi bir 𝑎 = (𝑎𝑛) ∈ 𝑤 alalım. (2.1.10) eşitliği yardımıyla

𝑎𝑛𝑥𝑛 = ෍ (−1)𝑛−𝑘
[𝑘 + 1]𝑞

𝑞𝑛

𝑛

𝑘=𝑛−1

𝑎𝑛𝑦𝑘

yazılabilir. Burada her 𝑛,𝑘 ∈ ℕ için 𝐵 = (𝑏𝑛𝑘) matrisi

𝑏𝑛𝑘 = ቐ(−1)𝑛−𝑘
[𝑘 + 1]𝑞

𝑞𝑛
𝑎𝑛 , 𝑛 − 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

0 , diğer durumlarda

olarak tanımlanırsa

𝑎𝑛𝑥𝑛 = ෍ (−1)𝑛−𝑘
[𝑘 + 1]𝑞

𝑞𝑛

𝑛

𝑘=𝑛−1

𝑎𝑛𝑦𝑘 = (𝐵𝑦)𝑛 (2.2.1)

elde edilir. Şimdi tam bu noktada (2.2.1) eşitliğini yorumlayalım: “𝑥 ∈ [𝑐0̃] (veya [𝑐]̃)

olduğu zaman 𝑎𝑥 = (𝑎𝑛𝑥𝑛) ∈ ℓ1 olması için gerek ve yeter koşul 𝑦 ∈ 𝑐0 (veya 𝑦 ∈ 𝑐)

olduğunda 𝐵𝑦 ∈ ℓ1 olmasıdır” çift gerektirmesine sahip olduğunu görüyoruz. Yani

𝑎 = (𝑎𝑛) ∈ {[𝑐0̃]}𝑎 ⇔ 𝐵 ∈ (𝑐0: ℓ1)

olur. Bu ise Lemma 2.2.1 gereğince [𝑐0̃] ve [𝑐]̃ uzaylarının 𝛼- dualinin 𝐶1(𝑞) olduğunu

gösterir. Yani

{[𝑐0̃]}𝑎 = {[𝑐]̃}𝑎

= ൝𝑎 = (𝑎𝑘) ∈ 𝑤 ∶ sup
𝑁,𝐾∈𝐹

อ෍෍(−1)𝑛−𝑘
[𝑘 + 1]𝑞

𝑞𝑛
𝑘∈𝐾

𝑎𝑛
𝑛∈𝑁

อ < ∞ൡ

dır.

Sıradaki teorem bu uzayların 𝛽- duali hakkındadır.
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Teorem 2.2.2. Her 𝑘 ∈ ℕ için

∆ ൬
𝑎𝑘
𝑞𝑘
൰ =

𝑎𝑘
𝑞𝑘

−
𝑎𝑘+1
𝑞𝑘+1

olmak üzere 𝐶2(𝑞) ve 𝐶3(𝑞) cümlelerini sırasıyla

𝐶2(𝑞) = ൝𝑎 = (𝑎𝑘) ∈ 𝑤 ∶ ෍[𝑘 + 1]𝑞
𝑘

ฬ∆ ൬
𝑎𝑘
𝑞𝑘
൰ฬ < ∞ൡ

ve

𝐶3(𝑞) = ൛𝑎 = (𝑎𝑘) ∈ 𝑤 ∶ ൫[𝑘 + 1]𝑞𝑎𝑘൯ ∈ ℓ∞ൟ

olarak tanımlayalım. Bu taktirde

{[𝑐]̃}𝛽 = 𝐶2(𝑞) ∩ 𝑐𝑠

ve

{[𝑐0̃]}𝛽 = 𝐶2(𝑞) ∩ 𝐶3(𝑞)

dır (Demiriz ve Şahin, 2016).

İspat: İspatı sadece [𝑐]̃ için yapacağız. Benzer olarak [𝑐0̃] içinde yapılabilir. Abel Kısmi

Toplam Formülü yardımıyla elde edilen aşağıdaki eşitliği göz önüne alalım:

෍𝑎𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

= ෍
𝑎𝑘
𝑞𝑘

൛𝑦𝑘. [𝑘 + 1]𝑞 − 𝑦𝑘−1. [𝑘]𝑞ൟ
𝑛

𝑘=0

= ෍[𝑘 + 1]𝑞Δ ൬
𝑎𝑘
𝑞𝑘
൰ 𝑦𝑘 +

𝑛−1

𝑘=0

[𝑛 + 1]𝑞𝑎𝑛𝑦𝑛
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Bu eşitlik yardımıyla 𝑇 = (𝑡𝑛𝑘) matrisini her 𝑛,𝑘 ∈ ℕ için

𝑡𝑛𝑘 = ൞
[𝑘 + 1]𝑞Δ ൬

𝑎𝑘
𝑞𝑘
൰ , 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1

[𝑛 + 1]𝑞𝑎𝑛 , 𝑘 = 𝑛
0 , 𝑘 > 𝑛

olarak tanımlayalım. O zaman

෍𝑎𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

= (𝑇𝑦)𝑛 ; 𝑛 ∈ ℕ (2.2.2)

elde edilir. (2.2.2) eşitliğini yorumlayalım: “𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ [𝑐]̃ olduğu her zaman

𝑎𝑥 = (𝑎𝑘𝑥𝑘) ∈ 𝑐𝑠 olması için gerek ve yeter koşul 𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ 𝑐 olduğu her zaman

𝑇𝑦 ∈ 𝑐 olmasıdır” çift gerektirmesine sahip oluruz. Böylece

𝑎 = (𝑎𝑘) ∈ {[𝑐]̃}𝛽 ⇔ 𝑇 ∈ (𝑐: 𝑐)

elde edilir. Tam bu aşamada Lemma 2.2.2 kullanılırsa

{[𝑐]̃}𝛽 = 𝐶2(𝑞) ∩ 𝑐𝑠

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar.

Bu bölümde, 𝑞- Cesàro matrisinin 𝑐 ve 𝑐0 etki alanları kullanılarak tanımlanan [𝑐]̃ ve [𝑐0̃]

dizi uzayları tanıtılmıştır. Ayrıca tanıtılan bu uzayların cebirsel ve topolojik özellikleri de

detaylı bir şekilde incelenmiştir. Diğer bölümde ise 𝑞- Cesàro matrisinin ℓ𝑝 ve ℓ∞ etki

alanları kullanılarak tanımlanan ൣℓ෨𝑝൧ ve ൣℓ෨∞൧ dizi uzayları tanıtılacak olup bu uzayların

cebirsel ve topolojik özellikleri de incelenecektir.
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3. ൣ𝓵෨∞൧ ve ൣ𝓵෨𝒑 ൧ DİZİ UZAYLARI

3.1. Giriş

Bu bölümde, 𝑞- Cesàro dizi uzaylarının bazı temel özelliklerinden bahsedeceğiz. Klasik

1. mertebeden Cesàro matrisinin 𝑞- benzeri Aktuğlu ve Bekar tarafından 2011 yılında

yapmış olduğu çalışmada her 𝑛,𝑘 ∈ ℕ için 𝐶1(𝑞𝑘) = (𝑐𝑛𝑘1 (𝑞𝑘)) matrisi 0 < 𝑞 < 1 için

𝐶𝑛𝑘1 (𝑞𝑘) = ቐ
𝑞𝑘

[𝑛 + 1]𝑞
, (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)

0 , ( 𝑘 > 𝑛)

biçiminde tanımlanmıştır (Aktuğlu ve Bekar, 2011). Bu matrisin standart dizi uzayları ℓ∞

ve ℓ𝑝 üzerindeki etki alanları kullanılarak ൣℓ෨∞൧ 𝑣𝑒 ൣℓ෨𝑝 ൧ 𝑞 – Cesàro dizi uzayları

ൣℓ෨∞൧ = ൝𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤 ∶ sup
𝑛∈ℕ

1
[𝑛 + 1]𝑞

෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

< ∞ൡ

ve

ൣℓ෨𝑝 ൧ = ൝𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤 ∶ ෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

อ
𝑝

< ∞
∞

𝑛=0

ൡ , (0 < 𝑝 < ∞)

şeklinde tanımlanmıştır. Bu uzayların cebirsel ve topolojik özellikleri ile ilgili teoremleri

verebiliriz.

Teorem 3.1.1. ൣℓ෨∞൧ ve ൣℓ෨𝑝 ൧ kümeleri diziler üzerinde tanımlanan toplama ve skalerle

çarpma işlemlerine göre birer lineer uzaydır (Yaying ve ark., 2021).

İspat: 𝑥 = (𝑥𝑘),𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ ൣℓ෨𝑝 ൧ ve 𝜆 ∈ ℂ olsun. Şimdi 𝜆𝑥 + 𝑦 ∈ ൣℓ෨𝑝 ൧ olduğunu

gösterelim.
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Üçgen eşitsizliği ile,

อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝜆𝑥𝑘 + 𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ = อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝜆𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

+
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ

≤ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝜆𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ+ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ

olur. Buradan

෍อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝜆𝑥𝑘 + 𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

≤ ෍൥อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝜆𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ + อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ൩
𝑝∞

𝑛=0

yazılabilir. 0 < 𝑝 < 1 için Minkowski eşitsizliği ile

෍อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝜆𝑥𝑘 + 𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

≤ ෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝜆𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

+ ෍อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

= |𝜆|𝑝෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

+ ෍อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

< ∞

ve 1 ≤ 𝑝 < ∞ için yine Minkowski eşitsizliğini kullanarak,
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൥෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝜆𝑥𝑘 + 𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

൩

1/𝑝

≤ ൥෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝜆𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

൩

1/𝑝

+ ൥෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

൩

1/𝑝

= |𝜆| ൥෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

൩

1/𝑝

+ ൥෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

൩

1/𝑝

< ∞

elde edilir. Bu ise, 𝜆𝑥 + 𝑦 ∈ ൣℓ෨𝑝 ൧ olduğunu gösterir. Dolayısı ile ൣℓ෨𝑝 ൧ kümesi bir lineer

uzaydır. ൣℓ෨∞൧ kümesi için de benzer şekilde ispatı yapılabilir.

Teorem 3.1.2. 0 < 𝑝 < 1 olmak üzere ൣℓ෨𝑝 ൧ uzayı

‖𝑥‖ൣℓ෨𝑝 ൧ = ෍อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

(3.1.1)

normu ile bir p- normlu uzaydır (Yaying ve ark., 2021).

İspat: Bunun için (3.1.1)’ de tanımlanan fonksiyonun norm olduğunu gösterelim.

N1 Aksiyomu 𝑥 = 𝑥𝑘 ∈ ൣℓ෨𝑝 ൧ için

‖𝑥‖ൣℓ෨𝑝 ൧ = 0 ⇔ ෍อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

= 0

⇔
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

= 0, (𝑛 = 0,1,2, … )

⇔ ෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

= 0, (𝑛 = 0,1,2, … )

⇔𝑥𝑛 = 0, (𝑛 = 0,1,2, … )

olduğundan N1 aksiyomu sağlanır.
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N2 Aksiyomu 𝑥 = 𝑥𝑘 ∈ ൣℓ෨𝑝 ൧ ve 𝜆 ∈ ℂ için

‖𝜆𝑥‖ൣℓ෨𝑝 ൧ = ෍อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝜆𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

= |𝜆|𝑝෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

= |𝜆|𝑝‖𝑥‖ൣℓ෨𝑝 ൧

elde edilir ve böylece N2 aksiyomu sağlanır.

N3 Aksiyomu 𝑥,𝑦 ∈ ൣℓ෨𝑝 ൧ için

‖𝑥 + 𝑦‖ൣℓ෨𝑝 ൧ = ෍อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑥𝑘+𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

= ෍อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

+
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

Üçgen eşitsizliğin yardımıyla

‖𝑥 + 𝑦‖ൣℓ෨𝑝 ൧ ≤ ෍ ൥อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ+ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ൩
𝑝∞

𝑛=0

ve Minkowski eşitsizliği yardımıyla

‖𝑥 + 𝑦‖ൣℓ෨𝑝 ൧ ≤ ෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

+ ෍อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

elde edilir ve böylece N3 aksiyomu sağlanır.
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Böylece (3.1.1)’de tanımlanan fonksiyonun norm aksiyomlarını sağladığı gösterilmiştir.

Şu halde 0 < 𝑝 < 1 için ൣℓ෨𝑝 ൧ bir normlu uzaydır.

Teorem 3.1.3. 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere ൣℓ෨𝑝 ൧ uzayı

‖𝑥‖ൣℓ෨𝑝 ൧ = ቌ෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

ቍ

1/𝑝

(3.1.2)

normu ile bir BK- uzaydır (Yaying ve ark., 2021).

İspat: Bunun için (3.1.2)’ de tanımlanan fonksiyonun norm olduğunu gösterelim.

N1 Aksiyomu 𝑥 ∈ ൣℓ෨𝑝 ൧ olsun Bu durumda,

‖𝑥‖ൣℓ෨𝑝 ൧ = 0 ⇔ ቌ෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

ቍ

1
𝑝

= 0

⇔
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

= 0, (𝑛 = 0,1,2, … )

⇔෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

= 0, (𝑛 = 0,1,2, … )

⇔𝑥𝑛 = 0, (𝑛 = 0,1,2, … )

olduğundan N1 aksiyomu sağlanır.

N2 Aksiyomu ∀𝑥 ∈ ൣℓ෨𝑝 ൧ ve 𝜆 ∈ ℂ için

‖𝜆𝑥‖ൣℓ෨𝑝 ൧ = ቌ෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝜆𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

ቍ

1
𝑝

= |𝜆|ቌ෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

ቍ

1
𝑝

= |𝜆|‖𝑥‖ൣℓ෨𝑝 ൧

bulunduğundan N2 aksiyomu sağlanır.
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N3 Aksiyomu ∀𝑥,𝑦 ∈ ൣℓ෨𝑝 ൧ için,

‖𝑥 + 𝑦‖ൣℓ෨𝑝 ൧ = ቌ෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

ቍ

1
𝑝

= ቌ෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

+
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

ቍ

1
𝑝

Üçgen eşitsizliği yardımıyla

‖𝑥 + 𝑦‖ൣℓ෨𝑝 ൧ ≤ ቌ෍ ൥อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ + อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑦𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ൩
𝑝∞

𝑛=0

ቍ

1
𝑝

ve Minkowski eşitsizliği yardımıyla

‖𝑥 + 𝑦‖ൣℓ෨𝑝 ൧ ≤ ቌ෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑥𝑘)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

ቍ

1
𝑝

+ ቌ෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑦)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

ቍ

1
𝑝

= ‖𝑥‖ൣℓ෨𝑝 ൧ + ‖𝑦‖ൣℓ෨𝑝 ൧

elde edilir ve dolayısıyla da N3 aksiyomu sağlanmış olur. Bu durumda ൣℓ෨𝑝 ൧ bir normlu

uzaydır.

Şimdi ise ൣℓ෨𝑝 ൧ uzayının (3.1.2)’de tanımlanan norma göre tam olduğunu gösterelim.

Kabul edelim ki ൫𝑥(𝑛)൯, ൣℓ෨𝑝 ൧ ’da keyfi bir Cauchy dizisi olsun. Burada ൫𝑥(𝑛)൯ dizisinin

𝑥(𝑛) = ൫𝑥(𝑛)൯ = ቀ𝑥1
(𝑛), 𝑥2

(𝑛), … ቁ

biçiminde olduğuna dikkat edelim.
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Cauchy dizisinin tanımı gereğince ∀𝜀 > 0 için ∃𝑁 = 𝑁(𝜀) ∈ 𝑁 vardır öyleki ∀𝑛,𝑚 ≥

𝑁(𝜀) için

ฮ𝑥(𝑛) − 𝑥(𝑚)ฮൣℓ෨𝑝 ൧ = ฮ𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛) − 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑚)ฮ
ℓ𝑝

< 𝜀

yazılabilir.

Bu ise 𝑖 = 1,2, … ve 𝑛,𝑚 ≥ 𝑁(𝜀) için

ቚ൫𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛)൯
𝑖
− ൫𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑚)൯

𝑖
ቚ ≤ ൭෍ቚ൫𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛)൯

𝑖
− ൫𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑚)൯

𝑖
ቚ
𝑝

∞

𝑖=0

൱

1
𝑝

= ቛ൫𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛)൯
𝑖
− ൫𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑚)൯

𝑖
ቛ < 𝜀

olduğu anlamına gelir. Böylece her bir 𝑖 için൫𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛)൯
𝑖

dizisinin ℝ ‘de (veya ℂ’de)

bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir. ℝ tam olduğundan bu dizi her bir 𝑖 için

൫𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛)൯
𝑖
→ (𝐶1(𝑞𝑘)𝑥)𝑖 , (𝑛 → ∞)

yakınsaktır. Şimdi 𝑥 ∈ ൣℓ෨𝑝 ൧ ve

ฮ𝑥(𝑛) − 𝑥ฮൣℓ෨𝑝 ൧ → 0 , (𝑛 → ∞)

olduğunu gösterelim. 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛) ∈ ℓ𝑝 olduğundan

ฮ𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛)ฮ
ℓ𝑝

≤ 𝑀

eşitsizliğini sağlayan en az bir 𝑀 > 0 sayısı mevcuttur.
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Bu taktirde her bir 𝑡 ∈ ℕ için

൭෍ቚ൫𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛)൯
𝑖
ቚ
𝑝

𝑡

𝑖=0

൱

1
𝑝

< ฮ𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛)ฮ
ℓ𝑝

≤ 𝑀

yazılabilir.

Önce 𝑛, sonra da 𝑡 üzerinden limit alınırsa

൭෍|(𝐶1(𝑞𝑘)𝑥)𝑖|𝑝
∞

𝑖=0

൱

1
𝑝

≤ 𝑀

bulunur ki bu ise 𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ ൣℓ෨𝑝 ൧ olduğunu gösterir.

Şimdi

ฮ𝑥(𝑛) − 𝑥ฮ → 0 , (𝑛 → ∞)

olduğunu gösterelim. 𝜀 > 0 verilsin. O zaman,

ฮ𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛) − 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑚)ฮ
ℓ𝑝

< 𝜀 , (𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0)

olacak şekilde 𝑛0 ∈ ℕ sayısı vardır. Böylece herhangi bir 𝑡 ∈ ℕ için

൭෍ቚ൫𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛)൯
𝑖
− ൫𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑚)൯

𝑖
ቚ
𝑝

𝑡

𝑖=0

൱

1
𝑝

≤ ฮ𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛) − 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑚)ฮ
ℓ𝑝

< 𝜀 , (𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0)

olur.
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Buradan 𝑚 → ∞ için

൭෍ቚ൫𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛)൯
𝑖
− ൫𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑚)൯

𝑖
ቚ
𝑝

𝑡

𝑖=0

൱

1
𝑝

< 𝜀 , (𝑖 ≥ 𝑛0)

elde edilir. 𝑡 keyfi olduğundan, 𝑡 → ∞ için

ฮ𝑥(𝑛) − 𝑥ฮൣℓ෨𝑝 ൧ = ฮ𝐶1(𝑞𝑘)𝑥(𝑛) − 𝐶1(𝑞𝑘)𝑥ฮ
ℓ𝑝

≤ 𝜀 , (𝑖 ≥ 𝑛0)

kalır ki bu da ispatı tamamlar.

Teorem 3.1.4. ൣℓ෨∞൧ uzayı

‖𝑥‖ൣℓ෨∞൧ = sup
𝑘∈ℕ

ቮ
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

ቮ

normu ile bir BK - uzaydır (Yaying ve ark., 2021).

İspat: Teorem 2.1.2’nin ispatına benzer şekilde yapılabilir.

Teorem 3.1.5. ൣℓ෨p൧ uzayı, ℓ𝑝 uzayına lineer olarak izomorftur (Yaying ve ark., 2021).

İspat: 𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) dizileri (2.1.4) bağıntısı ile bağlı olsun. ൣℓ෨p൧ ile ℓ𝑝 uzayları

arasında lineer, birebir ve örten bir dönüşümün varlığını göstermeliyiz.

𝑇: ൣℓ෨p൧ → ℓ𝑝

∶ 𝑥 → 𝑇𝑥 = 𝑦𝑘 =
1

[𝑘 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗𝑥𝑗

𝑘

𝑗=0

dönüşümünü göz önüne alalım. 𝑇 dönüşümünün lineerliği açıktır.
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𝑇 dönüşümünün birebir olduğunu gösterelim. 𝑇𝑥 = 𝑇𝑦 olduğunu kabul edelim. 𝑥 = 𝑦

olduğunu göstereceğiz. Buna göre;

𝑇𝑥 = 𝑇𝑦⇔𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 = 𝜃

ve 𝑇 dönüşümü lineer olduğundan 𝑇(𝑥 − 𝑦) = 𝜃 elde edilir.

Bu durumda

𝑘 = 0 𝑖ç𝑖𝑛
1

[1]𝑞
(𝑥0 − 𝑦0) = 0 ⇒ 𝑥0 = 𝑦0,

𝑘 = 1 𝑖ç𝑖𝑛
1

[2]𝑞
[𝑞0(𝑥0 − 𝑦0) + 𝑞1(𝑥1 − 𝑦1)] = 0 ⇒ 𝑥1 = 𝑦1,

.

.

.

𝑘 = 𝑚 𝑖ç𝑖𝑛
1

[𝑚 + 1]𝑞
෍𝑞𝑗(𝑥𝑗 − 𝑦𝑗)
𝑚

𝑗=0

= 0 ⇒ 𝑥𝑚 = 𝑦𝑚

çıkar ki bu bize ∀𝑘 ∈ ℕ için 𝑥 = 𝑦 elde edilir. Bu ise 𝑇 dönüşümünün birebir olduğunu

kanıtlar.

Şimdi, 𝑇 dönüşümünün örten olduğunu gösterelim. ∀𝑦 ∈ ℓ𝑝 için ∃𝑥 ∈ ൣℓ෨𝑝൧ elemanının

var olduğunu göstereceğiz.

𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ ℓ𝑝 alalım ve 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisini (2.1.10)’dan,

𝑥𝑘 =
[𝑘 + 1]𝑞

𝑞𝑘
𝑦𝑘 −

[𝑘]𝑞
𝑞𝑘

𝑦𝑘−1

şeklinde tanımlayalım.

Bu durumda; 0 < 𝑝 < 1 ve 1 ≤ 𝑝 < ∞ halleri için,
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‖𝑥‖ൣℓ෨𝑝 ൧ = ෍อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

= ෍อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍([𝑘 + 1]𝑞𝑦𝑘 − [𝑘]𝑞𝑦𝑘−1)
𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

= ෍|𝑦𝑛|𝑝
∞

𝑛=0

= ‖𝑦‖ℓ𝑝

ve

‖𝑥‖ൣℓ෨𝑝 ൧ = ቌ෍ อ
1

[𝑛 + 1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

อ
𝑝∞

𝑛=0

ቍ

1/𝑝

= ‖𝑦‖ℓ𝑝

elde edilir. Bu ise 𝑥 ∈ ൣℓ෨𝑝൧ olduğunu ve üstelik 𝑇 dönüşümünün normu koruduğunu

gösterir. 𝑇 dönüşümü örtendir. O halde ൣℓ෨𝑝൧ uzayı, ℓ𝑝 uzayına lineer olarak izomorftur.

Teorem 3.1.6. 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere ൣℓ෨𝑝 ൧ uzayı 𝑝 ≠ 2 iken bir Hilbert uzayı değildir

(Yaying ve ark., 2021).

İspat: Bunu göstermek için ൣℓ෨𝑝 ൧ üzerindeki normun paralelkenar kuralının

sağlamadığını göstereceğiz.

𝑢 = (𝑢𝑖) = ቆ1,
−൫1 + [2]𝑞൯

𝑞
,
[2]𝑞
𝑞2

, 0,0, …ቇ , (𝑖 = 0,1,2, … )

ve
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𝑣 = (𝑣𝑖) = ቆ1,1,
−[2]𝑞
𝑞2

, 0,0, …ቇ , (𝑖 = 0,1,2, … )

dizilerini göz önüne alalım.

Şimdi bu dizilerin 𝐶1(𝑞𝑘) – dönüşümlerine bakalım.

𝐶1(𝑞𝑘)𝑢 = (𝐶1(𝑞𝑘)𝑢0,𝐶1(𝑞𝑘)𝑢1, … )

olmak üzere,

𝐶1(𝑞𝑘)𝑢0 =
1

[1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑢𝑘

0

𝑘=0

=
1

[1]𝑞
{𝑞0𝑢0} =

1
[1]𝑞

= 1

𝐶1(𝑞𝑘)𝑢1 =
1

[2]𝑞
෍𝑞𝑘𝑢𝑘

1

𝑘=0

=
1

[2]𝑞
{𝑞0𝑢0 + 𝑞1𝑢1}

=
1

[2]𝑞
ቊ1 + 𝑞

−൫1 + [2]𝑞൯
𝑞

ቋ = −1

𝐶1(𝑞𝑘)𝑢2 =
1

[3]𝑞
෍𝑞𝑘𝑢𝑘

2

𝑘=0

=
1

[3]𝑞
{𝑞0𝑢0 + 𝑞1𝑢1 + 𝑞2𝑢2}

=
1

[3]𝑞
ቊ1 + 𝑞

−൫1 + [2]𝑞൯
𝑞

+ 𝑞2
[2]𝑞
𝑞2

ቋ = 0
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𝐶1(𝑞𝑘)𝑢3 =
1

[4]𝑞
෍𝑞𝑘𝑢𝑘

3

𝑘=0

=
1

[4]𝑞
{𝑞0𝑢0 + 𝑞1𝑢1 + 𝑞2𝑢2 + 𝑞3𝑢3}

=
1

[4]𝑞
ቊ1 + 𝑞

−൫1 + [2]𝑞൯
𝑞

+ 𝑞2
[2]𝑞
𝑞2

+ 𝑞30ቋ = 0

.

.

.

𝐶1(𝑞𝑘)𝑢 = (1,−1,0,0, … )

olduğu görülür. Benzer olarak

𝐶1(𝑞𝑘)𝑣 = (𝐶1(𝑞𝑘)𝑣0,𝐶1(𝑞𝑘)𝑣1, … )

dizisine bakalım.

𝐶1(𝑞𝑘)𝑣0 =
1

[1]𝑞
෍𝑞𝑘𝑣𝑘

0

𝑘=0

=
1

[1]𝑞
{𝑞0𝑣0} =

1
[1]𝑞

= 1

𝐶1(𝑞𝑘)𝑣1 =
1

[2]𝑞
෍𝑞𝑘𝑣𝑘

1

𝑘=0

=
1

[2]𝑞
{𝑞0𝑣0 + 𝑞1𝑣1}

=
1

[2]𝑞
{1 + 𝑞1} = 1
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𝐶1(𝑞𝑘)𝑣2 =
1

[3]𝑞
෍𝑞𝑘𝑣𝑘

2

𝑘=0

=
1

[3]𝑞
{𝑞0𝑣0 + 𝑞1𝑣1 + 𝑞2𝑣2}

=
1

[3]𝑞
ቊ1 + 𝑞1 + 𝑞2

−[2]𝑞
𝑞2

ቋ = 0

𝐶1(𝑞𝑘)𝑣3 =
1

[4]𝑞
෍𝑞𝑘𝑣𝑘

3

𝑘=0

=
1

[4]𝑞
{𝑞0𝑣0 + 𝑞1𝑣1 + 𝑞2𝑣2 + 𝑞3𝑣3}

=
1

[4]𝑞
ቊ1 + 𝑞1 + 𝑞2

−[2]𝑞
𝑞2

+ 𝑞30ቋ = 0

.

.

.

𝐶1(𝑞𝑘)𝑣 = (1,1,0,0, … )

olur.

Diğer taraftan 𝑣 + 𝑢 ve 𝑣 − 𝑢 dizilerini oluşturalım.

𝑣 + 𝑢 = (𝑣𝑖 + 𝑢𝑖)

= ቆ2,
−1 + 𝑞 − [2]𝑞

𝑞
, 0,0,0, … ቇ
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𝑣 − 𝑢 = (𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)

= ቆ0,
𝑞 + 1 + [2]𝑞

𝑞
,
−2[2]𝑞
𝑞2

, 0,0, …ቇ

Bu dizilerin 𝐶1(𝑞𝑘)- dönüşümlerini hesaplayalım.

𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣 + 𝑢) = (𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣0 + 𝑢0),𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣1 + 𝑢1), … )

𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣0 + 𝑢0) =
1

[1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑣𝑘 + 𝑢𝑘)
0

𝑘=0

=
1

[1]𝑞
{𝑞0(𝑣0 + 𝑢0)} =

2
[1]𝑞

= 2

𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣1 + 𝑢1) =
1

[2]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑣𝑘 + 𝑢𝑘)
1

𝑘=0

=
1

[2]𝑞
{𝑞0(𝑣0 + 𝑢0) + 𝑞1(𝑣1 + 𝑢1)}

=
1

[2]𝑞
ቊ2 + 𝑞

−1 + 𝑞 − [2]𝑞
𝑞

ቋ = 0

𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣2 + 𝑢2) =
1

[3]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑣𝑘 + 𝑢𝑘)
2

𝑘=0

=
1

[3]𝑞
{𝑞0(𝑣0 + 𝑢0) + 𝑞1(𝑣1 + 𝑢1) + 𝑞2(𝑣2 + 𝑢2)}

=
1

[3]𝑞
ቊ2 + 𝑞

−1 + 𝑞 − [2]𝑞
𝑞

+ 𝑞20ቋ = 0

.

.

.
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olduğundan

𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣 + 𝑢) = (2,0,0, … )

elde edilir.

𝑣 − 𝑢’ nun 𝐶1(𝑞𝑘) dönüşümüne bakalım.

𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣 − 𝑢) = (𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣0 − 𝑢0),𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣1 − 𝑢1), … )

𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣0 − 𝑢0) =
1

[1]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑣𝑘 − 𝑢𝑘)
0

𝑘=0

=
1

[1]𝑞
{𝑞0(𝑣0 + 𝑢0)} =

0
[1]𝑞

= 0

𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣1 − 𝑢1) =
1

[2]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑣𝑘 − 𝑢𝑘)
1

𝑘=0

=
1

[2]𝑞
{𝑞0(𝑣0 − 𝑢0) + 𝑞1(𝑣1 − 𝑢1)}

=
1

[2]𝑞
ቊ0 + 𝑞

𝑞 + 1 + [2]𝑞
𝑞

ቋ = 2

𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣2 − 𝑢2) =
1

[3]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑣𝑘 − 𝑢𝑘)
2

𝑘=0

=
1

[3]𝑞
{𝑞0(𝑣0 − 𝑢0) + 𝑞1(𝑣1 − 𝑢1) + 𝑞2(𝑣2 − 𝑢2)}

=
1

[3]𝑞
ቊ0 + 𝑞

𝑞 + 1 + [2]𝑞
𝑞

+ 𝑞2
−2[2]𝑞
𝑞2

ቋ = 0
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𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣3 − 𝑢3) =
1

[4]𝑞
෍𝑞𝑘(𝑣𝑘 − 𝑢𝑘)
3

𝑘=0

=
1

[4]𝑞
{0} = 0

.

.

.

Olduğundan

𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣 − 𝑢) = (0,2,0,0, … )

elde edilir.

Şimdi bu bulunan dizileri göz önüne alarak aşağıdaki paralelkenar kuralının sağlanıp

sağlanmadığına bakalım:

‖𝑣 + 𝑢‖ൣℓ෨𝑝 ൧
2 + ‖𝑣 − 𝑢‖ൣℓ෨𝑝 ൧

2 = ‖𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣 + 𝑢)‖ℓ𝑝
2 + ‖𝐶1(𝑞𝑘)(𝑣 − 𝑢)‖ℓ𝑝

2

= 4 + 4 = 8

‖𝑣‖ൣℓ෨𝑝 ൧
2 = ‖𝐶1(𝑞𝑘)𝑣‖ℓ𝑝

2 = 22/𝑝

ve

‖𝑢‖ൣℓ෨𝑝 ൧
2 = ‖𝐶1(𝑞𝑘)𝑢‖ℓ𝑝

2 = 22/𝑝

olup

2 ቀ‖𝑣‖ൣℓ෨𝑝 ൧
2 + ‖𝑢‖ൣℓ෨𝑝 ൧

2ቁ = 2.2. 22/𝑝 = 22+2/𝑝

yazılır.
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Sonuç olarak

‖𝑣 + 𝑢‖ൣℓ෨𝑝 ൧
2 + ‖𝑣 − 𝑢‖ൣℓ෨𝑝 ൧

2 = 8 ≠ 22+
2
𝑝 = 2 ቀ‖𝑣‖ൣℓ෨𝑝 ൧

2 + ‖𝑢‖ൣℓ෨𝑝 ൧
2ቁ , (𝑝 ≠ 2)

elde edilir. Bu da paralelkenar eşitliğinin sağlanmadığını gösterir. (𝑝 ≠ 2) iken ൣℓ෨𝑝 ൧

uzayı bir Hilbert uzayı değildir.

Şimdi bu bölümde tanımlanan dizi uzayları ile ilgili bazı kapsama bağıntılarını verelim.

Teorem 3.1.7. 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ için

ℓ𝑝 ⊂ ൣℓ෨𝑝 ൧

kapsaması sağlanır (Yaying ve ark., 2021).

İspat: 1 ≤ p < ∞ ve 𝑣 = (𝑣𝑟) ∈ ℓ𝑝 alalım. 𝑟 ∈ ℕ için Hölder eşitsizliği yardımıyla

෍|(𝐶1(𝑞𝑘)𝑣)𝑟|𝑝
∞

𝑟=1

≤෍൭෍
𝑞𝑠−1

[𝑟]𝑞

𝑟

𝑠=1

൱
𝑝∞

𝑟=1

≤෍൭෍
𝑞𝑠−1

[𝑟]𝑞

𝑟

𝑠=1

|𝑣𝑠|𝑝൱൭෍
𝑞𝑠−1

[𝑟]𝑞

𝑟

𝑠=1

൱
𝑝−1∞

𝑟=1

= ෍൭෍
𝑞𝑠−1

[𝑟]𝑞

𝑟

𝑠=1

|𝑣𝑠|𝑝൱
∞

𝑟=1

= ෍|𝑣𝑠|𝑝
∞

𝑠=1

൭𝑞𝑠−1෍
1

[𝑟]𝑞

∞

𝑟=𝑠

൱

yazılabilir. Burada 𝑈 = sup
𝑟∈ℕ

൬∑ 𝑞𝑠−1

[𝑟]𝑞
𝑟
𝑠=1 ൰ alınırsa ‖𝑣‖ൣℓ෨𝑝 ൧

𝑝 ≤ 𝑈‖𝑣‖ℓ𝑝
𝑝 elde edilir. Bu da

ℓ𝑝 ⊂ ൣℓ෨𝑝 ൧ kapsamasının sağlandığını gösterir.
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Teorem 3.1.7. ℓ∞ ⊂ ൣℓ෨∞ ൧ kapsaması sağlanır (Yaying ve ark., 2021).

İspat: 𝑣 = (𝑣𝑟) ∈ ℓ∞ alalım. Sınırlı dizinin tanımı gereği ∀𝑟 ∈ ℕ için |𝑣𝑟| ≤ 𝐾 olacak

biçimde bir 𝐾 > 0 sayısı vardır. Böylelikle 𝑟 ∈ ℕ için

|𝐶1(𝑞𝑘)𝑣| = อ
1

[𝑟]𝑞
෍𝑞𝑠−1𝑣𝑠

𝑟

𝑠=1

อ

≤
1

[𝑟]𝑞
෍𝑞𝑠−1|𝑣𝑠|
𝑟

𝑠=1

≤
𝐾

[𝑟]𝑞
෍𝑞𝑠−1
𝑟

𝑠=1

= 𝐾

⇒ |𝐶1(𝑞𝑘)𝑣| ≤ 𝐾

elde edilir. Bu ise (𝐶1(𝑞𝑘)𝑣) ∈ ℓ∞ yani 𝑣 ∈ ൣℓ෨∞ ൧ olduğunu gösterir. O halde ℓ∞ ⊂ ൣℓ෨∞ ൧

kapsaması geçerlidir.

3.2. ൣ𝓵෨𝒑 ൧ ve ൣ𝓵෨∞ ൧ Dizi Uzaylarının 𝜶- ve 𝜷- Dualleri

Bu kısımda ൣℓ෨𝑝 ൧ ve ൣℓ෨∞ ൧ dizi uzaylarının 𝛼- ve 𝛽- duallerini verelim. İlk olarak,

hesaplamalarda ihtiyaç duyacağımız bazı temel matris dönüşümleri ile ilgili lemmaları

verelim.

Lemma 3.2.1. Λ = ൫𝜆𝑖𝑗൯ ∈ ൫ℓ𝑝,ℓ1൯ olması için gerek ve yeter koşul

sup
ூ∈𝐹

෍อ෍𝜆𝑖𝑗
𝑖∈ூ

อ
𝑝ᇲ∞

𝑗=1

< ∞, (1 < 𝑝 ≤ ∞), ൬
1
𝑝

+
1
𝑝ᇱ

= 1൰

sağlanmasıdır (Stıeglıtz ve Tıetz, 1977). Burada 𝐹 ile ℕ’nin bütün sonlu alt kümelerinin

kolleksiyonu belirtilmektedir.
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Lemma 3.2.2. Λ = ൫𝜆𝑖𝑗൯ matrisinin ൫ℓ𝑝, 𝑐൯ sınıfına ait olması için gerek ve yeter koşul

∀𝑗 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛 lim
𝑖→∞

𝜆𝑖𝑗 𝑚𝑒𝑣𝑐𝑢𝑡 (3.2.1)

sup
𝑖∈ℕ

෍ห𝜆𝑖𝑗ห
𝑝ᇲ

∞

𝑗=1

< ∞, (1 < 𝑝 ≤ ∞), ൬
1
𝑝

+
1
𝑝ᇱ

= 1൰ (3.2.2)

şartlarının sağlanmasıdır (Stieglitz ve Tietz, 1977).

Lemma 3.2.3. Λ = ൫𝜆𝑖𝑗൯ matrisinin (ℓ∞, 𝑐) sınıfına ait olması için gerek ve yeter koşul

(3.2.1) ve ilave olarak

sup
𝑖
෍ห𝜆𝑖𝑗ห
∞

𝑗=1

< ∞, (3.2.3)

lim
𝑖→∞

෍ቚ𝜆𝑖𝑗 − lim
𝑖→∞

𝜆𝑖𝑗ቚ
∞

𝑗=1

= 0. (3.2.4)

şartlarının sağlanmasıdır (Stieglitz ve Tietz, 1977).

Teorem 3.2.1. 𝐺 = ൫𝑔𝑖𝑗
𝑞 ൯ matrisi

𝑔𝑖𝑗
𝑞 = ቐ (−1)𝑖−𝑗

[𝑗]𝑞
𝑞𝑖−1

𝑡𝑖 , 𝑖 − 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖

0 , 𝑗 > 𝑖 ve 0 ≤ 𝑗 < 𝑖 − 1
(3.2.5)

biçiminde olmak üzere 𝐷1(𝑞) cümlesini

𝐷1(𝑞) = ቐ𝑡 = ൫𝑡𝑗൯ ∈ 𝑤 ∶ sup
ூ∈𝐹

෍อ෍𝑔𝑖𝑗
𝑖∈ூ

อ
𝑝ᇲ∞

𝑗=1

< ∞ቑ
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biçiminde tanımlansın. Bu taktirde

൛ൣℓ෨𝑝 ൧ൟ
𝑎

= 𝐷1(𝑞), 1 < 𝑝 ≤ ∞

dır (Yaying ve ark., 2021).

İspat: 1 < 𝑝 ≤ ∞ olsun. 𝑡 = ൫𝑡𝑗൯ ∈ 𝑤 ve 𝑣 = ൫𝑣𝑗൯ Teorem 3.1.5. de ki gibi tanımlansın.

Aşağıdaki eşitliği göz önüne alalım:

𝑡𝑖𝑣𝑖 = ෍ (−1)𝑖−𝑗
[𝑗]𝑞
𝑞𝑖−1

𝑖

𝑗=𝑖−1

𝑡𝑖𝑢𝑗

𝐺 = ൫𝑔𝑖𝑗
𝑞 ൯ matrisi (3.2.5) eşitliğinde tanımlandığı gibi olmak üzere o zaman yukarıdaki

eşitliği her bir 𝑖 ∈ ℕ için

𝑡𝑖𝑣𝑖 = (𝐺𝑢)𝑖, (3.2.6)

yazabiliriz. Şimdi (3.2.6) eşitliğini yorumlayalım: 𝑣 = ൫𝑣𝑗൯ ∈ ൣℓ෨𝑝 ൧ olduğu zaman

𝑡𝑣 = (𝑡𝑖𝑣𝑖) ∈ ℓ1 olması için gerek ve yeter koşul 𝑢 = ൫𝑢𝑗൯ ∈ ℓ𝑝 olduğunda (𝐺𝑢) ∈ ℓ1
olmasıdır.

Bu ise

𝑡 = (𝑡𝑖) ∈ ൛ൣℓ෨𝑝 ൧ൟ
𝑎
⇔ 𝐺 ∈ ൫ℓ𝑝,ℓ1൯

çift gerektirmesine sahip olduğumuzu gösterir. Tam bu noktada Lemma 3.2.1. kullanılırsa

൛ൣℓ෨𝑝 ൧ൟ
𝑎

= 𝐷1(𝑞), 1 < 𝑝 ≤ ∞

elde edilir.
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Teorem 3.2.2.

∆൫𝑡𝑗, 𝑞𝑗൯ = ൬
𝑡𝑗
𝑞𝑖−1

−
𝑡𝑗+1
𝑞𝑗

൰

olmak üzere 𝐷2(𝑞),𝐷3(𝑞) ve 𝐷4(𝑞) cümleleri sırasıyla

𝐷2
൫𝑝ᇲ൯(𝑞) = ቐ𝑡 = ൫𝑡𝑗൯ ∈ 𝑤 ∶ ෍ห∆൫𝑡𝑗, 𝑞𝑗൯[𝑗]𝑞ห

𝑝ᇲ
∞

𝑗=1

< ∞ቑ

𝐷3(𝑞) = ቊ𝑡 = ൫𝑡𝑗൯ ∈ 𝑤 ∶ sup
𝑗
ฬ
𝑡𝑗

𝑞𝑗−1
[𝑗]𝑞ฬ < ∞ቋ

ve

𝐷4(𝑞) = ൜𝑡 = ൫𝑡𝑗൯ ∈ 𝑤 ∶ lim
𝑗→∞

𝑡𝑗
𝑞𝑗−1

[𝑗]𝑞 = 0ൠ

olarak tanımlansın. Bu taktirde

൛ൣℓ෨𝑝 ൧ൟ
𝛽

= 𝐷2
൫𝑝ᇲ൯(𝑞) ∩ 𝐷3(𝑞)

ve

൛ൣℓ෨∞ ൧ൟ
𝛽

= 𝐷2
(1)(𝑞) ∩ 𝐷4(𝑞)

dır (Yaying ve ark., 2021).

İspat: 𝑡 = ൫𝑡𝑗൯ ∈ 𝑤 ve 𝑣 = ൫𝑣𝑗൯ Teorem 3.1.5. de ki gibi tanımlansın. 𝐻(𝑞) = ൫ℎ𝑖𝑗
𝑞 ൯

matrisi

ℎ𝑖𝑗
𝑞 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧∆൫𝑡𝑗 , 𝑞𝑗൯[𝑗]𝑞 (0 ≤ 𝑗 < 𝑖),

𝑡𝑗
𝑞𝑖−1

[𝑗]𝑞 (𝑗 = 𝑖),

0 (𝑗 > 𝑖).
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şeklinde tanımlanmak üzere her bir 𝑖 ∈ ℕ için Abel Kısmi Toplama Formülü kullanılarak

elde edilen aşağıdaki eşitliği göz önüne alalım.

෍𝑡𝑗𝑣𝑗

𝑖

𝑗=1

= ෍𝑡𝑗 ቌ ෍ (−1)𝑗−𝑙
[𝑙]𝑞
𝑞𝑗−1

𝑢𝑙

𝑖

𝑙=𝑗−1

ቍ
𝑖

𝑗=1

= ෍[𝑗]𝑞 ൬
𝑡𝑗

𝑞𝑗−1
−
𝑡𝑗+1
𝑞𝑗

൰ 𝑢𝑗

𝑖−1

𝑗=1

+
[𝑖]𝑞
𝑞𝑗−1

𝑢𝑖𝑡𝑖

= ෍∆൫𝑡𝑗 , 𝑞𝑗൯[𝑗]𝑞𝑢𝑗

𝑖−1

𝑗=1

+
[𝑖]𝑞
𝑞𝑗−1

𝑢𝑖𝑡𝑖 (3.2.7)

= (𝐻(𝑞)𝑢) (3.2.8)

(3.2.8) eşitliğini yorumlayalım. 𝑣 = ൫𝑣𝑗൯ ∈ ൣℓ෨𝑝 ൧ olduğu zaman 𝑡𝑣 = (𝑡𝑗𝑣𝑗) ∈ 𝑐𝑠 olması

için gerek ve yeter koşul 𝑢 = ൫𝑢𝑗൯ ∈ ℓ𝑝 olduğunda (𝐻(𝑞)𝑢) ∈ 𝑐 olmasıdır. Buradan

𝑡 = ൫𝑡𝑗൯ ∈ ൛ൣℓ෨𝑝 ൧ൟ
𝛽
⇔ 𝐻(𝑞) ∈ ൫ℓ𝑝, 𝑐൯, (1 < 𝑝 < ∞)

çift gerektirmesine sahip oluruz.

Tam bu noktada Lemma 3.2.2’nin (3.2.1) ve (3.2.2) şartlarını sırasıyla uyguladığımızda

lim
𝑖→∞

ℎ𝑖𝑗
𝑞 = ∆൫𝑡𝑗 , 𝑞𝑗൯[𝑗]𝑞 ,

෍ห∆൫𝑡𝑗, 𝑞𝑗൯[𝑗]𝑞ห
𝑝ᇲ

∞

𝑗=1

< ∞,

sup
𝑗
ฬ
𝑡𝑗

𝑞𝑗−1
[𝑗]𝑞ฬ < ∞.
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koşullarını elde ederiz. Bu ise bize

൛ൣℓ෨𝑝 ൧ൟ
𝛽

= 𝐷2
൫𝑝ᇲ൯(𝑞) ∩ 𝐷3(𝑞)

olduğunu gösterir.

𝑝 = ∞ olması durumunda𝐻(𝑞) matrisi (ℓ∞, 𝑐) sınıfına ait olacaktır. Bu durumda Lemma

3.2.3 kullanılırsa

൛ൣℓ෨∞ ൧ൟ
𝛽

= 𝐷2
(1)(𝑞) ∩ 𝐷4(𝑞)

elde edilir.
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