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OZET

q- CESARO MATRIS ve ILISKILI Dizi UZAYLARI
Emre TURK
Yuksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Tez Damismana: Prof. Dr. Serkan DEMIRiZ
Aralik 2024, vii + 59 sayfa

Uc bolimden olusan bu tezde g- Cesaro matrisinin c, co, tp Ve £ etki alanlan
kullanilarak tamimlanan [¢], [&o], [2,] Ve [?] dizi uzaylar: calisilmstur.

Giris bolumde dizi uzaylar: hakkinda temel sayilabilecek kavramlara ve bu alanda yapilan
onemli calismalara yer verilmistir.

Birinci bélimde tez calismas: boyunca kullanilan temel tanim ve teoremler sunulmustur.

Ikinci ve Uclincti bolimde g- Cesaro matrisinin ¢, ¢, €, ve €., etki alanlar: kullanilarak

tammlanan [€], [&],[#,] ve [fw] dizi uzaylart tamtilmis ve aynintili olarak
incelenmistir. Ayrica tanmitilan bu uzaylarin cebirsel ve topolojik 0Ozellikleri de
cahisiimigtar.

Anahtar Kelimeler: q- Tamsayilari, Cesaro Matrisi, Dizi Uzaylari, Matris
Dondsumleri.



ABSTRACT

q- CESARO MATRIX AND ASSOCIATED SEQUENCE SPACES
Emre TURK

Master’s Thesis, Department of Mathematics
Thesis Advisor: Prof. Dr. Serkan DEMIRiZ
December 2024, vii + 59 pages

In this thesis, which consists of three chapters, the sequence spaces [¢], [&], [#,]

and|[2,,], defined by the ¢, c,, £, and ¢, action domains of the g- Cesaro matrix, have
been studied.

The introduction provides foundational concepts about sequence spaces as well as an
overview of significant work conducted in this area.

In the first chapter, the fundamental definitions and theorems used throughout the thesis
are presented.

The second and third chapters introduce and examine in detail the sequence spaces [¢],
[é0], [£,] and [£5,], which are defined by the ¢, c,, £, and £, action domains of the g-

Cesaro matrix. Additionally, the algebraic and topological properties of these spaces are
analyzed.

Keywords: g- Integers, Cesaro Matrix, Sequence Spaces, Matrix Transformations.
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GIRIS

Butln kompleks veya reel terimli dizilerin uzayr w ile gosterelim. w uzayinin herhangi
bir alt uzayi, bir ‘dizi uzay:r’ olarak adlandirilir. Toplanabilme teorisinde ise genel olarak

dizi uzaylar ile ilgili problemler incelenir.

Toplanabilme teorisinde dizi uzaylar: ile ilgili olarak yapilan temel ¢alismalar;
a) Yeni bir dizi uzayi insa etmek,
b) Bu uzayin, Uizerinde tanimlanan bir norm veya paranormla tamhgini géstermek,
c) Bu uzayla, bilinen dizi uzaylar: arasindaki kapsama baglantilarini incelemek,
d) Varsa uzayin Schauder tabanini belirlemek,
e) Uzayin, a-, B- ve y- duallerini hesaplamak,
f) Bu uzaydan, bilinen dizi uzaylarina ve bilinen uzaylardan bu uzaya matris
dondsumlerini karakterize etmek

gibi problemlerin bir veya birkagini ele alarak ¢éziime kavusturur.

X bir dizi uzay1 ve A = (a,;) reel terimli bir sonsuz matris olmak lzere, x = (x;) € X
icin (Ax), = Y=o anXxx (n € N) serileri yakinsak ise Ax = ((Ax),) dizisine x

dizisinin A- donlsumi denir.

X dizi uzayinda bulunan dizilerin

X,={x= () Ew:4Ax €X}

ciimlesi, A matrisinin X etki alani olarak adlandirilir. X, cumlesi, dizilerin toplama ve
skalarla carpma islemleriyle birlikte bir vektor uzay: teskil ettiginden bir dizi uzayidir.
Bu dustnce ile yeni dizi uzaylari insa etmek Uzere birtakim calismalar yapilmastir.
Bunlardan ilki Ng ve Lee tarafindan 1978 yilinda yapilan calismadir. Yazarlar bu
calismada 1. mertebeden Cesaro matrisinin £,, ve £, etki alam kullanilarak X, ve X, dizi

uzaylarini insa etmis ve incelemislerdir.



1. mertebeden Cesaro matrisi C; = (c;;)

olarak tanimlanmstir.

Bu matrisin £,, ve £, dizi uzaylar tizerindeki etki alanlar: olan X, ve X,, dizi uzaylar

p
< 0

sirasiyla

X, = {v=(vi)6w:§:

; Zi

— v.
3 ]
l j=1

ve

i
1
Xoo = v=(vi)EW:Sup—,Zvj < o
iEN lj=1

bigiminde tanimlanmistir. (Ng ve Lee, 1978). Bu galisma, liggensel bir matrisin etki alan:
kullanilarak dizi uzay: insa etme yaklasiminda bir mihenk tasidir. Ayni yil Wang,

Norlund ortalamasin kullanarak ({’p)N uzayini insa etmistir. Daha sonraki yillarda bu
a

dogrultuda pek cok dizi uzay: tanimlanmis ve bu uzaylar Gizerinde ¢alisilmistir (Wang,
1978; Aydin ve Basar, 2004; Altay ve Basar, 2005; Aydin ve Basar, 2005; Sengonil ve
Basar, 2005; Mursaleen ve ark., 2006).

Sengonil ve Basar, 2005 yilinda 1. mertebeden Cesaro matrisinin ¢ ve c, etki alanlar

Uzerine ¢alisma yapmislardir. Yazarlar bu calismada ¢ ve ¢, dizi uzaylarin

n

¢=4x=(x) Ew: lim

Xy meVCUt}
n-ooon +

k=0



ve

n

i 1
|m—1 x, =0
0

Co=3x=(x,) EW: 7|1—>oon+
k=

seklinde tanimlamistir (Sengdnul ve Basar, 2005). Bu ¢calismalardan yola ¢ikarak Cesaro
dizi uzaylari pek cok vyazar tarafindan toplanabilme teorisinde kullaniimaktadir
(Malkowsky, 1997; Basar, 1999; Tripathy ve ark., 2005; Maji ve Srivastava, 2014).

Son yillarda, g- tamsayilar: iceren calismalar ve uygulamalar: (Ornegin; pozitif lineer
operatorlerin g- benzerleri ve yaklasim 6zellikleri) aktif arastirma alanlar: haline gelmistir
(Bustoz ve ark., 2005; Aktuglu ve Bekar, 2011; Selmanogullari ve ark., 2011; Yildirim,
2020).

0 < g <1 olmak tizere C(q) = (c;;9) q- Cesaro matrisi

q! L
0, (G=10

seklinde tanimlanmistir (Bekar, 2010).
Bu matris kullanilarak g- calculus ile dizi uzaylar: arasindaki iliski ilk olarak Demiriz ve
Sahin tarafindan ortaya konmustur (Demiriz ve Sahin, 2016). 2022 yilinda Euler fark dizi

uzaylaninin ~ g- benzerleri Yaying ve Mohiuddine tarafindan tanimlanmis ve

incelenmistir. Bu cahsmada e (V) ve el (V) fark dizi uzaylar sirasiyla
ed(V)={zew:Vzeel}
ve

ed(V)={zew:Vzeel}



olarak tanimlanmistir. Burada Vk € N icin Vz = (V), = z;, — z;,_, bicimindedir. Ayrica
bu uzaylarin a-, §- ve y- dualleri hesaplanmis ve bazi matris siniflart karakterize

edilmistir.

Bununla birlikte pek ¢ok calisma yapilmis ve bu calismalarla dizi uzaylar: ile ilgili
literatlire katkida bulunulmustur (Yaying ve ark., 2021; Yaying ve ark., 2021; Yaying ve
Mohiuddine, 2022; Yaying ve ark., 2022; Yaying ve ark., 2022).

Bu tezin amaci, (1)’de verilen g- Cesaro matrisinin c, ¢y, £, ve £ etki alanlarn

kullanilarak tammlanan [¢], [&o], [Z,] Ve [fw] dizi uzaylarint ayrintil bir bigimde

incelemektir.



1. TEMEL TANIMLAR ve TEOREMLER
1.1. Temel Kavramlar ve Teoremler

Bu bdlimde, sonraki bolimlerde kullanilacak olan tanimlar ve teoremler ele alinacaktir.

Tanim 1.1.1. X # @ ve K = R veya K = C olmak (zere

+ X xX->X S K xX X
(x,y) »x+y (1x) =4.x

ikili islemleri Va,B € K ve Vx,y,z € X igin

1) x+y=y+x

2) (x+y)+z=x+(y+2)

3) Vx € X icinx + e = e + x = x olacak sekilde bir e € X vardr.

4) Vx € X icin x + (—x) = (—x) + x olacak sekilde bir —x € X vardir,
5 1x=x

6) a(x+y) =ax +ay

7 (@ +B)x =ax + Px

8) a(Bx) = (ap)x

sartlarint saghyorsa (X, +,.) Uclusline, K Uzerinde bir lineer uzay (vektdr uzayi)
denir.
X, K cismi Uzerinde bir lineer uzay ve Y c X olsun. Bu durumda; x,y € Y vektorleri ve

a€ K skalariicin ax + y € Y olmasi halinde Y, X uzayinin bir alt uzayidir denir.

Tamm 1.1.2. Bos olmayan bir X kiimesi ve bir

d: X xX-> R+

(x,y) >d(xy)
donlsimu verilsin.



Eger bu d donusimi Vx,y,z € X igin
(M1) d (x,y) =0 x=y
(M2) d (x,y)=d (y, x)

(M3)d (x,y) <d (x, z) + d (z,y) (Uggen esitsizligi)

Ozelliklerini saghyorsa X Uzerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adini alir. Bu

durumda (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 1.1.3. Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X ic¢inde bir limite
sahipse, bu (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 1.1.4. X, Kcismi (K = R veya K = C ) tzerinde bir vektdr uzay: olsun.

l.0:X — R+

x —ll x|l
donlisumii Vx,y € X ve Va € K igin
(NDIIx =0 x =6,
(N2) ox Il = Ja] 1l x I,

(N3 hx+y <l xIl +1lyl (Gcgen esitsizligi)

Ozelliklerini saghyorsa X Uzerinde norm adini alir. Bu durumda (X, II.1l) ikilisine bir

normlu vektor uzay: adr verilir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 1.1.5. Bir (X, |I.Il) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X iginde bir limite sahipse,

bu (X, II.II) normlu uzayina tam normlu uzay ya da Banach uzayi denir.



Tamm 1.1.6. X ve Y, ayni cisim Uzerinde iki lineer uzay olsun. Eger x,,x, € X ve
c1,C, skalarlariicin

T(cixy + cx3) = ¢, Txy + c,Tx,
oluyorsa T: X — Y donusumu lineerdir denir. T:X — Y lineer dénlsimd, orten ve
birebir ise T donlstimine bir izomorfizm denir. Bu durumda, X ve Y uzaylar lineer
olarak izomorfik uzaylar adini1 alir ve X = Y yazilir.
Tamim 1.1.7. A: X — Y lineer operatori verilsin.

CekA ={x € X: Ax =0}

Klmesine, A operatorinun sifir uzay: veya c¢ekirdegi denir (Suhubi, 2001).

Teorem 1.1.8. A lineer operatoriintn bire bir olmast igin gerek yeter kosul CekA = {0}
olmasidir (Suhubi, 2001).

Tamm 1.1.9. X vektor uzayindan skaler cisme giden donustmlere fonksiyonel denir.
Tamm 1.1.10. X, K cismi ( =R veya K = C) tizerinde bir normlu uzay olsun. X tzerinde
tanimli tim sinirl: lineer fonksiyonellerden olusan B(X, K) uzayina X uzayinin strekli

duali denir ve X “ ile g6sterilir.

Simdi tez boyunca kullanacagimiz bazi esitsizlikleri verelim:

i) p>1, %+ i =1vex = (xy) € £,,y = (yx) € £4 olsun. Bu taktirde,

1 1
Dl < (Yl ) D vl (111)
k=0 k=0 k=0

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik Holder Esitsizligi olarak bilinir (Kreyszig, 1980).



i) p=1vex = (xg), y = (yx) € £, olsun. Bu taktirde,

S VCREE A
(Z|xk+yk|1°> s(va’) +<Z|yk|p> (112)
k=0 k=0 k=0

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlige Minkowski Esitsizligi denir (Kreyszig, 1980).

1.2. Dizi Uzaylan ve Matris Donusumleri

Tamm 1.2.1. K = R veya K = C olmak (zere tim dizilerin kiimesi
w={x=(x) Ew:x:N > K, k - x;, =(x)}
ile gosterilir.
w klmesi,
((xk): (Yk)) = (X + Yi)

ve

(/1, (xk)) - (Axy)

ikili islemleri ile K Gzerinde bir vektor uzayidir. w’ min herhangi bir alt vektér uzayina

bir dizi uzay: denir (Boss ve Peter, 2000).

Literattirde en ¢ok ele alinan dizi uzaylarinin listesi asagida verilmistir.



Ornek 1.2.2.
Lo = {x = (xx) € wisup|x,| < 00},
k
c= {x = (xx) € w: (x;) yakinsak yani ’!im X mevcut},

Co = {x = (x;,) € w: I!l_)rgo X = O},

bs = {x = (xz) € w: (Z xk> € {’oo},

k=0

cs = {x = (xz) € w: (Z xk> € c},
t, = ix = (x3) € w: <Z|xk|p> < oo},
K
bv = {x = (xr) € wilxo| + (lek - xk+1|> < 00},
K

uzaylar: birer dizi uzayidir (Boss ve Peter, 2000).

Tamm 1.2.3. (K-, FK-, BK-Uzaylar) A bir lineer topolojik uzay olsun. Eger Vi € Nigin
pi(x) = x; seklinde tamimlanan p;. 1 — € doénisimi surekliyse A’ ya bir K- uzay: denir.
Tam lineer metrik bir K- uzayina bir FK- uzayi, normlu FK- uzayina da bir BK- uzayi
denir (Altay ve Basar, 2005).

Ornek 1.2.4. £, c ve ¢y uzaylar || x Il » = sup|x,| normuna gore, 1 <p < oo igin
k

tyuzayrda llx Il , = (Z’,;‘zolxklp)l/P normuna gore birer BK- uzayidir (Malkowsky,
2001).



Tanmim 1.2.5. A ve p birer dizi uzay1 ve A = (ay,) (n,k =0,1,2,...) da reel ya da
kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun. Her bir n € N icin A4,,(x) = Y anXk
yakinsak ise Ax = (4,,(x)) yazilr. Eger x = (x; ) € Aiken Ax =(A,,(x)) € pise 0 zaman
A’ ya Adizi uzayindan u dizi uzayina bir matris dénisimaddir denir ve bu durum A : 1 -

u olarak gosterilir. Ax dizisine de x’ in A- donlstima denir.

(A :p)ile A : A - puseklindeki butlin A matrislerinin kiimesi, (A: i, p ) ile de limit ya da

toplami koruyan A A — u seklindeki battin A matrislerinin kiimesi gosterilecektir. (A u;

p) c (A: ) oldugu agiktir (Nanda, 1983).

Tanmm 1.2.6. A = (a,;,) reel ya da kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun. vV n =

0,1,2, ... icin A,(x) = Y, anrx, meveut ve lim, A,(x) =1 € Cise x = (x,,) dizisine

[ sayis1 icin A - toplanabilirdir denir. Bu durum x” in A - limiti [” dir diye ifade edilir ve
A-Ilim,x, =1

olarak gosterilir (Malkowsky, 2001).

Tanmm 1.2.7. A = (a,;) reel ya da kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun. k > n

olacak bicimdeki V n, k € N i¢in a,,; = 0 ise A = (a,;) matrisine t¢gensel matris denir.

A = (ay,y) Ucgensel matrisinde a,,,, # 0 ise A’ ya normal matris denir (Boss ve Peter,

2000).

Teorem 1.2.8. A € (c: ¢) olmasi icin gerek ve yeter sartlar

i sup Xilap| < o
neN
ii. Bazia €C icin lim Ylaul =a
n — oo

iii. Herbirk € N icgin lim a,; = a;
n — oo
olmasidir (Nanda, 1983).
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Tanim 1.2.9. Teorem 1.2.8. deki sartlar1 saglayan bir matrise koruyucu
(conservative) matris denir. Bu tip matrisler kisaca K -matrisi olarak gosterilir.

Teorem 1.2.10. A € (c: c; p) olmasi igin gerek ve yeter kosul

I Sup Zklankl <
neN

ii. Bazik €N igin lim a,;, =0
n — oo
||| ||m Zk Ank = 1
n — oo

olmasidir (Nanda, 1983).

Tanmm 1.2.11. Teorem 1.2.10. daki sartlar1 saglayan matrise reguler matris veya

Toeplitz matris denir ve bu tip matrisler kisaca T - matrisi olarak gosterilir.
Simdi bazi 6zel matrisleri tanimlayalim.

Tamm 1.2.12. t = (t;) pozitif reel sayilarin bir dizisi ve T,, = Y}_, tx , (n € N) olsun.

O zaman VvV n,k € N igin

% (<k<n)

—, < <n
rrik: Tn

0, (k>n)

seklinde tammlanan R® = (r;},) matrisine Riesz ortalamas: (t = (t) dizisiyle iliskili)
denir (Polat ve Basar, 2007).

Tanm 1.2.13. V n, k € N igin

<k<
cue = fnr1 O=sk=m
0 : (k>n)

seklinde tamimlanan C; = (c,,;) matrisine birinci mertebeden Cesaro ortalamas: denir
(Polat ve Basar, 2007).

11



Tanm 1.2.14. Vv n, k € N igin

(1, (0<k<n)
Swe={o. (k > n)

seklinde tanimlanan S = (s, ) matrisine toplam (summation) matrisi denir (Polat ve
Basar, 2007).

Tamm 1.2.15. V n, k € N icin

s :{(—1)""‘, (n-1<k<n+1)
ko , (0O<k<n-1yadak >n)
ve
_((=)"k, (n<k<n+1)
d., =
ko , (O<k<n-1yadak>n+1)

seklinde tanimlanan AM= (§,,,) ve AM= (d,,,) matrislerine fark matrisleri denir
(Polat ve Basar, 2007).

Tamm 1.2.16. A" = (a},;,) matrisi herhangi bir sabit r € R ve V n, k € N igin

r 0 k
< <
a — 1 y ( >~ _Tl)
0 , (k>n)

seklinde tanimlanan matristir (Altay ve Basar, 2005).

12



Tanm 1.2.17.r e Rve V n, k € N igin

ro= (Z) A-r)"rk, (0<k<n)

0 : (k>n)

seklinde tanimlanan E™ = (e},) matrisine r. mertebeden Euler ortalamas: denir
(Boss ve Peter, 2000).

Tanmim 1.2.18. A bir normlu dizi uzayi olsun ve (by) dizisi verilsin. vV x € A igin

lim [|x — (agho + ayby + -+ ayby)ll =0
n—-oo

olacak sekilde bir tek (ay) skalerler dizisi varsa (by,) dizi uzayina A dizi uzayimn bir
Schauder bazi (kisaca bazi) denir ve bu durumda x = Y, a, by, yazilir (Altay ve Basar,
2005).

Tanim 1.2.19. A bir dizi uzay: olmak Uzere bir A sonsuz matrisinin A uzayindaki etki

alan (domain) olan 4, kiimesi
M= {x=(0;)€Ew:Ax € 1}
olarak tanimlanir (Altay ve Basar, 2005).

Simdi yukarida tamimlar1 verilen C;, Rt, Ave A" matrisleri yardimiyla tanimlanan

bazi dizi uzaylarina 6rnek verelim.

Ornek  1.2.20.  (lo)c, = Xeoy (Ip), = Xps Uedr, =75, Ck =7 (Codr, =175,
1

(lP)A = bv,, (Co)ar = ap, car = ag, (lp)Ar =ap, (lo)ar =aldir  (Altay ve

Basar, 2005).
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Tamm 1.2.21. X ve p dizi uzaylari igin S(A, u) kiimesi
Shuw) ={z=(zx) ew:Vx € Licin xz = (xyz,) € u}

carpim uzayi olarak adlandirilir. S(A, u) kiimesi yardimi ile A uzayinin «, 8 ve y -dualleri

olan A%, A# ve AY kiimeleri sirasiyla
A% =S, 1), AP =S(A,cs) ve AY =S(A, bs)
biciminde tanimlanir (Wilansky, 1984; Altay ve Basar, 2002).
Simdi yukarida tanimlar: verilen dualler ile ilgili drnek verelim.
Ornek 1.2.22. bvy, = bv N ¢, olmak lizere
cs®* = bv* =bv§ = bs?* =1

csP = by, bvP = cs, bvf = bs, bsF = by,

cs® = by, bvY = bs, bv! = bs, bsY = bv
dir (Boss ve Peter, 2000).

Teorem 1.2.23. A ve u birer dizi uzay: ve o € {a, 8,7} olsun. O zaman A% € Af < AY dir

ve A cpise A2 o pn? dir (Polat ve Basar, 2007).

1.3. g- Calculus

q- Calculus ve bilinen sonuglarinin g- benzerlerinin (analoglarinin) ¢alisilmas: Euler
zamanina kadar uzanir. g- Analizin matematik alaninda, 6zellikle kombinatorik, 6zel
fonksiyonlar, ¢oklu fractal olgtimlerinin incelenmesi, dinamik sistemler ve kuantum

gruplari gibi alanlarda cesitli uygulamalar: vardir.
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Bu kisimda, ilk olarak g- analiz kavrami ile ilgili tezde ihtiyacimiz olan tamim ve

teoremlere yer verilecektir.
Tamim 1.3.1. Her r € Z* igin, r tamsayisinin q- benzeri [r] ile belirtilir ve

1-4q"
[r1=1[rlg={1-¢
r : qg=1

, q € R* — {1}

seklinde tanimlanir.
Bir g > 0 sayist igin N, kiimesi
N, = {[r], r € N}
ile tammlanir. Tamm 1.3.1. den goralir ki
Ng=1{0,1,1+q1+q+ q*>1+q+ q*+ ¢° ..} (13.1)

Aciktir ki, (1.3.1)'de g =1 alirsak, tim q tam sayilanin N, kimesi tim dogal sayilar
kiimesi N’ ye indirgenir (Kac ve Cheung, 2002; Bekar, 2010).

Tanim 1.3.2. g > 0 degeri verildiginde, g- kaydirilmis faktoriyel
(@@n=0-a)(1-aq)...(L —aq™™?)

seklinde tanimlamir. Tum n > 1i¢in (a; q)o = 1 olur.

Bunun sonsuz versiyonu ise

(@;9)e = 1im (a;q)n
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seklinde tanimlanir. r € N ve belirli bir g > 0 degeri icin [r]! "in g- benzeri

[r]!:{g-r][r—l]...[l]: ;zé

ile tanimlanir (Kac ve Cheuny, 2002; Bekar, 2010).

Tamm 1.3.3. Herhangi bir n, k € Z ve 0 < k < n igin g- binom Katsay1si

[n]: (9:9)n
k1 (q;0)6( a9 )n—k

seklinde tanimlanir. (1.3.2)" yi baska sekilde yazacak olursak

[n]!
[kl = [ — k1! [K]!

ile ifade edilebilir.

1< j < n — 1 olmak uzere Pascal kural: olarak bilinen iki esitlik

[Tl _ n—1]+ jn—l]
j j=1]7 T

ve

F1= 2]+ "]

bigciminde verilir (Kac ve Cheuny, 2002; Bekar, 2010).
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Tanim 1.3.4. (x — a)™ nin g- benzeri

(1 , n=20
(x_a)q_{(x—a)(x—qa)---(x—q”'la, nzl

seklinde tanimlanir (Kac ve Cheuny, 2002; Bekar, 2010).

Tez boyunca sonlu g- Binom teoremini asagidaki bicimde kullanacagiz.

n

(x—a)} = Z(—l)jqj(jz’_l) [;l] alx™ .

Jj=0

Son olarak, konuyla ilgili bazi limit érnekleri verelim.

Ornek 1.3.1. g < 1 ise,

lim— = fim——— = Jim——% =1
nLrg[n]_nl—)rgl—qn_nl—)r&l—qn_ a4
1-q
diger taraftan eger g > 1 ise,
lim-—=20
n-o [n]

dir (Bekar, 2010).
Ornek 1.3.2. 0< g < 1 ise,

lim '.‘]: i E=aMA—¢" . (1 - ")
nooo L J n—oo (1_q)(1_q2)...(1—qj)
1

T (A--¢?)..(1-¢))

dir (Bekar, 2010).
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2. [€] ve [€,] DiZi UZAYLARI

2.1. Giris

Bu boélimde, g- Cesaro dizi uzaylarinin bazi temel 6zelliklerinden bahsedecegiz.
Klasik 1. mertebeden Cesaro matrisinin g- benzeri Aktuglu ve Bekar tarafindan 2011

yilinda yapilan calismada her n,k € Nicin C;(q*) = (c1,(g*)) matrisi 0 < q < 1igin

qk

Cax(@) = {[n+1],"
0, (k >n)

(O =<k=n (2.1.1)

biciminde tamimlamistir (Aktuglu ve Bekar, 2011). (2.1.1)’de g — 1 iken limite
gecildiginde klasik 1. mertebeden Cesaro matrisi elde edilir. Bu matrisin standart dizi

uzaylan ¢ ve c, Uzerindeki etki alanlar: kullanilarak [¢] ve [¢,] g- Cesaro dizi uzaylar:

[¢] = {x = (x;) Ew: lim

o [ +1] Zq X mevcut} (21.2)
q

ve

[é,] = {x =(xp) Ew: IIrElo[ ” 1]q Z qQ x, = } (2.1.3)

seklinde tanimlanmigtir (Demiriz ve Sahin, 2016).

Tamm 1.2.19. yardimiyla bu dizi uzaylan [¢] = {C}Cl(qk) ve [&,] = {CO}Cl(qk) seklinde

tanimlanir.
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Simdi herhangi bir x = (x;) dizisinin C;(q*) — dénusimini y = (yk) ile gosterelim ve

matris donlsumi tanimi yardimiyla ifade edelim. Her bir k € N igin

= C@9x = ) chila))
k

= 2 (@) (i) + z (@) (i)

k=0 k>n
k
1 Z i
[k + 1], =
olarak elde edilir. Yani
k
G ooy, - T j 214
J’k—C1(CI)x—[k+1]q q- xj (214)
=0

dir.

Artik ilk teoremi verebiliriz. ilk teorem bu uzaylarin lineer uzayhig: hakkindadur.

Teorem 2.1.1. [¢] ve [¢,] kimeleri, diziler Uzerinde tanimlanan toplama ve skalerle

carpma islemlerine gore birer lineer uzaydir (Demiriz ve Sahin, 2016).

Ispat: x = (xz), ¥y = (v;) € [¢] ve A € C olsun. Bu taktirde

I Z =
k'l?o[k+1]q @’y = a

l!LnJO[k+l]qu y] = B

olacak sekilde a, B € C mevcuttur.
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Buradan,

+
k—)oo [k+1]qzq (x; + )

1 ,
Jx.
k—>oo [k + 1]qzq %

1 .
+ Jjy.
zlLrgo[k+1]qzq Vi

:a+[j’

yani (x +y) € [¢] ve

lim

k00 [k + 1]q z q (AX])

_A:!L”Jo[k+1]qzq g

=lda

yani (1.x) € [¢] elde edilir. Dolayist ile [¢] kiimesi bir lineer uzaydir. [&,] kiimesinin de

benzer sekilde ispati yapilabilir.

Teorem 2.1.2. [¢] ve [¢,] dizi uzaylar

k
el = Iz = [k+1] Z - (215)

normu ile birer BK- uzayidir (Demiriz ve Sahin, 2016).
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Ispat : X uzay1 ¢ veya c, uzaylarindan herhangi birini gostersin. x = (x),y = (yx)
dizileri (2.1.4) bagintis1 ile bagl olsun. [¢,] uzayinin Banach uzayhgina bakalim. [¢,]

dizi uzayinin lineer uzayligi Teorem 2.1.1 de ispatlanmistir. Simdi (2.1.5)’de tanimlanan
fonksiyonun norm oldugunu gosterelim.

N1 Aksiyomu x € [¢,] icin

1 .
1 = S Jy.| =
Ielieq =0 sup gD '] =0
j=0
k € N ici ! Jxj| <0
< K € NICIn qu Xi| =
Jj=0

1 .
eNiCin ——— Y qlx; =
Sk icin [k+1]q2q xj =0
Jj=0

olur. Bu durumda

k=0i¢cin —=—xo=0 = x,=0

[l]q

k=1icin —[q°, +q'x;]=0=>x,=0
[2]q

1 .
— i~ _ Jy. = =
k ml(;m[m_'_l]qéoqx] 0=>x,=0
J:

cikar ki bu bize Vk € N igin x;, = 0 oldugunu verir.
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N2 Aksiyomu Vx,y € [¢,] ve A € C igin

K

1 ,
Ax||ljz1 = su Z J(Ax;
12 (I, keg k+ 11, j=0q (Ax;)

k
1 .
= |2lsu —z i,
lsup I3y, 2,97

j=0

| A% [,
elde edilir.

N3 Aksiyomu Vx,y € [é,] icin

K
1 ,
x+ylliaq = su —Z i (x; + y;
k k
csplitar S o] selin e
< sup |————— x| + sup [——— ,
ven [+ 11, £ 79| 7 SR [ev 11, 4T
j=0 j=0
= lIxllig,) + Nyllie
= lx + vl < lxllg + 1yl

elde edilir. Boylece (2.1.5)" de tanimlanan donlsumin norm aksiyomlarinin sagladigi
gosterilmistir.

Simdi ise [&] dizi uzayinin tamhgimi gosterelim. Kabul edelim ki (x(™), [&,]’da keyfi

bir Cauchy dizisi olsun. Burada (x(™) dizisinin

™ = (x(n)) — (xin),xén), )
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biciminde olduguna dikkat edelim. Cauchy dizisinin tanimi geregince Ve > 0 icin

AN = N(¢) € N vardir dyleki vn,m = N(¢) icin

lx™ = x™lge) = 1C1(g°)x™ — C1(g")x™l,,

= sup|C1 ()" — (x| < ¢
S

yazilabilir. Buisei = 1,2,...ven,m = N(¢) igin
(g = (g < e (2.1.6)
oldugu anlamina gelir.

(2.1.6) esitsizligi bize her bir i igin (C,(¢*)x"™) dizisinin R ‘de (veya C’de) bir Cauchy

dizisi oldugunu gosterir. R tam oldugundan bu dizi her bir i igin

limC (g)x™ = %, ;x=(x;)
m

olacak sekilde bir limite sahiptir. Simdi (2.1.6) esitsizliginde n’yi sabitleyip m — oo iken
limite gecersek
Cl(qk)xl.(n) —x;|<e ;vVn=>=N

elde edilir. Buradan Yn > N icin

sup Cl(q")xl.(”) —xi| < ¢ 2.1.7)

ieN
olur ki bu da
[C1(@)x™ —x|| -0 (n-> o)
Co

23



oldugunu gésterir. Yani (x(™) Cauchy dizisi [¢,]’da yakinsaktur.
Ispat1 tamamlamak icin x € [&,] oldugunu géstermeliyiz. (2.1.7)’den i,j = N(¢) igin

|C1(a")x; = C1(a®)xj| = |C1(q")x; — x + ) — 5 + x5 — C1(q%)x;
< |C1(qk)xl- - val + |fo - x]Nl + |XJN - Cl(qk)le

< 3¢
olur ki bu x € [&,] oldugunu ispatlar. [¢] dizi uzayi icinde benzer sekilde ispat yapilabilir.

Teorem 2.1.3. [¢] ve [¢,] g— Cesaro dizi uzaylari sirasiyla c ve ¢, uzaylarina lineer olarak
izomorftur. Yani

[¢] =c ve [E)] = ¢
dir (Demiriz ve Sahin, 2016).

Ispat : ispat1 [&,] dizi uzay: icin yapacagiz. [¢] dizi uzay icin benzer sekilde yapilabilir.

x = (x) ve y = (y;) dizileri (2.1.4) bagintis1 ile bagl olsun.

[¢,] ile ¢ uzaylarinin izomorf oldugunu gostermek icin [&,] ile ¢, arasinda lineer, birebir

ve Orten bir dondstimun varhigin: gostermeliyiz.

T:[¢] = co
K

1 )
: = = _ Iy,
€ o= g, 2,0
]:

dontsimind g6z 6nune alahm. T dondsumindn lineerligi aciktir.

T dondsimindn birebir oldugunu gosterelim. Bunu, donlsumun cekirdeginin sadece
sifir vektorinden olustugunu gostererek yapacagiz. Tx =60 = x =6 0©nermesinin

sagladiginm gosterecegiz.
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Tx = 0 olsun. Yani

k
1 )
= = Jy. =
Tx Yk [k+ 1]q20q x] 6
j:

olsun. Bu durumda

1
k=0icin ——xy =0 = x,=0
9 [l]q 0 0
1
k =1icin —[q°, +q'x;]=0 = x;, =0
[2],

m
1 .
= icin —mmm — Jyx. = =
k mlgln[m+1]qz)qx] 0=>x,=0
J=

cikar ki bu bize Yk € N icin x;, = 0 oldugunu verir. Dolayisi ile x = 6 elde edilir.

Bu ise T dontsuminin cekirdeginin sadece sifir vektoriinden ibaret oldugunu gosterir.

Dolayist ile T, birebirdir.

Simdi, T donustiminin orten oldugunu gdsterelim. Vy € ¢, icin 3x € [&;] elemaninin

var oldugunu gosterecegiz.

k
1 )
= e — Iy
Tx =y [k+1]ngxf
j=0

k
ylk +1,= ) a'x,
j=0
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burada k yerine k — 1 alirsak

Vi-1lklg = Z q’x; (2.1.9)
j=0

(2.1.8) ve (2.1.9) taraf tarafa ¢ikarilirsa

Vielk + 11, — yie-1.[k], = q%x;

[k + 1] [k]
qk qyk_ qquk 1 (2110)

Xp =

olur. (2.1.10) esitligi ile x = (x;) dizisini tanimlayalim. Amacimiz bu dizinin [¢;] da

oldugunu géstermektir. Bunun igin bu dizinin C; (¢*) doniisimiine bakalim:

[k +1] [k]
[n+1]qzq “In +1]qzq { q~ i qquk 1 }

= In
Simdi n = oo iken limite gegilirse

n

1 :
i e, 2, 0 = i =0

elde edilir. Bu ise x = (x;) € [¢,] oldugunu gosterir. Dolayis1 ile T, ortendir. T
dontsimandn lineer, birebir ve orten oldugu gosterilmistir. Bu ise teoremin ispatini

tamamlar.

Simdi tanimlanan g- Cesaro dizi uzaylar: ile ilgili bazi kapsama bagintilarin: verelim.
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Teorem 2.1.4. ¢ = 1 olmak Uzere

co < [&]

kapsamasi kesin olarak saglanir (Demiriz ve Sahin, 2016).

Ispat: Keyfi bir y € ¢, alahm. g > 1 icin C;(g*) metodu regiiler oldugundan vy € c,
icin C;(q%)y € co’dur. Yani

y € [é0]

dir. Dolayist ile

co < [&]

kapsamas: saglanir. Simdi kapsamanmin kesinligine bakalim. Bunun igin ¢ > 1 genel

terimi

seklinde tanimlanan u = (u, (q)) dizisini g6z dénine alalim.

Bu taktirde

1 O L (-DF 11— (=1
[n+1]qz * q 2[n+1],

Gy (qk)u =
k=0

olup n — oo iken limite gegcilirse
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lim ¢,(g%)u =0
n—-o0o

elde edilir. Bu ise u = (ux(q)) € [¢,] oldugunu gosterir. Dolayis: ile kapsama kesin

olarak saglanir.
Teorem 2.1.5. [¢,] < [¢] kapsamas: kesin olarak saglanir (Demiriz ve Sahin, 2016).
Ispat: Keyfi bir y € [¢,] alalim. ¢, < c oldugu akilda tutulursa
y € [6o] = C1(qM)y € ¢
= C(q)yec
>y €[]

elde edilir. Dolayisiile [¢,] < [&] kapsamasi gegerlidir.
Kesinlik icin Yk € N icin x = (x;) = (1) dizisini g6z dniine alalim. O zaman

n

1

[n+ 1]q &

C1(q)x = q*x =1

olup n — oo iken limite gecilirse

limcC,(g")x =1
n—-oo
elde edilir. Yani C;(¢*)x € c’dir. Buise x = (x;) € [¢] oldugunu gosterir.

2.2.[€] ve [€p] Dizi Uzaylaninin a- ve - Dualleri

Dual hesab:r dizi uzay: calismalarinin en énemli temel ayaklarindan birini olusturur.
Ozellikle matris siniflarinin karakterize edilmesinde g- dualin hesab: biyik énem tasr.

Clnku - dualin hesabr ile donlsum dizisinin varligi garanti edilmis olur.
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Bu kisimda [¢] ve [&] dizi uzaylarinin a- ve - duallerini verecegiz. Ilk olarak,
hesaplamalarda ihtiya¢ duyacagimiz bazi temel matris dontstmleri ile ilgili lemmalar:

verelim.

Lemma2.2.1.4 € (c: ;) = (cy: £1) olmasi icin gerek ve yeter kosul

3

neN keK

sup < o

N,KEF

dir (Stieglitz ve Tietz, 1977). Burada F ile N’nin bitun sonlu alt kiimelerinin kolleksiyonu

belirtilmektedir.
Lemma 2.2.2. A € (c : ¢) olmast icin gerek ve yeter kosul

I lim Apk = Qg , (k € N)
n—oo

il supYglanl < «
neN

iii. lim Y, a,, mevcut.
n—>oo
sartlarinin saglanmasidir (Stieglitz ve Tietz, 1977).

Ilk teorem bu uzaylarin a- duali ile ilgili olacaktir.

Teorem 2.2.1. [¢] ve [¢,] uzaylarinin a- duali

y Yool

neN keK

C,(q) = ja=(ar) Ew: sup
N.KEF

s

dir (Demiriz ve Sahin, 2016).
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Ispat: Herhangi bir a = (a,,) € w alalim. (2.1.10) esitligi yardimiyla

n
k+1
ApXy = z (_1)n_kganyk

n
k=n-1 q
yazilabilir. Burada her n, k € N icin B = (b,,;;) matrisi

[k +1],

—1)yn—k —1<k<
b = (-2 o a, , n—1<k<n
0 , diger durumlarda
olarak tanimlanirsa
n
[k +1]
AnXn = 2 (_l)n kTqanyk = (By)n

k=n-1

(2.2.1)

elde edilir. Simdi tam bu noktada (2.2.1) esitligini yorumlayalim: “x € [¢,] (veya [¢])

oldugu zaman ax = (a,x,) € ¥, olmasi icin gerek ve yeter kosul y € ¢, (veya y € c)

oldugunda By € ¢, olmasidir” ¢ift gerektirmesine sahip oldugunu géruyoruz. Yani

a=(a,) €{l6]}* & B e (co:th)

olur. Bu ise Lemma 2.2.1 geregince [¢,] ve [¢] uzaylarinin a- dualinin C;(q) oldugunu

gosterir. Yani

{[&1}* = {lcD}*

=Ja=1(ay) Ew: sup
N, KEF

neN kexK

dir.

Siradaki teorem bu uzaylarin - duali hakkindadur.

30

ZZ(—l)”—k[k;—n”qan <o



Teorem 2.2.2. Her k € N i¢in

olmak lzere C,(q) ve C5(q) climlelerini sirasiyla

)= fa= @) ws s 1 [a(%)] <
k

ve
C3(q) = {a= (ap) ew: ([k+1l ar) € €0}
olarak tanimlayalim. Bu taktirde

{[e]} = C,(q) Nncs

ve
{[&1} = C.(q) nCs(q)
dir (Demiriz ve Sahin, 2016).

Ispat: ispati sadece [¢] icin yapacagiz. Benzer olarak [¢,] icinde yapilabilir. Abel Kismi

Toplam Formuli yardimiyla elde edilen asagidaki esitligi g6z 6niine alalim:

Z Xy = %{J’k- [k + 1], — Yie-1. K]}

k=0 k=0

n—-1

a
D T+ 1 (T i+ [ + 2gany,
k=0

31



Bu esitlik yardimiyla T = (t,,;) matrisini her n, k € N icin

a
[k+1]qA(q—’,§) ., 0<ks<n-1
buke = [n+1],a, , k=n
0 , k>n

olarak tanimlayalim. O zaman

n

z ayxy =(Ty),; n€eN (22.2)
k=0

elde edilir. (2.2.2) esitligini yorumlayalim: “x = (x;) € [¢] oldugu her zaman

ax = (aix;) € cs olmasi icin gerek ve yeter kosul y = (y,) € ¢ oldugu her zaman

Ty € c olmasidir” ¢ift gerektirmesine sahip oluruz. Boylece
a=(a,) €{[e]} © Te (cc)
elde edilir. Tam bu agsamada Lemma 2.2.2 kullanilirsa
{[c]Yf = Cy(q) nes
bulunur. Bu ise ispat: tamamlar.
Bu boélimde, g- Cesaro matrisinin ¢ ve ¢, etki alanlar1 kullanilarak tanimlanan [¢] ve [&,]

dizi uzaylar tanitilmistir. Ayrica tanitilan bu uzaylarin cebirsel ve topolojik 6zellikleri de

detayh bir sekilde incelenmistir. Diger bélumde ise g- Cesaro matrisinin £, ve £, etki
alanlar kullanilarak tanimlanan [2,,] ve [?,,] dizi uzaylar: tanitilacak olup bu uzaylarin

cebirsel ve topolojik 6zellikleri de incelenecektir.
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3. [#x] ve [£,]DiZI UZAYLARI

3.1. Giris

Bu bélimde, g- Cesaro dizi uzaylarinin bazi temel dzelliklerinden bahsedecegiz. Klasik
1. mertebeden Cesaro matrisinin g- benzeri Aktuglu ve Bekar tarafindan 2011 yilinda
yapmis oldugu cahsmada her n, k € Nigin C;(g*) = (cl,(g*)) matrisi 0 < q < 1 igin

qk

Ca(@) = {[n+1],°
0, (k =>n)

(0 <k <n)

biciminde tammlanmistir (Aktuglu ve Bekar, 2011). Bu matrisin standart dizi uzaylari €,

ve ¢, Uizerindeki etki alanlar kullanilarak [2,] ve [€, | q - Cesaro dizi uzaylar

- 1 n
[foo] = {x =(x) Ew: supmkzzoquk < oo}

neN

ve

oo n p
-~ 1
[gp]:ix:(xk)ewzzb,l_'_l] zquk <OO}, (O<p<00)
n=0 7 k=0

seklinde tanimlanmistir. Bu uzaylarin cebirsel ve topolojik 6zellikleri ile ilgili teoremleri

verebiliriz.

Teorem 3.1.1. [#,,] ve [2, ] kiimeleri diziler izerinde tamimlanan toplama ve skalerle

carpma islemlerine gore birer lineer uzaydir (Yaying ve ark., 2021).

Ispat: x = (x),y = (») € [#,] ve 1€ C olsun. Simdi Ax +y € [#,] oldugunu

gosterelim.
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Ucgen esitsizligi ile,

n 1 n L n
[n+ 1]q ;}qk(ﬂxk +y)| = m; qk(/lxk) + I+ 1]q ;qu(yk)
1 < n
<= 1]q;)q’°uxk) e 2, 00

olur. Buradan

e :

n=0

Z q*(Axy + i)

>

S [
n=0

yazilabilir. 0 < p < 1 icin Minkowski esitsizligi ile

[n+ 1]q

r

1 v 1 v
[Tl+ 1]qk2=0qk(/1xk) + ‘[Tl"‘ 1]qk2=oqk(yk)

o) p
nzzo [Tl+ 1]qzqk(/1xk +yk)
[ 1 n p (o) 1 n p
< Z TESP Z *x)| + Z i, Z a* (i)
n=0 k=0 n=0 k=0
o' 1 n 0o p
= I/‘llpz s qu q"(xk) + Z [+ 1]q q""(yk)
n=0 k=0 n=0 k=
<

ve 1 < p < oo igin yine Minkowski esitsizligini kullanarak,
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n 1/p

1
mz q*(Axy + yi)
9 %=0
p]

1 n
[Tl + 1]q kz=0 qk(xk)

2

1/p 1/p

n

|

mk=0 q* (i)

5

n=0

+[z

n=0

1 n
m; q*(Axy)

pl

1
[Tl + 1]q k2=0 qk(yk)

1/p 1/p

[00]

= |4l [z

<

| |

elde edilir. Bu ise, Ax +y € [#, | oldugunu gésterir. Dolayist ile [2, | kuimesi bir lineer

{»

uzaydir. [Z’oo] kimesi icin de benzer sekilde ispati yapilabilir.

Teorem 3.1.2. 0 < p < 1 olmak iizere [Z, | uzay:

o)

Iell, ) = >

n=0

p

(3.11)

[n +1]qz"x"

normu ile bir p- normlu uzaydir (Yaying ve ark., 2021).
Ispat: Bunun icin (3.1.1)’ de tammlanan fonksiyonun norm oldugunu gésterelim.

N1 Aksiyomu x = x; € [#, ] icin

o n p
1 k
Iellp, =0 D, (g, ), 0%
n=0 9 %=0

[n+1] Zq x,=0 (n=012..)
q£

PN Z q*x, =0, (m=012..)
k=0

©x, =0 (n=012,..)

oldugundan N1 aksiyomu saglanir.
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N2 Aksiyomu x = x;, € [¢, | ve 2 € Cigin

(0]

laxllz,) = >

n=0

p

n
e I,
q AXy
[n+1], —

o)

=lr )

n=0

n p

: Z ‘
q~ Xk
[n+1]qk=0

= 4P llxllz, |

elde edilir ve boylece N2 aksiyomu saglanir.

N3 Aksiyomu x,y € [2, ] igin

8

n 14

1

[n+ 1]q i

lx +yliz,] = q* Cex+yi)

i
o

D

MS

1 n
[ +1]qzqk(xk) +1]qu=0qk(yk)

r

0

S
Il

Ucgen esitsizligin yardimiyla

x+yliz,) si[

n:

1 < 1 <
[n+ 1]qkz=0qk(xk) + [n+ 1]qkz=;)qk(}’k)

ve Minkowski esitsizligi yardimiyla

p

D [’}
3
n=0

e+ ylig, ) < ).
n:

1w 1w
[n+ 1]q;)qk(xk) [Tl + 1]q;)qk(yk)

elde edilir ve boylece N3 aksiyomu saglanir.
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Boylece (3.1.1)’de tanimlanan fonksiyonun norm aksiyomlarini sagladigi gosterilmistir.

Su halde 0 < p < 1 igin [Z, ] bir normlu uzaydr.

Teorem 3.1.3. 1 < p < oo olmak Uizere [, | uzay:

D 1/p

o

Il = D

n=0

n

1 K
[n+1]qzq Xt

k=0

(3.1.2)

normu ile bir BK- uzaydir (Yaying ve ark., 2021).

Ispat: Bunun icin (3.1.2)° de tammlanan fonksiyonun norm oldugunu gésterelim.

N1 Aksiyomu x € [, | olsun Bu durumda,

1

© 1 n P\ p
- = e — k =
Ixll, =0 & > [nﬂ]qu X 0
n=0 k=0
n
1 k
= 1] q"x;, =0, n=012..)
Tk=0
n
o z ¢*x, =0, (n=012 )
k=0
o x, =0, n=012,..)
oldugundan N1 aksiyomu saglanir.
N2 Aksiyomu Vx € [, | ve 1 € C igin
1
(o) 1 n P\ p
axllg, = { > D>
’ n=0 [+ 1] k=0
1
o n P\p
1
= (D [ ) a
n=0 [+ 1] k=0
= |Alllxllz,

bulundugundan N2 aksiyomu saglanr.
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N3 Aksiyomu Vx,y € [Z, | icin,

1
P\ P

[ee] 1 n
e+ Y, =\, [y 2, 4o+ 900
k=0

1
n P\p

Sl 1 1
= z [Tl + 1]q ;qk(xk) + [Tl + 1]q kzoqk(yk)

Ucgen esitsizligi yardimiyla

1
P\ P

-+

lx+ yll, | < Z[
n=0

1 - 1 -
[Tl + 1]q ;qk(xk) [Tl + 1]q kzzoqk()/k)

ve Minkowski esitsizligi yardimiyla

1
pP\p 00

|2,

n=0

o)

e+ ylig,; <{ ).

n=0

1
p\ P
1

[n+ 1]qk

1
[n+ l]qk

n
qk(xk)
=0

q“(y)
=0

Ixllz,1 + I¥llz, ]
elde edilir ve dolayistyla da N3 aksiyomu saglanms olur. Bu durumda [Z,, | bir normlu
uzaydir.

Simdi ise [Z’p ] uzayinin (3.1.2)’de tanimlanan norma gdre tam oldugunu goésterelim.
Kabul edelim ki (x(™), [#, | *da keyfi bir Cauchy dizisi olsun. Burada (x™) dizisinin
xM = (x(")) = (xin),xgn), )

biciminde olduguna dikkat edelim.

38



Cauchy dizisinin tanimi geregince Ve > 0 icin AN = N(¢) € N vardir dyleki vn,m >
N(e) icin

2 = x| = [le@)x® = @™, < e

yazilabilir.

Buisei =12,..ven,m = N(¢&) i¢in

1

2 P
|(€1(a")x™), = (Ci(g")xm) | < (Z |(Ci(g")x™), - (cl(qk)x<m>)i|”)
i=0

= [ (€@9x®), - (cuta ™) || <

oldugu anlamina gelir. Bdylece her bir i icin(C;(q*)x™). dizisinin R ‘de (veya C’de)

bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. R tam oldugundan bu dizi her bir i igin
(C1(@)x™), = (C1(@)x);,  (n—> )
yakinsaktir. Simdi x € [2,, | ve

||x(”) — x”[?p] -0, (n- )

oldugunu gosterelim. ¢; (g¥)x™ € ¢, oldugundan

kY. (n)
et pe], <

esitsizligini saglayan en az bir M > 0 sayis1 mevcuttur.
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Bu taktirde her bir t € N i¢in

1
t p
(Dl ) <taaen, <
i=0
yazilabilir.

Once n, sonra da t (izerinden limit alinirsa

1

3 p

DIl | <m

i=0
bulunur ki bu ise x = (x;) € [, | oldugunu gosterir.
Simdi

|x™ —x|| >0, (n- )
oldugunu gosterelim. € > 0 verilsin. O zaman,
||Cl(qk)x(n) - Cl(qk)x(m)”f < ¢ 1 (n’m 2 nO)
14

olacak sekilde n, € N sayis1 vardir. Bdylece herhangi bir t € N icin

t ;
(Z |(Ca(@x), - (Cl(qk)x(m))i|p> < [1€2(a"x™ = Culgx ™,
i=0

<e, (nmz=ny)

olur.
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Buradan m — oo i¢in

1

t p
(Z |(CL(g")x™), - (cl(qk)x<m>)i|’”> <e, (iznp)
i=0
elde edilir. t keyfi oldugundan, t — oo i¢in
@ =l | = l16:@x® = Ci(aDxll, <&, (= no)

kalir ki bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.1.4. [£,,] uzayr

K
1 .
x|l;z.1 =su E Tx;
eljza) keg [k‘*‘l]qj:oq ]

normu ile bir BK - uzaydir (Yaying ve ark., 2021).
Ispat: Teorem 2.1.2’nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 3.1.5. [#,,] uzayi, ¢, uzayna lineer olarak izomorftur (Yaying ve ark., 2021).

Ispat: x = (x) ve y = (y;) dizileri (2.1.4) bagintist ile bagh olsun. [#,] ile £, uzaylan
arasinda lineer, birebir ve drten bir donusimin varligini gostermeliyiz.

T:[¢,] - ¢,

k
1 .
: = e R
T = e 0,
]:

dontsimind goz 6nune alahm. T dondsumundn lineerligi agiktir.
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T ddnlsumunun birebir oldugunu goésterelim. Tx = Ty oldugunu kabul edelim. x =y

oldugunu gosterecegiz. Buna gore;
Tx=TyeTx—-Ty=20

ve T donustim lineer oldugundan T'(x — y) = 6 elde edilir.

Bu durumda

1
k =0icin o= (xo —¥0) =0 = x5 =y,
[1],

1
le=Ligin 0°Co = ¥0) + 41 =y =0 = 1 =,
q

m
1 ;
= 1IClN ——— ——— ] . —v.) = =
k ml(;ln[m_l_l]ng(x] yj)=0 = xp, = yp,
j=0

cikar ki bu bize Vk € N icin x = y elde edilir. Bu ise T donisuminun birebir oldugunu

kanitlar.
Simdi, T dénusiiminiin orten oldugunu gosterelim. vy € ¢, icin 3x € [#,] elemaninin

var oldugunu gosterecegiz.
y = (yx) €t alahm ve x = (x;) dizisini (2.1.10)’dan,

_ [k+1], [k,
Xk = g Vi — q—k}’k—1

seklinde tanimlayalim.

Bu durumda; 0 <p <1vel < p < oo halleri igin,
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Ixll,) =

S
I
o

P
1

[n+1],

[
Nk

D e+ gy — (Klg¥i-1)
k=0

0

= bl = liyle,
n=0

S
Il

ve

P 1/p

(0]

Iell, =

n=0

= llyll,,

1 n
k
q X
[n+ 1]qkz=0

elde edilir. Bu ise x € [#,] oldugunu ve istelik T doniisimiinin normu korudugunu

gosterir. T déniisumu 6rtendir. O halde [#,] uzays, £, uzayina lineer olarak izomorftur.

Teorem 3.1.6. 1 < p < oo olmak lizere [£, | uzayr p # 2 iken bir Hilbert uzay: degildir
(Yaying ve ark., 2021).

Ispat:  Bunu gdstermek icin [Z’p] Uzerindeki normun paralelkenar kuralinin

saglamadigin gosterecegiz.

W= () = <1, —(1+1[21,) | [2]

, qzq ,o,o,...), (i=012..)

ve
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v=@) = <1,1,%,0,0, ) (i=012..)

dizilerini g6z 6nune alalim.

Simdi bu dizilerin C;(g*) — dénuisiimlerine bakalim.

Cl(qk)u = (C1(Clk)uo, C1(Clk)u1, )
olmak tizere,

0

Cl(q )uO [1]
qk 0

quk

1
[1]q {q uO} [1]q =

1

1
C1(qk)u1 = mz qkuk

k=0

[2]q ——{quo + q'u;}

2], q

2

1
C1(qk)u2 = EZ qkuk

k=0

——{q%uo + q'u; + q*u,}

[3]q
_ 1 _(1+[2]q)
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3
u
[4]qk q Uy

1
e

1 —(1+1[2] [2]
:m{l+q ( 7 q)+q2 q2q+q30}=0

C1(q Juz =

——{q%up + q'uy + q*u, + qPus}

¢ (g")u=(1,-100..)

oldugu gorullr. Benzer olarak

C1(qk)v =— (C1(qk)v0: C1(qk)v1, )

dizisine bakalim.

1
Cl(q )UO [l] quk
9 %=0
1 1
=—{q%v,}=—=1
[, 7 T,
1 1
C1(qk)v1 W quk
7 %=0
1

= E{qovo +q'vy}

[Z]q —{l+gql}=1
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2

1
Cl(qk)vz = WZ quk
q

k=0
1
BER

1 -[2],
{1+q1+q po } 0

——1{q%v, + q'v; + q*v,}

2
[4]q{1+"1+" Ez] +"3°} 0

Cl(qk)v = (11110101 e )
olur.
Diger taraftan v + u ve v — u dizilerini olusturalim.

v+u=(v;+u)

=<2,_1 9712l 450, )
q
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v—u=(v—-w)

_ <0, q+1+ [Z]q | —2[22]q 00, >
q q

Bu dizilerin C;(g*)- doniistimlerini hesaplayalim.

Ci (") +u) = (C1(¢") (o + ug), €1 (") (w1 + uy), ...)

0

[1]q & qk(vk + uk)

Ci (") (o +up) =

—E{qo(vo*‘uo)} [1]q =2

1

1
R, 4
1

E{q (vo +up) + q*(vy +uy)}

_ 1 _1+q_[2]q}_
= [Z]q{2+q—q =0

C ()W, +uy) = q* (v +uy)

2

1
[3] qk(vk + uk)
9 k=0

C (g, +uy) =

:—{q (v0+u0)+q (v1+u1)+q (v2+u2)}

[3],
1 -1 —[2
:@{2+q+q—[]‘1+q20}:0
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oldugundan
G, (@) +uw) =(00,..)
elde edilir.

v —u’ nun C;(g*) déniisimiine bakalim.

Cl(qk)(v —u) = (C1(qk)(170 — Uy), C1(qk)(771 —u),..)

0

= E}(:O q* (v — uy)

G (qk)(vo — Up)

1 0
= E{CIO(VO +up)}t = E =0

1
C1(qk)(v1_u1):_ qk(v - Uy)
[l & 7 "
1
= E{qo(vo —up) +q*(vy —uy)}
1 qg+1+[2];)

2

= ﬁkzo q* (i — ux)

Gy (qk)(vz —Up)

1
- W{CIO(UO —up) + q*(v1 —uy) + % (v, —uy)}
a

1 q+1+[2] -2[2]
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3

1
C1(qk)(173 —uz) = W qk(vk — Uy)
9 %=0

1
—E{O}—O

Oldugundan
Cl(qk)(v - u’) = (01210101 )

elde edilir.

Simdi bu bulunan dizileri g6z 6niine alarak asagidaki paralelkenar kuralinin saglanip

saglanmadigina bakalim:
2 2
v +ullp, |2+ v = ullg, 2 = 1C(g) @ + wlle,” + 1€, (a5) @ = W)l
=4+4=8

2
Ivllz, 1 = G (g )wlle,” = 227

ve
o2 k 2 _ 52/p
lullz,® = ICy (g yull,” =2
olup
2(lIvli,) * + llullz, | *) = 22,227 = 22+2/v
yazilir.
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Sonug olarak

2
o +ullp,* + v —ullp, | * =8 % 2" = 2(lIvllp, > + llullg, | *). @ #2)

elde edilir. Bu da paralelkenar esitliginin saglanmadigini gosterir. (p = 2) iken [?,, |

uzay1 bir Hilbert uzay: degildir.
Simdi bu bélimde tanimlanan dizi uzaylar: ile ilgili bazi kapsama bagintilarin: verelim.

Teorem 3.1.7.1 < p < o0 igin

tp < 2]
kapsamasi saglanir (Yaying ve ark., 2021).

Ispat: 1<p<owvev=(v)€ ¢, alahm. r € N icin Holder esitsizligi yardimiyla

il(a(qk)v)rlp <z S;CE:]_:)Z)
3
2 (e 451
=Z (;T—]qlvsl>

yazilabilir. Burada U = sup( r_ 1‘f] ) ahnrsa [[v][?, | < Ullvl? elde edilir. Bu da

reN

2, c [?, | kapsamasinin saglandigin: gosterir.
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Teorem 3.1.7. 4., € |2, | kapsamasi saglanir (Yaying ve ark., 2021).

Ispat: v = (v,) € £, alalim. Sinirh dizinin tanimi geregi vVr € N icin |v.| < K olacak

bicimde bir K > 0 sayis1 vardir. Boylelikle » € N i¢in

1C1(q")v] =

1 T
_Z qs_lvs
[l &
1 T
< _z qs_llvsl
[rl, &

< K i s—1 K
- —— q =
[r], &

=€, (")l < K

elde edilir. Bu ise (C,(q*)v) € 4., yani v € [2,, | oldugunu gésterir. O halde ¢, c [Z, |

kapsamast gecerlidir.

3.2. [, ] ve [£ | Dizi Uzaylanimin a- ve B- Dualleri

Bu kisimda [2, | ve [2, | dizi uzaylarimin a- ve - duallerini verelim. ilk olarak,

hesaplamalarda ihtiya¢ duyacagimiz bazi temel matris dontstmleri ile ilgili lemmalar

verelim.
Lemma3.2.1. A = (4;;) € (¢,,4,) olmast icin gerek ve yeter kosul

o0 p’
3
IeF &=

=1

Y

i€l

1 1
< oo, (1<p < ), <—+—,:1>
p P

saglanmasidir (Stieghitz ve Tietz, 1977). Burada F ile N’nin blttn sonlu alt kiimelerinin

kolleksiyonu belirtilmektedir.
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Lemma 3.2.2. A = (4;;) matrisinin (£,, ¢) sinifina ait olmast igin gerek ve yeter kosul

Vj € Nigin lim A;; mevcut (321)
L—>00
N 1 1
sup ) 2] < 0,0 <ps ), S+ =1) (322)
ieN 4= p p

sartlarinin saglanmasidir (Stieglitz ve Tietz, 1977).

Lemma 3.2.3. A = (Aij) matrisinin (£, ¢) stnifina ait olmas igin gerek ve yeter kosul

(3.2.1) ve ilave olarak

sqp2|/1ij| < oo, (3.2.3)
i =

lim z |4, — tim 2, = 0. (3.2.4)

i—oo i—oo

sartlarinin saglanmasidir (Stieglitz ve Tietz, 1977).

Teorem 3.2.1. G = (g{;) matrisi

[]]q

(—1)¢

, i—1<j<i

g = (3.2.5)

0 . j>ive0<j<i-1

biciminde olmak tizere D, (gq) climlesini

<

8

p
Zgij

iel

Di(q)={t=(t) ew: supZ

IEF
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biciminde tanimlansin. Bu taktirde
{[& )" = i@, l<ps<o
dir (Yaying ve ark., 2021).

Ispat: 1 <p < owolsun.t = (tj) € wvewv = (v;) Teorem 3.1.5. de ki gibi tammlansn.

Asagidaki esitligi goz onuine alalim:

i
i U]
tiv; = Z (-1)* qu_ql tiu
j=i1

G = (gfj) matrisi (3.2.5) esitliginde tanimlandig: gibi olmak lzere o zaman yukaridaki
esitligi her bir i € N icin
tivi = (GU)i, (326)

yazabiliriz. Simdi (3.2.6) esitligini yorumlayahm: v = (v;) € [¢, ]| oldugu zaman
tv = (t;v;) € ¢, olmast icin gerek ve yeter kosul u = (u;) € £, oldugunda (Gu) € ¢,
olmasidir.
Bu ise

t=@) e{[?,]}" ©6e(4,4)
cift gerektirmesine sahip oldugumuzu gosterir. Tam bu noktada Lemma 3.2.1. kullanilirsa

{7, 1} = (), l1<p<oo

elde edilir.
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Teorem 3.2.2.
) t; t;
= (2 _ 1
At q7) <qi—1 q )

olmak lzere D,(q), D;(gq) ve D,(q) cimleleri sirasiyla
D}" (@) = { = (4) ew: ) (a5, [ < oo}
=1

Ds(q) = {t= () ew: sgp|%[i]q‘ <°°}

ve

L1, =0}

D,(q) = {t = (tj) Ew: ]I|_>n;|0 py

olarak tanimlansin. Bu taktirde

(12,1)" = % (q) n Dy(q)

ve

{[2.. 1) = {2 (@) 0 Du(@)
dir (Yaying ve ark., 2021).

Ispat: t = (t;) €w ve v=(v;) Teorem 3.1.5. de ki gibi tammlansin. H(q) = (k)

matrisi

A(tj1qj)[i]q (O S] < i),
=1 U, G=0
Lo (G >i).
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seklinde tanimlanmak Gizere her bir i € N icin Abel Kismi Toplama Formulu kullanilarak

elde edilen asagidaki esitligi goz 6nline alalim.

itj”j:itj Z( 1)/~ ’[i]ql U
=1

j=1 I=j-1

i-1 . . (i
_ . j Y\ o Lg
_jZl[/]q(qj—1 qj)uJ 7 T Wit

i-1

Z A(t q )[/]un ;E] TUt; (3.27)
j=1
= (H(q)u) (328)

(3.2.8) esitligini yorumlayalim. v = (v;) € [#,, ] oldugu zaman tv = (t;v;) € cs olmast

icin gerek ve yeter kosul u = (u;) € ¢, oldugunda (H(q)w) € c olmasidir. Buradan

t=(4) € {[%, ]}B e H(q) € (£p,¢), (1 <p <)
cift gerektirmesine sahip oluruz.

Tam bu noktada Lemma 3.2.2°nin (3.2.1) ve (3.2.2) sartlarini sirasiyla uyguladigimizda

lim hf; = A(t;.q7) [,

S |8 )L, |” < oo

j=1

G,
Sljp |F [I]q| < oo.
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kosullarin: elde ederiz. Bu ise bize

{7, 1) = Dz(p,)(CI) N D3(q)
oldugunu gosterir.

p = oo olmasi durumunda H (g) matrisi (£, ¢) sinifina ait olacaktir. Bu durumda Lemma
3.2.3 kullanilirsa

(2. 1) = p’(@) n D4 (q)

elde edilir.
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