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Bu tez ¢alismasinda, g-fark operatorii ifadesinin formal eslenigi, tanimladigi minimal
ve maksimal operatorler ve bu operatorlerin spektral problemleri Lé (0,1),L%2 (0, +) ve
L% (R) Hilbert uzaylarinda ele alinmustir. Ayrica bu uzaylarda q~'-fark ifadesi tarafindan
tanimlanan minimal operatoriiniin g ~*-formal normalligi ve q~*-hiponormalligi incelenip

g~ !-normal genislemelerinin varlig: problemi de tartigilmistur.
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In this thesis, the minimal and maximal operators generated by g-derivative operator
expression, the adjoints of the minimal and maximal operators and the spectral problems of
these operators are dealed on the Hilbert spaces LZ(0,1), L4(0, +) ve L7 (R). In addition,
the g~1-formal normality and g~1-hyponormality of the minimal operator defined by the
g-derivative operator expression are examined and the problem apart from the g~1-normal

extensions is also discussed in these Hilbert spaces.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

q-Analizinin gelisimi 1740'larda, L. Euler in toplam analitik say1 teorisi olarak da
adlandirilan boliimler teorisini baglatmasiyla bagladi [15]. L. Euler, Latince yazdigi ve
derledigi eserleri ancak 1800'lerin basinda yayinlandi. g-Analizin ilerlemesi, 1813'de
hipergeometrik seriler ve bunlarin birbiriyle olan iligkilerini veren C.F. Gauss altinda devam
ettirildi [19]. C.F. Gauss daha sonra g-binom Kkatsayilarin1 tanimlayarak onlar igin
q-analizinin temelini olusturan bir 6zdesligi ispatlamistir. Bu, Schweins g-binom teoreminin
6zel bir durumu olan Rothe-von Griison teoremidir.

P.A. MacMahon q serisini kombinatoryal iiretim fonksiyonlar1 olarak kullandi ve
simetrik grubun temsil teorisinde, Lie cebirlerinin kok sistemlerinde vb. uygulamalara yol
acacak bir calismay1 baslatti [2]. 1929'da G.N. Watson, Jacksons'un Dougalls toplama
formiiliiniin g-analouguna esdeger oldugunu ortaya koyan ve ayni zamanda ilk anlasilir
kanitin1 veren ¢ok iyi dengelenmis bir g serisi i¢in bir doniisiim formiilii oldugunu kanitladi
[45]. E. Kummer in formiiliiniin bir g-analogu [4], W.N Bailey 1941 ve J.A Daum 1942
tarafindan bagimsiz olarak kanitlandi [6-13]. Bu, argiimenti —1 bir g-hipergeometrik seri
i¢in bir toplama formiiliiniin ilk 6rneklerinden biriydi.

L. Euler den beri 300 yildir devam eden kuantum hesab1 veya g—analizin incelenmesi,
genellikle matematikte ugrasilmasi en zor konulardan biri olarak kabul edilmistir.
Gilintimiizde; matematik, mekanik ve fizik gibi ¢esitli alanlardaki uygulamalar1 nedeniyle
qg—analiz alanindaki ¢aligsmalarda hizli bir ilerleme kaydedilmektedir. g—Analizinin ¢alisma
tarininde kuantum mekanigi, analitik say1 teorisi, teta fonksiyonlari, hipergeometrik
fonksiyonlar, sonlu farklar teorisi, gama fonksiyon teorisi, Bernoulli ve Euler polinomlari,
Mock teta fonksiyonlari, kombinatoriklerde ¢ok ¢esitli uygulamalart mevcuttur.

L. Biedenharn [5] ve A. Macfarlane'nin [34] ¢alismalarindan, ilk olarak gegen yiizyilin
basinda F. Jackson [24] tarafindan temel hipergeometrik fonksiyon g¢alismasinda ortaya
konmus olan g-analizinin, kuantum gruplarinin gdsteriminde temel bir rol oynadigi agiktir
[16]. Aslinda, deforme olmus Jackson tiirevi veya sozde g-tiirevi operatorii [17-18]
kullanilarak g-osilatorlerin Fock uzaymin "koordinat" gergeklestirilmesinin miimkiin

oldugu gosterilmistir. Ozellikle, E. Celeghini ve arkadaslar1 [8], kuantum Weyl-Heisenberg



cebirini, Fock-Bargmann gosterimi gergevesinde incelemistirler ve sikistirilmis durumlarin
daha derin bir matematiksel anlayigini, tutarli durumlar arasindaki iliskiyi, kuantum
mekanigi kafeslerini ve Bloch fonksiyonlarina izin veren tiim analitik fonksiyonlar
calismalarinda gostermislerdir.

q-deforme edilmis cebirin termodinamigin gerceklestirilmesinin  g-hesabinin
formalizasyonu iizerine insa edilebilecegini gosterilmistir. Siradan termodinamik tiirev
yerine uygun bir Jackson tiirevi kullanilirsa, termodinamigin tiim yapisinin korundugu
bulunmustur [33].

g-normal, g-formal normal, g-hiponormal, g-yarinormal, g-altnormal ve g-formal
altnormal operatorler siniflar1 S. Ota tarafindan tanimlanmistir. Ayrica V. Ostrovsky,
Y. Samoilenko, S. Ota ve F.H. Szafraniec bu operator siniflarinin bazi problemlerini ele
almislardir [36, 37, 38, 39]. Bu operatorlere genel olarak g-deforme operatorler de
denilmektedir. Bu operator smiflari kuantum grup teorisinde ortaya c¢ikmaktadir
[9,23,30].

M.H. Annaby ve Z.S. Mansour, LZ(0,a),a > 0 daki Sturm-Liouville problemlerinin
bir g analogunu arastird1 [3]. L7 (0,1) deki fonksiyonlarin tanim kiimelerini [0, ga] araligina
genisleterek g-fark ifadesinin formal eslenigini yazdi. Fakat yogun tanimlanan operatérlerin
her zaman eslenik operatore sahip oldugundan, bu gerekli degildi. Bu tez ¢aligmasinda,
q-fark operatorii tarafindan tanimlanan minimal ve maksimal operatér, bu minimal ve
maksimal operatorlerin eslenikleri ve spektral problemleri LZ(0,1), L% (0, +0) ve LZ(R)
Hilbert uzaylarinda ele alinmistir. Ayrica bu uzaylarda g-fark operatériiniin tanimladigi
minimal operatoriiniin g-formal normalligi ve g-hiponormalligi incelenip g-normal

genislemelerinin varligi problemi de tartisiimistir.
1.2. Metrik Uzaylar ve Lineer Uzaylar

Tamm 1.2.1 (Metrik Uzay, ([40], s.11)): X bostan farkl bir kiime ve
d:X XX - [0,+),(x,y) = d(x,y)

bir fonksiyon olsun. Eger d fonksiyonu her x,y, z € X i¢in

i. d(x,y) = 0ancak ve ancak x = y (6zdeslik aksiyomu)

ii. d(x,y) =d(y,x) (simetrik aksiyomu)

iii. d(x,y) <d(x,z) + d(z,y) (iiggen esitsizligi)
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Ozelliklerini sagliyorsa ona X kiimesi {lizerinde bir uzaklik fonksiyonu veya metrik, (X, d)
ikilisine bir metrik uzay ve yukarida verilen i.)-iii.) 6zelliklerine ise metrik aksiyomlari
denir.
Tamim 1.2.2 (Ayrilabilir Metrik Uzay, ([40], s.19)): (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger bu
metrik uzayin sayilabilir yogun altkiimesi var ise bu metrik uzaya ayrilabilir metrik uzay
denir.
Tamm 1.2.3 (Lineer (Vektor) Uzay, ([40], s.3)): X bostan farkli bir kiime ve K (R veya C)
bir cisim olsun.

+HXXX-X, (x,y)»x+y, x,yeEX

T KXxX-X, (a,x) »a.x, a€Kx€eX
dontistimleri ile toplama ve ¢arpma islemleri denilen islemler tanimlansin. Bu islemler her
x,v,Z € Xvehera,f € K igin
1) x+y=y+x
2 x+(y+2)=(+y)+z
(3) x + 0 = x bagmtisini saglayan bir tek 0 € X elemani vardir
(4) x + (—x) = 0 bagintisini1 saglayan bir tek —x € X eleman1 vardir
B) L.x=x
6) a.(B.x) =(a.B).x
(7) aa(x+y)=ax+a.y
8) (a+p)x=ax+p.x

kosullar1 saglaniyor ise X kiimesine K cismi iizerinde bir lineer uzay (vektor uzayi) denir.

Ornek 1.2.4:

IP(N) = {x = (xp): lenlp < 00].29 =1,

uzayl x +y = (X1 + Y1, e, X + Yy o) V€ Ax = (Axyq, ..., AXp), X,y € lp(N),/l € K(R, C)
islemleri altinda bir vektor uzayidir.
Gergekten, her x = (x,),y = (W), z = (z,) € IP(N) ve @, B € R igin
Q) x+y=01+y, X+ V) =1+ X, e, Y + X, ) =Y + X
2 x+W+2)=0+1+2z), e x0+ O +2,),-.0)
= (s +y) + 21, e, G+ Y0) + 2y ) = (x +y) + 2
(3) 0 =(0,...0,...) olmak tizere
X+0p=0(;+0,...,x,+0,...) = (xq, 00, X, ...) = X
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4) —x = (—xq,..,—%y, ...) olmak lizere
x4+ (—=x) = (g + (=x1), oo, 20 + (=2)) = (0, ...,0, ...) = Opp.
(5) Her x € [P(N) i¢in
(D.x=xq, o, Lxgy, ) = (g, 0, Xy o) = X
(6) a(x+y) =alx;+y1, X0+ V) = ((@Cxy + ¥1), oo, @ty + ), -0))
= (ax; + ayq, .., axy, + ayy,, ...)
= (axq, .., Xy, . ) + (@Y1, oo, XYy, o)
=a(xqy, e, Xy o) F AV, o Yy o) = X + .
(7)) (a+p)x = ((a + B)xq, ..., (@ + B)xy, ) = (axy + fxq, .., ax, + Bxp, ...)
= (axq, oo, WXy, .) + (BX1, oo, BXy, on)
= a(xXq, o) Xp, o) + (X1, oo, X, o)
= ax + fx.
©®) (aB)x = ((@B)xy, .., (@B)xy, .. ) = (@(Bx1), .., a(Bxy), -..)
=a(Bxq, ....Bxp,...) = a(,B(xl, e Xy ...))a(ﬁx).
Benzer sekilde gosterilebilir ki [P (Z), p = 1 uzay1 da bir vektor uzayidir.
Tamim 1.2.5 (Lineer Manifold, ([40], s.3)): X, K cismi {izerinde bir lineer uzay olsun ve Y,
X in bir bos olmayan altkiimesi olsun. Y, X in lineer uzayindaki cebirsel islemlere gore kendi
basina bir lineer uzay olusturuyorsa Y ye X de bir lineer manifold (veya X in bir lineer
altuzay1) denir.
Y altkiimesinin vektor altuzay oldugunu anlamak i¢in x,y € Y ve o, f € K igin ax +
By € Y olmasi yeterlidir (altuzay testi).
Ornek 1.2.6: X c IP(K),p = 1 olmak iizere X = {(x,,) € IP(K): (x,)) = (0,x,, %3, ...)}
kiimesi [P (K) de bir lineer manifoldur.
Gergekten, (x;,) = (0,x3,x3,...), () = (0,y2,v5,...) EX ve «a,B € K olmak
uzere
(axn + Byn) = (0,ax; + By, axs + Bys, ...) = (0,ax;, axs, ...) + (0, By, Bys, ...)
= a(0,x2,x3,...) + (0,2, ¥3,...) = a(xn) + B(Vn)
oldugundan X kiimesi bir lineer manifoldur.
Tanim 1.2.7 ([40], s.4): X bir vektor uzay1, V = {vy,v,, V3, ..., v} € X,n = 1,n € N, sonlu
bir kiime ve M C X bostan farkli keyfi bir kiime olsun. Keyfi ay, a,, @3, ... ,a, skalerleri
icin

X = a1 + avy +azvz + -+ a,v, EV


1
Dikdörtgen


yazimina V' nin elemanlarinin bir lineer kombinayasyonu denir. Eger,

aivq + avy + azvz + -+ ayv, =0
esitligi ancak ve ancak

ap=a,=az3=--=a,=0
olmasi halinde gerceklesiyor ise V = {v,,v,, v, ..., V,} kiimesine lineer bagimsiz, aksi
halde lineer bagimli denir.

M nin her sonlu altkiimesi lineer bagimsiz ise M ye lineer bagimsiz, aksi halde M ye
lineer bagimli denir. M nin tim sonlu altkiimelerinin tiim lineer kombinasyonlariin
kiimesine M nin gereni (spani) denir ve SpanM ile gosterilir.

Eger V lineer bagimsiz ve SpanV = X ise V ye X in bir baz1 denir. Eger X in sonlu
bir bazi var ise bu bazin eleman sayisina X in boyutu denir ve dimX ile gosterilir. X in sonlu
bir baz1 yok ise X e sonsuz boyutlu denir.

Ornek 1.2.8: [P(N),p = 1, uzayi
X+y =01+ Y, 0, X + Vo) Ve Ax = (Axy, ..., A%,), x,y € I[P(N), 1 € K(R, C)
islemleri altinda bir vektor uzayi olup

e; = (1,0,..,0,..),e, = (0,1,...,0,..), .., €, = (0,0, L, 1L )

n.terim

vektorler ailesi [P (N) nin bir tabanidir. Buradan dim(IP) = oo dur. Yani [P (N) vektor uzayi

sonsuz boyutludur.
1.3. Normlu Vektor Uzaylari

Tamm 1.3.1 (Normlu Lineer Uzay, ([40], s.31)): X, K cismi {izerinde taniml1 bir lineer
uzay olsun. Eger
Ill: X > R, x - |||l
dontigimii her x, y € X ve her a € K igin
(N lxll =0
(N;) |lx]| = 0 ancak ve ancak x = 0
(N3)  llax|l = |elllx]]
(Ny)  lx +yll < llxll + Iyl (tiggen esitsizligi)
ozelliklerini sagliyorsa ||]|: X = R, x — ||x|| doniisiimiine X {izerinde norm ve bu durumda
(X, |I']) ikilisine bir lineer normlu uzay1 veya normlu uzay adi verilir. Yukarida verilen

(N;) — (N,) ozelliklerine norm aksiyomlar1 denir.
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Ornek 1.3.2 ([40], s.35):

[®(N) = {(xn): X, € C,n € Nve sup|x,| < +00}

neN

lineer uzayi

lxlleo = suplx,l, x = (x,) € I*(N)
neN

fonksiyonu altinda bir normlu uzaydir ve bu norma [*(N) tizerindeki standart norm adi
verilir.

Gergekten,
(N;) Herx = (x,) € [*(N) i¢in |-| = 0 oldugundan

llxlleo = suplx,| =0
neN

olur.
(N,) Birx = (x,) € [*(N) i¢in

llxlleo = suplx,| =0
neN

ise her n € N i¢in x;,, = 0 yani x = 0;» olur. Tersine x = 0;» ise x;,, = 0 yani

llxlleo = suplx,| =0
neN

olur.
(N3) Herx = (x,) € [*(N) ve her a € C i¢in

lax|leo = suplax,| = |alsup|x,| = |alllx]|e
neN neN

esitligi dogrudur.
(N,) Herx = (x,) € [*(N) ve hery = (y,) € [*(N) i¢in her n € N durumunda
1% + Yul <l + [yl < itéglxnl + iléglynl
oldugundan
lIx +ylleo = fféglx" + ¥l < f};g"‘n' + ff;g'ynl = lIxlleo + 1yl
esitsizligi saglanir.
Ornek 1.3.3 ([1], 5.255): Bir X kiimesi iizerinde tanimli R veya C-degerli, Z-6l¢iilebilir, | f]?,
1 < p < oo fonksiyonunun bir u 6l¢iimiine gore integralinin sonlu oldugu p-denklik

smiflarnin olusturdugu aile LP (X, X, u) ile gosterilir. Bu LP (X, X, u) lineer uzayi

"
1 o = fw’ 1<p<oo
X

fonksiyonu altinda bir normlu uzaydir ([1], s.257).
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Tamm 1.3.4 (Yakinsak Dizi, ([40], s.36; s.12)): (X, ||-]l) normlu uzay, (x,,) c X bir dizi

olmak fizere, eger x € X i¢in lim ||x,, — x|| = 0 ise, (x,) < X dizisi x € X elemanina |||
n—-0o

n — oo

normuna gore yakinstyor denir ve x,, x yada lim x, = x notasyonlarindan biri ile
n—->oo

gosterilir

Tamim 1.3.5 (Cauchy Dizisi, ([40], s.36)): (X, ||-|l) normlu uzay, (x,) < X bir dizi olmak
tizere, her € > 0 ve m,n > n, dogal sayilar1 i¢in ||x,, — x,,,|| < € olacak sekilde bir n, € N
sayist bulunabilir ise (x,,) € X dizisine (X, ||-||) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi denir.
Tamim 1.3.6 (Tam Uzay, ([40], s.36)): Eger bir normlu uzayda her Cauchy dizisi bu normlu
uzayda yakinsak ise bu uzaya tam uzay denir.

Tamm 1.3.7 (Banach Uzay, ([40], 5.16; s.48)): Tam normlu uzaya bir Banach uzay1 adi

verilir.
1.4. i¢ Carpim Uzaylan ve Hilbert Uzaylar

Tamim 1.4.1 (i¢ Carpim Uzayn, ([40], 5.51; 5.53)): K = R(veya C) olmak iizere X bir lineer
uzay olsun. Eger (-, ): X X X - K dontisimii asagidaki Ozelliklere sahip ise () ye X
tizerinde bir i¢ ¢arpim ve (X , (-,-)) ikilisine de i¢ carpim uzay1 (veya 6n Hilbert uzay1) denir.
i. Herx e Xigin (x,x) = 0 ve (x,x) = 0 ancak ve ancak x = 0.
ii. Herx,y € Xicin (x,y) = (v, x) (kompleks eslenik).
iii. Herx,y e Xvea € K icin (ax,y) = a(x,y).
iv. Herx,y,zeXicin(x+1y,2z)=(x2)+(y,2).

K = R durumunda her x,y € X igin (x,y) = (y, x) esitligi dogrudur. Ayrica ii. ve
iv. ifadelerinden her x,y,z € X ve her a, f € K igin
a) (ax+ By, z) =alxz)+ B, 2)
b) (x,ay) =alxy) =alxy)
©) (vay+pz)=alxyy)+p(x2)

formiillerinin dogrulugu kolayca gosterilebilir.

Ornek 1.4.2 ([20], s.40): t € [a, b] olmak iizere,

b
(. Dian = [ FOF@d,f,g € 12 b)

seklinde tanimlanan doniisiim L?(a, b) lineer uzay: iizerinde bir i¢ carpim fonksiyonudur.
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Gergekten,
i) Her f € L?(a,b) igin

b b
. Piram = | FOF@de = [I7@Pde >0
Eger,

b b
F Pizan) = f FOFDdt = f FOPde =0

ise |[f(t)| = 0 A-h.h.y. olup buradan her t € [a, b] i¢in f(t) = 0 A-h.h.y. oldugu bulunur.
Tersine, eger f(t) = 0 ise

b b b
P iztan) = f FOTDdt = f F(Odt = f ode— o

olup (f, f)12(ap) = O esitligi elde edilir.
i) Herf,g € L?(a,b) icin,

b b b
(. 0) 2 = f FOFDt = f FOg(Ddt = j 9OFDdt = @ Dzan

iii) Her f,g € L?(a,b) ve B € Cigin,

b b
Bf D i2@ap) = jﬁf(t)mdt =p f f®g@®dt = B(f, 9)12(ap)

iv) Her f,g,h € L?(a, b) i¢in

b b
(F +h @iz = [ (F©)+ h©)g@de = [ (FOFE + Og@)de

b b
= f f®gOdt + f h(g®Odt = (f, @) i2ap) + (b 9D 12ap):

a
Ornek 1.4.3: x = (x,,),y = (y,) € I?(N) dizileri igin

+00

T

n=1
tanmmyla [2(N) lineer uzay1 bir i¢ carpim uzayidir.
Gergekten,;
i) Herx = (x,) € [*(N) igin,
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+00 +00

() = D T = ) [xal? 2 0

n=1 n=1
eger (x,x) = 0 ise, Xy |x,|? = 0 0lup x,, = 0,n = 1 ve buradan x = 0,2dur. Tersine
x = 0,2 ise, Yo%, |? = 0 olup (x,x) = 0°dr.
i) Herx = (x,),y = (y,) € [2(N) icin,
+o0 n D +0o0
C6y) = D T = lim > x5y = lim > 3T = )y = 0,2;
1 n=1 n=1 n=1

n=

iii) Herx = (x,),y = (y,) € I2(N) ve a € C igin,

+00 +00

(@)= ) atFy=a ) a0 = a(xy)
n=1 n=1
iv) Herx = (x,),y = (W), z = (z,) € I*(N) igin,
+00 +00 +0o +
(432 = ) ot V)T = ) XZa + VT = ) aZa+ ) W
n=1 n=1 n=1 n=1
= (x,2) + (y,2).
Benzer sekilde [?(Z) lineer uzaymnin (x,y) = Y4 o x,¥, tammuyla bir i¢ carpim

uzay1 oldugu gosterilebilir.
Tamm 1.4.4 ([32], 5.131): (X , (~,~)) bir i¢ ¢arpim uzay1 olmak iizere, x,y € X igin,
(x,y) =0
ise x ve y ortoganaldir veya diktir denir ve x L y ile gosterilir. Benzer sekilde, A € X ve
B c X olmak iizere her y € A i¢in x L y oluyorsax L A, her x € A,y € B iginy L x ise,
B 1 A seklinde gosterilir.
Tamim 1.4.5 (Ortogonal Kiime, Ortonormal Kiime, ([32], 5.152)): (X, (-,-)) bir i¢ garpim
uzay1 olmak tizere, M C X bostan farkli bir altkiime olsun. Eger her x,y € M, x # y i¢in
x L y oluyor ise M ye ortogonal kiime denir. Ayrica M ortogonal kiimesinin her x elemani
icin (x,x) = 1 ise M ye ortonormal kiime denir.
Tamm 1.4.6 (Ortonormal Baz, ([32], s.183): (X, (~,-)) bir i¢ carpim uzayi ve M altkiimesi
X in bir bazi olsun. Eger M ayrica bir ortonormal kiime ise M ye bir ortonormal baz denir.
Tamm 1.4.7 (I¢ Carpimin Urettigi Norm, ([40], 5.56)): (X, (-,-)) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun.
[-1: X = R, [lx|l = (x, x)*/?
seklinde tanimlanan fonksiyon X {izerinde bir norm olup ve bu norma i¢ ¢arpimin iirettigi

norm denir.
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Tamm 1.4.8 (Hilbert Uzayi, ([40], 5.63)): Eger bir i¢ ¢carpim uzayi i¢ ¢arpimin {irettigi
norma gore tam uzay ise bu i¢ carpim uzayina Hilbert uzay1 denir.

Ornek 1.4.9: 1,(N) ve I,(Z) lineer uzaylar bir Hilbert uzayidir.
1.5. Lineer Operatorler ve Temel Spektral Ozellikler

Tamm 1.5.1 ([40], s.7; [4] s.238): X ve Y iki lineer normlu uzay olsun.A:D(A) c X - Y
olan her doniisiime operator ad1 verilir. Bu durumda

D(A): = {x € X: Ax tammli} c X kiimesine A operatoriiniin tanim kiimesi,

R(A):=AD(A) ={y =Ax:x € D(A)} c Y kiimesine A operatoriiniin deger
kiimesi,

KerA:= {x € X: Ax = 0} ¢ X kiimesine ise A operatoriiniin sifir kiimesi veya
¢ekirdegi denir.

Tamim 1.5.2 (Lineer Operator, ([40], 5.82)): X ve Y ayn1 K cismi {izerinde iki lineer uzay,
D(A); X in bir lineer altuzay1 ve A: D(A) € X — Y bir operator olsun. Eger her x,y € D(A)
ve a, B € K i¢in,

A(ax + By) = aAx + Ay
ise A operatoriine bir lineer operator denir.

Ornek 1.5.3: X =Y = [>(N) ve

S, 12(N) - I?(N),

S;:12(N) - I2(N),

Sr(xn) = (Xn—1) = (0,x1, %2, ... ), S (%) = (Xp41) = (X2, X3, X4, -o0)
operatorlerine sirasiyla [2(N) de saga ve sola dteleme operatdrleri denir. Bunlar lineer
operatorlerdir. Ornegin,

Her x = (x,,),y = (y,) € I?(N) ve her a, € C igin,

Sr(ax + By) = S, ((axy) + (Byn)) = (0, axy + Byy, ax; + By,, -..)

= (0, axy, axy,...) + (0, By1, Byz, )
= a(0,xq, %5, ...) + B(0,y1,¥3, ...)

= a(xp_1) + F(Yn-1)

= aS,x + fS;y.
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Ornek 153: X =Y =Cl[a,b], Af(t) = f(a) +1, f € Cla,b] seklinde tanimlanan
operator lineer degildir.
Gergekten, f,g € Cla,b],f(t) =g(t) =1vea =B =1igin f + g € C[a, b] olup
Af+g9)=Ff+g9@+1=f(a)+gla)+1=1+1+1=3+#4
=(f(@+D+@g@+1)=Af() + Ag(D).
Tamim 1.5.4 (Birim Operator, ([40], 5.84)): X bir lineer uzay olmak tizere E: X — X, her
x € X i¢in Ex = x seklinde tanimlanan operatdre birim operator denir.
Tamim 1.5.5 (Sifir Operator, ([40], 5.84)): X bir lineer uzay olmak tizere 0: X — X, her x €
X i¢in Ox = 0 seklinde operatore sifir operatorii denir.
Tanmim 1.5.6 (Siirekli Operator, ([40], 5.96)): X ve Y iki normlu lineer uzay, D(A); X in bir
lineer altuzayi, A: D(A) € X — Y bir operatdr ve x, € D(A) olsun. Eger her € > 0 ve her
x € D(A) i¢in ||x — xp|| < § oldugunda ||Ax — Ax,|| < € esitsizligini saglayan 6yle bir § >
0 say1s1 var ise A operatoriine x = x, noktasinda stireklidir denir. A operatorii her x € D(A)
noktasinda siirekli ise bu operatore siirekli operator denir.
Tamm 1.5.7 (Stmirh Operator, ([40], s.91)): X ve Y iki normlu lineer uzay, A: X — Y bir
lineer operator olsun. Her x € X i¢in ||Ax||x < kl||x||y kosulunu saglayan pozitif k reel
sayis1 var ise A operatoriine sinirli operator denir ve X den Y ye tanimlanan tiim sinirl lineer
operatorler kiimesi L(X,Y) ile gosterilir. Ozel olarak X =Y ise L(X, X) yerine L(X) yazlur.
Onerme 1.5.8 ([40], s.88): X ve Y iki normlu lineer uzay ve A: X — Y bir lineer operator
olsun. O halde asagidakiler birbirine denktir.
a) A lineer operatorii diizgiin siireklidir.
b) A lineer operatdrii stireklidir.
c) A lineer operatorii, x = 0 noktasinda siireklidir.
d) |lx|| <1 esitsizligini saglayan her x € X i¢in ||Ax|| < k olacak sekilde k pozitif reel
sayis1 vardir.
e) Her x € X igin ||Ax|| < kl|x|| kosulunu saglayan pozitif k reel sayis1 vardir, yani A

lineer operatorii sinirlidir

Tamim 1.5.9 (Operator Normu, ([40], s.97)): X ve Y iki normlu lineer uzay olmak fizere,
A: X - Y smirli operatorii icin,
IAll = sup{l|Axlly: x € X, [Ix|lx < 1} = inf{k: ||Ax|ly < kl|x]lx, her x € X}

seklinde tanimly, ||-||: L(X,Y) — R normuna A smirli operatériiniin normu denir.
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Ornek 1.5.10: X =Y = L?(0,1) igin A: L?(0,1) - L?(0,1),

Af (D) = f F(O)dt

seklinde tanimlanan A lineer operatorii sinirh bir operator olup ||A|| = 1 dir.
Gergekten, her f € L?(0,1) i¢in

2

1A g 1) = f f(Odt =f f FOdt| dx

0

2

L?(0,1)

Sf flf(t)ldt dx = f|f(t)|dt
0 \0 0

- f 12 dt ] FORdE | = lflEg,

0

olup
”Af”LZ(O 1) = ”A”LZ(O 1)
Buradan [|All 2¢,1) < 1 oldugu ¢ikar. Eger f,(t) = 1 € L?(0,1) alirsak

IAfl 200y = 1 = LA fill20,1)
olup ||Al[;2 0,1y = 1 bulunur.
Ornek 1.5.11 ([32], s.93): X, J =[0,1] iizerindeki tiim polinomlardan olusan ve
lx|| = max|x(t)|,t € ] ile verilen norma sahip bir normlu uzay olsun. (") sembolii t ye gore
alinan tiirevi gostermek tizere, X iizerinde bir 4 tiirev operatorii

Ax(t) = x'(¢t)
ile tanimlanir. Bu operator lineer oldugu halde, sinirl degildir. Gergekten, n € N olmak
lizere, x,,(t) = t™ alinsin. Bu durumda, ||x,,|| = 1 dir ve

Ax,(t) = x',(t) = nt" 1
olur. Dolayisiyla, [|Ax,|l=n ve [[Ax,|l/llx,|l =n bulunur. n €N keyfi olarak
alindigindan, bu sonug, ||Ax,||/||x,|l < k olacak sekilde, sabit bir k pozitif reel sayisinin
var olmadigini gosterir. Bu durumda A operatoriiniin sinirsiz oldugu ortaya ¢ikar.
Tamm 1.5.12 ([32], 5.92): X ve Y iki normlu uzay ve A: X — Y sinirh lineer operator olsun.

Bu durumda A operatériiniin normu igin asagidaki formiiller denktir.

[l Axl .
a) ||A] := sup{ IIxTIxY:x EXvex # OX},


1
Dikdörtgen


13

b) 1Al := sup{llAx|ly: x € X ve ||x]lx < 1};
) llAll := sup{llAxlly: x € X ve [Ix|lx <1};
d) llAll := sup{l|Axlly: x € X ve [[x|lx = 1}.

Tamim 1.5.13 (Bire-Bir Operator, ([32], 5.614)): X ve Y iki normlu uzay, D(A), X in lineer
altuzay1 ve A: D(A) c X — Y lineer bir operator olsun. Eger her x, x, € D(A) i¢in x; # X,
bagitis1 saglandiginda Ax; # Ax, bagntist saglaniyorsa A operatoriine bir-bir operator
denir.
Tamim 1.5.14 (Ters Operator, ([32], 5.615)): X ve Y iki lineer uzay ve A:D(A) c X - Y
lineer operatorii bire-bir olsun. Bu halde her y = Ax ise B:R(A) c Y - X,B:y = Ax - x
seklinde tanimlanan B operatdriine A operatdriiniin ters operatdrii denir ve B = A™! seklinde
gosterilir.
Tamim 1.5.15 (Grafik, ([32],5.292)): X ve Y iki lineer uzay olmak lizere Z: = X @ Y olsun.
A: X — Y lineer operatori igin,
Gr(A):={(x,Ax):x € D(A)} c Z
altkiimesine A operatoriiniin grafigi denir.
Tamim 1.5.16 (Kapal Lineer Operator, ([32], 5.292)): X ve Y iki normlu uzay, D(A4), X in
bir lineer altuzayi ve A: D(A) € X — Y lineer bir operator olsun. Bu durumda,
Gr(A):={(x,Ax):x € D(A)}c X XY
olarak tanimlanan A operatoriiniin grafigi X X Y normlu uzayinda kapali ise A operatdriine
kapali lineer operator denir.
Teorem 1.5.17 ([32], s.293): X ve Y iki normlu uzay, D(A),X in bir lineer altuzay1 ve
A:D(A) € X =Y lineer bir operator olsun. Bu takdirde A operatoriiniin kapali operator

olmasi igin gerek ve yeter sart (x,) € D(A) igin lim x,, = x ve lim Ax, = yise x € D(A)
n—->oo n-—-oo

ve y = Ax olmasidir.
Ornek 1.5.18: 4: 12(0,1) —» L?(0,1),Af = f'
D(A) ={f € L2(0,1):f € AC, f' € L*(0,1), f(0) = 0}
seklinde tanimlanan operator kapalidir.
Gergekten, n = 1,2, ... igin f,,(t) = t™ ise,
1

all2 o = [ €27 =

0

<1
nt+1-o
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2 g n’

— 242n-2 — S
”Afn“LZ(O,l) - fn t dt = 21 — 1 nooo 0
0

olup A operatorii sirsizdir. Simdi A operatoriiniin - kapali  oldugunu gosterelim.

Bunu  gostermek  i¢in, ilk  6nce  KerA={0} ve R(4)=12(0,1)

oldugunu not edelim. g € L2(0,1) igin f(t) = fot f(s)ds alahm. Buradan f € D(A) ve

Af(t) = g(t)dir. g €L?(0,1) icin A lg(t) =f(t) seklinde tanimlanir.
1,

(A < flg(S)I ds < jlg(S)IzdS = llg@Il
0 0

olup A~ sinirli lineer operatordiir. Buradan

HA”yHZ=]KA*9XOPdtsjﬂg@NPdt
0 0

olup [|A71]| < 1°dir.
£, € D(A) icin f, — f ve Af, —> h € L2(0,1)
n—-o0o n—>00

icin f,, = A7, Af,, = A" h olarak alindiginda f = A~1h € D(A) ve Af = h dir. Dolayisiyla
A operatorii kapalidir.
Tammm 1.5.19 (Kapanabilir Operator, ([32], s$.537)): A:X - Y operatoriiniin
D(A) c D(A) ve her x € D(A) igin Ax = Ax olacak sekilde bir kapali A operatorii var ise
A ya kapanabilir operatdr ve A operatdriine A nin kapanisi denir.
Ornek 1.5.20: A: L,(0,1) - L,(0,1),Af: = xf(1)

D(A) = C[0,1]
seklinde tanimlanan operator kapali degildir ve kapanis1 yoktur.

Gergekten, C[0,1] = L,(0,1) olup

f00 My

n — oo

o) M w), (£, () < clo1],

n — oo

fakat f,(1) =1,h,(1) =0,n=1,2,... . O halde Af,, = x,Ah,, = 0 oldugundan durum
agiktir.
Tamim 1.5.21 (Operatoriin Genislemesi, ([21])): X ve Y herhangi iki lineer uzay ve

A:D(A) c X - Y,A:D(A) c X > Y iki lineer operatdr olsun. Eger
1. D(A) c D(A)ve
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2. Her f € D(A) icin Af = Af

ise A operatdriine A operatériiniin bir genislemesi denir.
Tamim 1.5.22 (Eslenik Operator, ([35], 5.353)): H bir Hilbert uzay1, D(A), H nin bir lineer
altuzayi, A: D(A) € H — H lineer bir operator ve D(A) = H olsun. Bu durumda,
D(A*):= {y € H : herx € D(A) i¢in bir z € H vardir 6yle ki (Ax,y)y = (x,2)y}
olmak iizere,
A*=D(A)cH-H, Ay:=2z
seklinde tanimlanan A™ operatoriine A operatdriiniin eslenik (adjoint) operatdrii denir.
Tamm 1.5.23 (Ozeslenik Operator, ([35], 5.359)): H bir Hilbert uzay1, D(A), H nin bir
lineer altuzayi, A:D(A) € H —» H lineer bir operatér ve A*, A operatoriinin eslenik
operatorii olsun. Bu durumda, eger D(A) = D(A*) ve her f € D(A) i¢in Af = A*f ise A
operatoriine 6zeslenik (self adjoint) operator denir.
Tamim 1.5.24 (Normal Operator, ([35], s.365)): H bir Hilbert uzay, A € L(H) ve A
operatorii, A lineer operatoriiniin eslenik operatorii olmak tizere,
D(A) = D(A")
ve
AAT = A"A
ise A operatoriine normal operator denir.
Teorem 1.5.25 ([35], s.379): H kompleks bir Hilbert uzayi, A € L(H) ve A* operatorii, A
lineer operatoriiniin eslenik operatorii olmak tizere, A nin normal operatdr olmasi i¢in gerek
ve yeter sart her x € H i¢in,
|Ax|| = [|A"x|]
olmasidir.
Tanmim 1.5.26 (Yar1 Normal Operator, ([32], s.29)): H bir Hilbert uzayi, A € L(H) ve A*
operatdrii, A lineer operatdriiniin eslenik operatdrii olmak iizere, A ile A*A komiitatif, yani
AA™A = A"AA
ise A operatoriine yar1 normal (quasinormal) operator denir.
Tamim 1.5.27 (Pozitif Operator, ([35], s.411)): H bir Hilbert uzay1 ve A: D(A) c H - H
bir 6zeslenik operator olsun. Eger her x € D(A) igin
(Ax,x)y =0

ise A operatoriine pozitif operator denir ve A = 0 sembolii ile gosterilir.
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Tamim 1.5.28 (Karekok Operator, ([35], 5.422): H bir Hilbert uzay1 ve A: D(A) c H - H
bir pozitif operator olsun. O halde, B? = A esitligini saglayan B dzeslenik operatdriine A
operatdriiniin karekok operatorii adi verilir. Ek olarak B > 0 oldugunda B = VA yada B =
A2 ile gosterilir.
Teorem 1.5.29 ([35], s.422): H bir Hilbert uzay1 ve A € L(H) bir pozitif operatdr olsun.
B? = A esitligini saglayan tek bir B € L(H),B = 0 operatérii vardir ve A operatdrii ile
komiitatif olan C € L(H) operatori ile komiitatiftir.
Teorem 1.5.30 (Kutupsal Ayrisim, ([10], s.248, [22], s.74)): H,, H, Hilbert uzaylar1 A €
L(H,,H,) ve A* operatdrii A nin eslenik operatorii olsun. Baslangic uzay1 (kerA)?, bitis
uzay1 R(A) olan W: H, = H, kismi izometrisi ve P € L(H,) bir pozitif operatér olmak
lizere,

A=WP
esitligi yazilabilir ve bu yazima A nin kutupsal ayrisimi denir. Ayrica bu gosterimde
ker W = ker P olur. Gosterimde 6zel olarak P = |A|: H; - Hy, |A| = (AA*)l/Z secilebilir
ve o halde bu gosterim,

A=W|A|
seklinde olur.
Tanim 1.5.31 (Rezolvent Kiime, ([35], 5.298)): X kompleks normlu lineer uzay, D(A), X
in bir lineer alt uzay1 ve A: D(A) € X — X lineer operator olsun. E: X — X birim operator
ve A € C olmak tizere, eger R(A — AE) kiimesi X de yogun ve (A — AE) operatoriiniin tersi
R(A — AE) kiimesinde var ve sinirli ise 1 € C sayis1 A operatoriiniin rezolvent kiimesine
aittir denir ve A € p(A4) ile gosterilir.
Tanim 1.5.32 (Siirekli Spektrum, ([35], 5.298)): X kompleks normlu lineer uzay, D(A), X
in bir lineer alt uzay1 ve A: D(A) € X — X lineer operator olsun. E: X — X birim operator
ve A € C olmak tizere, eger R(A — AE) kiimesi X de yogun ve (A — AE) operatériiniin tersi
R(A — AE) kiimesinde var fakat sinirli degil ise 4 sayis1 A operatoriiniin siirekli spektrumuna
aittir denir ve A € a.(A) ile gosterilir.
Tamim 1.5.33 (Kalan Spektrum, ([35], s.298)): X kompleks normlu lineer uzay, D(A), X
in bir lineer alt uzay1 ve A: D(A) € X — X lineer operator olsun. E: X — X birim operator
ve 1 € C olmak iizere, eger R(A — AE) kiimesi X de yogun degil fakat (A — AE)
operatoriiniin tersi R(A — AE) kiimesinde var (sinirli ya da sinirsiz) ise 1 sayist A

operatoriiniin kalan spektrumuna aittir denir ve A € g,.(4) ile gosterilir.
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Tamim 1.5.34 (Noktasal Spektrum, ([35], 5.298)): X kompleks normlu lineer uzay, D (4),
X in bir lineer alt uzayi ve A: D(A) € X — X lineer operator olsun. E: X — X birim operator
ve 1 € C olmak tlizere, (A — AE) operatoriiniin tersi yok ise A sayis1 A operatoriiniin noktasal
(ayrik) spektrumuna aittir denir ve 4 € g,,(4) ile gosterilir.
Tanmm 1.5.35 (Spektrum, [35], s.298)): X kompleks normlu lineer uzay, D(A), X in bir
lineer altuzayr ve A:D(A) € X — X lineer operatdr olmak iizere 0,,(A4) U 0.(4) U 0,.(4)
kiimesine A operatériiniin spektrumu denir ve a(A) ile gosterilir.
Tamm 1.5.36 (Ozdeger, Ozvektor, ([35], s. 298)): X kompleks normlu lineer uzay, D(A),
X in bir lineer alt uzay1 ve A: D(A) € X — X lineer operatdr olmak iizere A € 0,,(A) sayisina
A nin 6zdegeri, Ax = Ax, x € X, x # 0 denkleminin ¢oziimiine ise A nin A 6zdegerine
karsilik gelen 6zvektorii denir.
Tamim 1.5.37 (Rezolvent Operator, ([32], s.370)): H bir Hilbert uzayi, D(A), H in bir
lineer alt uzay1 ve A: D(A) € H — H lineer operator olsun. Bu takdirde A € C, E: H — H ise
birim operator olmak iizere Ay = A — AE operatdrii terslenebilir (tersi var ve sinirl) ise
At =(A—-2E)?
operatoriine A operatoriiniin rezolvent operatorii denir ve R; (A) sembolii ile gosterilir.
Ornek 1.5.38 ([22], 5.299): V:1%(0,1) = L2(0,1),Vf(t) = fotf(s)ds ile tamimli lineer
sinirli - Volterra operatoriiniin - spektrumu  o(V) = {0} seklindedir. Gergekten de,
E:12(0,1) - L?(0,1) birim operatdr olmak iizere A € C igin,
(V—2E)f(t) =g@®), f,g € L*(0,1)
spektrum problemine bakilsin. lk olarak

a) g = 0,4+ 0durumu incelensin. Bu durumda problem

(V=2E)f(t) = 0

seklinde olup buradan,

[ryis=ar@,  reron
0

seklindedir. Bu integral denklemi,

{f(t) = Af'(t), A—h.h.y.
f(0)=0

diferansiyel denklem olan siir-deger problemine doniisiir. Son esitlikten,

f'@®) =3f(®, 1-h.hy.
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olup buradan ise f(t) ¢oztimii

F(8) = ceit
seklinde olur. Buradan f(0) = 0 sinir-deger sart1 yerine yazilirsa f(t) = 0,4 — h.h.y.
bulunur. Bu 1 € C, A4 # 0 sayisinin 6zdeger olamayacagi anlamina gelir. Simdi,
b) g(t) = 0,4 = 0 durumu ele alinsin. Bu halde Vf(t) = 0 olup

f f(s)ds =0, fel2(01)
0

olur. Buradan f(t) = 0,4 — h.h.y. oldugu bulunur. Bu ise, A =0 sayisimin 6zdeger
olamayacag1 anlamina gelir. Boylece (a) ve (b) durumlarindan o, (V) = @ oldugu elde edilir.

c) g(t) # 0,4 # 0 durumunda,

(V-2E)f(t) =g@®), f,g € L*(0,1)
yani,

[rods-ar@ =90, fgeron
0
olur. Bu halde,
t
h(t) == ff(s)ds
0

olarak alinirsa integral denklemi
{ R() = sh(t) = =2 g(t)
h(0) =0
diferansiyel denklemine doniisiir. Bu denklemin genel ¢6ziimii
t
h(e) = celt — % f 3 g(s)ds
0

seklindedir. h(0) = 0 oldugundan ¢ = 0 olup buradan

h(t) = —

NN

t
1
f eA™9 g(s)ds
0

esitligi elde edilir. h(t) = [ Ot f(s)ds oldugundan,

!

W —AE)"g(®) = f() = K'(D) = | — f 39 g (s)ds
0

Y
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t
= 290 -5 [ Fg(s2as
0
¢Oziimii elde edilir. Son esitlikten Ry (V) = (V — AE)~! in var oldugu ve
(Vv —2E)~' € L(L?*(0,1))
oldugu elde edilir. Sonug olarak,
C\{0} =p(V)
olup
o(V) = {0}
seklindedir. Simdi ise
d) g # 0,4=0durumundaise 0 € o.(V) oldugu agiktir. Boylece

o(V) = a.(V) = {0}
bulunur.
Ornek 1.5.39 ([42], 5.269): (C[0,1], ||]lc) Banach uzayinda A4;: D(4;) < €[0,1] — €[0,1],
i = 1,2,3 operatorii igin,
a) Aju(t) :=u'(t),D(A;) ={u € C[0,1]; u’ € C[0,1],u(0) = 0},
b) A,u(t) =u'(t),D(4,) ={u € C[0,1]; u’ € C[0,1]},
c) Asu(t):=u'(t),D(43) = {u € C[0,1]; u' € C[0,1],u(0) = u(1)},

operatorlerinin spektrumlart bulunsun. Bu halde E: C[0,1] — C[0,1] birim operator olmak
uzere,

a) A€ Cigin

Aju(t) =u'(t) = () + f(t), f € C[0,1]

denkleminin genel ¢6ziimii,
t
u(t) = ce? + f e =9 f(s)ds,c € C
0

seklinde olup u(0) = 0 smir deger kosullarindan ¢ = 0 bulunur. Dolayisiyla A € C i¢in
(41 = Du®) = f(0), f € C[0,1]

denkleminin
() = Ry(ADF(®) = f X9 f(5)ds € C[0,1]
0

seklinde tek bir ¢oziimii vardir, yani
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Ry(A) = (4, — AE) T
mevcut olup,

(A, — AE)~1 € L(C[0,1])
dir. Dolayisiyla 6 (A,) = @ ve p(4,) = C olur.
b) A€ Cigin

Au(t) =u'(t) = Au(t), u € D(4,)
denkleminin ¢6ziim kiimesi,
u(t) =cet ,cecC
seklinde olup her A € C igin A,u(t) = Au(t) denkleminin u(t) # 0, u € C[0,1] seklinde
¢Oziimii vardir. Dolayisiyla noktasal (ayrik) spektrum tanimindan,
o(4y) = Up(Az) =C
olur.

c) A€Cigin

Asu(t) = u'(t) = Au(t), u € D(43)
denkleminin ¢6ziim kiimesi,
w(t) =cer ,ceCo0<t<1
seklindedir. Ayrica u; € €[0,1] olup u(0) = u(1) smir degerleri kullanilirsa,
c=ce
esitligi elde edilir. Buradan,
c(1-et) =0,
olup ¢ # 0 i¢in,
1=e¢e?
olur. Buradan ise A = 2kmi, k € Z oldugu bulunur. Noktasal (ayrik) spektrum tanimindan,
0, (A3) = {2kmi : k € Z}
elde edilir. Simdi A # 4, = 2kmi, k € Z durumu incelensin.
Asu(t) = Au(t) + f(t), u, f € C[0,1]
denkleminin ¢6ziim kiimesi,
t
u(t) = ce? + f e =9 £ (s)ds, cecC
0

seklindedir. u(0) = u(1) smur degerleri kullanilirsa,


1
Dikdörtgen


21

1
c=(1- e’l)_l f e?1=9)f(5)ds
0

olup,
t

Rif()=(1- e")_l f eA+=9) £ (s)ds + f =9 f(s)ds, f € C[0,1]

0

sonucuna ulasilir. Buradan,

t
A

+e
A(t-s) d
—elfe f(s) s+1

0

1 1
Raf(O) = 1 [ e
t

elde edilir. Simdi R, f(t) € L(C[0,1]) oldugu gosterilsin.

IR f (O)lleo = sup {lR)Lf(t)I}
te[0,1]
t 1
1+e? s
= A(t—s) ds + f A(t-s) d
tg;g)ﬂ 1—e’1j-e f(s)ds T o e f(s)ds
0 t
4o t 1
+e
< sup Afe’l(t_s)f(s)ds + sup f At=9)f(s)ds
tefo1] (|1 —e te[0,1]
0 t
1 A 2
+ et e
< sup f|e Asf(s)|ds + sup 3 e’lf|e"15f(s)|ds
te[0,1] tefo] [ |1 —e ,
Ay 22 22 2 22
et +e e’ + 2Ze
<[5 IIf(t)IIoo+‘1 1Ol = = 17Ol

olacagindan, R;f(t) € L(C[0,1]) olur. Boylece her 1 # Ay, k € Z ise 1 € p(A3). Sonug
olarak,

0(A3) = {2kmi : k € 7}
olur.
Teorem 1.5.40 ([35], 5.299): Eger A lineer operatorii sonlu boyutlu X lineer uzaymda taniml
bir operator ise g,(A) = @ ve o.(A) =@
Teorem 1.5.41 ([32], s. 390): H bir kompleks Hilbert uzay1 olmak tizere A € L(H) ise
g(A) # 0.
Teorem 1.5.42 ([35] s.382): H bir Hilbert uzay1 olmak tizere A € L(H) olsun.
a) EgerA=A"ise, 0,(4) =0, 0(4) c [-|lAll [IAll]
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b) Eger A operatorii normal bir operator ise, o,-(4) = 0.

Tamm 1.5.43 ( Niimerik Alan, ([12], sf.95)): X kompleks bir Banach uzay1 ve X*, X in
dual uzayi olsun. S = {x € X: ||x|| = 1} ve A, X Banach uzayinda sinirsiz bir operator olsun.
V(A x) ={f(Ax): f € X", |Ifll = f(x) = 1}, x € S olmak lizere
V(A) = U{V(4,x): x € S}
ifadesine A operatoriiniin niimerik alani denir ve V (4) ile gosterilir.
Teorem 1.5.44 ([41], s.10): H, ve H, birer Hilbert uzay1 olmak iizere A: H; = H, yogun
taniml1 kapanabilir bir lineer operator olsun. Bu halde,
i)  R(A)* =ker(4),
i) R(4)' = ker(4),
iii) H, = R(A") @ ker(A)
iv) H, = R(A) ® ker(4")

Teorem 1.5.45 ([41], s.10): H; ve H, birer Hilbert uzay1 olmak iizere A: H; = H, yogun
taniml1 kapali bir lineer operator olsun. Bu halde,
R(A), H, de kapalidir ancak ve ancak R(A™), H; de kapalidur.
Sonug 1.5.46 ([41], 5.10): Teorem 1.5.44 deki A operatorii yerine A — AE, A € C operatoriinii
kullanirsak buradaki E birim operator olmak tizere
H=R(A—AE) ® ker(A* — 1E) = R(A*——/TE) @ ker(A — AE)
elde edilir.
Teorem 1.5.47 ([41], s.11): A: H; = H, yogun tanimli bir lineer operator olsun. Bu halde,
i. A kapanabilir bir operatordiir ancak ve ancak R(A*), H, de yogundur.
ii. Eger A kapanabilir ise (4)* = A* ve A™ = (A*)* oldugundan A = A** dur.
lii. A kapali bir operatordiir ancak ve ancak A = A™ dir.
iv. ker(A) ={0} ve R(A), H, de yogun olsun. Bu halde A* terslenebilirdir ve
AN t=@UbH*dr.
V. A kapanabilir bir operatdr ve ker(4) = {0} olsun. Bu halde A operatoriiniin tersi A™1
kapanabilirdir ancak ve ancak ker(A4) = {0} dir.

vi. A terslenebilir ise 0 zaman A kapalidir ancak ve ancak A~! kapalidir.

Tanmim 1.5.48 (q-Normal Operator,([37])): g # 1 olmak iizere q pozitif bir say1 olsun. T,
H Hilbert uzayinda yogun tanimli ve kapali bir operatdr olmak iizere

TT* = qT*T (1.1)
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esitligi saglaniyorsa T operatorii g deformasyon parametresiyle deforme olmus normal

operator olarak adlandirilir. |T| = (T*T) 2 olmak tizere (1.1) esitliginden

IT*] = J/qIT]
ifadesi kolayca elde edilir.
Tamim 1.5.49 (g-Yarmormal operator,([37])): g # 1 olmak lizere q pozitif bir say1 olsun.
T, H Hilbert uzayinda yogun tanimli, kapali ve T = U|T| kutupsal ayrilisa sahip bir operator
olsun. Eger, T operatdrii

UIT| < /qIT|U
bagintisin1 saglhiyor ise T operatorii g-yarmormal (deformasyon parametresi g olan
yarinormal operator) operator olarak adlandirilir.
Onerme 1.5.50 ([37]): T, H Hilbert uzayinda yogun tanimli ve kapali bir operator olsun. Bu
halde asagidakiler dogrudur.
1. Eger T operatorii g-normal ise, T operatorii g-yart normaldir.
2. T operatorii g-normaldir ancak ve ancak

D(T) = D(T*) ve ||IT*x|| = \/EllTxll,x € D(T).
3.  Eger T operatorii g-yar1 normal ise,

D(T) € D(T*) ve IT*x|l < /qlITx|l, x € D(T).
Tamim 1.5.51 (q-Hiponormal Operator,([37])): g # 1 olmak iizere q pozitif bir say1 olsun.
Yogun olarak tanimlanmis bir T operatorii, her x € D(T) igin

D(T) € D(T*) ve IT*x|| < /qlITxl
esitsizligini sagliyorsa, g-hiponormal (deformasyon parametresi g olan hiponormal
operator) operator olarak adlandirilir.
Tamm 1.5.52 (q-Formal Normal Operator, ([37])): Eger T g-hiponormal operatdr ise, her
x € D(T)ve D(T) € D(T") igin

IT*xIl = /qlITx|l

esitligi saglaniyorsa T operatoriine q-formal normal operator denir.
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2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR
2.1. LZ(0,1) Uzay: ve q-Fark Operatorii

A c Cve u € R sabit olmak tizere, her t € A igin ut € A ise A ya u-geometrik kiime
denir. Eger, C nin alt kiimesi A, u-geometrik ise her t € A4 igin {tu*}7. . tipindeki biitiin
geometrik dizileri A kiimesi igerir.

|g| # 1 olmak lizere, q-geometrik kiime olan A da tanimlanan, reel veya kompleks
degerli bir u(t) fonksiyonu igin g-fark tiirevi veya g-tiirevi

u(t) —u(qt)
t

Dqu(t) = =

,t € A\ {0}

seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan operatore g-fark operatorii denir. Bu operatoriin
tanimi E. Heine ve L. Euler’in ¢aligmalarina kadar uzanmakla birlikte son hali 1908 yilinda
F. H. Jackson tarafindan verilmistir [26].

F.H. Jackson, g-fark operatoriiniin bir sistematik ¢alismasimi yapmistir [25-28].
q-fark Operatorii; bazen Jackson g-fark operatorii, Euler-Jackson g-fark operatorii veya
Euler-Heine-Jackson g-fark operatorii olarak da adlandirilir. Eger 0 € A ise sifirdaki g-

tirevi |q| < 1 igin limitin var olmasi ve t den bagimsiz olmast sartiyla

ky _
Dqu(0) := nlim utq’) — w(©) ,t € A\ {0}

—+00 tqk

seklinde tanimlanir. Ek olarak, |gq| > 1 i¢in sifirdaki g-tiirevi
Dqu(0) := Dg-1u(0)
olarak tanimlanir.
Eger u(t) ve v(t) fonksiyonlarmim g-geometrik A kiimesi {izerinde q-tiirevleri
mevcut ise asagidaki esitlikler dogrudur.
i) Dg(u=xv)(t) = Dyu(t) £ Dyv(t)
i) Dg(uv)(t) = Dyu(t)v(t) + u(qt)Dyv(t)
i) v(t) # 0 vev(qt) # 0 olmak iizere
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Dou(®)v(t) — u(t)Dyv(t)
v(t)v(qt)
Bazi kaynaklarda eger u(t) fonksiyonu t =0 noktasinda tiirevlenebilir ise

Dy (u/v)(t) =

Dou(0) = u'(0) seklinde g-tiirevi tammlanmaktadir [31,44].

F.H. Jackson calismasinda g-tiirev isleminin sag tersi olarak
b b a

fu(t) dgt = fu(t) dqt—fu(t) dgt,a,b€A

a 0 0

seklinde gosterilen bir integral tanimladi [27]. Burada,

X

u(®)d,t = (1—-q) ) xqg*u(xq*) ,x €A
[oa=a-0y,

olup serinin x = a ve x = b i¢in yakinsak olmasi1 gerekmektedir

V. Kac ve P. Cheung eger, 0 < a < 1 igin [0, a] arali1 tizerinde t*u(t) fonksiyonu
sinirliysa, her t € [0, a] igin fox u(t) d,t var oldugunu kamtladi [29]. Diger taraftan,

T.J.I’A. Bromwich eger u(t) fonksiyonu, [0, b] tizerinde Riemann integrallenebilir ise
b

b
]u(x)dx = lim J u(t)d,t
q-1"
0 0
oldugunu gosterdi [7].
Bu tezde 0 < g < 1 olarak alinacaktir.

Tanmm 2.1.1: u: [0,1] — C bir fonksiyon olmak tizere

1

[u@dgt =10 gu(@") < +oo
0 k=0

ise u(t) fonksiyonuna [0,1] iizerinde g-integrallenebilir denir.
[0,1] tzerinde tamimli kompleks degerli u(t) ve v(t) fonksiyonlar1 igin, [0,1]
tizerinde |u(t)|? ve |v(t)|? fonksiyonlar1 g-integrallenebilir olsun. u~wv ancak ve ancak her

n € Ny i¢in u(q™) = v(q™) bi¢iminde tanimlanan '~" bagntis1 bir denklik bagntisidir. Bu

halde
120,1) = { [ul:u:[0,1] - C, f (Pt = (1= 0) Y Hu(@)? < +oo
0 k=0

kiimesi u, v € L5(0,1) ve & € C olmak iizere

[ul + [v] = [u+v]
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ve
alu] = [au]
seklinde tanimlanan toplama ve skaler ile ¢arpma islemlerine gore bir vektor uzayidir.

Onerme 2.1.2: 12(0,1) vektdr uzayi

1

(w00 = [ @Dt

0

olarak tanimlanan i¢ carpim ile bir Hilbert uzayidir.
Ispat: lk olarak L%I (0,1) vektor uzayinin i¢ ¢arpim fonksiyonunun 6zelliklerini sagladigi

gosterilsin.
i. Heru € L%(0,1) i¢in
1 1

(w0 = | WDt = [l Pdyt
0

0
400
= (1= ) ¢ lu@)? = 0.
k=0

Eger u€L(0,1) icin
1 1
W Wiz = fu(t)u(t)dqt = flu(t)lqut =0
0 0
oldugundan her k € Ny icin u(q*) = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla u € [0]. Tersine
u(t) € [0] ise
1 1 1
W Wiz = fu(t)u(t)dqt = flu(t)lqut = f 0d,t =0
0 0 0

oldugundan (u,u) 12(0,1) = 0 oldugu elde edilir.

ii. Heru,veL3(0,1) igin

(w00 = [ W@t = 1= Y ¢u(@) 7@
0 k=0

= lim (1 - q) Z q*u(q®) v(g")
k=0

= lim (1 - ) ) q*u(@v(gH)
k=0
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+00 1
— (1= 0) ) ¢ u@Iv(@) = [ v(Oudyt
k=0 0

= (v, u)L%,(o,l)
esitligi saglanir.

iii. Heru,v e L3(0,1)vea € Cigin

1

(@ Vo = [ @u@od,t = 1-0) ) ¢*au(@) v@)
0 k=0

= lim@-) ) ¢*au(e") v(@)
k=0
= lim a(1 - q) z q*u(q") v(q*)
k=0
=a(l—-q) Z q*u(q"®) v(g*)
k=0

1
= f u(®v(®)dgt = “(u(t)'”(t))Lg(o,n
0

olur.

iv. Heru,v,w € L%(0,1) i¢in

1

(U +v,w)201) = J (u@®) + v(®))w(D)d,t
0
= lim(1—q) ) ¢*(u(@") +v(g")Jw(a?)
k=0
- I -0 Y ¢ (e + o T
k=0

= lim (1 - ¢) Z q* (u(@w(g") + v(g“)w(g"h))
k=0

= Im(1-9) ) ¢u(g)I (gD +q“u(@Iw(a")
k=0
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lim ( (1—q) Z T u(@)wi@)+ 1 -q) 2 q“v(q*) w(q")
k=0 k=0

lim (1 —q) Z q“u(q*) w(g") + lim (1 - ¢) Z q*v(g*) w(q")
k=0 k=0

=(1-q z Tu(@)w(@)+ 1 -9 z q“v(g®) w(q")
k=0 k=0

- fu(t)mdqt+fv(t)mdqt

0 0
= W,w)z) + (W W20,
esitligi elde edilir.
Simdi (u,(t)), L2(0,1) uzaynda bir Cauchy dizisi olsun. Bu halde her ¢ > 0 olmak

tizere bir N, = Ny(e) € N mevcuttur 6yle ki her n,m = N, i¢in

+00

lun(®) = um(©112, = (1= @) ) q*1n(@¥) = um (g9 < &

k=0
ve her s € N i¢in
N
1= ¢ (un@) = un@I?) < (1 = 2.
k=0

Buradan, her k € N ve hern,m € N,n,m > N, ve i¢in

4211, (4%) — u(g¥)] < &
olur. Buradan da her k € N igin (un(qk)) c C bir Cauchy dizisi olup C de yakinsaktir. u(t)
fonksiyonu [0,1] tizerinde k € N, igin

u(@") = lim u,(q")

u(t) =0,t # g*

seklinde tanimlansin. Hern > N, , her k € N ve her s € N i¢gin

S
(1= 9) ) ¢ (un(g") —u(@)) < (1 - )
k=0
esitsizliginden s - +oo iken n > N, igin

1=9) ) ¢*(un(@") —u(@)?) < +oo
k=0
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olur ki buradan da u, —u € L%(0,1) sonucu elde edilir. u,, € LZ(0,1) ve LZ(0,1) vektor
uzay1 oldugundan u € LZ(0,1) olur. Bu ise ispat1 tamamlar.®

Onerme 2.1.3: M < L2(0,1) yogun bir kiime olmak iizere her k € Ny i¢in u(g*) # 0 olacak
sekilde en az bir u € M mevcuttur.

Ispat: M, 12(0,1) de yogun olsun. k € N i¢in

Yi:[0,1] > C
(1, t =gk
lpk(t) - {0’ t =+ qk

fonksiyonlari tanimlansin. Agikga goriiliir ki ¢y (t) € LZ(0,1) dir. Simdi, M yogun bir kiime

ise bir (u,,) € M dizisi mevcuttur 6yle ki

1
lun(®) = Oz = [ ln(©) = i OF dgt =0
0

olur. Buradan

1 +00
[lan® = 9P dat = (1= D D ¢*lun (@) = g
0 k=0
+00
, 12
= (1= g lun(@) = 1P + =@ ) gllun(@)]* = 0.
=k
Bu halde, lirIl u,(q*) = 1 olmak zorundadir. Bu durumda ise Up, (g®) # 0 olacak sekilde
n-+o
bir n;, € N var oldugu goriiliir.®
Sonug 2.1.4: M := {u € 1%(0,1) : u(1) = 0}, L3(0,1) Hilbert uzaymda yogun degildir.
Simdi D = {u € 2(0,1) : D u(t) € L(0,1)} olmak iizere, bu kiime iizerinde
L: D cL3(0,1) — L3(0,1)
Lu(t) = Dgu(t)
lineer operatorii tanimlansin. Bu operatdr g-fark ifadesi tarafindan iiretilen maksimal
operator olarak adlandirilacaktir.
Teorem 2.1.5: L: D c L%(0,1) — L% (0,1) maksimal lineer operatorii L7 (0,1) Hilbert

uzayinda kapali ve yogun tanimli bir operatordiir.
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Ispat: : L:D c L%(0,1) - L%(0,1) maksimal operatoriiniin lineer oldugu agiktir. Simdi L

maksimal operatoriiniin kapali oldugunu gosterilsin. Simdi, {u,} €D, u, —ou Ve
n—->+oo

Lu, — f olmak iizere
n—+o

+o00

ltn = uliZy 01 = (1= @) ) *lun(q®) = u(@) ——0.
k=0

Buradan her k € N, igin
lim u, (¢%) = u(q®)
n—o0o

olmak zorundadir.

Diger taraftan, Lu, —2 f oldugundan

R ky _ k+1 2
I (® — F Ol = @ =) Y. [T 9] —o
k=0

Buradan ise her k € N, i¢in

. un(qk) - un(qk+1) _ k
O G P A

ve

un(qk) mu(q")

olup limitin tekliginden
o (@) —un (@) u(@) —u@*h)
noteo (1—q)q" (1-a)q*
esitligi elde edilir. Bu sonuncudan D,u(t) € L7 (0,1) oldugu goriiliir ki dolayisiyla u € D

= f(q")

ve Lu,(t) = f(t). Buise L:D c qu (0,1) » LZ (0,1) lineer operatoriiniin kapali operator
oldugunu verir.l
Onerme 2.1.6: L: D c L% — L2 maksimal operatoriiniin LZ(0,1) Hilbert uzaymdaki

eslenik operatorii

Lu(l) , g<t<1

Lu() ={"1

—EDq_lu(t), 0<t<gq
olarak tanimlanir ve eslenik operatdriin tanim kiimesi
D(L) = {u € 12(0,1) : Dyu € L2(0,1) ve lim u(g¥) = 0}
n—-oo

seklindedir.
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Ispat : u € D icin,

1 +00
(Lu(®,v(0) 5,y = f Lu(®v()dat = (1~ q) Z q*Dau(q*)v(q")
0 k=0
. o (w(@®) — (gt
= lim(1-q) ;qk ( (1-q)q* )v(qk)
. _ e
= up(D ~ lim u(g@ + 1 ~q) )~ Dyr(gHu(g")
k=1
= (1 - u(Wv(D) - lim u(g")v(q")
_ < 1
+|(1 -9 (u)—= - v(D) + - kzl —5quqv(qk)u(qk)].

Buradan
Jim u(g)v(qF) = (1 - ou(Dr()

ve

a
(1_qu(1) , g<t<i

L'u(t) = 1
—aDq—lu(t) , o<t q

oldugu elde edilir. Eger @ # 1 ise maksimal operatoriin tanim kiimesinin tanimindan
u(l) =1ve il_r)go u(q*) = 0 almabilir. Buradan

D) c M ={uelL?(01):u(l) =0}
olmak zorunda oldugu agik¢a goriiliir. Fakat Sonug 2.1.3 den M, LZ(0,1) Hilbert uzayinda
yogun olmadigindan D (L*) , L4(0,1) Hilbert uzayinda yogun olamaz. Oysa L kapal1 operator

oldugundan L* eslenik operatoriiniin tanim kiimesi yogun olmak zorundadir [41].

Dolayisiyla @ = 1 olur. Sonug olarak
*) — 2 . 2 : ky —
D(LY) {u € 13(0,1) : Dgu(®) € L2(0,1), lim u(q") o}
oldugu elde edilir.®
Simdi
Dy ={u € 12(0,1) : Dgu(®) € 13(0,1), lim u(q") = 0}

lineer manifoldu lizerinde
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Lo: Dy c L2(0,1) — L7 (0,1)

Lou(t) = Dqu(t)
operatorii tanimlansin. Bu sekilde tanimlanan operatoér g-fark ifadesinin iirettigi minimal
operatdr olarak adlandirilacaktir.
Teorem 2.1.7: Ly: Dy © LZ(0,1) - L%(0,1) minimal operatorii L7 (0,1) Hilbert uzayinda
kapal1 operatordiir.
Sonu¢ 2.1.8: L, © L ve L, operatoriiniin kendisi ve L operatoriinden baska kapali bir
operatdr genislemesi yoktur. Ustelik, D(Lj) = D(L) ve D(L*) = D(L,) esitlikleri dogrudur.
Sonug 2.1.9: L operatorii bir g-hiponormal operatordiir.

Ispat: Her u(t) € D(L) i¢in D(L) o D(L*) oldugu agiktir. Bu halde

2
L2 o 1) = f 1D u(®)|” dyt
0
+ 00
2
= (1-9) 2 a*[Dgu(a™)|

= (1- )Z

u(qk) u(g"*H|*

—q)q*

ve

2
dgt

1
1
LUl 05 = @ = D + [ [-=D,
0

~— 1
= A= QP + (=) Y ¢*|-=D,
k=1

2

kY _ k-1
_ (1_q)|u(1)|2+_(1 q)z L) ;L(q )
(1-2)q*
q
_ u(@®) —u(@* M|’
(1—q)|u(1)|2+—(1_Q)Z “q? (1-q)q*
_ 2 u(q®) —u(g* M|
=10 -pluF+ 1 - q)Z q* (1—-q)q*
_ 2 1 [u(@®™ —u(@®)|’
= (1 - (DI + (1 - q>2 2 o
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u(q" D —u(gh)|’

— (- P+ (1 - q)z o1

—q)qk1
_ 1 2 1 nu(q")—u(q"“)2
= - O+ q);q S
*Z u(q") —u(g |’
£ - q)q*

1 2
= 5 ”Lu(t) ”Lé(O,l)

olur ki buradan da [|Lu(D) | < \/qlIL*u()]| oldugu elde edilir.m
Teorem 2.1.10: L, minimal ve L maksimal operatorlerinin noktasal spektrum kiimeleri
o,(Lo) = {m :mE NO}
o,(L) =C
seklindedir.
Ispat : 1 € g, (L,) olsun. Bu halde bir u(t) € Dy, u(t) # 0 mevcuttur dyle ki,
Lou(t) = Au(t).
Buradan, her k € N, igin
u(q*) —u(g“*")
(1—q)q*
olup her k € Ny i¢in
u(@*) = (1 -1 - 9gu(g")
esitligi elde edilir. Bu esitlik yardimiyla
u(q) =1 -1 -qg)Du(l)
u(@)=01-10-Apu(q) =1 -1 - i1 - (1 - gDu(l)

= (]_[(1 -(1- q)Aqk)>u<1>

k=0

= Au(q")

ve
u(@®) =1 -0 -qig*)ulq®)
=1-0-2¢HA -1 -1 - (1 = g)Du(1)

- (ﬂ(l -(1- q)zq")> u(1)
k=0

olup genellestirirsek
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k
u(g ) = (1_[(1 - (1- qwm) u(1)

u(1) # 0 esitligi elde edilir. Ustelik u € D, oldugundan u(q*) 0 0 olur ancak ve ancak

bir m € Ny mevcuttur dyle Ki
1-2(1-q)g™ =0

esitligi saglanir [13]. Buradan A = m € N, elde edilir. Bu halde

1-q)qm’
1
o,(Lo) = {W tme NO}.
Simdi L maksimal operatoriiniin noktasal spektrum kiimesi incelensin. Bu halde
Lu(t) = Au(t),u € D \ {0}

esitliginin ¢6ziimii benzer sekilde her k € N i¢in

k
u(g ) = (ﬂ(l ~(1- q)M)) u(®),  w(1)#0
n=0

olup Dy © D oldugundan a,,(Ly) < o(L) oldugu agiktir. Diger taraftan, her A € C \ 0, (L)
icin (H,’izo(l -(1- q)/lq")) carpim dizisi yakinsaktir [43]. Buradan

lim u(q*) = (ﬂ(l ~(1- q)M)) u(1)
k=0

olupu € Lé (0,1) oldugu agiktir. Diger taraftan, her k € N i¢in

u(q®) —u(g"*h)

(1-q)q*
esitligi saglandigindan D,yu(t) € L7 (0,1) oldugu elde edilir. Ayrica D lineer manifoldu igin

= Au(q")

bir sir kosulu olmadigindan u € D olup A € 0,,(L) olur. Boylece a,(L) = C esitligi
saglanir.®

Teorem 2.1.11: L, operatdrii igin kalan ve siirekli spektrum kiimeleri

UT(LO) =0
UC(LO) =0
seklindedir.

Ispat: Varsayalim ki A € o,-(L,) olsun. Bu halde
12(0,1) = R(Ly — AE)®Ker(Ly — AE)
oldugundan 4 € 0,,(L}y). Buradan, bir u € D(Ly) = D, u # 0 meveuttur dyle ki

cu(t) = u(p)
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esitligi saglanir. Simdi, her k € N i¢in

u(1) = Au(1)
1-¢q

u(g®) —u(q
(1—-q)q"
esitlikleri saglanir. Buradan ise n > 1 i¢in

1
1— 21— q)q* "

k
= (]_[u 201~ q)q")-1> u(1)
n=1

Bu halde u(1) # 0ise 1 = ﬁ ve her k > 1 igin, eger

k—1)

=u(@) ()

u(g") = (g*1)

u() =u(q) =--=u(@" =0
ve

u(g™1) #0
ise (x) dan

u(gm+1 ~
= Tu(g™)
(1—q)g™*!
- 1 R -

olup A = Ry olur. Ustelik her k > m + 1 igin

k
u@=| | [ @-2a-0e) " Ju@™

j=m+2

1
1-qq/

olur. Burada H?zmﬂ(l —A(1 - q)qj)_l, A+ ve j > m + 2 oldugundan garpim

dizisi yakimsaktir. Dolayistyla {u(¢*)} c C dizisi sinirhidir. Buradan u € L%(0,1) oldugu
elde edilir. Dolayisiyla

o, (L) = {m : k€ NO}

oldugu goriiliir. Oysa
o, (Lo) = 0, (Lp)
olup a,(Ly) = @ oldugu elde edilir.
Simdi o.(Ly) =@ oldugunu gosterilsin. Bunun icin A€ C\g,(Ly) Ve

f € L5(0,1) keyfi alinsin. Bu halde
(Lo — AE)u(t) = f(t)
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lim u(@™) =0

n—-+oo
denkleminin ¢éziimiiniin varligim LZ(0,1) vektdr uzayinda arastirilsin. Buradan her k € N,
i¢in
u(q®) —u(g™)
(1-q)q*
Buradan k € Ny i¢in
u(q™) = (1 - 201 - 9¢"ul@®) — 1 - )q*f(d")
elde edilir. Buradan da
u(@=(1-20-9)u(®) - A -gf@)
u(@=0-20-[(1-20 - )u®) - A -)f (D] - 1 -af ()

=1-20-99(1-21-)u() -1 -)(A-21 - f (L) +qf(q))

— u(q®) = f(gM.

ve
u(@®) =1 -21-g)q)H[A -21 - q)(1 —2(1 — g))u(1)
—1-A-20 - Qf) +qf (@] - 1 = q*f(q?)

g (ﬂ(l - 301~ q)q")> u(1)
n=0
-(1-q K]_[u 201~ q)q”))f(l)

2
+ (ﬂ(l -1 - CDQ")) qf (q) + qu(qz)]

n=2

olup genellestirilirse

k
u(g ) = (]_[u 201~ q)q”))u(l)

n=0

k
-(1-9) [(ﬂ(l 201~ q)q”)>f(1)
k -
+ (ﬂ(l -0 - q)qn)> af (@ + -

n=2

k
+ ( H (1-201- q)q”)) a1 fg" ) + q"f(q")]

=k-1
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esitligi elde edilir. Diger taraftan 1 & 0,,(Lj) oldugundan {[[z-,(1 — A(1 — 9)q®)} carpim
serisi sifirdan farkl1 bir limiti olup sinirlidir. Ustelik {[T¢_,(1 — (1 — q)A1¢*)} © C yakinsak

ve A & 0,(Lo) oldugundan m, M > 0 mevcuttur dyle ki her n € Ny igin

n

ﬂ(l - 21— 9)q")

k=0

O<m< <M

esitligi saglanir. Ayrica m € N i¢in
TR0 (1 — 21 — @)q")|
[TTise (1 = A(1 = @)g")|
M M
< — —<—.
Tl — 21— q@)gk)| ~ m
f € L2(0,1) ise bir m € Ny, mevcuttur yle ki her k > m i¢in ¢*|f(g*)|* < 1 olup her

n+m

[ [a-a-am
k=m

k
k >m icin q*|f(q¥)| < qz oldugundan Y}%, q*|f(q")| serisi yakinsaktir. Bu halde

k
[ [a-2a-aem
n=0

+q*If (g™

lu(g“*H| < IF (D] + alf (@) +

k
[ [a-2a-aem

<Mi KIF(gR)] < +
J— 00,
_mk_oq f(q

Ayrica

€ = Q(l — A1 = 9)q")

a = [a-20-9e
k=n

olarak tanimlanirsa

n

u(D) = @™ ) aq*f @)

k=0

esitligi elde edilir. Buradan lirP u(@™) =0 olur. Boylece u € D(L,). Buradan da
n—->+0oo

A€ C\ 0,(Lg) € p(Lo) oldugu elde edilir. Sonug olarak g.(L,) = @ esitligi saglamr. |
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1

(1-q)q* ke NO}

Sonug 2.1.12: L, operatériiniin spektrum kiimesi o(Lg) = 0,(Lg) = {

seklindedir.
Teorem 2.1.13: V(L,) = C dir.
Ispat: 1 # C\o,(L,) keyfive hern € N i¢in

n
@t =(1-q ) ¢
k=0

olmak tlzere

k 2

[ [a-2a-ad)

i=0

k
1 .
;;I]U—lﬂ—qM“9m=q&(nskSn
m5=0

0 t #qF,

un(t) =

seklinde bir fonksiyon ailesi tanimlansin. Her n € N i¢in u, € D(Lg) Ve |luyllgz =1

oldugu aciktir. Bu halde 0 < k < n — 1 olmak {izere

ky _ k+1
Loun(q") = u"(q(l) — Z;;Z )
- To(1 = 201 = g ™) = - I (1 - 20 - g ™)
B (1—-q)q*
(1= (=20 - Og") (1 - 2(1 - ')
B (1-q)q*
k
1 .
— a—nl:)[(l — 21— q)q"™ ).
Buradan

n-1 k
A .
(Lotn (D, un®) = A= @) ) g4 (]_[(1 a0 - q)ql—1)>
k=0 n

i=0

k
1 .
.a—nL_O[(l -1 - q)ql)

n 2

n

+(1-q)%— I_I(l-l(l-q)q**)

n[5=0
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k 2

[ [a-2a-9¢)

i=0

A n-—1
n k=0

[ [a-2a -4

olup V(Ly), C de yogun oldugu elde edilir. Ayrica niimerik alan konveks kiime

2

_ /’{
n-—-+oo

qu
1—qg)—
+(1-¢q) a

oldugundan V(L) = C sonucuna ulasilir.
2.2. L3(0, +0) Uzay1 ve gq-Fark Operatorii

Tanim 2.2.1: u: [0, +o0) — C bir fonksiyon olmak iizere

[ ude=a-0 ) ¢ u@ <+
0 k=-o

ise u(t) fonksiyonuna [0,+o) {izerinde g-integrallenebilir denir.

[0,40) iizerinde tanimli kompleks degerli u(t) ve v(t) fonksiyonlari [0,+o0)
tizerinde |u(t)|? ve |v(t)|? fonksiyonlar1 g-integrallenebilir olsunlar. u~v ancak ve ancak
her n € Z igin u(q™) = v(q™) bigiminde tanimlanan '~ bagntis1 bir denklik bagintisidir.
Bu halde

10, +e0) = [wliws[0,469) > €, [ [u(@Pdgt = (1 =) ) a*lu(@)l? < +eo
0

k=—o0
kiimesi u, v € L% (0, +0) ve a € C olmak iizere
[ul + [v] = [u + v]
ve
alu] = [au]
seklinde tanimlanan toplama ve skaler ile carpma islemlerine gore bir vektor uzayidir.

Onerme 2.2.2: L2 (0, +00) vektdr uzay1

+ o0

(000 = | WOV 10 € (0, +0)
0

olarak tanimlanan i¢ ¢carpim ile bir Hilbert uzayidir.
Ispat: Tk olarak Lé (0, +0) vektor uzaymin i¢ carpim fonksiyonunun 6zelliklerini

saglandig1 gosterilsin.
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i.  Herue LZ(0,1) icin
+0o0 +00

(w005 = | WOUDdgt = [ TuOIdyt

0

=(1-9) ) ¢*u(gI? 2 0.

k=—o0
Eger u € L7(0,+00) ve
+00
(u, u)L%(OﬂLOO) = j u(u(t)d,t =0
0

yani

+ o0

(W00 = | [u©Pdgt =0
0

olur ki her n € Ny i¢in u € [0]. Diger taraftan u € [0] ise

+ oo 400 + oo

(1,1 12 (0,+00) =f u(t)mdqt=] |u(t)|2dqt=J 0d,t=0
0

0 0

oldugundan (u,u) 12(0,+00) = 0 oldugu goriiliir.

ii. Heru,v e L4(0,4o) i¢in

D000 = [ WOVt = 1=0) Y ¢*ug) 7D
0 k=—00

n
= lim (1-¢q) Z q*u(q®) v(qk)
nm-+oo
k=—m

n
= lim (1-¢q) Z q* u(qg*®)v(q")
n,m-+o
k=—m

=(1-9) ) q*u(@v(gh)

k=—o0

+o0o

= f v(Ou(t)d,t

0
= (U, u)L%Z (0,4 )

iii. Heru,v € L4(0,4) ve a € Cigin
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+ oo

(@ Vi = [ @OVt =1-) Y q*au(q) o(q?
k=—o

0
n,m-+oo

= lim (1-gq) Z q*au(q®) v(g®)
k=—m

=a lim (1—gq) Z g u(q®) v(q"¥)
k=—-m

n,m-+oo

—a(t-q) ). u@I V@) = a [ u@vDdyt
k=—o 0

= a(u, V)L§(0,+oo)

iv. Heru,v,w € L% (0,+o) i¢in

+00

(u+v, W)Lgi(o,+oo) = f (u(t) + v(t))w(t)dqt
0
== ) q*(u@) +v"))wlgh
k=—o0

n,m-+oo

= lim (1-¢q) Z q" (u(q") +v(qk))Fq"")
k=-m

= lim (1-¢q) Z q* (u(@)Iw(@) + v(g")w(g"))
k=—m

= lim (1-g¢q) z g u(g®) w(q®) + q*v(g®*)w(qg®)
k=—m

nm-+oo

nm-+oo

= lim (1-gq) Z g u(g®) w(q®)
k=—m

+ lim (1-¢q) Z q“v(g)w(qg®)
k=-m

=(1-9) ) q*u(g)Iw(gh
k=—o0

+H1-) ) @) wD
k=—o0
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=f u(t)mdqt-i-f v(Ow(t)d,t

= (W wW)2(040) T (1, W) 12(0,400)-
Tamligi Onerme 2.1.2 nin ispatina benzer sekilde gosterilir. B
Onerme 2.2.3: Eger u € Lfl (0, 4+0) ise
lim u(g™) = 0.

n-+oo

Ispat: u € L%(0, +) olmak iizere

+ o0 400
oo = [ WOF dgt = =0) Y a*lulaI?
0

k=—o0

+ oo m
=(1-) ) @)= lim (1-q) ) ¢ lu(@)? < +oo
k=—00 ' k=—n

oldugundan

lim u(g™) =0

n—-+oo
elde edilir.m
Onerme 2.2.4: Eger Dyu € L2 (0, +) ise
3 n
limu(q™)

limiti mevcuttur.

Ispat: Dyu, 10,17 € L%(0, +00) olmak iizere

400 1
(un')([o'l])Lé(O,+oo) =J X1011(&)Dqu(t) dgt = Jun(t) dqt
0 0
+00 +
u(g®) —u(g*h)
=(1-q) Z q~ — = Z u(q®) —u(g**")
i (1—-q)q i

n
= lim > u(@") - u(@**)
=,

im [u(1) —u(q) +u(q) —u(q?)
+otul@) —u(@ ) 4+ 0] < oo
oldugundan
: n
lim u(q™)

limiti mevcuttur.®
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Simdi L7 (0, +o0) Hilbert uzayinda q-fark operatérii ele alinsin. Bu halde

Dg(uv)(t)

= v(t)Dyu(t) + u(qt)Dyv(t)

olmak tizere, u, v, Dgu, Dyv € L7 (0, +00) i¢in

+00

f D (uv)(t) dyt

0

elde edilir. Ayrica,

(un’ v)leI(O,+oo)

esitligi dogrudur.

--a Zw q* (u(qk)v("k) - u<q"+1)v<qk+1>>
k=—0o0

(1-q)q*
= ) @) - u(@v(gt)
k=—c
= _lim ) u(g“v(g") —ulg" (g

k=—m

= Aim Tu(g™™)v(q™) - u(g~™Hv(g™™*)
+u(q—m+1)v(q—m+1) _al u(q—m+2)v(q—m+2)
+u(qg ™) v(gT™) — -+ ulg™Hv(g™)

—u(Dv(D) + ul(q)v(g) + -+ u(@)v(g™) — ulg™Hv(g"*")]
= lim (u(@™v(@™) —u(qg™v(g™)

n,m-+oo

=— lim u(gMv(g") < +
n—+oo

+ oo

= j Du()v(t)d,t
0

= —k]_i)g_noo u(q®)v(q*) — f u(qt)DqU(t)dqt
0

v(q*) —v(g*+1)
(1—-q)q*

= - Jim u(@Ie(@) - (1-9) ) q*u@*)

k=—o

v(g**1) —v(q*)
(1 —qq

+00
- _ klir_P u(qk)v(qk) + (1 _ q) Z qk+1u(qk+1)

k=—o0

+ 00 1
= — lim u(g")v(g*) - (1 -q) RZOO q*u(q®) <— aDq—lv(t)>

Buradan g-fark operatdriiniin LZ (0, +00) uzayindaki formal eslenigi

—guq_l oldugu gériiliir. Bu halde,
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D, = {u € L%(0,4) : Dyu(t) € L%(0, ) ve Ili_r)rolou(qk) _ 0}

D = {u € L7(0,+00) : D,u(t) € L5 (0, +00)}
lineer manifoldlar iizerinde
Lu(t) = Dgu(t)
Lou(t) = Dqu(t)
seklinde tanimlanan operatdrler sirasiyla g-fark operatoriiniin L7 (0, +o0) Hilbert uzayinda
tirettigi maksimal ve minimal operatorler olarak adlandirilacaktir. Ag¢ik¢a Lo < L olup
D(L*) = D(Ly) ve D(Ly) = D(L) dir.
Teorem 2.2.5: L, minimal ve L maksimal operatorleri kapali operatorlerdir.
Ispat: Teorem 2.1.5 in ispatina benzer sekilde gosterilebilir.®
Teorem 2.2.6: L, minimal operatorii formal g~1-normal operatérdiir.

Ispat: Her u(t) € D, ¢ D(L") igin

+00

2
ILoulZ g 4oy = f |Dgu(®)|” dgt

= (-9 ) ¢"[pgu(gh|’

k=—oo
=1-9q) Z

+ o0

1
* 2 _
Lol = | |2 Dgrs)
0

u(qk) u(g**H|*

- q)q*

ve

2

2

= (1-9) Z ~ 2D u(e")
k=—o0
1 1@ = u@*y
= ( q) RZOO 1 - _) "
q
_1 < [u@) —u(@ D)
BPE (1-9) kaq q A—q
U @) —u@ )
=-a kzw 1 (1-q)q*
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2

u(@* —u(q®)
(1—qqk1?

+00

k1

=1-q) Z q"—
k:—OO q

1 <
=-(1-9q) z gkt
q e

u(g") —u(gh)|*

(1—q)g**
_1. < @) —u(@ D)’
A kZ_oo A=

buradan

ILou®)l = qllLou@®|
oldugu elde edilir.®
Sonug 2.2.7: Ly minimal operatériiniin ¢~ 1-normal genislemesi yoktur.
Teorem 2.2.8: L, minimal operatorii igin noktasal ve kalan spektrum kiimeleri
qm
a,(Lo) = {m:m € Z}
or(Lo) =@
seklindedir.
Ispat: 1 € g,,(L,) olsun. Bu takdirde her k € Z i¢in
Dyu(q®) = 2u(q"®)
Buradan da

u(q*®) —u(g**h)

(1-q)q*

Simdi bu denklemin ¢oziimii incelensin. Bu halde her k € Z igin

(1 -2 - 9g"ul@®) = u(g**")

= Au(q").

elde edilir. Eger birm € Z i¢in 1 = ise u(t) 6zvektori

1
(1-q)q™

u(@)=0k>m+1

L
u(q") =( [ 1_qi)u(qm),kSm—1

i=k—-m

olur. 0 < g < 1 oldugundan
klim |1 — qk| = 400

esitligi dogrudur. Bir negatif k tamsayisi1 vardir 6yle ki

-1

[ ==t
11—qm ~

n=k+1-m
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Bu sonuncu esitsizlikten her m € Z igin 1q_—q 0zdegerine karsilik u(t) fonksiyonunun bir
0zvektor oldugu elde edilir.

m
Diger taraftan, bir m € Z i¢in A # f_—q olsun. Bu halde

k-1
u(q®) = (1_[(1 —2(1 - q)q‘)) u(1),k € N.

i=0
Fakat, u € Dy, u(g®) ——> 0 olmak zorunda oldugundan
1-A1—-q)g™ =0, meN
[43] ya da u(1) = 0 olmalidir. Bu durumda, u(1) = 0 ve u = 0 oldugu elde edilir. Sonug

olarak g, (L) = {g;m € 7} elde edilir.
Simdi kalan spektrumu incelensin. Bu halde A € 0,(Ly) ise A € 0,,(Ly,") olmak

zorundadir. Buradan

1 K k
—aDq-m(q ) =Au(q®),k €Z

olup
1 u k —u k-1
- ) 1(q ) ) ke
i k
(1-g)a
esitligi elde edilir. Bu sonuncudan,
u k —u k-1
(q°) —ulq )=/1u(qk),kEZ

(1—-q)q*
u(@ ™ =01-20-9q"u(@"), ke

oldugu elde edilir. Eger bir m € Z igin A = % ise
u(@)=0k<m-1

K
1
u(q®) = ( 1_[ m) u(@g™),k>m+1

i=m+1
2
esitlikleri saglamir. Ciinkii Y3Z,,.1 q" ( Ko +11_qﬁ) serisi yakinsak oldugundan
u € LZ(0,+o0) olur.

Diger taraftan, eger m € Z igin 1 # f_—q iseu(1) # 0 ve
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-k
u(q®) = (1—[(1 -1 - q)q“')> u(1),k <0

olmalidir. Amam € Z igin A # g ise klim u(q®) limiti mevcut degildir. Sonug olarak,

O-r(LO) =0
elde edilir.

2.3. LZ(R) Uzayi ve q-Fark Operatorii

Tamim 2.3.1: u: R — C bir fonksiyon olmak iizere

| u@dge=a-0 Y ¢ (u@)+u-) < +e
= k=—o0

ise u(t) fonksiyonuna R tizerinde g-integrallenebilir denir.

R {izerinde tanimli kompleks degerli u(t) ve v(t) fonksiyonlart i¢in R iizerinde
lu(t)|? ve |v(t)|? fonksiyonlari g-integrallenebilir olsunlar.

u~v ancak ve ancak her n € Zi¢in u(q™) = v(g™) bigiminde tanimlanan '~’ bagintisi
bir denklik bagintisidir. Bu halde

B =R C, [ uOPdgt=(1-q) Y ¢*lu(@") + uC-g)l < +eo
o k=—o0

kiimesi u, v € L% (R) ve a € C olmak iizere
[ul + [v] = [u + v]
ve
alu] = [au]
seklinde tanimlanan toplama ve skaler ile carpma islemlerine gore bir vektor uzayidir.

Onerme 2.3.2: L (R) vektdr uzay1

+ oo

(u, V)Lg(u@) = f u(t)mdqt,u,v € LZ(R)

olarak tanimlanan i¢ carpim ile bir Hilbert uzayidir.
Ispat: Ilk olarak L%z (R) vektor uzaymn i¢ ¢arpim fonksiyonunun 6zelliklerini sagladigi
gosterilsin.

i.  Herue LZ(R) igin
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+00

wigm = | w@u@dgt= [ u@Pdyt

— 00

=(1-9) ) ¢4u(@") +u(-g)P 2 0.

k=—o0
Eger u € L7 (R) ve
+ 00

wgm = | w@u@dgt =0

— 00

yani
+00
wwWm = f lu(t)|*d,t =0
ise buradan her n € N, i¢in u € [0]. Diger taraftan u € [0] ise

+ oo + oo + oo

(wWzm = ] u(u(®)d,t = flu(t)lqut= j 0d,t =0

— 00 — 00

oldugundan (u,u) BR) = 0 oldugu goriliir.
ii. Heru,ve L3(R) igin
+ 00

W) = | w@v@d, =1 -a) Y ¢ (@@ +u(-ao(=aM)

—00 k=—o0

= Jm_(1-q) Z q*(u(@")v(g") + u(=g")v(-¢"))
k=—n

= lim (1-¢q) Z q* (u(qk)v(qk) + u(—qk)v(—qk))

n,m-+oo -
— (-9 Y ¢ (@@ + uCqIw(-09) = [ v@uDd,e
k=—o00 —0o0

= (W, W r)

iii. Heru,v e L3(R)vea € Cigin

+00

(au, v) 2wy = f au()v(Ddgt = (1 —q) Z g a (u(g®)v(gk) + u(=g")v(—q"))

—00 k:—oo
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= lim (1—-¢q) z g a (u(g™)v(g¥) + u(=g")v(—q"))
k=—n

n,m-+co

=a lim (1-¢q) Z q* (u(@)v(g®) + u(—=g"Hv(—q")
k=—n

n,m--+oo

=a(l-q) Z q*(u(g")v(@®) + u(-g")v(—¢"))
k=—o0

+o00

=qa f u(t)mdqt

= a(w,v) 2w

iv. Heru,v,w € L%(R) i¢in

+00

(w+v,w)zm = j (u(®) + v()w(t)d,t

— 00

= (- ) ¢*((ua" +v(@))wigh + (u(=q") + v(~q") Jw(=qP))
k=—

= lim (- Y ¢*((u@") +v(@))w@d + (u(-g") + v(=") w(=q"))
k=—n

n,m-+oo

n,m-+oo

= lim (1-q) Z q* (u(g")w(g®) + v(g")w(g®) + u(—=g"Iw(—g*)
k=—n
+v(g7)w(=¢"))

n,m-+oo

= lim (1-¢q) Z q*(u(@)Hw(@") + v(g")w(q"))
k=n

+ lim (1=q) ) ¢*(u(-¢)Hw(=gD + v(-gw(=gM)
k=—-n

=(1-q) z q*(u(g")w(q®) + v(g")w(gh))
k=—o00

H1=) ) ¢ (u—gw(=gD) + v(~q"w(=gD)
k=—

- f u®wt)d,t + f v(Ow()d,t

—oo —o00
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= (u, W)L%I(]R) + (U, W)L%I(]R)
Tamligi Onerme 2.1.2 nin ispatina benzer sekilde gosterilir.l

Onerme 2.3.3: Eger u € LZ(R) ise
lim u(¢g™) = lim u(—q™) = 0.
n-—oo n—-—oo

Ispat: u € L% (R) olmak iizere

+o00
Wiy = [ W@ dgt

=(1-0) ) (@l +lu(-gH)

k=—c0
= (1—q>[z @I+ ) qk|u<—qk)|2]
k=—o0 k=—o0

n n
=(-q lim > @)+ A=) lim > gMu(-g") < +o
n,m-+oo n,m—-+oo
k=—m k=—m
oldugundan
lim u(q™) = lim u(—q™) =0
n—»>—oo n—»—oo
oldugu elde edilir.®
Onerme 2.3.4: Eger D,u € L2(R) ise
3 n
Jim u(g™)
ve
: _n
im u(=q")
limitleri mevcuttur.
Ispat: Dyu, x(o1] € L% (R) olmak iizere

+0oo 1

(un,X[o,l])Lg](R) = f Xio11Dqu(t) dgt = fun(t) dgt
o J
1 +o ) u(C[k) + u(—qk) — u(qk+1) _ u(_qk+1)>
- q):;q ( (1-qq*

= Jim Z(u(q") +u(—q") — u(g"*?) - u(‘qk+1)) < to
k=0
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oldugundan
. n . _.n
im u(@™), lim w(-q™)
limitleri mevcuttur.®
Simdi L7 (R) Hilbert uzayi iizerinde g-fark operatérii ele alinsin. u, v € L (R) i¢in
Dq(uv)(t) = Dyu(t)v(t) + u(qt)Dyv(t)
olmak tizere
+00
— kN (— kY T k k
| Do)yt = = Jlim u(-qIw(-g*) - Jim u(@"Iv(g")

— 00

esitliginden
+00
(Pgu.9) 5y = f Du(®)v(®)d, t

= Jim (~u(=yo(=qP) - u(@ @) = | u@D®

— 00

= lim (—u(=¢")v(=¢" - u(@")v(g")

~(1-¢q) Zm q" <”(q"+1)”(qk)_”(qk+l)

= (1—-q)q"
e V(=49 - v(—q’”l))
H AR cen P
= lim (—u(=¢")v(=q") - u(q“)v(q"))
- L +oo ——
= Jim (~u(= =)~ u(@w@) = | w0)=-Dev(O)dgt

olup g-fark operatoriiniin formal eslenigi —iqu olur. Bu halde,
Dy ={u € LA(R) : Dau(t) € L2(R) ve lim u(+q") = 0}

D={uel?(R): Dyu(t) € L%(R)}
lineer manifoldlar iizerinde

Lo: Dy = LE(R)

Lou(t) = Dqu(t)
ve

L:D - I2(R)
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Lu(t) = Dgu(t)
olarak tanimlanan operatérler sirastyla q-fark operatdriiniin L4 (R) Hilbert uzayinda iirettigi
minimal ve maksimal operatorler olarak adlandirilacaktir. A¢ik¢a Ly < L, D(L*) = D(L,)
ve D(Ly) = D(L) dir.
Teorem 2.3.5: L, minimal ve L maksimal operatorleri kapali operatorlerdir.
Ispat: Teorem 2.1.5 in ispatina benzer sekilde gosterilebilir.
Teorem 2.3.6: L, minimal operatorii formal g~1-normal operatordiir.

Ispat: Her u(t) € D, igin

+ o0

+o0
2 2
ILou(®Izz ) = f |Du(®)| dgt = (1 —q) z q*|Du(q")|

- k=—o0
B N G0 B O G B o
®." k:z—ooq < (1-q)q* (1-q)q*
ve
+ oo 1 5
||L"E)u(t)||ig(ug) = f |—5Dq—1u(t) dgt
-0-9 Z “D g-1u(q")
k=—co
2 2
1 u(qk) u(q k+1) u(—qk) — u(—qk+1)
=(1- q)z 1_1) . + (1_1) -
T )1 7)d
PP | i ) I e B o
u(gh - u(qk) u(—g*b 2
=(1-q) k_zm 2( (1—q)gk? A= q)qe T )

1o e (@D —u@]*  [u(=¢*1 - 2
=3 1-9) kzzoo q ( (1-q)gr1 A= g

_ l ~ 400 X u(qk) _ u(qk+1) 2 u(_qk) _ u(_qk+1) 2
I kZoo ! ( (1 -q)q* (1 - q)q* )

olup
ILou®llz@ = VallLou®llz@)
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oldugu elde edilir.®
Sonug 2.3.7: Ly minimal operatdriiniin ¢ ~1-normal genislemesi yoktur

Teorem 2.3.8: L, minimal operatorii i¢in noktasal ve kalan spektrum kiimeleri

qm
ap(Lo) = {m:m € Z}
or(Lo) = 0

seklindedir.

Ispat: Teorem 2.2.8 in ispatina benzer olarak gosterilebilir.
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3. SONUCLAR

Hilbert uzaymnda g-tiirev ifadesi tarafindan tanimlanan minimal ve maksimal
operatorlerin eslenekleri hesaplandi.

Hilbert uzayinda g-tiirev ifadesinin iirettigi minimal ve maksimal operatorlerin
spektrum kiimeleri belirlendi.

Hilbert uzayinda g-tiirev ifadesinin iirettigi minimal ve maksimal operatorler tanitildi.
Minimal operatoriin maksimal q~1-formal normal oldugu sonucuna ulasildi. Ayrica

bu operatorlerin spektrum kiimelerine ulasildi.

Alman sonuglar ve bulgular “Complex Analysis and Operator Theory” adl1 dergide

makale olarak kabul edilmistir.
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4. ONERILER

Benzer problemler ikinci mertebeden g-tiirev operator ifadesi i¢in LZ(0,1) Hilbert

uzayinda incelenebilir.
Ikinci mertebeden g-tiirev bir potansiyel fonksiyon eklenerek g~*-normal

genislemelerinin varligi serbest inceleme konusu olabilir.
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