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ON SOz

Bu tez c¢alismasinda, g-Stancu operatorlerinin g-Pochhammer sembolii
kullanilarak yeni bir gésterimi sunulmustur. Bu yeni gosterim araciligiyla, literatiirde
bilinen bazi 6zellikler farkli bir yontemle yeniden ispatlanmis ve bununla birlikte
operatdrlerin bazi yeni ozellikleri elde edilmistir.

Yiiksek lisans ¢calismamin her asamasinda bilgi birikimi, rehberligi, tecriibesi
ve yonlendirmeleriyle bana yol gosteren, hem manevi hem de akademik anlamda
destegini hi¢cbir zaman esirgemeyen, beni her zaman arastirmaya ve kendimi
gelistirmeye tesvik eden, insani degerleriyle de 6rnek aldigim, yaninda ¢alismaktan
onur duydugum; ayrica tecriibelerinden yararlanirken gosterdigi hosgorii ve sabir igin
cok degerli tez damismanim Dr. Ogretim Uyesi Ovgii Giirel Yilmaz’a en igten
tesekkiirlerimi sunarim. Kendisi, arastirmanin sekillenmesinde ve bilimsel derinliginin
artmasinda ¢cok 6nemli katkilarda bulunmus, akademik yaklagimiyla ¢alismanin nitelik
kazanmasina biiyiik 6l¢iide destek olmustur. Yiiksek lisans egitimim siiresince, bilgi
ve tecriibeleriyle akademik gelisimime 6nemli katkilarda bulunan, ders agsamasinda ve
sonrasinda bana her zaman yardimc1 olan, yiireklendirip cesaretlendiren ve beraber
caliymaktan onur duydugum Recep Tayyip Erdogan Universitesi Matematik
Boliimii’niin tiim degerli hocalarina da tesekkiir ederim. Ozellikle, matematik bilimine
dair diistinme bigimimi gelistiren, analitik bakis agimi zenginlestiren ve bilimsel
merakimi tesvik eden katkilari, bu calismanin olusum siirecinde bana rehberlik
etmistir. Bu siirecte her zaman yanimda olan ve destegini her zaman hissettigim canim
anneme en derin siikranlarimi sunarim. Onun sabri, anlayist ve siirekli tesviki, bu
akademik yolculugun en giiclii dayanaklarindan biri olmustur. Ayni sekilde,
varliklartyla bana gii¢ veren ve hicbir zaman desteklerini eksik etmeyen kardeslerime
de ictenlikle tesekkiir ederim. Son olarak, bu tezin ortaya ¢ikmasinda dogrudan veya
dolayl olarak katkis1 bulunan tiim kisi ve kurumlara tesekkiir ederim. Bu ¢alisma,
yalnizca bireysel bir ¢cabanin degil, ayn1 zamanda bilimsel dayanigsma ve is birliginin

bir liriinii olmustur.

Feride BARANER
RIZE/2025
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OZET
q-STANCU OPERATORLERINE YENI BiR BAKIS

Bu tez calismasinda, literatiirde Onemli bir yere sahip olan g-Bernstein
operatdrlerinin bir genellemesi niteligindeki g-Stancu operatorleri kapsamli bir sekilde
incelenmistir. Oncelikle operatdr teorisinde kullanilan temel tanimlar ve teoremler
sunulmus, ardindan g-analizine iliskin gerekli kavramlar agiklanmistir. Nowak
tarafindan tanimlanan g-Stancu operatorlerinin bilinen temel 6zellikleri ele alinmus,
bu 6zellikler arasindaki iliskiler degerlendirilmis ve literatiirde yer alan sonuclar bir
araya getirilmistir. Daha sonra, s6z konusu operatorlerin g-Pochhammer sembolii
kullanilarak yeni bir gosterimi elde edilmistir. Bu yeni gosterim araciligiyla daha 6nce
bilinen bazi 6zellikler alternatif bir ispat teknigi kullanilarak yeniden kanitlanmistir.
Buna ek olarak, s6z konusu operatdriin yeni gosteriminin sagladigi bazi bagmtilar
kullanilarak g-Stancu operatdrlerinin m-inci mertebeden momentlerine iliskin genel
bir yineleme bagntis1 tiiretilmistir ve bu momentlerin daha diisiik mertebeden
momentler cinsinden ifade edilebildigi gosterilmistir. Calismanin devaminda, q-
Stancu operatdrlerinin limit hali tanimlanmis ve bu operatorlerin limit operatoriine
diizglin olarak yakinsadigi ispatlanmistir. Son olarak, limit operatoriiniin momentleri
hesaplanarak bu momentlerin sagladig1 yineleme bagintis1 sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: g-analizi, g-Bernstein operatorii, g-Stancu operatorii, diizgiin
yakinsaklik, limit g-Stancu operatorii.
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ABSTRACT

A NEW ASPECT OF q-STANCU OPERATORS

In this thesis, the g-Stancu operators, which constitute a generalization of the
q-Bernstein operators, a class of operators with significant importance in the literature,
are examined comprehensively. Initially, the fundamental definitions and theorems
used in operator theory are presented, followed by an explanation of the necessary
concepts from g-analysis. The well-known basic properties of the g-Stancu operators,
as defined by Nowak, are discussed, the relationships among these properties are
analyzed, and relevant results from the literature are compiled. Subsequently, a new
representation of these operators is obtained using the g-Pochhammer symbol.
Through this new representation, some previously known properties are re-established
via an alternative proof technique. Moreover, by employing certain relations arising
from this new representation, a general recurrence formula for the m-th order moments
of the g-Stancu operators is derived, and it is shown that these moments can be
expressed in terms of lower-order moments. The study then defines the limit form of
the g-Stancu operators and proves that these operators converge uniformly to the limit
operator. Finally, the moments of the limit operator are computed, and the recurrence
relations they satisfy are presented.

Keywords: g-calculus, g-Bernstein operator, g-Stancu operator, uniform
convergence, limit g-Stancu operator.
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GIRIS

Matematigin bircok uygulamasinda, analizde karsimiza c¢ikan standart
fonksiyonlardan (polinomlar, trigonometrik, iistel ve logaritmik fonksiyonlar gibi) ¢ok
daha karmagik fonksiyonlarla karsilasiriz. Bu karmasik fonksiyonlar bahsedilen
standart fonksiyonlarla kapali bicimde ifade edilemez, hatta bazen davranislari
yalnizca grafikleri iizerinden izlenebilir. Bu tiir durumlarda ele alinan karmasik
fonksiyonu daha basit bir fonksiyon ile yaklasik olarak ifade edebilmek biiylik 6nem
tasir. Bu basit fonksiyon, {izerinde gerekli hesaplamalarin rahat¢a yapilabilecegi ve
aynt zamanda orijinal fonksiyona yeterince yakin olacak sekilde bir fonksiyon
secilmelidir. Boylece basit fonksiyon {izerinde yiiriitilen hesaplamalar, karmagik
fonksiyonun temsil ettigi veri hakkinda daha giivenilir bilgiler saglayabilir.

Yaklagim teorisinin amaci, karmasik bir fonksiyonu onun yerine gecebilecek
daha basit ve ilizerinde islem yapmaya daha uygun bir fonksiyonla ifade etmektir. Bu
amagla kullanilan fonksiyon siniflar1 arasinda polinomlar yaygin olarak tercih
edilmektedir; ¢linkii hesaplamalar1 kolaydir, her mertebeden tiirevleri mevcuttur,
integralleri rahatlikla almabilir ve siireklidir. Sonug¢ olarak, yaklasim teorisinde
polinomlar fonksiyonlari temsil etmek i¢in oldukca uygun yapilardir.

Bu alandaki en 6nemli adimlardan biri 1885 yilinda K. Weierstrass tarafindan
atilmistir (Weierstrass, 1885). Weierstrass kapali ve smirli bir aralikta tanimli her
stirekli fonksiyonun bir polinomla temsil edilebilecegini asagidaki teoremle
kanitlamistir ve bu teoremle birlikte polinomlarin yaklasim teorisinde 6nemli bir yere
sahip oldugu vurgulanmaistir.

“@ fonksiyonu [a, b] araliginda tamimly ve siirekli olmak iizere, her € > 0 ve
x € [a, b] igin |(x) — P(x)| < € olacak sekilde bir P polinomu vardw.”

Bu teorem H. Lebesque, L. Fejer, E. Landau gibi bir¢ok matematikgi tarafindan
ispatlanmistir (Fejer, 1900; Landau, 1908; Lebesque, 1898); ancak giinlimiizde bile
hala 6nemini koruyan en etkili ispat, 1912 yilinda S. N. Bernstein tarafindan verilmistir
(Bernstein, 1912). Bernstein bu teoremin ispatini yapmak amaciyla literatiirde

Bernstein polinomlari olarak bilinen asagidaki polinomlar1 tanimlamistir.



@, [0,1] araliginda taniml siirekli bir fonksiyon olmak {izere

B, (¢;x) = zn: ) (S) (Z) x¥(1—x)"k, n=1.2,.. (1)

k=0
polinomu ¢ fonksiyonunun n-inci dereceden Bernstein polinomu olarak adlandirilir.
Bernstein, Weierstrass Teoremi’ni bu polinomlar yardimiyla ispatlarken olasilik
teorisindeki kavram ve yontemlerden faydalanmistir ve [0,1] {izerinde siirekli ¢
fonksiyonlart ig¢in B,(@;x) polinomlarinin ¢ fonksiyonuna diizgiin olarak
yakinsadigin1 ispatlamistir.

Bernstein polinomlari, olasilik teorisi, nlimerik analiz, yaklagim teorisi ve 6zel
fonksiyonlar teorisi gibi ¢esitli matematiksel alanlarda oldugu gibi, ayn1 zamanda
bir¢cok farkli bilim dalinda da genis bir uygulama alanma sahiptir (Davis, 1975;
Lorentz, 1986; Petrone, 1999; Rivlin 1981). Miihendislik, istatistik, finans,
biyoteknoloji ve daha bir¢ok alanda genis ¢apli uygulamalara sahip olmalari, Bernstein
polinomlarini sadece teorik degil, ayn1 zamanda pratikte de son derece degerli bir arag
haline getirmektedir. Ornegin Bernstein polinomlar1 ve Bézier egrileri, bilgisayar
destekli geometri tasarimi (CAGD) i¢in temel 6neme sahiptir. S6z konusu polinomlar
CAGD alaninda, Bézier egrileri ve yiizeyleri araciligiyla grafik ve animasyon
tasariminda merkezi bir rol oynamaktadir (Farin, 2002). Olasilik teorisinde, 6zellikle
dagilim  fonksiyonlarinin ~ modellenmesinde ~ 6nemli  bir ara¢  olarak
degerlendirilmektedir (Durrett, 2019). Sayisal analizde, interpolasyon teknikleri ve
hata analizinde etkili bir yontem sunmaktadir (Atkinson, 1989). Diferansiyel
denklemlerde, lineer ve lineer olmayan problemlerin yaklasik c¢oziimlerinin elde
edilmesinde kullanilmaktadir (Korn ve Korn, 2000). Finans ve ekonomide risk
modelleme ve veri analizi i¢in kullanilir (Meyer, 1970). Bernstein polinomlarinin bu
sekilde bir¢ok alanda yaygin olarak kullanilmasi, her gecen giin yeni ¢aligmalarin
ortaya ¢ikmasina ve bir¢cok genellestirmesinin literatiire kazandirilmasina olanak
saglamigtir.

Bu genellestirmelerden biri 1968 yilinda D. D. Stancu tarafindan verilmistir
(Stancu, 1968). Bernstein-Stancu polinomlar1 olarak bilinen bu polinom ailesi, a
negatif olmayan bir parametre olmak iizere,

. o[k k3 + as) [T (1 — x + as)
Sn(<p;x)=;)<p(5)(2) o ;2;3(11015) T a=12. ()




seklinde tanimlanir. Tanimdan agik¢a goriilmektedir ki Bernstein-Stancu polinomlari
a = 0 oldugunda (1) ile ifade edilen Bernstein polinomlarina doniismektedir.

Stancu 1968 yilinda yapmis oldugu ¢aligmasinda Bernstein-Stancu
polinomlarinin monotonluk ve konvekslik 6zelliklerini incelemistir. Polinomlarin ¢
fonksiyonunun sonlu farklari yardimiyla gdsterimini elde etmis ve kalan terimini
boliinmiis farklar1 kullanarak hesaplamistir. Son olarak, bu polinomlarin ¢
fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini stireklilik modiilii araciligiyla ispatlamistir.

2012 yilinda D. Miclaus Bernstein-Stancu polinomlarinin momentlerini daha
onceki yontemlerden farkli olarak Stirling sayilarini kullanarak hesaplamis ve
dordiincii mertebeye kadar olan momentlerini agik bir sekilde elde etmistir (Miclaus,
2012). Ayrica, siireklilik modiilii yardimiyla elde edilen Voronovskaya tipli teoremi
kullanarak, siirekli fonksiyonlar ve ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in
anlamli sonuglara ulagsmistir.

Lineer pozitif operatorlerin genellestirilmesinin bir baska yolu ise bu
operatorlerin g-genellemelerini elde etmektir. Bu yaklasim, operatorlerin 6zelliklerini
farkl1 bir bakis agisiyla ele alma imkani1 sunar.

Quantum analizinin (g-analizi) tarihi, matematikte analiz, 6zel fonksiyonlar ve
say1 teorisi gibi alanlardaki gelismelerle yakindan iligkilidir. Bu alanlardaki
ilerlemeler, g-analoglarinin gelistirilmesine ve uygulanmasina zemin hazirlamistir ve
zamanla matematiksel fizik, istatistik, Lie cebirleri ve kombinatorik analiz gibi genis
bir yelpazede onemli bir rol oynamaya baglamistir. Quantum analizinin temelleri,
Euler’in 1740’larda yaptig1 ¢aligmalarla atilmistir. Daha sonra Jacobi ve Gauss, g-
analizinin kapsamini genisleterek g-seriler ve g-binom kavramlarini olusturmustur.
20. ytizyila gelindiginde ise g-tiirev ve g-integral tanimlarinin da yapilmasiyla bu konu
daha genis bir uygulama alan1 bulmus ve matematik dahil olmak tizere bir¢ok alanda
onemli bir arag haline gelmistir (Kac ve Cheung, 2001).

Bu konudaki gelismelerin giinden giine artmasiyla g kavrami lineer pozitif
operatorlere uygulanmis ve Bernstein polinomlarinin g-genellemeleri ortaya ¢cikmistir.
Bu dogrultuda ilk adim A. Lupas tarafindan 1987 yilinda atilmistir (Lupas, 1987).
Lupas, Bernstein operatoriiniin g-analogu olan bir versiyonunu gelistirmis ve bu
operatoriin sekil koruma ve yakinsama ozelliklerini incelemistir. Ancak, Lupas’in

calismalar1 baslangicta ¢ok genis bir kitleye ulasamamis, yalnizca yerel bir konferans



bildirisi olarak yayimlandigi i¢in uzun bir siire géz ardi edilmistir. Belirtilmelidir ki
Lupas’in yaptig1 genellemede polinomlar yerine rasyonel fonksiyonlar kullanilmistir.
On yil sonra, 1997°de G. M. Phillips, Lupas’in caligmalarindan bagimsiz olarak
glinlimiizde g-Bernstein polinomlar1 olarak adlandirilan polinomlar1 insa etmistir
(Phillips, 1997). Phillips’in g-Bernstein polinomlari, matematiksel analiz, yaklagim
teorisi ve fonksiyonel analiz gibi alanlarda hizla dikkat ¢ekmis ve sayisiz aragtirmaci
tarafindan incelenmistir. Bernstein polinomlarinin g-genellemeleri {izerine yapilan
calismalardan bazilar1 sunlardir: (Oru¢ ve Phillips, 1999; Oru¢ ve Tuncer, 2002;
Ostrovska, 2003; Ostrovska, 2006; Ostrovska, 2011; Ostrovska ve Turan, 2014;
Ostrovska vd. 2015; Turan, 2014; Videnskii, 2008; Wang ve Ostrovska, 2010).

q-Bernstein polinomlarinin ortaya ¢ikisi, diger lineer pozitif operatorlerin g-
genellestirmelerinin literatiirde yayginlagsmasina ve bu konunun énemli bir arastirma
alan1 haline gelmesine zemin hazirlamistir. Bu gelismeler 1s1ginda, 2009 yilinda
Nowak tarafindan (2) ile verilen Stancu polinomlarinin g-versiyonu insa edilmis ve bu
operatoriin 6nemli 6zellikleri giiniimiize kadar farkli acilardan ele alinmistir (Nowak,
2009).

Bu tez ¢calismasinda, Nowak tarafindan tanimlanan g-Stancu operatorlerinin g-
Pochhammer sembolii kullanilarak elde edilen yeni bir gosterimi sunulmaktadir. Bu
gosterim yardimiyla literatiirde bilinen bazi 6zellikler yeniden ispatlanmis; bunlara ek
olarak operatoriin sagladigi bazi yeni 6zellikler de ortaya konmustur.

Tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, tezde elde edilen sonuglarin
anlagilabilmesi i¢in gerekli olan 6n hazirlik niteligindedir. Bu boliimde oncelikle
operator teorisinde sikca kullanilan temel tanim ve teoremlere yer verilmis, ardindan
q-analizine iligkin baglica kavramlar ele alinmistir. Boliimiin devaminda Phillips’in
tanimladig1 g-Bernstein ve Nowak tarafindan tanimlanan g-Stancu operatorleri
incelenmis ve bu operatorlere ait 6zellikler ile bunlara iliskin teoremler ayrintili
bicimde agiklanmistir. Boylece, ilerleyen boliimlerde gelistirilecek sonuglar igin
gerekli altyap1 hazirlanmistir.

Ikinci boliimde, Nowak tarafindan tanimlanan g-Stancu operatdrlerinin, g-
Pochhammer sembolii kullanilarak elde edilen yeni gosterimi sunulmaktadir. Bu
gosterim araciligtyla g-Stancu operatdrlerinin ilk i¢ momenti Nowak’in makalesinde

kullanilan ispattan farkli bir yontemle yeniden ispatlanmistir. Ayrica, operatdrlerin



daha genel durumu olan m-inci mertebeden momentlere iliskin yineleme bagintilar
elde edilmis ve bu momentlerin daha diisiik mertebeden momentler cinsinden ifade
edilebildigi gosterilmistir.

Ucgiincii boliimde, sz konusu operatdrlerin limit hali tanimlanmis ve bu limit
operatoriin sagladigi temel 6zellikler ele alinmistir. Nowak tarafindan verilen tanimda,
operatoriin yapisinda yer alan carpimin 1raksak olmast nedeniyle g-Stancu
operatorlerinin limit hali hesaplanamamaktadir. Bu tez kapsaminda literatiire
kazandirilan yeni gosterim, s6z konusu limit operatoriiniin  acgik bigcimde
tanimlanmasina olanak saglamistir.

Son bolimde ise, calisma boyunca elde edilen sonucglarin genel bir

degerlendirmesi yapilmis ve tezin temel katkilar1 ortaya konulmustur.



1. ON BILGILER

Bu béliimde, tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan gosterimler,

tanimlar, temel teoremler ve bazi 6nemli sonuglar bir araya getirilmistir.

1.1. Operator Teorisinde Kullanilan Temel Kavramlar
Tamim 1.1.1. (Lineer Uzay) V bos olmayan bir kiime, K ise bir cisim olsun. V kiimesi
tizerinde (+) toplama ve () skalerle carpma islemleri tanimlansin. Buna gore her
i, 7,Ww eV ve a,f € K igin asagidaki kosullar1 saglayan V kiimesine K cismi
tizerinde bir lineer (vektor) uzaydir denir.
1) U+ v €V (kapallik 6zelligi).
i) (U+7)+w=1u+ (U+ W) (birlesme ozelligi).
iii) 0, €7V eleman vardir; 6yle ki & + 0, = 0, + @i = @ (birim eleman 6zelligi).
iv) (=) € V eleman vardir; 6yle ki @ + (—&i) = (—@) + @ = 0, (ters eleman
ozelligi).
v) U+ U =7+ U (degisme ozelligi).
vi) a-(ii+7)=a-ii+ a- U (skalerin vektor lizerine dagilma 6zelligi).
vil)  (a+pB)-ii =a-1i+ B i (vektoriin skaler izerine dagilma 6zelligi).
viiil)  (a-B) -t =a- (B i) (carpimin birlesme 6zelligi).

iX)  1g * U4 = U (¢carpimin birim eleman 6zelligi).

Tanim 1.1.2. (Operator) X ve Y iki fonksiyon uzayi olsun. X’ten alinan herhangi bir
¢ fonksiyonunu Y uzayinda bir 1 fonksiyonuna esleyen bir £ kurali varsa bu £
kuralina X iizerinde bir operatordiir denir ve her ¢ € X i¢in

L(p;x) =Y (x)
seklinde ifade edilir.

Tanmim 1.1.3. (Pozitif Lineer Operator) X bir fonksiyon uzayr olsun. X {izerinde
taniml1 bir £ operatorti,
i) Her ¢, Y € X ve a,Bf €R icin L(ap + pY;x) = aLl(p;x) + LLY; x)

esitligini sagliyorsa lineer operator,



ii) Her ¢ € X igin ¢(x) = 0oldugunda L(¢;x) =0 kosulunu sagliyorsa
pozitif operator denir.
Lineerlik ve pozitiflik 6zelliklerini ayni anda tasiyan operatorlere ise lineer pozitif

operator adi verilir.

Tanmim 1.1.4. (Normlu Uzay) X bir lineer uzay olsun. Eger X iizerinde tanimli bir
[| - || fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglarsa, bu fonksiyona X iizerinde bir norm
denir.

i) €l =0,]E]l =0 & =0y, & € X (Pozitiflik).

ii)  ||aéll = allé|l, « € R (Skalerle Carpma Ozelligi).

i) 1§+l < I+ lInll, &1 € X (Uggen Esitsizligi)

X uzay, lizerinde tanimlanan norm ile birlikte lineer normlu uzay olarak adlandirilir.

Tanim 1.1.5. (Smirl Lineer Operator) X ve Y fonksiyonlarin lineer normlu uzaylari
ve L: X — Y bir lineer operatdr olsun. Eger her ¢ € X icin ||L(@)lly < Cllollx
esitsizligi saglanacak sekilde bir € > 0 sabiti bulunabiliyorsa £ operatoriine sinirl
operator denir. Bu esitsizligi saglayan en kiiciik € degeri, operatoriin normu olarak

tanimlanir ve || £|| ile gosterilir.

Tamm 1.1.6. Kapali bir [a,b] araliginda tanimli, siirekli ve reel degerli
fonksiyonlardan olusan kiimeye C[a, b] fonksiyon uzay1 denir:

Cla,b] = {¢@: [a,b] = R| ¢ strekli }.
C [a, b] fonksiyonlar uzay1 iizerinde taniml1 toplama ve skalerle ¢arpma islemleri ile

birlikte bir vektor uzayidir.

Teorem 1.1.7. (Korovkin Teoremi) L,:Cla,b] - Cla, b] olmak tizere {£,},>1 lineer
pozitif operatorler dizisi verilsin. e;(x) = x, i = 0,1,2 i¢in
1{1_{{)10 L,(e;x)=¢(x), i=0,1,2
yakinsamalar1 diizgiin ise bu takdirde her ¢ € C[0,1] i¢in
lim £,(p3 ) = ()

diizgiin yakinsamasi gergeklenir (Korovkin, 1953).



Tanim 1.1.8. (Siireklilik Modiilii) ¢ € C[a,b] ve § > 0 olmak tizere
wp(8) = sup  [o(x1) — p(x2)l

x1,X2€la,b
[%1—2x3]<6

ifadesine ¢ fonksiyonunun [a, b] araligindaki siireklilik modiilii denir.

Teorem 1.1.9. Siireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir.
1)  Siireklilik modiilii azalmayan bir fonksiyondur.
0<68; <8; = wy(6:) < wy, (7).
i1)  Sireklilik modiilii § ya gore alt toplamsaldir.
Wy (81 + 62) < Wy (81) + wy(67).
iii)  Hern € Ni¢in w,(nd) < n w,(5) esitsizligi gecerlidir.
iv)  Her u > 0igin w, (1) < (1 + u) w,(5) saglanr.
v) ¢ fonksiyonunun kapali [a, b] araliginda diizgiin yakinsamasi igin gerek ve
yeter kosul
6li)n3+ w,(6) =0

esitliginin saglanmasidir.

1.2. g-Analizinde Kullanilan Temel Kavramlar
Tanim 1.2.1. q > 0 olmak tiizere, her n € N icin g-tamsayisi
[nlg:=14+q+-+q""  [0];:=0, (3)
ve g-faktoriyel
[nly! = [1]4[2], . [nly, 01! =1 @

seklinde tanimlanir. k,n € N olmak tizere g-binom katsayis1

n [n],!
[k]q - [k],! [nq_ K, <k<n (5)

esitligi ile verilir.

Ozellik 1.2.2.

1) k <0veyak >n durumunda [Z] = 0 olarak alinir.
q

i1) g = 1 i¢in (3) ifadesi negatif olmayan tamsayilara, (4) esitligi klasik

faktoriyel tanimina, (5) ifadesi ise klasik binom katsayisina karsilik gelir.



iii) g # 1igin [n], = (1 —q™)/(1 — q) biciminde yazilabilir.

Tanmim 1.2.3. q > 0 olmak iizere, g-Pochhammer sembolii
n—-1 oo
Go=1 (= 1_[(1 —¢’x), (GQw= 1_[(1 —q’x)  (6)
=0 =0

seklinde tanimlanur.

Genel kabul geregi, hesaplamalarda bos carpimlar 1, bos toplamlar ise 0 olarak

alinacaktir.

Lemma 1.2.4. k,n € N, olmak tizere
[nl, = [kl; + q¥[n — k], 0 <k <n (7)
esitligi gecerlidir.
Ispat. (3) ifadesi ile verilen [n], tanimi kullamlarak
1-— k 1— n—k
1—gq 1—gq
_1-¢"+q"0-q¢"™)
= -

[k]q + qk[n - k]q =

elde edilir.

k,n € N olmak iizere klasik binom katsayilar1 i¢in Pascal kurali
(n> _ (n—1>+(n—1>
K/ \k—1 k

bicimindedir. Bu bagintinin g-versiyonu asagidaki lemma ile ifade edilir.

Lemma 1.2.5. k,n € N olmak lizere

[, =Gl s [, s s v

esitligi gecerlidir.



Ispat. (5) ifadesinden

n—1 n—11 _ [n—1],! [n —1]4!
k_l]q+ k[ ] _[k_1]q![n_k]q!+qk[k]q![n_k_1]q!
_ [Tl - 1]q! ([k]q + qk[n - k]q)
[k]g! [n — klg!

yazilabilir. (7) esitliginin gdz 6niine alinmasiyla

[n_l] taq k[nzl]q Tkl -k [Z]q

nlg!

elde edilir.

Ozellik 1.2.6. (8) ifadesinde k yerine n — k alindiginda ve g-binom katsayismin

[k] [n _ ] simetri 6zelligi kullanildiginda, (8) esitligi

n n—1 -1
= +q" 9)
el =]+ e 2l
seklinde alternatif bir bigcimde yazilabilir.
Lemma 1.2.7. k,n € N olmak tizere
["] [”_1 , 1<k<n (10)

esitligi saglanir.

Ispat. (5) ile verilen g-binom katsayis1 tanimi1 kullanilarak

[_[n] P [n],! B [n —1],! _ [n - 1]
[n]q k q_[n]q [k]q![n_k]q!_[k_]-]q![n_ B -1

gerceklenir.

Lemma 1.2.8. k,n,s € Ny olmak lizere
B0l PR oskssse

bi¢imindedir.
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Ispat. (5) ile ifade edilen g-binom katsayis1 tanimindan

[n] n—k] _ [n],! _ [n—k],!
k]! [In—klg! [s — k]! [n—sl,!

_ [l
[klg! [s —klg! [n—s],!

yazilabilir. Esitligin sag tarafi [s],! ile ¢arpilip béliindiigiinde ve gerekli diizenlemeler

yapildiginda

[s]g!
[n] k] s]q k1! Esq_ k]! - [Z]q [Ii]q

elde edilir. Boylece istenen eslthk saglanmis olur.

Lemma 1.2.9. k,n € N olmak tizere

[k " 1]q [k —1]q + [Z]q [klqq* " = [k " 1]q [nly, 1<k<n-1 (12)

esitligi saglanir.

Ispat. (8) ifadesinde k yerine k — 1 yazildiginda

P e I Ve

ve sag taraftaki g-binom katsayilar1 i¢in Lemma 1.2.7 dikkate alindiginda

[k — 1] _[K]
R It

elde edilir. Son ifade [n], ile carpildiginda istenen 6zdeslik bulunur.

Lemma 1.2.10. k,n,s € Nolmakiizere, 1 <k <n—1vel<s<n-—k—1igin

[n—l;—l]q([k] k+5q)__[ns_11]q[n_k_5]qqk' (13)

esitligi gecerlidir.
Ispat. (7) esitliginde n yerine k + s alindiginda
[k]q — [k + S]q = _qk[s]q

elde edilir. Buna gore

[n_];_l]q([k]q—[k+s]q)=—[n_lsc_l]q[s] gk

seklinde yazilabilir. Bu ifade, (5) tanim1 dikkate alinarak yeniden diizenlendiginde

11



[ s ]q ([klq = Uk +s1q) = [s—1]q![n—k—s]q![n k= slqq
n—k—1
- - [n— k — sq"
[ s—1 1 q
elde edilir. Bu da bizden istenendir.
Lemma 1.2.11. k € N, olmak iizere
(@ Qr+1 = 1 — a)(ag; Pr = (@ Qr(1 — ag") (14)

seklindedir.

Ispat. (6) ile verilen g-Pochhammer sembolii tanimindan

(@ i1 =A—a) (1 —aq) (1 —ag®) =1 -a)(ag @
(aq; Dk

esitligi saglanir. Benzer sekilde

@ Q1 =A-—a)A —aq) A —ag* ") (A -aqg®) = (& (1 — ag")
(a; D

bulunur.

Lemma 1.2.12. k,n € N, olmak {izere
(@ @n = (@ Draq"; Pp-r, 0 <k < (15)
bi¢imindedir.
Ispat. (6) ile ifade edilen g-Pochhammer semboliinden yararlanarak
(@ Qn=00-a)(1—aq)(1-aq"™")
yazilabilir. Burada ilk k terim ve geri kalan n — k terim ayr1 ayri ele alinip, gerekli

diizenlemeler yapildiginda

(@ Ppn=>0-a)1A-aq) 1A —-ag*")A-aqg")-(1-aqg"™?)
(@ Dk (agk; q),_,

= (@ Qr(aq’; On-r
elde edilir.

Lemma 1.2.13. k € Ny olmak tizere
(@ Do = (@ Pi(aq"; Poo (16)

yazilabilir.

Ispat. (15) esitliginden n — oo limiti alindiginda (16) ifadesi elde edilir.
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Lemma 1.2.14. k,n € N, olmak {izere

3 k Km1=2m) (g5 @n
@™ Or=(D"q @ Do 0<k<n (17)

bi¢imindedir.

Ispat. (6) ile verilen g-Pochhammer tanimindan

k=1 k—1
@@= [a-a) =] [Fa-av)]
j=0 =0

k-1
= (—1D)kgZim D) 1_[(1 —q" )
j=0
seklinde yazilabilir. Buna gore

- k(k — 1) k(k —1—2n)
D=k ==

j=0

Ve

Y — — n 1 nk+1 = (q; Q)n
1_[(1 )= A= g)a =g -y = b

olduklar1 g6z 6niine alindiginda istenen elde edilir.

Lemma 1.2.15. k,n € N, olmak iizere

[n] CHAS

CHAMCH I Osk=n (18)

seklindedir.
Ispat. (4) ile verilen g-faktoriyel ve (6) ile ifade edilen g-Pochhammer tanimlar1 gz

Oniine alinarak

=] [ =] [=r=a-o™] [a-ar=a- o @a,

yazilabilir. Buna gt')re q-binom katsayisi

q! (1-) (@ Pn (@

n J—
[ ] k]q n—kl,! T 0-) @G DA - (G Dt (@ DT Drr

olarak bulunur.
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Tamim 1.2.16. @j:= <p(x]-), J € N, olmak iizere, g-farklar
MG o = Djej — 4°Afp;, k€N, (19)

yineleme bagintisi ile tanimlanir. Burada Ag @; = @; olarak kabul edilir.

Mertebesi k olan g-fark AZ(pj, uygun katsayilarla carpilmig ¢ degerlerinin

toplami olarak acik bir bicimde ifade edilebilir. Bu agik gosterim bir sonraki teoremde

verilecektir.

Teorem 1.2.17. q > 0 olmak iizere, tiim j, k € N icin

k
_ k
Ag; = E (—1)"q"-D/2 [r] Pjrk—r (20)
a
r=0

seklindedir (Phillips, 2003).
Ispat. 1spat1 k iizerinden tiimevarim yontemi ile gergeklestirelim. Oncelikle k = 0 i¢in
(20) esitliginin her iki tarafi da ¢; olarak bulundugundan, ifadenin dogrulugu saglanir.

Kabul edelim ki (20) esitligi herhangi bir k € N degeri i¢in saglansin. Buna gore

k
_ k
A§p; =Z(—1)rq“r /2 [r] Pji—r (21)
r=0 a
ve
K
A=) (=1)"qrr-D/2 [k] . (22)
q§0]+1 - q r q 901+k+1—r
r=0

kabullenmesi yapilmis olur. (21) ve (22) esitlikleri (19) esitliginde yerlerine
yazildiginda

A7) = 8q@je1 — 4" Dgw;

k k
r(r-1) k r(r-1) k
=Z(—1)Tq 2 [r] Pjtk+1-r —qu(—an 2 [T] Pjtk-r
r=0 1 r=0 1

k+1

k
r(r-1) k _ B _ k
= Z(—l)rq 2 [r] Pj+k+1-r — qk Z(_l)r 1q(r D=2)/2 [r _ 1] Pj+k+1-r
r=0 a r=1 1

elde edilir. Esitligin sag tarafindaki ilk toplamda r = k + 1 ve ikinci toplamda r = 0
secildiginde, ilgili g-binom katsayilar sifir olacagindan, her iki toplam dar = 0 ile

baslayip r = k + 1 ile bitecek sekilde yazilabilir. Boylece
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k+1
k+1,, — _A\r 4Tr(r—-1)/2 k k+1-r k .
o0 = Y a2 ([ +a [ E ) Yoruenns

r=0
elde edilir. (9) Pascal kurali dikkate alindiginda
k+1

_ k+1
AZH(Pj = Z(—l)rqr(r /2 [ r ] Pj+k+1-r
— q

r=0

olarak bulunur. Boylece A’é“(p ; 1¢in esitligin dogrulugu gosterilmis olur. Dolayisiyla

tiimevarim yontemi ile (20) esitligi dogrulanmis olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Tanmim 1.2.18. q # 1 olmak iizere f fonksiyonunun g-tiirevi

£ — f(qn)
pf)={ a-gx = **°
£(0), x=0

bigiminde tanimlanr.

Teorem 1.2.19. k € N, olmak tizere, |x| < 1, |q] < 1i¢in

S @Dk _ (@0
(45 @i (5 Deo

(23)

seklindedir (Andrews vd., 1999).
Ispat. Oncelikle

(@)
O,(x) = ) ——xF
= (@3 @i

fonksiyonu tanimlansin. Dikkat edilirse ©,(0) = 1 dir. Esitligin her iki tarafina q-
tiirev operatdrii uygulandiginda

a,

o
=0 q;9)k

Dq @a(x) =

veya

0,(0) = 0u(q0) _ " @@ 1-a*
(1—q)x S @@k 1—q

bulunur. Bu ifadeden

0,00 = 0,(g%) _ X~ (@ Qi

1-— k xk—l
X kzl(q:q)k( )

15



elde edilir. (14) 6zelligi kullanilarak

0,00 = 0.(q0) @@ Qi1
X = a):E; @ D

yazilabilir. Esitligin sag tarafinda bulunan toplamda k yerine k + 1 yazilip, O,

fonksiyonunun tanimi gz oniine alindiginda

0 (x) — 0a(gx) _ —(1-a) Z( @ Q)k x* = (1-a)0,,(x)

X

ya da
0q(x) = 0,(gx) = (1 — a)xOgq(x) (24)
elde edilir. Diger taraftan

G (aq:q)kxk

0a) =9 = 2, e ~ L @

(@ Qr — (aq; Qi o
(@ D

(aq; Q) k-1
CHO)

M e ]

(1—a—1+aq®)xk

&
1l
=

aq, —
= —qa ( q q)k 1(1_qk)xk

& (@

3 :E:(aq;q)k-l k
=—-a) ———xX
R CH =

— —ax Z (aq; O Xk
(q; CI)k
= —ax044(x)
olup B4, (x) terimleri bir tarafta toplandiginda
0,(x) = (1 — ax)B44(x) (25)
elde edilir. (24) ve (25) esitliklerinden @aq (x) terimleri yok edildiginde

0q(x) = @ a(gx)

yazilir. Bu iglem art arda n kez devam ettlrlldlgmde
(1—-ax)(1 —axq)
(1-x)(1—xq)

0,(x) = 0,(q%x)
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(1—ax)(1—axq)---(1—axq”‘) 0.(q" )_( X n
1= —xq) - (1—xq"1) (6 Pn

bulunur. Son esitlikte her iki tarafin n — oo i¢in limiti alinir ve ©,(0) = 1 oldugu

Ga(x) =

0,(q™x)

dikkate alinirsa

(ax; @) oo (a5 q)o

Oax) = (% oo 9(0) = (% @ oo

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 1.2.20. (Rothe Teoremi) k,n € N, olmak tizere, |x| < 1, |q| < 1 igin

n

D[ vt T = @, (26)

k=0
seklindedir (Andrews vd., 1999).
Ispat. (23) denkleminde a yerine q~ " ve x yerine q"x alindiginda

(5 Pw
@ Qoo

(q ’ q)k

(q"x)* = (27)

= (q Dk
yazilabilir. Dikkat edilmelidir ki g-Pochhammer tanimi geregi (q~";q)y ifadesi
k > n i¢in sifir olur. Dolayisiyla (27) esitliginin sol tarafinda bulunan toplam ancak

k = n ye kadar devam eder. Diger yandan (17) esitliginden

(@7 ok _ g = (65 @n Nk
TG0 Z( D @@ Doy 1Y

Nk e (@ Dn X
‘;( D G D

seklinde yazﬂabilir. (18) esitligi goz Oniine alindiginda

C @Dk, N L=
@ ,Z["] (-1q (28)
elde edilir. Ote yandan
Qo
m—(%q)n (29)

oldugundan, (28) ve (29) birlikte degerlendirildiginde istenen esitlik elde edilir.
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Teorem 1.2.21. k,n € N, olmak tizere

n

(ab; n = z [Z]qbk(a; Drb; Dn-, 0 <k <n (30)

k=0
esitligi gergeklenir (Andrews vd., 1999).
Ispat. |x] <1, |q| <1 igin (23) esitliginin bir sonucu olarak

b:); o (@ R Nl G o
Z(q ;" L@ " Z @D

yazilabilir (Gasper 1997). Gergekten de (23) esitliginden

00 e N (@)
(q,q), Qe " L@@k

(abx; q) o
(bx; @) oo

(bx)* =

olup

i (b; q),x - (a5 )i

(abx; Q) o (ab; qn "
@D, 4@ —Z g

k —
O = . — (4 Dn

elde edilir. Buna gore esitligin sol tarafinda yer alan ilk toplamda j = n — k indeks

degisikligi yapilirsa

Zi(b Drnoie (@ D ”‘Z(ab D
(q'q)n—k(qu)k CHS

n=0 k=0

bulunur. Denklemin her iki tarafinda bulunan x" terimlerinin katsayilar

karsilastirildiginda
n
(b;q)n-k(a;q)kbk _ (ab; @)
= (@ Dnic (@ i (@ Dn
yazilabilir. (18) esitligi géz Oniine alindiginda
n
n
(@b; @ = D[] b¥(@ Db
= 1

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

1.3. g-Bernstein Operatorleri
Bernstein operatorlerinin g-genellemeleri {izerine ilk ¢alisma, 1987 yilinda A.
Lupas tarafindan yapilmistir. Lupas, klasik Bernstein operatoriiniin g-analogunu

tanimlamis ve bu operatoriin sekil koruma ile yakinsama 6zelliklerini incelemistir.
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Ancak c¢alismalart baslangicta yalnizca yerel bir konferans bildirisi olarak
yayimlandigindan uzun bir siire genis bir kitle tarafindan fark edilmemistir. Yaklasik
on yil sonra, 1997 yilinda G. M. Philips, Bernstein polinomlarin farkli bir g-
genellemesini elde etmistir. Bu boliimde, Lupas ve Phillips’in gelistirdigi Bernstein
polinomlariin g-versiyonlar1 tanitilacak ve 6zellikle Phillips tarafindan tanimlanan g-

Bernstein polinomlarinin bazi temel 6zellikleri tizerinde durulacaktir.

Tamim 1.3.1. ¢ € C[0,1], ¢ > 0 olmak tizere, Lupas’in tanimladigi g-Bernstein

operatorleri

n

k
Rn,q (qﬂ, x) = Z gD <%) bnk(Q: x)l n= 1121 (31)
k=0 a

bigimindedir. Burada k = 0,1, ..., n i¢in by, (q; x) blok fonksiyonlari
5 ( x) . [Tl] qk(k—l)/zxk (1 . x)n—k
nk\q; klg(1—x+4+gx)(1 —x +¢2x) ...(1 —x + g™ 1x)
seklindedir (Lupas, 1987).

Tamim 1.3.2. ¢ € C[0,1], g > 0 olmak iizere, g-Bernstein operatorleri

n

k
Bpq(@;x) = z ® <&> Pnk(q; %), n=12.. (32)

&7 \Inlq
biciminde tanimlanir. Burada p,;(q; x) baz polinomlar1
n
P (q; ) = [k] xk G Pn-k, k=01,..,n
q

seklindedir (Phillips, 1997).

Ozellik 1.3.3. ¢ = 1 igin Lupas’m g-genellemesi ve g-Bernstein operatdrii klasik
Bernstein operatoriine dontismektedir. ¢ # 1 durumunda ise Lupas’in genellemesi bir

rasyonel fonksiyon belirtirken, Phillips’in g-genellemesi bir polinom belirtir.

Ozellik 1.3.4. q-Bernstein operatdrleri asagidaki 6zelliklere sahiptir.
i)  Lineerlik Ozelligi:
Her ¢,y € C[0,1] ve ¢4, c, sabitleri i¢in
B q(c1p + cop; x) = 1By g (@5 x) + 2By q(; x).
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ii)  Ug nokta interpolasyonu:
Bn,q(9;0) = ¢(0), Bnq(@;1) = @(1).
iii)  Pozitiflik:
0<qg<1vex€][01]igin¢ = 0 oldugunda B, ;(¢; x) = 0 olur.

Ozellik 1.3.5. 0 < q < 1 iken her iki operatdr de lineer ve pozitifti. g > 1
durumunda ise Lupas'in genellemesi pozitifligi korurken, g-Bernstein operatorleri

pozitiflik 6zelligini kaybeder.

Teorem 1.3.6. 0 < q < 1 olmak iizere, her n € N i¢in g-Bernstein operatorleri

n

Bua(i) = ) [] 2% gox* (33)

k=0
gosterimine sahiptir. Burada i, k € N olmak iizere ¢; = @ (i/n) seklinde olup, Ag(pi

ifadesi ise (19) ile tanimlanan g-fark operatoriidiir (Phillips, 1997).

Simdi g-Bernstein operatorlerinin ilk iic momentini ifade edelim. Bu boliimde

ve ilerleyen kisimlarda e,, (x) = x™, m € N, seklinde alinacaktir.

Teorem 1.3.7. 0 < q < 1 olmak tizere, hern € N ve x € [0,1] igin
Bn,q(eoix) =1
Bn,q(e1ix) =X
x(1—x)
[n]q

By q(ez;x) = x* +
esitlikleri gegerlidir (Phillips, 1997).
Sonug 1.3.8. q-Bernstein operatorleri Teorem 1.3.7°den de goriildiigii iizere lineer

fonksiyonlar lineer fonksiyonlara doniistiirlir. Bagka bir ifadeyle, a, b sabit sayilar

olmak iizere, her n € N i¢in B, 4 (at + b; x) = ax + b seklindedir.
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Teorem 1.3.9. m € N, olmak tiizere, her n € Nve x € [0,1] i¢in g-Bernstein

operatorleri

m
Bng (em+1;X) = —mz q - 1)SBn—l,q (es; %) (34)
q ey

yineleme bagintisini saglar (Ostrovka, 2003).

Teorem 1.3.10. m € N, olmak iizere, her n € Nve x € [0,1] i¢in g-Bernstein

operatorleri
[n—1]7
Bn,q (em+1; x) = Bn,q (em; x) - W (1 - X)Bn—l,q (em; XQ) (35)
q

yineleme bagintisini saglar (Videnskii, 2005).

q-Bernstein operatorlerinin temel 6zelliklerinin incelenmesinin yani sira bu
operatorlerin yakinsaklik 6zelliklerinin arastirtlmasi da 6nemli bir ¢alisma konusu
olmustur. 0 < ¢ < 1 durumu i¢in ilk caligma Phillips tarafindan yapilmistir
(Phillips, 1997). Limit g-Bernstein operatorii II’inskii ve Ostrovska tarafindan
tanimlanmis ve bu calismada g-Bernstein polinomlar dizisinin limiti oldugu
gosterilmistir (II’inskii ve Ostrovska, 2002). Bu konudaki diger énemli katkilardan
bazilar1 ise (Ostrovska, 2004; Videnskii, 2004; Videnskii, 2005; Wang 2005)
calismalarinda sunulmustur. Buna gore, limit g-Bernstein operatoérii ve onun

yakinsaklik 6zelligi agagidaki tanim ve teorem ile verilmektedir.

Tamm 1.3.11. ¢ € C[0,1], 0 < q < 1 olmak tizere, limit g-Bernstein operatorii

1—g") vor(g:x), x€]0,1
B (o) = kZoq)( 0 Peo(@: ), X €[0,1) G6)
@(1), x=1
bi¢ciminde tanimlanir. Burada p.(q; x) blok fonksiyonu
b (45 %) = X (6 @)oo
ke (4 D

seklindedir (II’inskii ve Ostrovska, 2002).
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Teorem 1.3.12. ¢ € C[0,1] olmak tizere
711_{{)10 Bp,q(@;x) = Bo q(@; x)

yakinsamasi [0,1] kapal1 araliginda diizgiindiir (II’inskii ve Ostrovska, 2002).

Sonug¢ 1.3.13. (34) ifadesinden n — oo i¢in limit alindiginda limit g-Bernstein

operatoru

m

Bog(ems1;X) = xz (T) q° (1 — @)™ °By 4(e5; x) (37)

s=0

esitligini saglar (Ostrovska, 2003).

1.4. g-Stancu Operatorleri

q-Bernstein polinomlarinin gelistirilmesi, literatiirde diger lineer pozitif
operatorlerin g-genellemelerinin yaygin bi¢imde incelenmesinin Oniinii agmis ve bu
alan1 6nemli bir arastirma konusu héline getirmistir. Bu gelismeler dogrultusunda,
2009 yilinda Nowak tarafindan (2) ile verilen Stancu polinomlarinin g-versiyonu elde
edilmis (Nowak, 2009) ve bu operatdriin 6nemli O6zellikleri farkli caligmalarla
incelenmeye devam etmistir. Y. Jiang ve J. Li 2009 yilinda g-Stancu operatorlerinin
yakinsama hizini siireklilik modiilii yardimiyla incelemis ve bu operatorler icin
Voronovskaya tipli teoremi ispat etmistir (Jiang ve Li, 2009). 2010 yilinda O. Agratini
olasilik teorisini temel alarak bu operatdr icin olasiliksal bir yaklagim gelistirmis,
Lipschitz sinifina ait fonksiyonlar i¢in operatoriin yakinsaklik o6zelliklerini
incelemistir (Agratini, 2010) ve bir yil sonra ise operatoriin istatistiksel yakinsama
davranis1 iizerinde calismistir (Agratini, 2011). Aymi yi1l Nowak, g-Stancu
polinomlarinin Casteljau algoritmas: yardimiyla da iretilebildigini ispatlamistir
(Nowak, 2011). Yine aym yil icerisinde V. Gupta ile birlikte g-tiirev ve g-integral
kavramlarini igeren yeni ispat teknikleri kullanarak siireklilik modiilii yardimiyla
yakinsama hizlarini elde etmis ve operatoriin literatiirde yer almayan farkli yakinsama
ozelliklerini incelemistir (Nowak ve Gupta, 2011). Y. Wang ve Y. Zhou 2013 yilinda
q-Stancu operatdrlerinin iterasyonlari tizerine ¢alismis ve bu operatorlerin 6z degerleri
ve 0z vektorleri ile ilgili bilgiler sunmustur (Wang ve Zhou, 2013). Bir y1l sonra ise
s06z konusu operatdrlerin sekil koruma 6zelliklerini incelemislerdir (Wang ve Zhou,

2014). Z. Finta 2016 yilinda g-Beta fonksiyonlarini kullanarak g-Stancu
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operatdrlerinin yeni bir gosterimini elde etmistir. Bu ¢alismada ilgili operatorler i¢in
Korovkin tipli teoremi ispat etmis, siireklilik modiilii yardimiyla hata analizlerini
gerceklestirmis ve son olarak yeni gosterimin limit operatorlerini tanimlayarak
bunlarin yaklagim 6zelliklerini incelemistir (Finta, 2016a).

Literatiirde, g-Stancu operatdrlerinin Durrmeyer, Kantorovich gibi daha bir¢ok
genellemesi yapilmis olup, bu operatorler ¢esitli calismalarla farkli acgilardan
incelenmistir. Bu ¢alismalardan bazilar su sekildedir: (Acu ve Radu, 2019; Agrawal
ve Gupta, 2018; Birou, 2019; Erengin vd., 2012; Erengin vd., 2014; Finta, 2016b;
Gupta vd., 2016; Neer vd., 2017; Neer vd., 2018; Nowak ve Nowak, 2024; Sabancigil,
2023; Sabancigil Ozder, 2024).

Bu boliimde Stancu operatorlerinin g-genellemesinin tanimi verilerek, bu
genellemenin literatiirde yer alan bazi 6nemli 6zellikleri ispatlariyla ayrintili bir

sekilde ele alinacaktir.

Tamm 1.4.1. ¢ € C[0,1],q > 0 ve a = 0 olmak tizere, g-Stancu operatorleri

n

PP =) g (@> pIE), =12, (38)

& \Inlg
seklinde tanimlanir. Burada pg;(a (x) polinomlar1

[TE<e (x + alily) T12287%(1 — ¢5x + als],)
l_[?z_ol(l + a[i]q) ’
bicimindedir (Nowak, 2009). Ayrica

n
Pric () = [k]q k=01,..,n (39)

Z pli(x) = n=12,.. (40)

seklindedir.

q-Stancu operatorleri bazi 6zel durumlarda literatiirde iyi bilinen bazi
operatdrlere indirgenmektedir. S, (f; x) operatérleri
e «a =0 icin (32) ile verilen ve Phillips tarafindan tanimlanan g-Bernstein
operatorlerine,
e g =1 i¢in (2) ile verilen ve Stancu tarafindan tanimlanan Bernstein-Stancu

polinomlarina,
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e g =1vea=0igin (1) ile verilen klasik Bernstein polinomlarina indirgenir

(Nowak, 2009).

Ozellik 1.4.2. q-Stancu operatdrleri asagidaki 6zelliklere sahiptir.

i)  Lineerlik Ozelligi:

Her ¢,y € C[0,1] ve ¢4, ¢, sabitleri igin
S (1 + s x) = 187 (@3 x) + 257 (15 x)

seklindedir.

ii)  Ug Nokta Interpolasyonu:

S (@;0) = 9(0), ST%(p;1) = (1)
iii)  Pozitiflik:
0<q<1ve x€[0,1] igin ¢ > 0 oldugunda S;"*(¢; x) > 0 olur.

1) ve iii) ozellikleri dikkate alindiginda g-Stancu operatdrlerinin bir lineer pozitif
operatorler dizisi oldugu goriiliir. Ayrica

e pl(0) =1, pli(0)=0, k=1,..,n

e P (=1, ptl(1)=0, k=0,..,n—1
esitlikleri ile birlikte (40) 6zelligi dikkate alindiginda g-Stancu operatorlerinin ug

nokta interpolasyonunu sagladig elde edilir.

Lemma 1.4.3. n € N olmak lizere 0 < g < 1ve a = 0 i¢in

1;[(1 —g’x +als],) = Z(—1)s qs(sz‘ﬂ [rsz]q ﬁ(x + alil,) 1;[(1 +aljly) (41)
5=0 5=0 i=0 j=s

esitligi saglanir (Nowak, 2009).

Ispat. Ispat1 n iizerinden tiimevarim ydntemini kullanarak yapalim.
n =1 i¢in (41) esitliginin dogrulugu agik bir sekilde goriilmektedir. Kabul

edelim ki verilen herhangi bir n € N i¢in (41) esitligi saglansin. Buna gore
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1—[(1 —qSx + a[s],)

= (1-q"x+afnl) | [(1- % +alsl,)
s=0

n s—1 n—-1
= (1 —q"x + a[n]q) Z(—l)s qS(sz_l) [Tsl]q 1_[(x + alily) 1_[(1 + aljly)
s=0 i=0 j=s

yazilabilir. 1 —q"x + a[n], terimine q"a[s], ifadesi eklenip ¢ikarildiktan sonra

uygun iglemler yapildiginda

1_[(1 —q°x + a[s]q)
s=0

= Z(l + a[n], + q™als], )(—1)5q5(52_1) [Z]q _[(x + a[i]q) 1_[(1 + a[j]q)
s=0 j=s

=0

n-1
J=

Y -1y o 7 [ o +atip | Ja+ato
s=0 i=0

=5
elde edilir. Son esitlikte ikinci toplamda s yerine s — 1 yazilip, gerekli diizenlemeler

gerceklestirildiginde

n

1_[(1 —q°x + a[s]q)

s=0

n s—-1 n-1
s(s—1)
=) (U +afnl, + q"alsl ) (-1 2 5], | [Ge+atg) | [ +atily)
s=0 i=0 j=s

n+1

" Z(—l)s q(s—l)z(s—Z) [S f 1]q 1+als—1]y n(x + alily) 1_[(1 + aljly)
s=1 i=0 j=s

bulunur. Esitligin sag tarafindaki ilk toplamda s = 0 durumu ve ikinci toplamda
s = n + 1 durumu ayn olarak yazilip, toplam s = 1’den n’ye kadar olacak bigimde

diizenlendiginde
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n

1—[(1 —qSx + a[s],)

s=0

=1 +aln q)l_[(1+a[]q)+( 1)”“ (1+a q)l_[(x+a

j=

+ Z R, (=1)° L_()[(x + alily) L{u +aljly) (42)

elde edilir. Burada R, ifadesi

s(s—1) (s-1)(s-2)
(1+ alnl, + q"alsly)q 2 [Z]q +q" 2 [S f 1]q (1+als—1],)

bicimindedir. (12) ifadesi Ry esitliginde kullanildiginda

Ry =(1+ a[n]q)qS(sz_l) [n]

T ] va([ 2, e+ 3], )]

s(s—1) (s=1)(s—2)
= (1+alnly)q 2 [Z]q +q" 2 [s A 1] (1+ alnl,)

seklinde yazilabilir. Son olarak gerekli diizenlemeler yapilip, (9) ile verilen Pascal

kuralinin n yerine n + 1 alinmis hali dikkate alindiginda

Ry = (1+ a[n]q)qS(sz_l) ([Z] L 1]q)

5(5 1) [n + 1]

=(1+aln q)q (43)

bulunur. (42) ifadesi (43) ile birlikte kullanildiginda

1_[(1 —q°x + a[s]q)
s=0

f( v [ ﬂ<x+a q)]_[<1+a[1

esitligine ulasilir. Tiimevarim hipotezi dikkate alindiginda, verilen esitligin timn € N

i¢in gecerli oldugu goriiliir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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Dikkat edilmelidir ki (41) ifadesinde a = 0 alindiginda, bu ifade (26) ile
verilen Rothe 6zdesligine doniismektedir. Buna ek olarak (41) esitliginde g = 1

secilip, x yerine —x yazildiginda klasik binom ag¢ilimi elde edilir.

Lemma 1.4.4.0 < q < 1ve a = 0 olmak iizere, her n € N i¢in

st | |1 rati) =) [] e (48
i=0 k=0
seklindedir. Burada ¢, = ¢([k],/[nl,) ve
k+s—1
s(s )
TR—Z( 5T "~ k] H(x+a 1) l_[(1+a[] (45)
j=k+s

olarak ifade edilir (Nowak, 2009).
Ispat. (38), (39) ve (41) esitlikleri goz oniine alinip (44) ifadesinin sol tarafi

diizenlendiginde,

n—1 n
9% (g; x) 1_[(1 +alily) = 2 [Z]q O Fi
i=0 k=0

seklinde yazilabilir. Burada Fj, toplami
n—k-1

Fk—Z( O e Ll H(x+a q)l_[(x+a[] 1) 1_[ (1 + alll,)

bi¢cimindedir. Simdi her k € Ny i¢in F, = T} oldugunu ispatlayalim. Bunun i¢in k

degiskenine gore timevarim yontemini kullanalim. k = 0 i¢in Fy = T esitligi
saglanir. O halde herhangi bir k icin Fj, = T}, ifadesinin dogru oldugunu varsayalim.

Buna gore F, ;4 toplami i¢in de ayni esitligin gecerli oldugunu gostermeye calisalim.

n—-k—-1

s(s—1) k-1
Fiq1 = Z (-1°q 2 [n P ]

ﬂ(x +a l]q) H(x + alj] q) nﬁz(l + a[l]q)
zk: (x+a[k]q)( 1)5 [n k_l]

k-1 n—-k-2

n(x+a q)l_[(x+a[]]q) 1_[ (1+a
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olup elde edilen son ifade F, =T, esitliginde n yerine n — 1 alinmis halidir.

Tiimevarim hipotezine gore

n—-k-1 k+s—-1

Fip1 = Z(x+a lg)(— 1)5 n k_l] H(x+a q)l_[(1+a[]

s=0 j=k+s

yazilabilir. x + a[k], terimine alk + s], eklenip ¢ikanldiginda ve gerekli

diizenlemeler yapildiginda

n—-k—-1 s(s ) k+s
Fryq = z (-=1)%q [n— _1] H(x+a 1q) 1_[(1+a[]
j=k+s
n—-k—1 s(s D . k_l
+a Z (-1)%q [ ] ( — [k + s] )
k+s-1 n-2
x | | G+atitg) | | (1+alily)
i=0 j=k+s
elde edilir. (13) esitliginden
n—-k-1 s(s-1) k+s
Fieyr = z (=1)°q 2 [n— _1] ﬂ(x+a 1q) 1_[(1+a[]
s=0 j=k+s
i( g7 [ AT e ksl
—a —1)°q N n—k—slyq
s=1 S 1 1
k+s—-1 n-2
x | [ @+atag) | | (+atiy)
i=0 j=k+s

yazilabilir. ikinci toplamda s yerine s + 1 doniisiimii yapilip terimler tek bir toplam

altinda birlestirildiginde,

oy k= )(n=k=2) it _
Fiy = (=1 1q 2 n(x +alily)

i=0
n—k-2
' Z 0% 2 [P (1 alior sl + agt == s = 11)
k+s n-2
xl_[(x+a[i]q) H (1+alily) (46)
i=0 j=k+s+1

bulunur. (7) esitligi dikkate alindiginda
1+alk+sl,+aqg"[n—k—-s—1],=1+a[n—-1],
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elde edilir ve bu ifadenin (46) esitliginde kullanilmasiyla,

o, kDR T _
Fen= (D" g 2| [+ alily)

i=0
n—k-2 k+s n-1
+ (-1)* qS(Sz_l) [n—];— 1]q H(x-}—a[i]q) 1_[ (1+C¥[i]q)
5=0 i=0 j=k+s+1
—k-1 s(s ) k+s
Z( 1)%q n k_l] n(x+a 1q) 1_[ (1+aljly)

j=k+s+1

bulunur. Boylece (44) esitligi ispatlanmis olur.

Teorem 1.4.5. 0 < q < 1 ve a =0 olmak iizere, her n € Ni¢in g-Stancu

operatorleri

k-1
- x + ali],

ST (p;x) = Z [k] Ak @, Ta[i]q' x € [0,1] (47)

k=0 i=0

gosterimine sahiptir (Nowak, 2009).
Ispat. (45) esitligindeki toplamda s indeksi yerine s — k alindiginda

n

Sg,a((p;x) 1:)[(1+a[i]q) :Z k] (PRZ( 1)5~ k (s— k)(;—k—l) Z:I]:]

=0 s=k a

f]@+a QII@+aU

elde edilir. (11) esitliginden

. n-—1 n n . (5—K)(s—k—1)
ST (@; x) L_()[(l + afi Z ; [Z]q [Ii]q (-5 kq 2 1
- n-1
x ﬂ(x +alily) | [+ ealiy)
i=0 j=s
e | a+ali) =) 2] [ G+ et [+ ey
i=0 s=0 i=0 j=s

S
(s=Kk)(s=k-1) rs
><2(—1)5"‘q =[] o
k=0 1

yazilabilir. Son esitlikte S,"* (¢; x) ifadesi yalniz birakildiginda
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Sfl'“«p;x)—z [, ]_[““i Z( e B R

bulunur ve (20) ifadesi goz oniline alindiginda istenen elde edilmis olur.

Sonug 1.4.6. (47) esitliginde a = 0 alindiginda, (32) ile tanimlanan g-Bernstein
polinomlarmin (33) ile verilen g-fark operatorii cinsinden gosterimi elde edilir

(Phillips, 1997).

Simdi, g-Stancu operatoriiniin g-fark operatdrii cinsinden goOsterimi

kullanilarak ilk ii¢ momentinin bulundugu teorem ifade edilecektir.

Teorem 1.4.7. 0<q<1 ve a = 0olmak iizere, her n € Nve x € [0,1]i¢in
Sg’a(eo;x) =1

ST (ey;x) = x

SP¥ (e x) =

x(1— x)}

{x(x +a)+ [,

1+a
esitlikleri gegerlidir (Nowak, 2009).
Ispat. k >m igin ep(x) = x™ monomiallerinin g-farklarmin sifira esit oldugu
bilinmektedir. Dolayistyla, (47) esitliginden, her n > m icin S;"* (e,,; x) ifadesinin m.
dereceden bir polinom oldugu sonucuna ulasilir. Buna gore

m =0 durumu, Teorem 1.4.5’te verilen (47) esitligi @(t) = eo(t) i¢in
kullanilarak, n = 0 ve A2<p0 = 1 oldugu dikkate alindiginda kolaylikla elde edilir.

m = 1 durumunda, @(t) = e;(t) i¢cin (19) bagintis1 kullanildiginda
1

AO(PO—O ve A}J(Po:qh—‘Po:@

yazilabilir. (47) ifadesi gdz Oniine alindiginda S,(lq’a) (eq; x) = x gergeklenir.

Benzer sekilde m = 2 durumunda ¢ (t) = e, (t) i¢in (47) esitliginden,

1
A° 0, Ao, =——
qPo = qPo = [n]q

22, = @, — _(121\" 1)
200 =0, — (1 +qQ)p1 +qpo = — (1+q) o) =
q

oldugu goriiliir. Bu durumda
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Sp¥ (e x) =

(1-x)
1+a }

{ +a)+=
x(x + a) op

elde edilir.

Sonug 1.4.8. Teorem 1.4.7°de verilen momentler dikkate alindiginda,
e a = 0 i¢in Phillips ile tanimlanan g-Bernstein operatdriiniin,
e ¢ = 1 i¢in Stancu tarafindan tanimlanan Bernstein-Stancu polinomlarinin
e g =1vea = 0igin ile verilen klasik Bernstein polinomlarinin momentlerinin

elde edildigi goriiliir.

Sonug¢ 1.4.9. Teorem 1.4.7’nin ispatinin ilk paragrafi dikkate alindiginda, gq-Stancu
operatorlerinin polinomlar ilizerinde derece azaltict 6zellige sahip oldugu goriiliir.
Buna gére P, derecesi m olan bir polinom olmak iizere S,;"* (P,,; x) derecesi en fazla
min(m, n) olan bir polinomdur. Buna ek olarak, bu operatorler Teorem 1.4.7’den de
goriildiigli lizere lineer fonksiyonlari lineer fonksiyonlara doniistiiriir. Baska bir
ifadeyle, a,b sabit sayilar olmak iizere, her n € N icin S)"*(at + b;x) = ax + b

seklindedir.

Teorem 1.4.10. ¢ € C[0,1] olmak iizere, her x € [0,1] igin
Sy (@;x) = p(x) (48)

esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢ fonksiyonunun lineer olmasidir
(Nowak, 2009).
Ispat. Eger ¢(x) = ax + b ise Sonug 1.4.9’a gore, her n € N igin
Sn(p;x) = ax+b = g(x)

saglamir. Simdi tersini, yani S;"(¢p;x) = ¢ (x) oldugunda ¢ fonksiyonunun lineer
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 1 (x) fonksiyonunu

() = o) — (¢(1) — p(0))x (49)
seklinde tanimlayalim. Bu durumda (0) = ¥(1) olur ve S;"“(y;x) = P (x)
esitligi saglanir.

M = max, P(x) = P(xo)

olmak iizere, (48) esitligi ve p,\ (x) in pozitifliginden,
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AL
M= (o) = STWixo) = ) ¥ (ﬁ> Pric (%o)

& \[nlg

- k
= pl" (xo)(0) + 2 Y (%) P (x0)
k=1

q

< Pl PO + M Y pl(xo)
k=1

= pla ) (0) + M (1 - pls (xo))

= Do (X0)(@(0) — M) + M
elde edilir. Buradan ¥ (0) = M bulunur. Ayrica tanim geregi M = rg{g;i] Y(x)
x€[o,

oldugundan ¥(0) < M esitsizligi saglanir. Bu da bize 1 (0) = M oldugunu kanitlar.
Benzer sekilde ¥(0) = rer%(i)nl] Y (x) = m oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu durumda
X )

M =1Y(0) =m elde edilir. ¥ fonksiyonunun maksimumu ve minimumu ayni
oldugundan bu fonksiyon bir sabit fonksiyon olup, ¥(x) = b, b € R yazilabilir.
Dolayisiyla (49) esitliginden ¢(x) = ax + b seklinde lineer bir fonksiyon olarak

bulunur.

Teorem 1.4.11. Verilen (q,) ve (a,) dizileri i¢in 0<q, <1ve a, =0 olsun.
Her ¢ € C[0,1] fonksiyonu igin ;™" (¢p; x) = ¢ (x) yakisamasmnin [0,1] iizerinde
diizgiin olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul g, = 1 ve a,, — 0 saglanmasidir (Nowak,
2009).
Ispat. Eger ¢, = 1(yani [n], — ) ve a,—>0 ise, her x€[0,1] i¢in
S ey x) - ey ve SI™*"(e;;x) - e; oldugu kolaylikla goriilebilir. Verilen
kosullar altinda ayrica S ™" (e,; x) — e, ifadesi de saglamir. Korovkin Teoremi’ne
gore, bu durumda S,/ ™ (¢; x) — @(x) yakisamasi [0,1] iizerinde diizgiindiir.

Tersine, her ¢ € C[0,1] igin S;™“"(¢p; x) - @(x) yakinsamas: diizgiin ise,
yine Korovkin Teoremi’nden hareketle, her x € [0,1] i¢in

STV (i) > €, STV (er;x) > ey, ST (ey;x) o €y

yakinsamalan diizgiindiir. Ozellikle S ™" (e,; x) — e, gozoniine alindiginda

x(1—x) 5
{x(x +a,) + W} - X

1+a,
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ya da

1 L 1 2 4 1 4 1 )
— — x>
1+a, [nlg,, Ty a, Tn [nlg,, xox

yakinsamasinin gergeklesmesi gerekir. Bunun igin

1 1 1 1 1 4 1 0
- - — | -
1+ a, [nlg, Ve 17 ay, n [nlg,,

saglanmalidir. a, = 0 ve [n], = 0 oldugundan, bu kosullar ancak

an = 0 ve [n]g, =0 (gn—1)

olmastyla miimkiindiir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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2. ¢-STANCU OPERATORLERININ YENI BIR GOSTERIMI

Bu boliimde Nowak tarafindan (38) ile tanimlanan g-Stancu operatorlerinin
baz polinomunu olusturan katsayilar, (6) ile gosterilen g-Pochhammer sembolii
cinsinden yeniden ifade edilerek operatdriin alternatif bir gosterimi elde edilecektir.

Ilerleyen kisimlarda hesaplamalar 0 < g < 1 varsaymm altinda gergeklestirilecektir.

Lemma 2.1. n €N ve a = 0 olmak lizere y = a/(1 — q) olarak tanimlansin. Bu

durumda 0 < k < n i¢in agagidaki esitlikler gecerlidir.

k-1
) [ G+ alily) = G+ (5 00) (50)
i=0 k
n—-k—-1
ii) 1_[ (1-g¢x+alily)=Q+y)™* (%, q) ) (51)
i=0 n-k
n-1
if) 1_[(1 +alily) = (1+7)" <1yTy q) . (52)
i=0 n
fspat.

1)  (3) tamimindan

k-1 k-1
H(x + a[i]q) = 1_[ [x +a <11__
i=0 i=0

yazilabilir. (6) ile verilen g-Pochhammer sembolii kullanilarak

k-1

>l :Iljj[x +y(1-q')] = H[x +y—yq]

i=0

q
q

k—1 k-1
. Y ; Y
o [J(-2h) o)
[ [+ etin) = o[ [(1-at) = o (0).
i=0 i=0
elde edilir.

i1)  (3) esitliginde verilen g-tamsayisi tanimi ve (6) esitliginde verilen g-

Pochhammer sembolii kullanilarak gerekli diizenlemeler yapildiginda
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n—-k—1

1—[ (1-q'x+alily)

i=0

_ nljl [1 —gix+a C:Z)l = n]jl[l —q'x+y(1-q")]
ier-wemit-aem T - G204
o)

bulunur.

iii)  Onceki siklarda kullanilan benzer islemler dogrultusunda,

H(1 +alily) = H l1 +a <11—_cg>l r 1_[[1 +y(1-q)]
=0 =0 =0
= ﬁ(lw—yqi) = (1+V)"ﬁ<1—1yqul)
i=0 i=0
= 9" (59)

oldugu goriiliir.

Nowak tarafindan tanimlanan (38) ile verilen g-Stancu operatorleri

n

[k]
st = Y o) s, n=12. 59
k=0 a
olmak {izere pz;(a(x) baz polinomlar i¢in (50), (51) ve (52) esitlikler1 dikkate
alindiginda
Yy . Ty
B ( +y’ ) (1+y’q) x +y\* B :
pnk (x) [k] ( '}/ ] ) (1 +_y) ) - Olll"'ln ( 4)
T+y 1 n

seklinde yazilabilir ve bdylece g-Stancu operatorleri igin alternatif bir form elde
edilmis olur.

Siradaki teorem, g-Stancu operatdrlerinin momentlerinin hesaplanmasini ele
almaktadir. Bu operatorlerin ilk {i¢ momenti, 2009 yilinda Nowak tarafindan elde

edilmis olup, bu hesaplamalarda operatorlerin (47) ile verilen g-farklar cinsinden
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gosterimi esas alinmistir (Nowak, 2009). Bu teoremde, momentlerin hesaplanmasi

farkli bir ispat teknigi kullanilarak gerceklestirilecektir.

Teorem 2.2. @ = 0 olmak lizere, her n € N ve x € [0,1] igin
Sg'a(eo;X) = 1,
Sp(e;x) = x

Srczl'a(ezi x) =

x(1—x)
1+a }

{x(x +a)+ [,

seklindedir.
jspat.
i)  g-Stancu operatorlerinin (53)-(54) gosteriminden

x+n\/ vy x+y

1 (e ) = 2[] () G779 (9),
) k ) )
+y'q P 1+y/ \x+vy 1+y

-k

yazilabilir. Burada (30) esitligindea = y/(x + y) ve b = (x + y) /(1 + y) alinirsa

1 14
1o ) = (100) =1
Yy . 1+
(1+y’q) Y

n

olarak elde edilir.

ii)  (53) ifadesinde @ (t) = e;(t) alindiginda,

n
1 [klgmy (x+v\( v x+y
10 = Y B[] (1) (L) (32L)
k
(12|/-y;q)nk=0[n]q q1+y x+y S \1+y' T,

yazilabilir. (10) esitligi son ifade de kullanildiginda

n

1 — x + y\* x+
e - [ 71, (5) ), G0)
S (eg;x) ( Y ) Z[k_l]q 1+y x+y’q k 1+)/’q n

Ty’ 1), k=1 "

elde edilir. Esitligin sag tarafinda bulunan toplam k — k + 1 i¢in yazilip, gerekli

diizenlemeler yapildiginda

n-1

1 —11 /x+p\*rs oy x+y
o= S () (), ()
n" (e %) (V ) [k ]q 1+y x+yq 1 1+y'q

1+,y,q nk=0 k n—-k-1

bulunur. g-Pochhammer semboliiniin (14) 6zelliginden
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Sn*(eq; %)

() (- k
1+y x+y Z[n—l <X+V> (Q)’ 'q) (x+V_q)
(1+y’q £ 1+y) \x+y" "/ \1+y" 7/ |
yazilabilir. (30) ifadesi gdz oniine alindiginda
X ay
0. (1+y)(1+y’q) X 1
Sn' (el;x) = . =X
( Y 'q) "1ty ( _ L)
1+y 7/, 1+y

elde edilir.

iii)  (53) esitliginde @ (t) = e,(t) alindiginda

n

2 k
Sﬁ’“(ez;x)=(é.q) Z(Eﬁt) [Z]q (ch—t]):) (x—)i/-y;q>k (f:)):'q>

; k=0

n—k

M:

el 1L ) () ()
[n]g bk — Ug\1 +y x+y'qk 1+y'q

(1 +y’ q L =1 nok
yazilabilir. Esitligin sag tarafinda bulunan toplamda k yerine k + 1 yazilirsa,
Sa%(ez; %)
n-1
L) ), )
» q q
(1+y1q k=0 1+y x+y k+1 1+y n—-k-1

elde edilir. (7) esitliginden [k + 1], = 1 + q[k],
toplamda yerine koyuldugunda;
Sa%(ez; %)

n—1

k=0

_ k+1
-y S () ) (2

n-l k+1

i [n]q (L;Q) [ngl]q <%) (lel-y

k+1

oldugu bilindiginden bu ifade

n—k—1

), 5)
»q 1+y,q

k+1 n—-k—1

+[n]q(L- ) P Lelq nzl]q()lci]}:) (le/-y;q) (’;:Z’q>
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yazilabilir. Bundan sonraki adimda son ifadede goriilen I; ve I, terimleri ayr1 ayri
hesaplanacaktir. [; toplami i¢in (14) esitligi dikkate alinip gerekli diizenlemeler
yapildiginda,

11:(1+y)( x+y nz:ln_1] (x+y)"< q ) <x+y,q>

»q
k
[n], (1+y,q P g\1+y/ \x+vy 1+y k-1

seklinde bulunur. (30) esitligi kullanilarak esitligin sag tarafi yeniden ifade edildiginde

_ (1xTV) ( qy _q) _ X x
[n]q(l_{—y;q)n Lty Vs m,aen(1-1%5) Ml

1+y
sonucu elde edilir. Bundan sonraki adimda I, terimine gegcildiginde

n-1 k+1

k= a6 G, )
2 — ] /]
[nlq 1+y'q k=0 ke lg\l+y Xty e Ny
olmak tizere, bu esitlikte (10) 6zelliginin kullanilmastyla
-1
L aln—1], "z[n—z] (x+)/)k+1< y _q) (“V.q)
2 — P ] ]
[y (Th=5q) Ek—Va\t+y/ ety o Mty
a\1 + y k=1
n
yazilabilir. Son toplam k — k + 1 olacak sekilde degistirildiginde
-2
ey L6 ),
2 = PR ] ]
n ;q = q k+2 n—k—2
[n], 1-)I/-]/ e, k 1+y x+y 1+y
n

bulunur. (14) ve (30) esitlikleri goz oniine alindiginda

et () (- ) a-0)

n

-2
D G () ()
k=0 ke dg\1+y/ \x+y K T+y ok

qln—1] x+y\2 o x \(x+A=qy\( ¢y
:[n]q(lyTy;qq) (1+y) (x+y)< x+y ><1+y;q>n_2

elde edilir. Gerekli sadelesmeler yapildiginda

_ gln—1]g x(x + (1 = q)y)
2 [nl, A+1-qy)

bulunmus olur. Elde edilen I; ve I, sonuglari bir araya getirildiginde,
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aar, N _x  qn—1]; x(x+ (1 —q)y)
Sy (egx) =L +1, = [n]q + [Tl]q AT =)

esitligi elde edilir. Burada y = a/(1 — q) oldugu dikkate alinip (7) esitliginden

[n]; =1+ q[n — 1], bagntis1 kullanilirsa,

q.a ] . X [n]q_1 X(X+C¥)
Sn @i = Ert T Tt

X 1\ x(x+a)
-+ (-mr) T
x(1+a)—x(x+a) x(x+a)
ST ,are dta

x(1—x)
{x(x +a)+ —[n]q }

bulunur. Sonug olarak operatoriin ilk iic momenti Nowak’1n elde ettigi degerlerle ayni

=1+0£

bulunmus olup bu teoremde s6z konusu esitlikler farkli bir ispat teknigi kullanilarak

kanitlanmustir.

Calismamizin bu boliimiine kadar g-Stancu operatorlerinin ilk iic momenti ele
alimmistir. Simdi s6z konusu operatorlerin daha genel durumu olan m-inci mertebeden
momentleri i¢in yineleme (rekiirans) bagintilar1 ele alinacaktir. Bu bagmtilar,
hesaplanmasi istenen herhangi bir m-inci (m = 0,1,2,...) mertebeden momentin,

kendisinden 6nceki momentler cinsinden ifade edilmesine olanak saglamaktadir.

Teorem 2.3. m € Ny ve a = 0 olmak iizere, her n € Nve x € [0,1] i¢cin g-Stancu

operatorleri

Sp(eme1; %) =

N ITra xta
Z R O

yineleme bagintisini saglar.

Ispat. q-Stancu operatdrlerinin (53) taniminda @ (t) = ep,41(t) alindiginda

‘E (e]7l+|’;()

n
’ q k:o

n—k
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Sq'a(em+1; x)

ey () e G ) (),

T+y’ k=1 lq
1 i<[k]q>m["_1 ) (i) (7o)
= » q q
y —_
ey 2m) o6 (), (),

elde edilir. Sag taraftaki toplamda k — k + 1 indeks degisimi yapildiginda
Sy (ema1 %)
e LR TG ), G
(1]/Ty;q)nk=0 [nlq ko 1,\1+y x+y Ny
bulunur. Burada (7) ile verilen [k + 1], =1+ q[k],; 6zelligi ve binom agtlimi

uygulanirsa,

x
Sr? (em+1;X)

_ 1 "_1<1+q[k]q>m[n_1] (x+y)"+1( 14 _q) (X"'V_q)
_r [nlg k lg\1+y x+y S\ Ay

. >ewnl Y ) () (Bl

k+1

elde edilir. Bu ifadede gerekli diizenlemeler yapildiginda

S (em1i ) = (% .1)n [n]?; (7:) - (916 : Z) (1 x Jyr V)

+
n-1 1 X+Vk qy Xty
s|n— ; )
X{ T3 | k ]q<1+)/) <X+V’q>k<1+?"q>n—k—1}

(m) ¢ [n— 1] (56)

||M§

1
=( vy . ) [n]m (1-T—)/)

n—1 s k
[ L (0 6,

bulunur. Son esitlikteki ikinci toplam

<2 ) I G5 65, G
1+y/) \x+y' 7"/ \1+y" ") |

n-1

k=0
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olmak iizere, g-Stancu operatorlerinin (53)-(54) gosteriminde a yerine qa/(1 + a) ve

x yerine (x + @) /(1 + a) alindiginda

qa
Sq1+a (e .x+ (Z)

1 "1+«
n-1 S k
1 ( [k], ) [n—l] (x+y> (qy _q) <X+V_q>
(162/]/,q) i [n—1], ko dg\1+y/) \x+y" "/ \1+y" ")
-1
1
ay fs
(1+y'q)
seklinde yazilabilir. Son esitligin (56) ifadesinde kullanilmasiyla
Sg’a(em+1;x)
m
b S e )
(#;q) [n]™ 1+y < N+y ") v lta
X m g x+a
— S — 118 1 ( ; )
S (et s
S=

yineleme bagintisi elde edilir.

Bir onceki teoremde, g-Stancu operatorlerinin momentleri arasinda kurulan
yineleme bagintist ayrintili bigimde elde edilmistir. Simdi, s6z konusu operatorler igin
farkli bir yontem kullanilarak alternatif bir yineleme bagintis1 daha elde edilecektir.
Bu amagla, 2005 yilinda Videnskii tarafindan g-Bernstein operatorleri igin tiiretilen
(35) numarali bagintinin ispatinda kullanilan yontem dikkate alinacaktir (Videnskii,

2005).

Lemma 2.4. n € N olmak tlizere

[k] A1eq (9%
[n]z p@%() = pd¥(x) — (1 — x)pnl‘{% (1+_a) 0<k<n  (57)
esitligi gecerlidir.
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Ispat. Oncelikle (7) esitliginden
[y o0 <m1—qﬁn—kh>
[ ] ( ) [n]q pnk (X)

B q*[n—kl, pis
pnk ( ) [n]q (.X')

yazilabilir. Bu ifade de (54) ile verilen baz polinomlar1 yerine yazildiginda

[klq 0 () = ()_q"[n—k]q[n] <x+y>"(lel—y;q) (chi]):q) x
[, ph(x) = pl(x) —- [n], klg\1 +y (1yT)/;q)
—p (x)_[n_l] ( (x+y)>k(xyTy;q) (1+)];,CI)
nk 1+y (11/__]/‘ q)n
elde edilir. Burada qg-Pochhammer semboliiniin (14) 6zelligi kullanildiginda
F‘%z P
e(2=:q) (a(53L):q
N R s S U
Y (1 +y’ q)

-1

seklinde yazilabilir. Son olarak (54) ifadesinde a yerine qa/(1 + a) ve x yerine

4ﬁwHMHM)

qx/(1 + «) alindiginda

q,%( qx)_[n—l] <X+V) 1
Pt 1) T L 1\ T\1 4y L )
T+y’
elde edilir. Bulunan ifade (58) esitliginde yerine yazildiginda
[k] a qx
[ﬁw@mm%mwwmﬁ@

esitligine ulasilir. Bu da bizden istenendir.

Teorem 2.5. m € Ny ve a = 0 olmak lizere, her n € Nve x € [0,1] i¢cin g-Stancu

operatorleri

[n—10g\" ol . ax
53’“(em+1:x)=53’“(em;x)—(1—x)< —) 5 (emi—) (59

yineleme bagintisini saglar.
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Ispat. q-Stancu operatorlerinin (53) tamiminda @ (t) = e, (t) secildiginde

o =S %)mﬂ v = S <@)m% 1
Sn (€m+1,X) _;<[n]q Pnk (x) _k2=0 [n]q [n]qpnk (x)

yazilabilir. Baz polinomlarinin sagladig: (57) 6zelligi dikkate alindiginda

o4 . _ o [k]q " ,a q,% qx
S (eme1; X) = ; <m> (Pfk x)—(1- x)Pn—11,k (H_a))

n m n-1 m

[k]q> [k] a15g (9%
= — ) PM(x)-(1 —x)z —4) prita (T
;} <[n]q nk ( ( L [n]q n-1k (1 + 0{)
elde edilir. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapildiginda
Sg'a(em+1; x)

m n-1

k=0

SN\ e
= Sg'“(em;x) — (1 — x) <%> Sz_‘llﬂz (e ﬂ)

yineleme bagintisi elde edilir.

Sonug 2.6.

— S [k]q Y . [n—1] K] 4 q,% ax
=) P - () (o) R G

)

e (55)ve (59) yineleme bagintilarinda 6zel olarak m = 1,2 alindi§inda g-Stancu

operatorlerinin Teorem 2.2 ile verilen momentleri elde edilir.

e (55 numarali yineleme bagmtisinda a =0 alindifinda g-Bernstein

polinomlart i¢in Ostrovska tarafindan verilen (34) yineleme bagintisina

(Ostrovska, 2003), benzer sekilde (59) yineleme bagntisinda

a=0

alindiginda Videnskii tarafindan elde edilen (35) numarali yineleme

bagintisina ulasilir (Videnskii, 2005).
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3. LIMIT g-STANCU OPERATORU

q-Bernstein tipli operatorlere iliskin ¢aligmalarda, bu operatorlerin limit
formlarinin incelenmesi énemli bir rol oynamaktadir (Aral vd., 2013; Gupta, 2008;
Gupta ve Wang, 2008; II’inskii ve Ostrovska, 2002; Mahmudov, 2011; Wang, 2007).
Nowak tarafindan tanimlanan g-Stancu operatorlerinin limitinin elde edilmesi simdiye
kadar miimkiin olmamistir. Bunun temel nedeni, (39) ile verilen baz polinomlarinda
n’ye bagh olarak ortaya g¢ikan sonsuz c¢arpimlarin iraksak olmasidir. Bir dnceki
boliimde baz polinomlarinin (54) bigiminde ifade edilmesiyle, bu ¢arpimlarin yakinsak
hale geldigi goriilmektedir. Bu durum, limit g-Stancu operatoriiniin tanimlanmasina
imkan saglamaktadir. Dolayisiyla limit operatériin elde edilebilmesindeki asil dnemli
nokta, baz polinomlarinin (54) formuna doniistiiriilmesidir.

Aradigimiz limit operatdriinii olusturmadan 6nce, hem kendi iginde onemli

olan hem de sonraki adimlarda ihtiya¢ duyacagimiz bazi ara sonuclar1 verelim.

Lemma 3.1. ¢ € C[0,1] ve @ = 0 olmak Tizere,

(60)

<p(1—q")( Y _q) (HV)"
(@G \x+y '/ \1+y
serisi her kapali [a, b] € [0, 1) araliginda diizgiin yakinsar.
Ispat. @ fonksiyonu [0,1] araliginda siirekli oldugundan ayni zamanda sinirlidir. Buna

gore Oyle bir pozitif K sayisi bulunabilir ki her x € [0,1] i¢in |@(x)| < K yazilabilir.

Ayrica, her k€N, ve x€[0,1] icin (0;9)k = (0;9)e Ve |(xyTy,q) <1
k
oldugundan
— gk y .
e(1 q)(x+y'q>k(x+y)k __K x +y*
(4; D 1+y/ |7 @@l +y

elde edilir. Simdi [a, b] kapal1 aralig1 [0, 1) araliginin keyfi bir alt kiimesi olmak tizere

+ b+
Y <

; 1
1+ 1+y

)’|S
14

oldugundan Weierstrass M-testi geregi verilen seri [a, b] araliginda diizgiin yakinsar.
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Sonug¢ 3.2. ¢ € €[0,1] ve @ = 0 olmak tizere, (60) ile verilen seri her x € [0, 1) igin

yakinsar.

Lemma 3.3. k = 0,1, ... olmak lizere,

k
0, Gi0) 59

(QJQ)k(i%£EVJQ)m

lim pi () = =:par(x), x€[01] (61)

yakinsamasi1 diizglindiir.
Ispat. Oncelikle (18) esitligi gdz 6niine alindiginda
1
. Yy .
1+y,Q) (Q;q)k(1+y;CI)oo
oldugu goriiliir. Buna ek olarak (16) 6zdesligi kullanilarak

X+ x +
0<(Hh) (L),
1+y "/, 1+y

=(9), [ (s |

(o]

1 [16-E22) = [To-0

i=n—-k i=n—-k

(62)

i 7

bulunur. Bu noktada, literatiirde iy1 bilinen asagidaki Bernoulli esitsizligi faydal

olacaktir: a4, a,, ..., a, € (0,1) olmak iizere

n n
1—1_[(1—al) SZai
i=1 i=1

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizligin her iki tarafinin n — oo limiti alinirsa, terimleri

(0,1) ag¢ik araliginda olan her {a;};2, dizisi igin

oo

1_[(1—a Z

l:

esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Dolayisiyla, her x € [0,1] i¢in

05(50) | ~(iha) =1-[[a-a)= ) -

1
ty n-k i=n—-k i=n—-k

elde edilir. Son esitsizligin sag tarafi x degiskeninden bagimsiz olarak 0’a yakinsadigi

i¢cin
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) xX+vy XxX+vy
im (y9) = (7579) 63
nl—r>rolol+)/qn_k 1+)/q00 ()

yakinsamasi1 [0,1] aralifinda diizgiindiir. (62) ve (63) ifadeleri (54) ile birlikte

diisiiniildiiglinde istenen yakinsama elde edilir.

Lemma 3.4. & = 0 olmak iizere k € N ve x € [0, 1) i¢in pLy (x) = 0 olup

D rl@=1, xelD (64)
k=0

seklindedir.

Lemma 3.5. ¢ € C[0,1] ve @ = 0 olmak iizere
lim > (1 - ¢4 pE6) = o1
k=0

bi¢imindedir.

Ispat. € > 0 sayist verilsin. pLy (x) fonksiyonlari siirekli ve pZ, (1) = 0 oldugundan
dyle bir § > 0 sayist bulunabilir ki 1 — § < x < 1 iken |pZ; (x)| < € saglanir. Diger
yandan ¢ € C[0,1] oldugundan 6yle bir M pozitif tamsayist vardir ki k > M igin
lop(1 — g*) — p(1)| < € yazilabilir. Simdi (64) 6zelligi gdz oniine alindiginda her x €
(1-46,1) i¢in

A=

> 0= p%® - o)
k=0

Y e -a9 k- ) o) ki
k=0 k=0
< Y le(-q") = pMIpLie)

k=0

M o'
=D le=q9) = pMIPLO+ ) lo(1-¢9 — p(DIpLE@
k=0

M [
<D 2lglet Y eplie) < gl +1) +1]¢
k=0 k=M+1

elde edilir ki son ifade lir?_A = 0 oldugunu gosterir.
X—
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Tamm 3.6. @ € C[0,1] ve @ = 0 olmak tizere, limit g-Stancu operatorleri

$9% i) = ;gou—qk) pli), xe[01) 65)
@(1), x=1

seklinde tanimlanir. Burada pgo'g (x) ifadesi (61) ile verilen blok fonksiyonlaridir.

Sonu¢ 3.2 ve Lemma 3.5 dikkate alindiginda SZ%:C[0,1] - C[0,1]
operatoriinlin 1yi tanimli oldugu gortiliir.
Limit g-Stancu operatorleri @« = 0 i¢in (36) ile verilen ve II’inskii ve Ostrovska

tarafindan tanimlanan limit g-Bernstein operatorlerine doniismektedir (II’inskii ve

Ostrovska, 2002).

Ozellik 3.7. Limit q-Stancu operatdrleri asagidaki dzelliklere sahiptir.

i)  Lineerlik Ozelligi:

Her ¢,y € C[0,1] ve ¢4, c, sabitleri i¢in
Sea(c1p + a5 x) = 1S (@3 %) + 2557 (s x)

seklindedir.

ii)  Ug Nokta Interpolasyonu:

Se(@;0) = 0(0), S(¢; 1) = (1)
iii)  Pozitiflik:
0<q<1vex€[01]igin ¢ = 0 oldugunda SL*(¢; x) = 0 olur.

Tanim 3.6 ile verilen limit g-Stancu operatdrii aslinda S,;"“(¢; x) polinomlar
dizisinin limitidir. Bu gercek bir sonraki teoremde kanitlanmistir. Boylece yeni

tanimlanan operatdr limit g-Stancu operatorii olarak anlam kazanir.

Teorem 3.8. @ € C[0,1] olmak iizere,
lim S (@; x) = S&% (3 x)
n—-00

yakinsamast [0,1] kapali araliginda diizgiindiir.
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Ispat. Ozellik 1.4.2 de ve Ozellik 3.7 de belirtildigi iizere s6z konusu operatdrler ug
nokta interpolasyon 6zelligine sahip olduklarindan teoremin hipotezini x € [0,1) i¢in

ispatlamak yeterlidir. ¢ stirekli bir fonksiyon oldugundan

k k 1-q*
o (7)ot re) o (e =55) o= o0
q q

esitligi vardir.

Ispat1 gerceklestirmek adina keyfi € > 0 alalim. Bu € degeri icin dyle bir a € (0,1)
bulunabilir ki her t € [a, 1] i¢in |@(t) — @(1)| < €/3 saglanir. Ayrica 1 — g™ > a
esitsizligini saglayan bir M pozitif tam sayisi bulunabilir. Simdi n > M ve x € [0,1)
olmak iizere

A= |ST (s x) — SE* (; %)
olarak tanimlayalim. (40) ve (64) ozellikleri dikkate almip iicgen esitsizligi

kullanilarak

A= Z < ( :}Z) 40(1)) Pric () = kZo((p(l —q) = (1) )pli ()

k=0
k M
( <[—> <p(1)> Pric () = Z(w(l —q) = (1) )pdE ()
k=0

INA
M

k=0
Lklq aa K aa
+ W — @) ppje () + lp(1 = q%) = (D pgy (x)
k=M+1 k=M+1
=. 11 + 12 + 13
yazilabilir.

Her k = 0,1, ..., M icin (61) ve (66) esitliklerinden

: [k]q , :
lim («p (@ — (1) |l @) = (9(1 = ) — (1) )Pl (x)
yakinsamasinin [0,1] araliginda diizgiin oldugu goriiliir. I; toplami1 sonlu sayida terim

icerdiginden yeteri kadar biiyiik n’ler i¢in I; < €/3 yazilabilir.

Her n > k igin 1 € (1 —q*,1) oldugundan M sayisin segimi geregi her k > M

[n] q

0 (%) - <p(1)| <€/3 ve |lp(1 = g*) — o(1)| < €/3 esitsizlikleri saglanr.
q

Simdi (40) 6zelligi kullanilarak

i¢in
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ve (64) ozelligi kullanilarak

elde edilir. U¢ durum géz 6niine alindiginda
A<L+L+1;<e
bulunur. Keyfi bir € igin bu ifade yazildigindan S;"“(¢; x) operatérii S&* (¢; x) limit

operatoriine diizgiin olarak yakinsar.

Teorem 3.9. a = 0 olmak tizere, her x € [0,1] i¢in
Sgo’a(eo;x) = 1'
Sex(e;x) = x

gx(1—x)

S&%(ezx) = x —
(25x) = x 1+a

seklindedir.
fspat.

1)  Limit g-Stancu operatdrlerinin (65) gosteriminden
58 (e ) = ) )
k=0
yazilabilir. (64) 6zelliginden

S ew ) = ) Pl =1
k=0

elde edilir.
ii)  (65) ifadesinde @ (t) = e;(t) alindiginda,
x+y " Yy x +y\k
o (1+y’q y'q)k(1+y)
Soc; (31; x) Z ( . )
(Th7+9) o K70 B
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a.a chiz;q)oom(lel-y q)k(chi]]:)
Se (€1;%) = E
(13;)/;(1)00]{:0 (@ D

bulunur. Teorem 3.9 un i) sikkindan ve (23) 6zelliginden
(120). (o
(TF79), (1(F7)9)

yazilabilir. g-Pochhammer semboliiniin (16) 6zelliginden

(05

e
+| +[=
<=
N——"
K<)
~—~—

Sgo'a(el;x) = Sgo’a(eo;x) -

SI%e;;x) =1 — 1ty =1-(1-x)=x
1 (1-15)
elde edilir.
iii)  (65) esitliginde @(t) = e, (t) alindiginda
X+Y. N\ . Y\ (2t
59 (o, x) = (1 ;I/—y q>wz(1 gy (x +y’ q)k (1 + y)
(m;q)m =0 (q Q)k
k
(T7:9) 9, G59)

[EN
ﬁ

< =

N\ —/— /N
==

<|+|+ +
~<
<~

\_/8\/ N—"

s

—

N<)

Q (=

—/

=

T+y’ 1) k=0
k
NORGS 1), (1 G5)
(J——y;q)mkﬂ) (@ D




seklinde yazilabilir. (23) 6zelligi kullanildiginda

R, (),
oo 2 - - ’
(), (D),
e

elde edilir. Buradan (16) 6zelligi yardimiyla

(-5 (-EH(-eEH)

1) (=) (1-0(ek)

1-x)A+A—-qy—qx)

Sgc;a(ezix) =1-2

=1-2(1-x)+
1+ -q)y
bulunur. Son olarak y = a/(1 — q) oldugundan
G, N qx(1 —x)
Sop (e;%) =x —————

ifadesine ulasilir.

Sonug 3.10. Teorem 3.9 ile verilen momentler dikkate alindiginda @ = 0 i¢in limit g-

Bernstein operatoriiniin momentleri elde edilir (II’inskii ve Ostrovska, 2002).

Su ana kadar limit g-Stancu operatoriiniin ilk {i¢ momentini verdik. Genel olarak tiim

momentler asagidaki teoremde ifade edilmistir.

Teorem 3.11. a = 0 olmak lizere, her x € [0,1] i¢in

n (79)
58 emn) = ) (§) DS 5 m=01.  (67)
$=0 (1 +y’ q)

bi¢imindedir.
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Ispat. Limit g-Stancu operatdrlerinin (65) tanimindan

(’ii? (o) (Y
Z(l (q; Z)k

1+y’q k=0

Sgo'a(em; X) =

yazilabilir. Binom agilimi kullanilarak

(FLia) & 9, T
e =L oe 5 3 (5) caran LT

k
xty. o vy . s(XtY
(m i ( )Sz(x+y’q)k<q (1+y)>
1+y,q = e, CHOJ
elde edilir. (23) bagintisindan ve g-Pochhammer semboliiniin (16) &zelliginden
g
yararlanilarak
x+y_ s(_Y ).
0. 1+y’qoom S(q (1+y)’q)oo
s emin) = 72 () D —5 1
S .
1+y’q 5=0 q (1+y)'q)00
x+y.
9 (1 + y’q)s
- e
s=0 (1 + y’q)

ifadesine ulasilir. Sonug olarak, istenen elde edilmis olur.

Teorem 3.12. a = 0 olmak lizere, her x € [0,1] i¢in

q.a q.a I15q ax
S& (eme1i %) = S& " (emix) = (1 =05, (emi )
yineleme bagintis1 saglanir.
Ispat. (67) ifadesinden
x+vy
m+1 ( ; q)
, +1 1+y
5 emein) = Y (M FY) (10—
s :
5=0 (1 +y’ q)

yazilabilir. Pascal kuralindan bilindigi lizere ( ) ( ) ( ) oldugundan
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m+1 ()1( + )/; q)
s e = ) [(3)+ ()] 02—
s=0

)
m+1 .
(), 3 (20
- 1 e
2 (v Z )

+
Y
+
e o m 5 :

elde edilir. Ilk toplamda (m N 1) = 0 ve ikinci toplamda (_1) = 0 oldugundan ilk

toplam s = 0 dan s = m’ye olacak sekilde gbz Oniine alindiginda, ikinci toplam ise

s = 1’den bagslatilip s yerine s + 1 ya211d1g1nda

x + y X+vy.
S (emsr; %) = i ( ) -1 7——= (1 24 Z (—1)5“_1 ;/r y’q)m
& e A )
bulunur. Teorem 3.11 dikkate alindiginda
_xty X+,
SE (emy1i X) = S (emix) %i (™) - 0(r37)19) (68)

(¢(7):9),

seklinde diizenlenebilir. Son olarak (67) ifadesinde «a yerine qa/(1 + a) ve x yerine

Siliaa em, i ( (113;);(1)5
1+a e (q( Y ).q)s

1+vy/)’

T+7) 50

qx/(1 + a) yazildiginda

elde edilir. Buna gore bulunan ifade (68) ile birlikte degerlendirildiginde

ST%(ems1; x) = SL%(e )—(1—x)Sq1q+a“( - )
%) m+1, m m;l_i_a

yineleme bagintisina ulasilir. Bu da bizden istenendir.

Sonug 3.13. (55) ile verilen yineleme bagintisinda n — oo i¢in limit alindiginda limit
q-Stancu operatori
m
m 11 x+a
$2 e ) =2y (1) 4° (1= @ ST (e )

1+«

s=0
esitligini saglar. Bu esitlikte ¢ = 0 alindiginda limit g-Bernstein operatoriiniin

sagladig1 (37) numaral1 bagintiya ulagilir.
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Sonug 3.14. Limit g-Stancu operatorleri polinomlar iizerinde derece azaltic1 6zellige
sahiptir. Buna gore P,, derecesi m olan bir polinom olmak iizere S&%(P,,; x) derecesi

m olan bir polinomdur.
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4. SONUC

Yaklasim teorisinde 6nemli bir yere sahip olan lineer pozitif operatorlerin, g-
kalkiiliis ¢cer¢evesinde ele alinmasi, hem klasik sonuglarin q parametresine bagli olarak
yeniden degerlendirilmesine hem de bu alanda yeni problemlerin kesfedilmesine
olanak saglamistir. Bu tez ¢alismasinda Lupas ve Phillips’in g-Bernstein operatorleri
ile baslattig1 lineer pozitif operatorlerin g-genellemeleri dogrultusunda, Nowak
tarafindan tanimlanan g-Stancu operatorleri ele alinmistir. S6z konusu operatorlerin
q-Pochhammer yardimiyla farkli bir gdsterimi elde edilmis ve bu gosterim 1s1ginda bu
operatorlerin literatlirde bilinen bazi 6zellikleri tekrar ispatlanmig ve buna ek olarak
operatoriin sagladig1 yeni bulgular da ortaya konmustur.

Tezin 6zgiin katkilarini olusturan boliimde, g-Stancu operatorleri i¢in yeni
yineleme bagintilar1 elde edilmis, bu bagintilardan yararlanilarak operatorlerin
momentleri daha genel bir bigimde ifade edilmistir. Ayrica g-Stancu operatdrlerinin
limit hali tanimlanmis ve 0 < q¢ < 1 durumunda g-Stancu operatorlerinin limit
operatore diizgiin yakinsadigi ispat edilmistir. Bunlara ek olarak limit operatdriin
momentleri hesaplanmis ve bu momentlerin sagladig1 yeni 6zellikler ispatlanmistir.

Bu calisma kapsaminda ortaya konan yeni gosterim, bu operatorlerin farkli
yonlerinin incelenmesine, bu konuyla ilgili literatiirde yer alan c¢esitli sonuglarin
genisletilmesine olanak tanimakta ve ileride yapilacak olan arastirmalar i¢in de bir

temel olusturmaktadir.
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