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OZET

YUKSEK MERTEBEDEN BiR KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL
DENKLEMIN COZUMLERININ NiTELIKSEL ANALIZi

GUNES, Hacire
Yiiksek Lisans, Matematik Bolimii
Danisman: Prof. Dr. Erhan PISKIN
Aralik 2024, 41 sayfa

Yiiksek mertebeli kismi tiirevli diferansiyel denklemler, matematiksel fizik ve miihendisligin
gelisiminde 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu denklemler, malzeme bilimi, akigkanlar
dinamigi ve dalga yayilimi gibi cesitli alanlarda yaygindir. Bu denklemlerin incelenmesi, 18.
ylizyilda Bernoulli kardesler ve Euler'in titresen teller ve kirisler iizerindeki ¢aligmalariyla
baslamis ve sonraki matematik¢iler bu denklemlerin akigkanlar mekanigi ve dalga
teorisindeki uygulamalarina 6nemli katkilar saglamistir. Modern arastirmalar, viskoelastik ve
akilli malzemeler gibi alanlarda yiiksek mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin
uygulamalarina odaklanmaktadir. Bu denklemlerin anlasilmasi ve ¢oziilmesi, hem teorik
matematik agisindan hem de miihendislik uygulamalart agisindan kritik 6neme sahiptir.

Bu tezin temel amaci, uygun baslangic ve sinir kosullarina sahip yiiksek mertebeden bir
kismi tlirevli diferansiyel denklemin ¢6ziimlerinin varligini ve patlamasini incelemektir.
Onceki ¢aligmalarda benzer problemleri ele alarak ¢oziimlerin global varligi, tekligi ve
kararlilign hakkinda calismiglardir. Bu calisma, yiiksek mertebeden bir kismi tiirevli
diferansiyel denklemi inceleyerek ve patlama kosullarini genellestirilmis konkavlik yontemi
kullanarak ele alinmistir.

Bu tezin ilk boliimiinde uygulamali bilimler ve miihendislik alanlarinda ortaya ¢ikan yiiksek
mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin tanimina ve ¢oziimlerin global varligi ve
patlamas1 kavramlarina basit bir adi diferansiyel denklem 0&rnegi {izerinden kisaca

deginilmistir.

Ikinci boliimde yiiksek mertebeden kismi diferansiyel denklemlerle ilgili giiniimiize kadar
yapilan ¢aligmalar tarihi gelisimi ele alinmustir.

Ucgiincii béliimde tez boyunca kullanilacak temel tanim, lemma, teorem, gerekli uzaylar ve
esitsizlikler hakkinda bilgi verilmistir.

Dordiincii bolim tezin esas kismi olup verilen baslangic siir degeri probleminin zayif
cOziimlerinin global varligini ve ¢oziimlerin patlamasina yol agan kosullar arastirtlmistir.

Besinci boliim ise tezin sonuglari ve gelecekteki caligmalar igin Onerileri igermektedir.

Anahtar Kelimeler:, Global varlik, Patlama, Yiiksek mertebeden diferansiyel
denklemler, Zay1f ¢oziimler

viil



ABSTRACT

QUALITATIVE ANALYSIS OF THE SOLUTIONS OF A HIGH-ORDER
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION

GUNES, Hacire
Master of Science in the Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Erhan PISKIN
December 2024, 41 pages

The higher-order partial differential equations play a significant role in the development of
mathematical physics and engineering. These equations are prevalent in various fields such
as materials science, fluid dynamics, and wave propagation. The study of these equations
began in the 18th century with the works of the Bernoulli brothers and Euler on vibrating
strings and beams. Subsequent mathematicians have made significant contributions to the
applications of these equations in fluid mechanics and wave theory. Modern research focuses
on the applications of high-order partial differential equations in areas such as viscoelastic
and smart materials. Understanding and solving these equations is critically important both
from a theoretical mathematics perspective and for engineering applications.

The primary aim of this thesis is to examine the existence and blow-up of solutions for a
high-order partial differential equation with appropriate initial and boundary conditions.
Previous studies have investigated similar problems, focusing on the global existence,
uniqueness, and stability of solutions. This work addresses a high-order partial differential
equation and generalizes blow-up conditions using the method of generalized concavity.

In the first chapter of the thesis, the definition of high-order partial differential equations
emerging in applied sciences and engineering fields is briefly introduced, along with the
concepts of global existence and blow-up of solutions, illustrated using a simple ordinary
differential equation example.

The second chapter reviews the historical development of research conducted on high-order
partial differential equations up to the present day.

The third chapter provides information on fundamental definitions, lemmas, theorems,
necessary function spaces, and inequalities that will be used throughout the thesis.

The fourth chapter forms the core of the thesis, where the global existence of weak solutions
to the given initial-boundary value problem is investigated, along with the conditions leading

to blow-up.

The fifth chapter concludes the thesis with results and offers suggestions for future studies.

Keywords: Blow-up, Global existence, Higher-order differential equations, Weak
solutions
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1. GIRIS
Yiiksek mertebeli kismi tiirevli diferansiyel denklemler, matematiksel fizik ve miihendisligin
gelisiminde 6nemli bir yere sahiptir. Bu denklemlere basta malzeme bilimi, akiskanlar

dinamigi ve dalga yayilimi olmak iizere bir ¢cok alanda karsilagiimaktadir.
Bu calismada

Ut + Upzrat — Uzzzrzr — Uzzzzazzt = f(umm>zx

yiiksek mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemi incelenecektir. Bu tez calismasinda
bu yiiksek mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin varligi ve
patlamasini inceleyecegiz. Akiskanlar dinamigi, siirekli ortamlar mekanigi ve malzeme
bilimi gibi alanlarda sik¢a karsilasilan bir denklemdir.

Simdi ¢oziimlerin varlig1 ve patlamasi kavramlarini, basit bir adi diferansiyel denklem

ornegi tizerinden ifade edelim (Piskin, 2019): y = y (x) ve p € R olmak iizere
y =y,
y(4) =1

problemini ele alalim:

fty) =y

fonksiyonu (4, 1) noktasini iceren

D=A{(ty):t—4<a, ly—1] <b}

bolgesinde sinirli ve siirekli oldugundan verilen problemin en az bir ¢oziimii vardir.

Ayrica

tiirev fonksiyonu D bolgesinde siirekli ve sinirli (Lipschitz kosulu da saglanir) oldugundan

bu ¢oziim tektir. Gergekten verilen denklem degiskenlerine ayrilirsa

y = v,
B,
dt ’

d
/—y - /dt
yp



olur. Burada p nin durumlarma gore integral alalim.
p=1ise

ny=t+c

y (4) = 1 kogulundan

y=e

olur. Goriildiigii gibi bu ¢dziim ayn1 zamanda globaldir.

p # lise
y_p+1
—p+1
y (4) = 1 kogulundan

=t+c

y P =t(1-p)— (4p—3)
olur.

p < lise —p+ 1 > 0 olacagindan
y " =t(1-p) - (“dp—3)

¢cOziimii global,

p > lise —p + 1 < 0 olacagindan
1
1—p)—(4p—3)
cOziimii global degildir. Burada
1

H(l%p_n})- tl-p)—(Up—3)]

p—1 _
Y £

oldugundan blow up olur.

Sonug olarak

/ p

y =y
denkleminde
p < 1ise global ¢oziim
p > 1 ise patlama (blow up)

olur.



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu tezde, yiiksek mertebeden kismi tiirevli

U + Ugprrxt — Uzzzzzr — Uzzzzzzt = f(uma:>xx

baglangic sinir deger probleminin zayif ¢oziimlerinin global varligini ve ¢oziimlerin

patlamasini ¢alisacagiz.

Simdi daha Once yapilmis bazi calismalar1 verelim:
Daripa (2006)

U — Ugy — @ (U7) & Qlgpar — €2 0Ugagzae = 0

s1g su dalgalarinin ¢ift yonde yayilmasini simiile eden altinct mertebeden Boussinesq

denklemini elde etti.

Song ve Yang (2010)

Upt + K1Usrze + Kollarzer = 9(Uaz)ze 2.1)
kirig denkleminin global ¢ézlimlerinin varligini ispatladilar.

Esfahani vd. (2012)

Ut = Ugy T 6”1:&:1::): + Ugzrzes + (’u‘a u)xw

genellestirilmis altinci1 mertebeden Boussinesq denkleminin ¢oziimlerinin lokal varligini

ve iyi konulmuslugunu ispatladilar.
Pigkin (2013)
Ut — Ugg — Ugatt — Uzzazre — ku:m:t = f (u)zm

denkleminin ¢dziimlerinin patlamasini genellestirilmis konkavlik metodunu kullanarak

inceledi.
Polat ve Pigkin (2015)

Ut — Ugy — Uggtt — Ugzzzze — OUgzt = f (U)xx

3



denkleminin ¢oziimlerinin varli§1 ve azalmasini ¢alistilar.

Wang (2017)

Upt — Ugatt — Ugz + BlUszzs — Usgzzzs — Vlaxt = (f (W),

denkleminde global ¢oziimlerin varligini ve asimptotik davranigini inceledi.

Yu vd.(2018)

U — Ugat + Uprrr — Ugzzat = g(uxx)xx

seklinde ifade edilen problemin zayif ¢coziimlerinin global varligin1 ve ¢oziimlerinin

patlamasini incelemiglerdir.
Pigkin ve Irkil (2019)

k
Ut — Ugy — Uggtt a Ugzzatt + Uzrrz A Urzrzrs it (ux lOg |ux| ) = O
T

altinc1 mertebeden logaritmik Boussinesq denkleminin global varligi ve patlamasim

caligtilar.



3. ON BILGILER

Bu boliimde, dnce fonksiyonel analiz ve diferansiyel denklemler ile ilgili bazi 6nemli
tanimlar verilecek, sonrasinda Lebesgue uzayi, Sobolev uzay1 ve bazi 6nemli esitlikler
ve esitsizliklere deginilecektir (Adams ve Fournier, 2003; Brezis, 2011; Piskin, 2013;
Piskin, 2017).

3.1 Yakinsakhk
Tamim 3.1.1 (V, ||.||) normlu uzayinda bir (a,) dizisini ele alalim. Her ¢ > 0 i¢in
Vn, m > N, oldugunda

lan — aml|| <€

olacak sekilde £ na bagl N, gibi en az bir dogal say1 varsa (a, ) dizisine Cauchy dizisi

denir.
Tanmm 3.1.2 (V, ||.||) normlu uzayinda bir (a,,) dizisini ele alalim.

lim ||la, —al =0
n—oo

ifadesini saglayan bir a € V mevcutsa (a,,) dizisi yakinsak bir dizi olarak isimlendirilir

ve a, — a seklinde yazilir.

Tanimm 3.1.3 V' bir normlu uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi V' nin bir el-
emanina yakinsiyorsa bu uzaya tam uzay adi verilir. (V].||) bir tam uzay ise buna

Banach uzayt denir.

Tammm 3.1.4 V' bir vektor uzay: olsun. V' iizerinde ||.||; ve ||.||, seklinde iki norm

tanimlansi. K > 0, L > 0 pozitif sabitleri i¢in
Kllally < flally < Lally

esitsizligi V' uzayindaki her bir a noktasi igin gegerli ise, ||.||, ile ||.||, normlar1 denk

normlar olarak isimlendirilir.

Tamim 3.1.5 Her Cauchy dizisi, i¢ carpim uzayindaki bir 6geye yakinsak ise bu uzay

Hilbert uzay: olarak isimlendirilir.



Tanim 3.1.6 Bir V' normlu uzayi iizerinde bulunan tiim sinirli lineer fonksiyonellerin

kiimesi V' nin dual uzayin teskil eder. V' veya V* ile gosterilen bu uzay

|f ()]
| flly, = sup “— < o0
acvazo |lally

normu ile bir Banach uzay1 tegkil eder.
Tamim 3.1.7 V normlu uzayina ait bir (a,,) dizisi igin
lim fjan —ally, =0

esitligini saglayan bir a € V varsa (a,,) dizisi gii¢clii yakinsak dizi olarak adlandirilir

ve a, — a seklinde yazilir.
Tanim 3.1.8 V' normlu uzayindaki bir (a,,) dizisi i¢in

lim f (a,) — f(a), Vfe V'

n—oo

saglayan bir a € V varsa (a,,) zayif yakinsak dizi olarak isimlendirilir ve a,, — a veya

a, — a seklinde yazilir.

Tanim 3.1.9
(a) V normlu uzaymdan segilen smirli lineer fonksiyonellerin bir dizisi (f,,) olmak

lizere

[fn = fIl =0

saglayan bir f € V' varsa (f,,) dizisi giiclii yakinsak olarak adlandirilir ve f,, — f ile
gosterilir.

(b) Her a € V i¢in

fu(x) = [ (2)

saglayan bir f € V' mevcutsa (f,,) dizisine zayif* yakinsak dizi ad1 verilir ve f, KN f

seklinde yazilir.



3.2 Lebesgue Uzay1 (L” (1))

Tamm 3.2.1 R" de bir €2 bolgesi ve 1 < p < oo igin {2 bolgesinde tanimlanmis

oOlciilebilir tiim u fonksiyonlarinin sinifi

/Q|u(x)\pdx < 00

kosulunu sagliyorsa LP (£2) uzay: adi verilir. Boylece, bu uzay bir vektor uzayidir.

Ayrica, 1 < p < oo ise bu uzay

1/p
el ey = ( / |u<x>|pdx)

normuyla birlikte bir Banach uzayi olur.

Teorem 3.2.2 (Lebesgue baskin yakinsaklik teoremi) £, €2 bolgesi lizerinde integral-
lenebilir fonksiyon ve {g,}, 2 bolgesi iizerinde |g,| < h olacak sekilde ol¢iilebilir
fonksiyonlar dizisi olsun. Hemen hemen her yerde g = lim g, ise

n—oo

/ gdr = lim | g,dx

n—oo

Q Q
dir.

Tamim 3.2.3 V; ve V5 normlu uzaylari i¢in, eger
(i) V1 uzayinin tiim elemanlar1 V5 uzayinda ise ve

(ii) o dan bagimsiz olan bir (3 sabiti ve her a € V] i¢in

lally, < Bllally,

oluyorsa Vi uzayr V5, uzayina gomiiliir” seklinde ifade edilir ve V; — V5 olarak

yazilir.
3.3 Sobolev Uzay1 (W™ (Q2))

Tamim 3.3.1 u € L], () olsun. Verilmig bir o ¢oklu-indisi ve her ¢ € C§° (Q) i¢in

/gpvdx: (—1)|a/uDagoda:
Q Q

1
loc

ifadesi saglaniyorsa, v € L;, . (€2) fonksiyonuna u fonksiyonunun «. zayif tiirevi denir.
v fonksiyonu, u fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi olarak da isimlendirilir ve v =

D“w olarak ifade edilir.



Klasik anlamda D“u siirekli kismi tiirevlere sahip olacak sekilde eger u fonksiyonu
yeteri kadar diizgiinse, bu durumda D%u ayn1 zamanda u fonksiyonunun zayif kismi
tirevidir deriz. Tabii ki D®u klasik anlamiyla alinabilecegi gibi zayif anlamiyla da

alinabilir.

Tanmm 3.3.2 R" de bir €2 bolgesi, 1 < p < oo ve m > 0 sartim1 saglayan bir m

tamsayis1 i¢in,
WmP(Q)={ue P (Q): D*ue L*(Q),0 < |a] <m}

olarak tanimlanan uzay Sobolev uzay: diye adlandirilir. Buuzay 1 < p < oo i¢in
1/p

lallgomoy = | 32 1D°ul0qy

0<|a|<m

ve p = o0 icin

HUHWmo(Q) = 0§n|1a£\%§m HDauHme)

normlartyla birlikte bir Banach uzayidir.
WP (Q) uzaymda C§° (Q) uzaymin kapanigt Wi"* () ile gosterilir. Agikga goriiliir

ki WO (Q) = LP (Q) dir ve C$° (Q) uzay LP () uzayinda yogun oldugundan W37 () =

LP () dir. m herhangi bir pozitif tamsayisi iken
WP (Q) — W™P(Q) — LP (Q)

gomiilmeleri gecerlidir.

3.4 Baz1 Onemli Esitlikler ve Esitsizlikler

Lemma 3.4.1 (Cauchy esitsizligi) a,b € Rveec > 0 ise

1

—1p?
52 10l

€ 2
bl < =
jabl < = Jof* +
esitsizligi yazilabilir.

Lemma 3.4.2 (Young esitsizligi) p > 1, . + . =1, > 0vem,n € Rise

m[”  Inl®

|mn| <
q




esitsizligi ya da
Imn| < emP 4+ C (¢) nf
esitsizligi ifade edilebilir.

Lemma 3.4.3 (Holder esitsizligi) p > 1, % + % =1,ue LP(Q)vev € L1(Q) ise

uv € L' () uzayinin elemani olup

lwoll 1y < Nlull Loy 101l Loy

esitsizligi yazilabilir. Ayrica, p = ¢ = 2 oldugunda bu esitsizlige Cauchy-Schwarz-

Bunyakowski esitsizligi ad1 verilir.

Lemma 3.4.4 (Minkowski esitsizligi) u,v € L (Q2) ve p > 1 olsun. O halde

Ju+ U”LP(Q) < HuHLp(m + HUHLP(Q)
esitsizligi yazilabilir.
Lemma 3.4.5 (Green ozdesligi) « € C2?(©2) N C(Q) olsun. O halde

/vAudx: U@ds—/VUVudx
Q o On Q

seklinde yazilabilir. Burada verilen n disa dogru yonlendirilmis bir birim vektordiir ve

g—ﬁ = nVu seklindedir.
Lemma 3.4.6 (Sobolev Poincare esitsizligi)

2 <r <o, n < 2m,

2<r<

2n
n—2m

, n>2m

olsun. Bu durumda Vu € H[*(£?) igin
Jull, < C||(-2)%u|

dir.



3.5 Faedo-Galerkin Metodu

Bu metot ¢6ziimlerin varliginin ispatinda kullanilan onemli metotlardan biridir. Ayrilabilir
bir V' Hilbert uzayinda tanimli bir fonksiyon uzayinda, bir (P) probleminin ¢6ziimlerinin
varligini bulmak isteyelim. Bu (P) probleminin tek bir ¢oziimii « olsun. V' nin bir

V,, Galerkin yaklagimini segtikten sonra, sonlu boyutlu (V},) uzayinda, tek bir (u,)
¢Oziimiine sahip yaklagik bir (P,) probleminin tanimlanmasi gereklidir. Daha sonra
asagidaki adimlar uygulanir:

Adim 1: (F,) probleminin ¢6ziimii u,, olsun.

Adim 2: w,, nin diizgiin sinirli oldugunu gostermek icin w,, tizerinde kestirimler olustururuz.
Admm 3: u,, nin diizgiin sinirlt olmasindan dolayi, ikinci adimdaki kestirimleri iceren
uzay1n zayif topolojisinde, bir limite sahip, {u, }, . . dizisinin bir {u;, }, - v. alt dizisini
secmek miimkiindiir. Elde edilen limit « olsun.

Adim 4: (P) probleminin ¢oziimiiniin » oldugunu gosteririz.

Adim 5: Boylece, giiclii yakinsaklik sonuglari elde edilir.

Yaklasim siirecinin olugturulmasinin esas amaci, bir ¢oziimiin varliginin elde edilmesini

saglamaktir, bu siire¢ u,, (z, 1) ya, (z,t) € Q x [0; T] i¢in

olacak sekilde w; tabanlarinin fonksiyonlarinin dogrusal bir kombinasyonu olarak yaklagsmaya
tekabiil eder. Baska bir deyisle, bir problem i¢in yaklagik bir problem tanimlanir.
Adi diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi gibi, ele alinan yaklasik sistemin,
dogrusal olmayan terimleri diizgiin oldugundan Zorn Lemmas1 kullanilarak maksimal
bir [0, ,,,) aralifina genisletilecek sekilde tek bir lokal ¢dziime sahiptir. Sonraki adim
olarak bazi kestirimler elde edilir. Boylece tiim ¢ > 0 icin tanimli bir ¢oziim elde

etmek igin aralik [0, ¢,,) digina genigletilebilir (Lions, 1969).
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3.6 Aubin-Lions Lemmasi

Aubin-Lions lemmasi L? (0;T; V') uzayinda bir fonksiyon dizisinin kompakt oldugu
durumlarin belirlenmesini saglar. Genel olarak sonlu boyutlu uzayda evoliisyon den-
klemleri calisirken, adi diferansiyel denklem sistemleri i¢in Cauchy-Lipschitz veya
Carathéodory gibi varlik teoremleri ile ¢oziimleri elde edilen sonlu boyutlu alt uza-
ylarla ile ilgili yaklagik ¢oziim dizisi olugturulur. Daha sonra L? (0; T; X') uzayinda
siirl olmasi ile Onsel tahminler ve yaklagik problemin kullanilmasiyla zamana gore
tiirevlerinin de L7 (0;7;Y") de smirlt oldugu fonksiyon dizisi elde edilir. Kompaktlik
yaklagik ¢oziimler kiimesinin L? (0; T'; V') kiimesinde gii¢lii yakinsak dizilerinin belir-
lenmesi i¢in gereklidir. Boylece evoliisyon denklemlerin orijinal ¢oziimlerinin varligi
bulunabilir. Aubin- Lions Lemmas1 X; Y; V' ve p; g lizerinde yaklasik problemin ¢oziim
dizisinin L? (0;7T; V') cinsinden nispeten kompakt oldugu kosullari olusturur (Dubin-

skii, 1965).

Teorem 3.6.1 X, V' ve Y uzaylar1 Banach uzay1 olsun. X — V kompakt ve V' — Y
stirekli gomiilmeleri ve 1 < p < oo ve ¢ = 1 veya p = oo ve ¢ > 1 sartlar1 saglansin.
U kiimesi L? (0, T; X) de siurlive & = {9 = € U}, L?(0,T,Y) de sinirli ise U
kiimesi L? (0,T; V') de kompakttir (Aubin, 1963; Lions, 1969).

Teorem 3.6.2 (Aubin-Lions-Dubinskil) V' ve Y uzaylar1 Banach uzay:r olsun. M,
V' Banach uzayinda M N'Y # & olmak iizere negatif yari normlu bir koni olsun.
1 < p < oo olarak alinirsa, kabul edelim ki;

(i) M — V kompakt,

(ii) Tim (w,) C VNY igin V de w, — w, n — oo iken w = 0 saglanirsa Y de
wp — 0,

(iii) LP (0, T; M) de U C LP (0, T; M NY') sinirhdir.

(iv)u € U dah — 0iken [[onu — ul| oo p_pyy — 0 diizgiindiir.

Boylece L? (0,7; V) de U kompaktir (Chen vd., 2014).
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4. YUKSEK MERTEBEDEN BIiR KISMI TUREVLI DIFERANSIYEL DEN-
KLEMIN COZUMLERININ VARLIGI VE PATLAMASI

Bu boliimde

(

Ust, + Uzt — Uazraze — Yezrzzat = [ (Uze)ze, z €€t >0,
w(0,1) = Ugp(0,1) = Ugppe(0,8) = u(1,t) = uys(1, 1) @1
= Usgaa(1,1) =0, t>0,
| u(@,0) = uo(x) € H3(Q), u(z,0) =uy(z) € L*(Q), z€Q

baglangic-sinir deger probleminin global zayif ¢éziimlerinin varligin1 ve patlamasini
inceleyecegiz.

Burada, u(x,t) bilinmeyen fonksiyonu; f(s) verilmis bir lineer olmayan fonksiy-
onu; €2, (0, 1) araligin; (4.1) in ikinci satirindaki kosullar u(x, t) fonksiyonunun sinir
kosullarint; (4.1) in tigtincii satirindaki ug () ve uy () ise baglangic kosullarini saglayan

fonksiyonlar1 temsil etmektedir.

4.1 Giris
Bu kisimda bazi notasyonlar ile (4.1) baslangi¢-sinir deger probleminin temel sonuglari

ifade ediliyor. L? = L?(Q) ve H = H3(Q) olacak sekilde Hi — L? yazilabilir.

Kisa olmasi i¢in agsagidaki notasyonlart kullaniyoruz:

[l = ||'||L2(Q)7 -l = ||||Ho‘(Q)

Ayrica, (-, -) ifadesi L? deki i¢ carpimdir. (4.1) deki parametrelerin asagidaki varsayimlari

sagladigini kabul edelim.

Varsayim 4.1.1

I3
Fé) = / f(r)dr, (€)= F(€)

ifadesinin asagidaki kosullar1 sagladigin1 varsayiyoruz:

(a) 7 = 1,2, 3 icin C; pozitif sabitleri vardir, 6yle ki

_CQ|£’2_03§F(£)S (1—8)|£’2+Cl, Ve > 0.

N | —
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(b)7 =1,21i¢in C’j pozitif sabitleri mevcuttur, oyle ki

FOI< Cilgl+ Co

(c) f azalmayan bir fonksiyondur, yani

f'(§) >0, VEeR.

Tanim 4.1.1 Fonksiyon uzayini

X(T) = {wjw € L*(0,T; H), w, € L*(0,T; H) }

ile ilgili normu ise

lwllx ) = (HwHi?(QT;H) + ||wt||i2(o,T;H)>

ile gosteriyoruz.

Simdi (4.1) probleminin bir zayif ¢6ziimii kavramini tanimliyoruz.

Tanim 4.1.2 Eger bir v € X (T') fonksiyonu asagidaki 6zdesligi her bir ¢t € [0, T
ve her v € H ic¢in sagliyorsa, bu durumunda « fonksiyonu (4.1) in bir zayif global

¢cOzlimiidiir.

(et (2),0) + (Ut (t), Vez) + (Uzaa (1), Vawe) + (Urzat (), Vazen) = (f (e (1)), Vea)-
Ayrica u

u(z,0) = ug(z) € H, uy(z,0) =ui(z) € L?

kosulunu da saglamalidir.

4.2 Coziimlerin Varh@

Calismamizin bu asamasinda, uygun kosullar altinda (4.1) probleminin varlik sonuclarini
ortaya koyuyoruz. Kullandigimiz yontem (Ackleh vd., 2002), (Bowers vd., 1995) ve
(Yu vd., 2018) de kullanilanlara benzer bir Galerkin yaklagim yontemidir.

Teorem 4.2.1 ug(z) € H, ui(x) € L? oldugunu ve Varsayim 4.1.1 in saglandi§im

kabul edelim. Bu durumda, (4.1) probleminin bir v € X(7T') global zayif ¢6ziimii
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vardir.

Ispat: {w;(z)}, H deki baz fonksiyonlarinin bir sistemi olsun. Simdi, (4.1) prob-
leminin asagidaki u,,(x,t) yaklagik ¢oziimiinii olusturuyoruz:

U (2, ) = Za}n(t)wj(a:), m=12, ..

j=1

Bu ¢oziim

(umtt (t), wi) + (ummzt (t)y wizx) + (umx:px<t>7 wi:px:p) + (umxmzt (t), wizx:p)

- (f(umMC(t))? wimc)? Z = 1727 "'7m7 (42)

ifadesini asagidaki baslangi¢ kosullar1 altinda saglar:

H de m —00 iken u,(x, 0) Za w;i(z) = up(x), (4.3)
L? de m —o0 iken (2, 0) Zb%] — uy (). (4.4)

(4.2) ifadesini 4 £a;"(t) ile carpip i tizerinden toplarsak,

(Uit (t), Umi(t)) + (Wt (t), Umaza(t))

+(um:v:c:c (t), umzzxt(t>> + (umzx$t<t)u um.tzzt(t))
ifadesini elde ederiz.

Boylece

d
dt

:2(f<umm: (t))a umxw(t>> (4.6)

[”umt( )H2 + ”ummz(t)HQ} +2 ||ummt(t)||2 +2 ||Ummmt<t)||2

olur. Varsayim 4.1.1 ve (4.6) ifadesinden

d t
i 1 O + Reaan 0 2 [ P01t
0
+2 ||ummt(t)||2 +2 Humxmt(t)uz =0 4.7)
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elde edilir. Bunu kullanarak, ¢ € [0, T i¢in

t
Humt<t)H2 +e Humxmz(t)u2 + 2/0 HumMT(T)HQ dr
t
+2/ ||umm”(7')||2d7' <(C (4.8)
0

olacak sekilde m lizerinde bir pozitif C' sabiti var oldugu sonucuna varmig oluruz.
Boylece, u(z,t) € W2(0,T; H) limit fonksiyonlar1 ve halen {u,,} i temsil eden bir
alt dizi vardir dyle ki m — +oo iken u,,, u ya W?%(0,T; H) de zayif bir sekilde
yakinsar. Varsayim 4.1.1(b) den,

t 1
I ety = [ [ 1 7)o
t o .
§2/ / (Cf [tmaa (2, T))|* + C'22> dxdr
0 Jo
t
=90" / || thmae (7)||” dT + 2C2¢
0
<2C2Ct +2C%
<2 ((3120 + ég) T 4.9)
bulunur. Boylece her t € [0, T igin f(t) € L*(0,T; L?) vardir Syle Ki f (tpes (1)), f(t)

ye L*(0,T; L?) de zayif bir sekilde yakinsar. (4.2) de i yi sabitliyoruz ve m — +oo

aliyoruz. Bu durumda,

(utt (t)7 Wz') + (u:r:pt(t>7 Wi:mv) + (ummx (t)7 wimrx) + (uxxxt (t); wz’mmx)

=(f(t), Wizs) (4.10)

ve u(x,0) = up(z) ile uy(x,0) = uy(x) olmak iizere, Vo € H igin

(utt (t)7 U) + (u:v:vt<t); U:p:v) + (uzmr (t); szm) + (ux:pxt<t)7 U:pxmz)

=(f(t), voo) (4.11)

olur.
Varsayim 4.1.1(c)’den ve (Bowers vd.,1995) teki fikirlerden yararlanarak, hemen hemen

hert € [0,t] igin f(u,,(t) = f(t) oldugunu ispatlayabiliriz.

u(z,t) nin (4.1) probleminin bir zayif ¢dziimii oldugunu elde ediyoruz.
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Ayrica,
0o == [ (anl) vl dr
= [ Gt v = [ e, )
[ Craer ) trasr )+ [ ). v @12)

ifadesinin L?(0,T; H) topolojisi ile donatilmigs D(0,T; H) de siirekli oldugunu ve
yogunluktan dolayr L?(0,T; H) de de siirekli oldugunu belirtiyoruz. Dolayistyla,
ug € L*(0,T; H)* = L*(0,T; H*) olur. u(z,t) € W2%(0,T; H) oldugunu dnceden
elde ettigimiz i¢in u(x,t) € X (T) olur ve (Dautray, 1991) den u(z,t) € C(0,7; H)

ve u(z,t) € C(0,T; L?) toplamsal diizgiinliigiinii elde ederiz. Bu da ispati tamamlar.

4.3 Coziimlerin Patlamasi

Bu asamada, (4.1) de ifade edilen problemin ¢oziimiiniin patlamasini inceleyecegiz.
Burada kullanilan temel metod, Levine (Levine, 1974-1; Levine, 1974-11) tarafindan
geligtirilen konkavlik metodunu genellestirilmisi olan metoda (Kalantarov ve Ladyzhen-
skaya 1978) dayanmaktadir. Temel sonucumuzu ispatlamak i¢in, asagidaki lemmay1
kullanacagiz.

Lemma 4.3.1 (Kalantarov ve Ladyzhenskaya 1978). F' () iki kez tiirevlenebilen, ¢ > 0

ve a, c1, ¢ > 0 i¢in
F'(t) F(t) = (L+a) (F' ()" = =21 F () F' (t) = s (F (1))’

esitsizligini saglayan pozitif bir fonksiyon olsun. Ayrica

a; = —c1 +1/E 4 acy,
— 2
Qg = —C1 — \/Cl‘|‘CYCQ

icin
F(0)>0, F'(0)>—aya'F(0) ve c;+c>0

olsun. Bu durumda, dyle bir

b 1 | (alF(O)—i-ozF’(O))
27 4 acy s I (0) + aF" (0)

16



zamani vardir ki ¢, < 5 i¢in

lim F' (t) = o0
t—t

olur.

ispat.

O (t) = F*(t)

olsun. ® (¢) nin birinci ve ikinci tiirevleri sirasiyla

®'(t) = (F(1)

veE

(1) = (~a) <—a—1>F-°‘-2<t> <F’<t>>2+<—a>F-a-1 () F" (¢)

_ _aFo [F — (1+0) (F (1))?]
> —aF 72 (1) [-2¢ () — 2 F* ()]
= 200, F7* V() F' (t) + acy F~° (1)

= =219 (1) + acy® (1)
olur. Buradan ikinci mertebeden sabit katsayil
Q" (t) + 20,9 (t) — acy® (t) = f(t) >0

adi diferansiyel denklemi yazilabilir. Bu denklemin & (¢) genel ¢6ziimii; homojen
kismin genel ¢oziimii (@, (£)) ile homojen olmayan kismin 6zel ¢oziimiiniin (®,, ())
toplamudir. Once diferansiyel denklemin homojen kismiin ¢oziimiinii bulahm ( ¢; +

co > 0 oldugundan)
r2 4+ 2¢11 — ey = 0,

(r+c)’ =+ ac

karakteristik denkleminden

7“1:@1:—C1+\/C%+0502
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veE

7’2:(1/2:—61—\/0%"‘0[62

alinirsa
Dy (1) = Bre™ + e

olur. Simdi homojen olmayan kisminin 6zel ¢oziimiinii bulalim (Parametrelerin degisimi

yontemiyle)

d _ ait te_ale <T> dr ast t €_a2Tf (T)d’r
() = e / i AP / i (r)

0o Q1 — Qg as — oy
t
— (a—an)™ [ £ [ - e ar
0
olur. Boylece genel ¢oziim
D (1) = @y (t) + P (1)
den
t
O (t) = Bre®t + Boe® + (o — Oé2>_1 / f(7) [Go‘l(t—T) = ea2(t—7')j| dr
0
olarak bulunur.
Bi+ B2 =@ (0)
ve
Brar + Bacy = @ (0)

esitliklerinden (3, ve (3 ifadeleri

o' (0) — az® (0)

b=
a1 — Qg
ve
5 _ PO —a2()

Qg — (g

olarak bulunur. @ (0) = F~*(0) ve ' (0) = —aF'~*"1 (0) F’ (0) oldugundan
61 = — (Oél — Oég)_l [OJQF (0) + OéF/ (0)] F_a_l (0)
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ve

By = (a1 — 042)71 [ F(0) + oF” (0)] F~*71(0)

olur. Boylece

O(t) = —(ay—as) " [asF (0) + aF (0)] F*7(0) e
+ (al - az ole O) + oF’ (())] ot (O) o2t

+(ag — ay) / () O‘l(t T _e Z(t_T)] dr

J/

>0 oldugundan ihmal edilirse

> — (g — oz2)71 (o F (0) + oF" (0)] F~*71(0) e™!

+ (a1 — a2) " [ F (0) + F” (0)] =271 (0) e22!
olur. Son ifade sifira esitlenirse

[02F (0) + aF" (0)] €™ = [0 (0) + F (0)] e,

e(oq—ocg)t _ alF( ) + aF” (0)

asF (0) + aF" (0)’
. 1 In (alF(O) + aF’ (0))
T 9 c? + acy aF (0) + aF" (0)

bulunur. Boylece

lim F(t) = o0
t—t1 <t

olur.

Teorem 4.3.1 f € CQ(R) up € H*(Q), uy € L*(Q), F(uoze) € L'(Q) ve biry > 0

sabiti vardir, oyle ki, F’ fo 7)dr olmak iizere
sf(s) >2(1+2v)F(s), s€R, (4.13)

Bu durumda, (4.1) probleminin u(x, t) ¢dziimiiniin sonlu zamanda patlamas igin gerek
ve yeter kosul agagida verilen ifadelerin saglanmasidir:

(1) £(0) < 0;

(2) E(0) = 0, 2(ug, ur) > 2 (|[tgz | + [|uoa]*);

3) E(0) = |lur]” + [|wowezl” — 2 fo, F(uoss)dx olmak iizere £(0) > 0, (ug,u;) >
[EO)(luol* + To lfuoell” + To [|uors |*)]>-
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Ispat: (4.1) in ¢6ziimiiniin maksimal zamanimin sonsuz oldugunu kabul edelim. Enerji

fonksiyonel su sekilde tanimlanabilir:

t
E(t) = lus ()" + [[weee ()] + 2/0 etz (7) | dr
t
+2/ Humt(ﬂy|2d¢—2/F(um)czx. (4.14)
0 Q

(4.14) ve (4.1) den

d d ) 9 ! >
—FE(t) =— 2
o (t) dt[Hut(t)H + e () | + /O [tz (T)||” d7

t
+ 2/ | tgaat (T)||* dT — 2/ F(uy,)dx]
0 Q
:2/ (uttut — UggzzzasUt — UgzzzrzotUt + UggzatUs — f(uzz)xxut) dﬂ?
Q

—0. (4.15)
(4.15) in 0 dan ¢ ye integralini aldigimizda
E(t) = E(0) (4.16)

elde edilir.
Simdi, 0 < ¢t < Tj olmak iizere ve 3 ile ¢, sonradan verilecek negatif olmayan reel

sayilar olmak iizere,

t t
== 2 Tx 2d TTT 2d
o) = llu(®)]+ / etz ()2 dr + / e (7) 2
‘I'(TO - t) ||u0:csc||2 + (TO - t) ||U0:cm||2 + 6@ + 750)2

ifadesini tammmliyoruz. Boylece

o' (t) :2/ Wz + || tge||” + || taza|?
Q

=2 /uutdx+/ /um T) Uy (T)dxdT

+ /0 /Qumx(T)uxmt(T)dxdT + B(t + to)] 4.17)
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olur. (4.17) ve (4.1) den
/1 o 2
o' (t) =2 {HutH + /Qutt(t)u(t)dx + /Qumt(t)um(t)dx
TTT rxat d
—l—/ﬂu () Ut (1) x+ﬁ]
Q
=2 [l + [ [tenss () + Flt )] w00 + 5]
Q
=2 [”ut||2 - ||u:cm(t)||2 + f (U )y U + 5} (4.18)
elde edilir. (4.17) den
¢ (t)? :4[/Quutdx+/Ot/gum(T)umt(T)dxdT
+ /0 /qum(r)umxt(T)da:dT + B(t + t0)?]

<l ful + ([ ||um<f>u2czf)é (f ||um<7>u2dr)§
av itz (P dr)é (/ t ||umt<f>||2df)% + BB+ 1))

<4¢(t) {Ilvne||2+/0 ||ux:ct(7)||2d¢+/0 IIUWt(T)IlszﬂLﬁ} (4.19)

yazabiliriz.

Simdi, (4.17)-(4.19) dan

B0 (1) — & (D1 +7)
2000 Il ~ fooel? + [ FulOuat)s + 8] - (142060
>26(8)|[[url|? — [tz |* + / F (o)t () + 3

~2009) (P + [ o)+ [ ()17 5)
>2¢(t)i(t) (4.20)
elde edilir. Burada
0(0) == sl + [ Fls@)) O = 25+ 1)l + 5)

t
—2(147) /0 (et (P + N[t (7)) d7 4.21)
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seklindedir.
(4.1) ve (4.17) den

Co@y 1) / (Bt >dm - 2(1 ) (ot 2 + etzeae)

L2y 4 1) / e ()t ( >dx 2 ([t ()2 + ikt (1))
=227 +1) [ Fltan )t ()
Q
-4 / F (1t () iz (B)d — 2(2 + 1) / F (ta (1))t (£) i
Ly / s (itaat ()2 + 27 [ttt (O + 27 st ()] 4.22)

elde edilir.

(4.22) nin 0 dan ¢ ye kadar integralini alip Varsayim 4.1.1 den yararlanirsak
Q Q
—2(2v+1) / F (g (t))de +2(2y + 1) / F(ugg,)dx
Q Q

2 2
+ 2y Humx( ™ =2y ||u0x:c:c||

>(0 / [ (Uoge ) Upzedr + 2(27y 4+ 1) /Q F(ugge)dx — 27y Huogcmﬂ2
— @y + 1) (tossl? + [Jua]]? - 2/ Flugn)dz + 5)
[9]
— (2’}/ + 1) (E(O) + 5) 4.23)

olur. Bu esitsizligi (4.20) ile birlestirirsek

P(t)d"(t) — &' (1)*(1 4+ ) = —2(27 + 1) (E(0) + B) ¢(t) (4.24)

ifadesini elde ederiz.
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E(0) baslangig enerjisinin isareti i¢in ii¢ farkli durumu dikkate aliyoruz:

(i) Eger £(0) < 0ise § = —E(0) segeriz, bu durumda (4.24) su sekilde olur:

o(t)"(t) — &' (1)*(1 4+ ) > 0. (4.25)

#(0)
¢ (0)

Lemma 4.3.1 den

Eger Ty ve tp 1 < Tp olacak sekilde secip Varsayim 4.1.1 den yararlanirsak,

6(0) ol + To lJuowel® + To l|uosss|I” — E(0)t5

th < g v [y 2u0(@)us (x)dz — E(0)t]

iken ¢(t) nin sonsuza yakinsamasini gerektirir. Bu da, ¢6ziimiin varliginin maksimal
zamaninin sonsuz oldugu gercegiyle ¢elisir. Dolayisiyla, (4.1) probleminin ¢dziimiiniin
sonlu zaman igerisinde patladigi sonucunu ¢ikarabiliriz.

Ispat1 tamamlamak icin, Tj ve t, 1 pozitif sabitler oldugunu belirlemeliyiz. ;1

1
2(u0,u1) - E(())to - ; (HqurxHQ + HUOMHQ) >0

olacak sekilde yeterince biiyiik seciyoruz. Dahast, % < Tj olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul

luol® — E(0)¢

<Tp

7 [Jo 2u0(2)ur (2)dz — E(0)to] — [[ugsaall® — ozl
olmasidir. 7 ve ?y 1 pozitif sabitler oldugu aciktir.
(ii) Eger E(0) = 0ise 3 = 0ve Tj

ool .
2y [fQ uo(x)ul(a:)da:] - HUOme2 - HUOMH2 B
olacak sekilde seceriz. Bu durumda (4.24)
S(t)¢"(t) = ¢'()*(L+7) = 0 (4.26)

olur. Varsayim 4.1.1 i dikkate aldigimizda, Lemma 4.3.1,

HUOHZ + TO HUOICEH2 + TO HUOIxx”2
27 Jq, uo(z)uq (x)dx

iken ¢(t) nin sonsuza yakinsamasini gerektirir. Bu da, ¢6ziimiin varliginin maksimal

t—ty <

zamaninin sonsuz oldugu gergegiyle ¢elisir. Dolayisiyla, (4.1) probleminin ¢6ziimiiniin

sonlu zaman igerisinde patladigi sonucunu ¢ikarabiliriz.
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(iii) Eger £(0) > 0ise § = 0 seceriz, bu durumda (4.24) su sekilde olur:

o(1)¢" (1) — ¢'(t)*(1 +7) = —2E(0)(2y + 1)o(1). (4.27)
Simdi, J(¢) yardimci fonksiyonunu tanimliyoruz:

J(t) = ¢77(1). (4.28)
J nin birinci ve ikinci tiirevlerini hesaplarsak,

J'(t) = —v¢ 77 ()¢ (¢) (4.29)

\

J'(t) =y(1+7)¢ ()% 72(t) — v¢" ()~ ()
= — 7972 (t) [$(1)d"(t) — (1 +7)¢/(t)°]
<29(2y + 1) E(0)o 7 (t). (4.30)

Varsayim 4.1.1 i dikkate aldigimizda,

J'(0) = =97 71(0)¢'(0) < 0

sonucuna variriz.
Simdi, t* = sup {r|J'(1) <0, 7€ [0,¢)} olsun. J'(¢) nin siirekliligi nedeniyle ¢*
pozitiftir. (4.30) u 2.J'(t) ile ¢arparsak,

S 249(2 + DB (1)(1)

— — 422y + DEO0)6 2 ()¢ (1)
d

—=4~+*F
Y E(0)— o

(0™ (1)], Vtelo,t). 4.31)
elde ederiz. (4.31) 1 [0, ¢) de integralini alirsak,

J'(t)? 2J'(0)* + 47y°E(0)p~ 7 (t) — 4y* E(0)p~>7(0)
>J'(0)* — 492 E(0)¢~"1(0). (4.32)

olur. 4.1.1 varsayimmindan

J'(0)? —44*E(0)¢71(0) > 0
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bulunur. Buradan, J'(¢) nin siirekliliginden yararlanarak
J(t) < = [J(0)2 = 442E(0)p~ 271 (0)] 2, Wt € [0,17)
elde ederiz. (4.33) in [0, ¢) de integralini alirsak,

J(t) < J(0) — [J'(0)2 — 42 E0)6~1(0)]2t, Wt >0

olur. Ty 1

J(0)
(702 — 2E(0)¢->-1(0)]

<T

olacak sekilde seciyoruz. Bu durumda, J(t3) = 0 ve

J(0)
[J/(0)? — 442 E(0)¢~21-1(0)]2

O<t3§T*:

(4.33)

(4.34)

olacak sekilde bir ¢3 sonlu pozitif sayist vardir. Boylece, ¢ — t3 iken ¢(t) — oo

olur. Bu da, ¢6zlimiin varliginin maksimal zamaninin sonsuz oldugu gercegiyle celisir.

Boylece teorem ispatlanmis oldu.
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5.1 SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢aligmanin amaci, f(s) verilmis bir lineer olmayan fonksiyon olmak iizere

Uy + Ugprrat — Uzzzzax + Uprrxzet = f(u:z:m)mr

denkleminin baglangi¢ sinir deger probleminin global zayif ¢oziimiiniin varligini in-
celemektir. ug € H, u; € L* ve Varsayim 4.1.1 saglandiginda, herhangi bir T > 0 i¢in
(4.1) problemi, bir tek u € X (7T") global zayif ¢6ztimiinii gercekler. Bunun yanisira,
ug € H3(Q), uy € L*(Q), F(up,) € L*(2) belirli kosullar sagladiginda, (4.1) prob-
leminin ¢6ziimii sonlu zamanda patlar.

Ele almis oldugumuz problemin c¢oziimlerinin varligimi ve patlamasi baska kosullar
altinda incelenebilir. Diger yandan, problemin enerji azalmasi, iistel biiyiimesi, vb.

farkli matematiksel davranislar1 da ¢alisilabilir.
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