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OZET

Dort boliimden olusan bu calismanin birinci bdliimiinde kuaterniyonlarin tarihi
gelisimine, ikinci boliimiinde ise reel ve quasi-kuaterniyonlara iligkin temel tanim ve
cebirsel o6zelliklerine yer verilmistir. Uglincii béliimiinde, quasi-kuaterniyonlar
kullanilarak involiisyon ve anti-involiisyon aksiyomlarini birlikte saglayan iki farkli
doniisiim tanimlanmis ve bu doniisiimlerin 3-boyutlu Oklid uzayr R® teki geometrik
yorumlarina yer verilmistir. Ayrica bu bolimde bu doniisiimlere karsilik gelen
matrisler elde edilmistir. Son boliimde ise calisma sonucu elde edilen sonug ve
Onerilere yer verilmistir.

Quasi-kuaterniyonlarin en ayirt edici 6zelligi, carpma isleminin degismeli (komiitatif)
olmasidir. Bu o6zelligi sayesinde quasi-kuaterniyonlar reel sayilar cismi tizerinde
degismeli yapiya sahip bir cebir olusturmakta ve tanimladigimiz iki doniisiim
involiisyon ve anti-involiisyon aksiyomlarini birlikte saglamaktadir. Quasi-
kuaterniyonlar lizerinde tanimladigimiz iki doniisiimiin her birinde biri keyfi digeri ise
birim olmak tizere iki quasi-kuaterniyon kullanilmistir. Her iki doniisiim sonucunda
keyfi quasi-kuaterniyonlarin skaler kisimlar1 4-boyutlu Oklid uzayr R* te sabit
(invaryant) kalmakta, ancak vektorel kisimlari donisiimlere gore farklilik
gostermektedir. Ele aldigimiz birinci doniisimde vektorel kisim R3 te orjine gore
yansimakta, digerinde ise sabit kalmaktadir. Dolayisiyla, ikinci durumda keyfi olarak
secilen quasi-kuaterniyonun tamami doniisiim sonucunda R* te sabit kalmaktadur.

Anahtar Kelimeler: Reel-kuaterniyon, quasi-kuaterniyon, involiisyon, anti-
involiisyon

Haziran, 2025; 36 sayfa
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ABSTRACT

This study consists of four chapters. In the first chapter, the historical development of
quaternions is discussed, while the second chapter presents the fundamental definitions
and algebraic properties of real and quasi-quaternions. In the third chapter, two distinct
transformations are defined using quasi-quaternions, each satisfying both the
involution and anti-involution axioms. The geometric interpretations of these
transformations in the 3-dimensional Euclidean space R3 are also provided.
Additionally, the corresponding matrices of these transformations are derived. The
final chapter includes the conclusions and suggestions obtained from the study.

The most distinctive feature of quasi-quaternions is the commutativity of their
multiplication operation. Owing to this property, quasi-quaternions form a
commutative algebra over the field of real numbers, and the two defined
transformations satisfy both the involution and anti-involution axioms simultaneously.
In each of the two transformations defined on quasi-quaternions, one of the quasi-
quaternions is arbitrary, and the other is a unit element. As a result of both
transformations, the scalar parts of the arbitrary quasi-quaternions remain invariant in
the 4-dimensional Euclidean space R*, whereas the behavior of the vector parts differs
depending on the transformation. In the first transformation, the vector part undergoes
a reflection through the origin in R3, while in the second transformation, it remains
unchanged. Therefore, in the second case, the entire arbitrary quasi-quaternion remains
invariant in R*.

Keywords: Real-quaternion, quasi-quaternion, involution, anti-involution
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1. GIRIS

Karmasik sayilar, 2-boyutlu Oklid diizleminde biiyiik basar1 gdstermis, ancak bu
yapinin 3 veya daha fazla boyuta genellenme ihtiyaci, hiperkompleks sayilarin ve
ozellikle kuaterniyonlarin gelistirilmesine neden olmustur. Bu baglamda Sir William
Rowan Hamilton, 1843 yilinda kuaterniyonlar1 tanitarak 3-boyutlu Oklid uzay1 R3 teki
rotasyonlarin kuaterniyon cebiri kullanilarak analitik olarak ifade edilmesinin yolunu
acmistir. Hamilton'un bu katkisi, matematiksel yapilarin uzaya uygulanmasinda

devrim niteligi tagimistir.

Hamilton, 18. yiizyilda karmasik sayilarla ilgili elde edilen basarilar1 3-boyutlu Oklid
uzay1 R3 e genellemek istemis, ancak bu uzayda karmasik sayilara benzer bir carpma
islemi tanimlamakta basarili olamamustir. Tk basta R3 uzaymdaki sirali reel say
ticliilerine bu islemi uygulamaya ¢alismis, ancak sonu¢ alamamistir. Daha sonra bu
denemeyi 4-boyutlu Oklid uzay1 R* iizerinde yaparak basariya ulasmis ve "dérdeyler"

olarak da adlandirilan kuaterniyon yapisini tanimlamastir.

1843 tarihinde Dublin'de, Hamilton bu yapinin temel ¢arpma kuralin1 formiile etmis

ve bunu

i’ =j2=k*=-1, ijjk =—-1,
seklinde ifade etmistir. Hamilton bu kurali, Broom Kopriisii'nde yliriirken tasa

kaziyarak sonsuzlastirmigtir. Bu olay, kuaterniyonlarin dogumu olarak kabul edilir.

Kinematik, kuvvet ve kiitle gibi dinamik kavramlar1 icermeyen ve yalnizca hareketin
geometrisini inceleyen bir mekanik dalidir. Kinematikte, bir noktanin veya kati cisim
sisteminin zamanla nasil yer degistirdigi incelenir (Miiller, 1963). Bu baglamda
kuaterniyonlar, hareketlerin donme bilesenini ifade etmekte ¢ok etkili bir yap1 sunmus

ve kinematikte 6nemli uygulamalar bulmustur.

Kuaterniyonlar, zaman igerisinde farkli tiirevlere genellestirilmis  (split-
kuaterniyonlar, dual-kuaterniyonlar vb.) ve gesitli uygulama alanlarina uyarlanmistir.
Her biri, carpma kurallar1 veya birim elemanlarin 6zellikleri acisindan farkliliklar

gostererek belirli geometri ve fiziksel yapilara model olustururlar.



Split-kuaterniyonlar, bazi piir ve birim (sanal birim) elemanlarinin karelerinin +1
olmasiyla klasik kuaterniyonlardan (reel-kuaterniyonlardan) ayrilirken, dual-
kuaterniyonlar diferansiyel hareketleri ve vida hareketlerini modellemede 6nemli yer
tutmustur. Bu yapilar iizerine ¢ok sayida c¢alisma yapilmistir. Ornegin, Veldkamp
(1976), dual birim vektorler yardimiyla dual hareketleri; Bottema ve Roth (1979), dual

ve reel-kuaterniyonlarin uzay kinematigindeki uygulamalarini ele almislardir.

Reel-kuaterniyonlarin matris temsilleri donme matrislerinin elde edilmesinde etkin bir
yontem sunmustur (Ward, 1997). Hacisalihoglu (1983), dual kuaterniyonlarla vida
hareketi, kayma ve donme operatorlerini ayrintili olarak incelemistir. Kula (2003),
Minkowski 3-uzayinda split kuaterniyonlar1 kullanarak vida hareketi tanimlamis;

Inoguchi (1998), bu yapiyla zamansi yiizeylerin geometrik formiilasyonunu yapmuistir.

Son yillarda 6zellikle quasi-kuaterniyonlar tizerine yapilan ¢alismalar artmistir. Quasi-
kuaterniyonlar, sanal birimlerin karelerinin sifir oldugu bir yap1 sunar. Bu 6zellikleri
sayesinde reel-kuaterniyonlardan ayrilirlar. Bu yapi, hem cebirsel hem de geometrik

olarak alternatif modelleme imkani1 sunar.

Bu tezde amaglanan, quasi-kuaterniyonlar kullanilarak involiisyon ve anti-involiisyon
doniigiimleri tammlamak ve bu doniisiimlerin R® teki geometrik yorumlarimi
vermektir. Bunun igin, ilk olarak reel-kuaterniyonlar ve quasi-kuaterniyonlara iliskin
temel tanim ve cebirsel 6zelliklere yer verilmistir. Reel-kuaterniyonlarin aksine, quasi-
kuaterniyonlarda c¢arpma isleminin degisme Ozelliginin olmasi ¢alismayr farkli
kilmistir. Bu 6zelligi sayesinde quasi-kuaterniyonlar kullanilarak elde ettigimiz iki
donlisim hem involiisyon hem de anti-involisyon aksiyomlarini birlikte
saglamaktadir. Bu durum literatiirde reel-kuaterniyonlar, split-kuaterniyonlar, semi-
kuaterniyonlar ve dual-kuaterniyonlar gibi kiimeler kullanilarak elde edilen
involiisyon ve anti-involiisyon doniisiimlerinde goriilmemektedir. Ciinkii bu
kiimelerin reel sayilar cismi lizerinde olusturduklar1 cebir degismeli bir yapiya sahip
olmadigindan doniisiimler involiisyon ya da anti-involiisyon aksiyomlarindan sadece

birini saglamaktadir.

Quasi-kuaterniyonlar iizerinde tanimladigimiz iki doniisiimiin her birinde, biri keyfi
digeri ise birim olmak {izere iki quasi-kuaterniyon kullanilmigtir. Oysa literatiirde,

diger kuaterniyon kiimeleri kullanilarak tanimlanan involiisyon doniigsiimlerinde genel



olarak biri keyfi, digeri ise hem birim hem de piir (sanal kismi birim) olan

kuaterniyonlar kullanilmigtir.

Reel-kuaterniyonlar  iizerinde tanimlanan involiisyon ve anti-involiisyon
doniisiimlerinde, kullanilan keyfi reel-kuaterniyonlarm skaler kistmlar1 R* te sabit
(invaryant) kalmakta; vektorel kisimlari ise R3 te bir eksen etrafinda 180° donmekte
(baska bir ifadeyle, bu eksene gore yansimakta) ya da bu eksene dik bir diizleme gore

yansimaktadir.

Benzer sekilde, split-kuaterniyonlar tizerinde tanimlanan involiisyon ve anti-
invollisyon doniisiimlerinin geometrik yorumlarinda, keyfi split-kuaterniyonlarin
skaler kistmlar1 R* te sabit kalmakta; vektorel kistmlari ise ya R te bir eksen etrafinda
belirli bir reel agiyla dondiikten sonra orijine gore yansimakta ya da 3-boyutlu Lorentz-

Minkowski uzayinda bir eksen etrafinda belirli bir hiperbolik agiyla donmektedir.

Dual-kuaterniyonlar {izerinde tanimlanan involiisyon ve anti-involiisyon doniigiimleri
ise geometrik olarak, keyfi dual-kuaterniyonlarn skaler kisimlarmin R* te sabit
kaldig1; vektorel kisimlarmin ise R3 te bir vida hareketi (yani bir eksen etrafinda belirli

bir reel aciyla donme ve ayni eksen boyunca 6teleme) gerceklestirdigi bigiminde ifade
edilebilir.

Bu calismada quasi-kuaterniyonlar iizerinde tanimladigimiz ve involiisyon ile anti-
involiisyon aksiyomlarin birlikte saglayan iki doniigiimiin her birinde ise, kullanilan
keyfi quasi-kuaterniyonlarin skaler kisimlar1 R* te sabit kalmaktadir. Ancak, vektdrel
kisimlar déniisiimlerden birinde R3 te orijine gore yansimakta, digerinde ise sabit
kalmaktadir. Dolayisiyla, ikinci doniisiimde R* teki keyfi quasi-kuaterniyonun tamami

sabit kalmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde; reel-kuaterniyonlara iliskin temel tanim ve cebirsel 6zelliklere, reel-
kuaterniyonlar kullanilarak elde edilen involiisyon ve anti-involiisyon doniisiimlere ve
bu déniisiimlerin 3-boyutlu Oklid uzayr R® teki geometrik yorumlarina matris

gosterimleriyle birlikte yer verilmistir.
2.1. Reel-Kuaterniyonlar

Reel-kuaterniyonlar, bilesenleri reel sayilardan olusan ve degismeli (komiitatif)

olmayan 6zel carpim kurallarina gore islem goren sayilar kiimesidir. Bu kiime

H={p=po+ i+ pj+psk: o iy, o, i3 € R} (2.1)

seklinde ifade edilir. Burada, p, skaler bileseni, p, 15, 13 ise sanal bilesenleri temsil
eder ve tamam reel sayilardir. i, j, k sanal birimleri ise 3-boyutlu Oklid uzay1 R3
iginde ortoganal bir bazin yonlerini temsil edecek sekilde diisiiniilebilir. Bu sanal

birimler (vektorler) ¢arpma islemine gore

i?=j2=k=-1,ijk=-1

ijj=—ji=k
7= (2.2)
jk=—kj=i
ki = —ik = j

esitliklerini saglar.

Bir u = po + il + pyj + pusk reel-kuaterniyonu skaler S(p) = p, € R ve vektorel
V(W) = Wi+ pyj + psk € R3 olmak iizere iki kisimdan olusur. Dolayisiyla

p=Sw +V(w (2.3)

yazilabilir. Eger S() = 0 ise u reel-kuaterniyonu sadece vektorel kisimdan olusur ve

bu tiir kuaterniyonlarin kiimesi

H={u= i+ ppj+usk:py,pp,u; € R} (2.4)



seklinde gosterilir. Bu kiimenin her bir elemanina piir reel-kuaterniyon denir ve R3 te

birer vektor belirtirler (Hamilton, 1844).

Herhangi iki reel-kuaterniyon p = pg + pi+ ppj +usk =S + V() ve
© =@+ @i+ @yj + @3k =S(p) +V(p) olmak iizere, reel kuaterniyonlarin

kiimesi iizerinde toplama islemi

éd: HxH - H

2.5)
(L) » u@oe=p+o
ile taniml1 olup

pte=(SW+VW)+ (S(e) + V()
= (Mo + Wi+ Wpj + p3k) + (@o + @1i+ @2 + @3k)
= (Mo + @o) + (1 + @i+ (z + @) + (u3 + @3)k (2.6)
= (S +S(@) + (V(w +V(e))
=@p+p

seklindedir (Hamilton, 1844). Reel-kuaterniyonlar kiimesi iizerinde tanimli toplama
islemi i¢in, her hangi iki reel-kuaterniyon p ve ¢ ele alindiginda p+ @ =@ +
esitligi saglanmaktadir. Bu 6zellik, toplama isleminin kuaterniyonlar kiimesi lizerinde
degismeli bir yapiya sahip oldugunu gosterir. Bu baglamda H kiimesi, toplama islemi
ile birlikte cebirsel anlamda bir Abel grubu teskil eder. Yani, (H,&@®) yapisi, gruplarin
dort temel 6zelligi; kapali olma, birlesme 6zelligi, birim elemanin varlig1 ve ters
elemanlarin varligini saglamanin yani sira, toplama isleminin degismeli olmasi
nedeniyle Abel grubu niteligindedir. Bu grup yapisinda, toplama islemi agisindan

birim (etkisiz) eleman, tiim bilesenleri sifir olan

=0+ 0i + 0j + Ok := (0,0,0,0) := 0, 2.7)

reel-kuaterniyondur. Bir diger ifadeyle, herhangi bir p € H i¢in

LD 0, =0,Dp=np (2.8)

esitligi saglanir.



Herhangi bir
W= Ho + i+ ppj + psk =S + V(W (2.9)

reel-kuaterniyonu ve keyfi bir ¢ € R sayisint ele alalim. Bu durumda, bir reel-

kuaterniyonun bir skalerle ¢arpma islemi

®: RxH - H

(2.10)
cw » cOu=cu
ile taniml1 olup
cu = (cup) + (epqd) + (cpzj) + (cusk)
= cpo + c(pyi+ pyj + psk)
Ho H1 H2J T U3 (2.11)

=cS(W + V(W

seklindedir (Hamilton, 1844). Reel-kuaterniyonlarin kiimesi, tizerinde tanimli toplama
@ ve skalerle carpma © islemleriyle birlikte, reel sayilar cismi R iizerinde tanimli 4-
boyutlu bir vektor uzayr yapist olusturur. Dolayisiyla (H,®, R, +,,®) seklindeki
yapi, reel sayilar cismi tizerinde tanimli bir vektor uzayidir. Herhangi iki p = pgy +
Wi+ pof+psk =S+ V(W Vve @ =@+ @i+ @rj + @3k =5(@) +V(p)
reel-kuaterniyonu i¢in ¢arpma islemi

®: HxH - H 2.12)

L) +» u®@=upp

ile taniml olup

uep = (Mo + Hal + Hoj + u3k). (9o + @1i + o) + @3k)
= (Koo — 11 — K202 — H3P3)
+(Ho®1 + H1Po + Ha2 3 — U3P2)i
+(Ho®2 — M1@P3 + 120 + H3@1)] (2.13)
+(Ho@s + 1@z — K201 + H3Po) K
= S(WS(@) — VW, V() + SV (e)
+S(@VQW + V(W x V(e)



dir. Burada, (,) ile R3 te iki vektdriin i¢ carpmm, X ile de vektdrel carpimi

gosterilmistir ve
VW, V(@) = m@1 + 122 + 133 ER (2.13)

V(D) X V(@) = (03 — @213)i + (U391 — @311)f + (1@, — @112 )k € R
seklinde tanimlidirlar (Hamilton, 1844). V() X V() vektorel kistmdan dolayi, reel-

kuaterniyonlar kiimesi ¢arpma islemine gore degisme Ozelligine sahip degildir. O

halde, her p ve o reel-kuaterniyonu i¢in

ne * @u (2.14)

dir. Dolayisiyla, reel-kuaterniyonlar kiimesi, tizerinde tanimladigimiz toplama P,
skalerle ¢arpma © ve carpim ® islemleriyle birlikte, reel sayilar cismi iizerinde

degismeli olmayan (H,®, R, +,, ®, ®) cebirini belirtir.
Herhangi iki p ve ¢ piir reel-kuaterniyonunun garpimi

pe = —(L@)+pnxe@ (2.15)
ile tanimhidir (Kuipers, 1999; Ward, 1996; Hamilton, 1844).

Herhangi  bir p = py + i+ pyj + psk = S(w) + V() reel-kuaterniyonunun

eslenigi ise
B =Ho— Wi —paj —psk =S() — V(W (2.16)

seklindedir (Hamilton, 1967; Kelland vd., 1904; Ablamowicz, 2009; Ablamowicz ve
Fauser, 2011, 2011a, 2012).

c1,¢; € R ve y, @ € H olmak iizere, eslenik kavraminin asagidaki temel 6zellikleri

verilebilir;
(i) ciutcp=cipntc@
(i) o =op
(iii) (D) =p



Bir u = po + pii + pyj + pgk  reel-kuaterniyonun normu
N(W = pit = fip = po® + 1y > + p* +pz® €R (2.17)

ile tammMidir. Burada dikkat edilmelidir ki N(p) > 0 dir. c € R ve p, ¢ € H olmak

tizere, norm kavrami

(i) N(up) = NGWN(@) = N(@)N(p),
(i) N(cp) = c*N(w),
(iif) N(w) = N(j)

Ozelliklerini saglar. Normu 1 olan reel-kuaterniyonlara birim reel-kuaterniyonlar denir

ve bu tiir kuaterniyonlarin kiimesi
H,={nueH: N =1} (2.18)

ile ifade edilir. Bir reel-kuaterniyon birim ve piir ise (yani; u € H ve N(p) = 1 ise),
karesi -1 dir. Buradan, p? = —N(uw) = — (12 + pp? + pu3?) = —1 yazilabilir (Ell ve

Sangwine, 2007). Birim ve piir reel kuaterniyonlarim kiimesi H,, ile gosterilecektir.

4-boyutlu Oklid-uzayr R* te (x,y, z, t) siral1 dortliisii Kartezyen koordinat sisteminin
eksenleri olmak iizere, her bir birim reel-kuaterniyonun R* teki karsiligi orjin merkezli
ve yarigap1 1 br. olan 3-kiiredir (merkezil birim 3-kiire) ve topolojik olarak S3 ile
gosterilir, bir diger ifadeyle herhangi bir p = pg + pyi + pyj + p3k € Hy icinx = p,
Yy =W, Z=y, t=u;olmakiizere x? + y? + z? +t? = 1.

Geometride tesseract (Sekil 2.1) ya da 4-kiip, dort boyutlu bir hiperkiiptiir; iki boyutlu
kareye ve li¢ boyutlu kiibe benzer sekilde dort boyutlu uzayda tanimlanir. Nasil ki bir
karenin ¢evresi dort kenardan ve bir kiipiin ylizeyi alt1 kare ylizeyden olusuyorsa, bir

tesseract’in hiperyiizeyi de birbirine dik sekiz kiibik hiicreden olusur.



Sekil 2.1. Tesseract (4-kiip).

Birim tesseract denklemi ise
—-1<x<1,-1<y<1,-1<z<1,-1<t<1 (2.19)
seklinde verilebilir.

Sifirdan farkli herhangi bir p = py + pyi + pyj + usk reel-kuaterniyonunu

1l

YN (2.20)

seklinde birim kuaterniyona doniistiirebiliriz.

Herhangi bir p = py + pyi + pyj + psk reel-kuaterniyonunun normu sifirdan farkl

olmak {izere garpma islemine gore tersi

4 _ _H

- = NGO (2.21)

ile ifade edilir. c € R ve y,¢@ € H olmak iizere, reel-kuaterniyonun tersi (inversi)

asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) ()™ t= 't
(i) (et =L)p!
(i) (WHt=n



(iv) N(u™) = 1/N(w.

Vektorel kismu sifirdan farkli olan p = py + pyi + pyj + psk reel-kuaterniyonu

uw= /N(u) (cosa + esina) (2.22)

seklinde kutupsal formda ifade edilebilir. Burada

Mo

VN
\/H12 + Hp? + p3?
VN

_ Wi+ wpj + sk
V2 + 12 + ps?

cosa =

sina = (2.23)

€ R3

dir. Ayrica @ € R ve €2 = —N(&) = —1 olup, p niin eslenigi

L =+/N(w(cosa — esina) (2.24)

ile tammmhdir. p = py + pyi + pyj + pszk reel-kuaterniyonu

a = Ho

2.2
b=\/lvlz+ 2 4 1,2 (2.25)
1 M2 M3

olmak iizere,

W=a+eb (2.26)
seklinde kompleks formda da gosterilebilir.
2.2. Reel-Kuaterniyonlarin Involiisyonlar1 ve Anti-Involiisyonlar:

Bu kisimda, biri involiisyon aksiyomlarmi digeri ise anti-involiisyon aksiyomlarini

saglayan iki doniisiim tanimlanacaktir.

A bir R-cebiri olsun. Bir involiisyon @: A — A seklinde tanimlanan bir lineer doniisiim

olup asagidaki ilk {i¢ aksiyomu saglar:
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1. &(1) =1,
2. herc € Aigin @(@(c)) = c,
3. her c¢,c, €A icin D(cycp) = P(c,)P(cy), (burada @ bir anti-

otomorfizmadir).
Eger @ doniigiimii 1. ve 2. aksiyomlar1 sagliyor fakat 3. aksiyom yerine
4. hercy,c, € Aigin @(cyc,) = P(c)P(c,), (burada @ bir otomorfizmadir)

aksiyomunu sagliyorsa @ doniisiimiine, A lizerinde tanimli bir anti-involiisyon denir
(Hahn, 1994).

Teorem 2.1. p herhangi bir reel-kuaterniyon ve r = ryi + r,j + r3k seklinde birim ve

ptir reel-kuaterniyon olsun. Bu durumda,
a-H—H (2.27)
seklinde tanimlanan ve
ay(p) = —rpr (2.28)
bigiminde verilen doniisiim involiisyon aksiyomlarini saglar (EIl ve Sangwine, 2007).

Ispat. Lineerlik aksiyomunun saglandig su sekilde gosterilebilir: p, @ € H, r € H, ve

¢ € R olmak uzere

ar(cp) = —r(cor

= ~r(epr (2.29)
= c(—rr)
= ca ()
ve
a(n+ @) =—-r(p+ @)r
=-r(i+@)r (2.30)

= (—rfir) + (-ror)
= a,(W) + ar(¢)

11



dir ve a;(1) = —rlr = —rr = —r? = 1 esitligi saglanir. 2. aksiyom ise

(@ (W) = ap(—rfir)
= —r(-rpnr
= —r(-r)urr (2.31)
= (r)*p(r)?
= u

seklinde dogrulanir. Son olarak anti-otomorfizma aksiyomu i@ = @i eslenik kurali

kullanilarak

ar(pe) = —r(pe)r
= —r(pr
= —r(@(-ro)pr
= —r(@(-r)Dr
= (—rpr)(—rfr)
= ar(@)ar (W)

(2.32)

elde edilir. Dolayisiyla, a, doniisiimii bir involiisyon belirtir.

Teorem 2.2. p herhangi bir reel-kuaterniyon ve r = ryi + r,j + r3k seklinde birim ve

piir reel-kuaterniyon olsun. Bu durumda,
p.:H—H (2.33)
seklinde tanimlanan ve
Br(W) = —rpr (2.34)

bigiminde verilen doniisiim anti-involiisyon aksiyomlarimi saglar (Ell ve Sangwine,

2007).

Ispat. Lineerlik aksiyomunun saglandig1 su sekilde gosterilebilir: u, ¢ € Hve ¢ € R

olmak tlizere

12



Br(cw) = —r(cWr
= c(—rpur) (2.35)

= cfr(W

ve

fr(u+ @) = —r(u+ @r
= (—rpr) + (-ror) (2.36)
= ,Br(“—) + .Br((P)

olur ve B.(1) = —rlr = —rr = —r? = 1 esitligi saglanir. 2. aksiyom ise

B (B (W) = Br(~rur)
= —r(—run)r
= —r(=r)urr (2.37)
= (r*)p(r?)
=

seklinde dogrulanir. Son olarak, otomorfizma aksiyomu

Br(hep) = —r(pp)r (2.38)

esitliginde —r? = 1 kullanilarak

Br(pp) = —rp(—rr)er
= (—rur)(—ror) (2.39)
= Br(u)ﬁr((P)

elde edilir. Dolayisiyla 8, doniisiimii bir anti-involiisyon belirtir.

2.3. Reel-Kuaterniyonlarin  involiisyonlarinin  ve  Anti-involiisyonlarinin

Geometrik Yorumu

Teorem 2.3. u = a + &b kompleks formdaki herhangi bir reel-kuaterniyon ve r birim
piir reel-kuaterniyon olmak tizere (1) = —rfir involiisyon doniisiimii, u nun skaler
kismi olan a y1 invaryant birakirken, vektorel kismi olan &b yi involiisyon ekseni r ye

dik olan diizleme gore yansitir (Ell ve Sangwine, 2007).
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Teorem 2.4. p = a + &b kompleks formdaki herhangi bir reel kuaterniyon ve r birim
piir reel-kuaterniyon olmak tizere B.(n) = —rur anti-involiisyon doniistimii, u nun
skaler kismi olan a y1 invaryant birakirken, vektorel kismi olan &b yi r ye gore yansitir.

Bir bagka ifadeyle, p niin vektorel kismi &b yi involiisyon ekseni r etrafinda 7 radyan
kadar dondiirtir (Ell ve Sangwine, 2007).

2.4. Reel-Kuaterniyonlarin Involiisyonlarinin ve Anti-involiisyonlarmin Matris

Gosterimleri

u = a + &b kompleks formdaki herhangi bir reel kuaterniyon ve r = ryi + ryj + r3k
birim piir reel-kuaterniyon olsun. a,.(n) = —rpr = a + rerb involiisyon doniistimii

ve H vektor uzaymnn {1, i, j, k} baz1 kullanilarak asagidaki esitlikler verilebilir:

a.(1) = -rir=-r2 =1,

a,(i) = —rir = (1- 2r12)i — 2ry1yj — 2ry13k,

- (2.40)
ar(j) = —1jr = —2ry15i + (1 — 2r,%)j — 21,13k,
ap(k) = —rkr = —2r 130 — 21,155 + (1 — 2r5%)k.
Dolayisiyla, @.(p) = —riir involiisyon doniisiimiine karsilik gelen matris
1 0 , 0 0 a
0 1—21‘1 -Zrlrz —2r1r3 )\1
G =MU=10 o, 1or? -2nr | A2 (2.41)
O -21‘11'3 ‘2r2r3 1—2I‘32/ }\3 4x1
4x4

seklinde olacaktir. Burada &b = (A,A;,A3) ve p=a+¢&b dir. 4x4 ve 4x1
tipindeki matrisler ise sirasiyla M ve p ye karsilik gelmektedir. MMT = I,,, ve M =
MT oldugundan p ortogonal ve simetriktir. Ayrica, det(M) = —1 oldugundan

a, (W) = —rjfir involiisyon doniisiimii R* te bir yansima belirtir (Bekar ve Yayl,

2016).

Sonug¢ 2.5. p = pyi + ppj + psk := (g, o, H3) € H Ve r = rqi +1pj + r3k := (ry,

r,, r3) € H olmak iizere

14



2r;r,  1-2r,%  -2r,rs Ho (2.42)

1'2r12 'Zrlrz -21‘11‘3 <u1>
M3/ 31

2rir;  -2r,r3  1-2r3° 3x3

Matris ¢arpimi sonucu, R3 te p piir reel-kuaterniyonu r birim piir reel-kuaterniyonuna

dik olan diizleme goére yansir (Bekar ve Yayli, 2016).

1w = a + &b kompleks formdaki herhangi bir reel-kuaterniyon ve r = ryi + ryj + r3k
birim piir reel-kuaterniyon olsun. B.(W) = —rur = a —rerb anti-involiisyon

dontisimii ve H vektor uzaymin {1,i,j, k} bazi kullanilarak asagidaki esitlikler

verilebilir:
pr(1) = —rir=-r? =1,
Br (D) = —rir = (2r,* — 1)i + 2ry15j + 21413k,
(2.43)
Br(j) = —rjr = 2ryryi + (2r22 —1)j + 2ryr3k,
Br(k) = —rkr = 2r;r3i + 2ryr3j + (2r5° — 1)k.
Dolayisiyla, f.(1) = —rur involiisyon doniisiimiine karsilik gelen matris
1 0 0 0 a
0 2r,%-1 2ry1, 2r 13 M
Br(W) = Mp = 0 21,1, 21‘22—1 2r,r3 A, (2.44)
0 2rr; 2r,r3 2r32—1/ A3/ 41
4%4

seklinde olacaktir. Burada &b = (A,A;,A3) ve p=a+¢&b dir. 4x4 ve 4x1
tipindeki matrisler ise sirasiyla M ve p ye karsilik gelmektedir. MMT = I,,, ve M =
MT oldugundan p ortogonal ve simetriktir. Ayrica, det(M) = +1 oldugundan
Br(1) = —rur anti-involiisyon déniisiimii R* te bir dénme belirtir (Bekar ve Yayh
2016).

Sonug¢ 2.6. = pyi + ppj + sk := ( Py, Hp, 3) € H Ve r = ryi + 1,5 + r3k := (ry,
r,, r3) € H olmak iizere
2r12—1 21‘11'2 21‘11'3 UI
2rir, 21,21 2r,r, .(m) (2.45)
M3/ 351

2rir3 21,13 2r32—1 3x3
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matris ¢arpimi sonucu, R3 te  piir reel-kuaterniyonu r birim piir reel-kuaterniyona

gore yansir. Bir bagka ifadeyle, p involiisyon ekseni r etrafinda 7 radyan kadar doner.
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3. QUASI-KUATERNIYONLARIN iINVOLUSYONLARI VE ANTIi-
INVOLUSYONLARI

Bu boliimde, Bekar ve Yayl1 (2017) tarafindan gergeklestirilen ¢caligma temel alinarak,
quasi-kuaterniyonlara ait temel tanimlar ve cebirsel 6zellikler ele alinmistir. Ayrica,
quasi-kuaterniyonlar kullanilarak tanimlanan involiisyon ve anti-involiisyon
doniisiimleri ile bu doniisiimlerin 3-boyutlu Oklid uzay1 R3 teki geometrik
yorumlarina yer verilmistir. Bunlara ek olarak, s6z konusu calismayr gelistirecek
bicimde bazi yeni kavramlar ve sonuglar sunulmus, ilgili doniisiimlere karsilik gelen

matris temsilleri de tanimlanmustir.
3.1. Quasi-Kuaterniyonlar
Quasi-kuaterniyonlar, bigenleri reel sayilar olan
W= Mo + Wi+ poj + w3k (3.1)

seklindeki sayilardir. Reel-kuaterniyonlarda oldugu gibi, o, uy, 12, U3 € R ve i,j, k
sanal birimleri ise R3 te baz vektorleri olarak ele alinabilir. Ancak, bu birimler, reel-

kuaterniyonlardan farkl olarak, degismeli (komiitatif) ¢arpan 6zelligini saglayan
iZ=j?=Kk?*=0,ij=ji=jk=Kkj=Ki=ik =0 (3.2)
esitliklerini saglamaktadir. Quasi-kuaterniyonlarin kiimesi Hy ile ifade edilecektir.

Reel-kuaterniyonlarda oldugu gibi, p quasi-kuaterniyonu bir skaler bilesen S(w) = p,
ile bir vektorel bilesenin V() = pyi + pyj + pusk toplami olarak p = S(w) + V(w)
seklinde yazilabilir. Skaler kismu sifir olan quasi-kuaterniyona piir (vektorel) quasi-

kuaterniyon denir. Piir quasi-kuaterniyonlarin olusturdugu kiime
Hy={n =i+ pj+usk: w,pp,u; €R} (3.3)

seklinde tanmimlanir. Herhangi iki quasi-kuaterniyon p = p, + i+ pj + sk =
S(w) + V() ve @ = @o + @11 + @2j + @3k = S(9) + V(@) nin toplam1
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D : HqXHq - Hq

(3.4)
(L) » u@o=p+eo
ile taniml1 olup
nt+e=(SW+VW) + (S + V()
= (Mo + Wqi + poj + u3K) + (@o + @41 + @2j + @3Kk)
= (Mo + @o) + (11 + @i+ (U + @2)j + (U3 + @3)k (3.5)

= (SG +S@) + (V4 + V()
= (S(@) + V(@) + (S + V(W)
=¢@+u

seklindedir. Quasi-kuaterniyonlar kiimesi tiizerinde tanimli toplama islemi igin,
herhangi iki quasi-kuaterniyon p ve ¢ ele alindiginda p+ @ = @ + p esitligi
saglanmaktadir. Bu 6zellik, toplama isleminin quasi-kuaterniyonlar kiimesi iizerinde
degismeli bir yapiya sahip oldugunu gosterir. Bu baglamda Hy kiimesi, toplama islemi
ile birlikte cebirsel anlamda bir Abel grubu teskil eder. Yani, (Hq, ) yapisi,
gruplarin dort temel 6zelligi; kapali olma, birlesme 6zelligi, birim elemanin varlig1 ve
ters elemanlarin varligin1 saglamanin yam sira, toplama isleminin degismeli olmasi
nedeniyle Abel grubu niteligindedir. Bu grup yapisinda, toplama islemi agisindan

birim (etkisiz) elaman tiim bilesenleri sifir olan
u= 0+ 0i + 0j + 0Ok := (0,0,0,0) := 0, (3.6)
quasi-kuaterniyonudur. Bir diger ifadeyle, herhangi bir u € Hg icin
LP 0, =0,Dp=n (3.7)
dir.

Bir quasi-kuaterniyon p = po + pii + poj + sk = S(w) + V() ile c € R skaleri

carpimi

O: RXxHqy - Hg
(3.8)
W +» cOu=cu
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ile taniml1 olup

cu = (cpo) + (cpqi) + (cuzj) + (cpzk)
= cpo + c(yi + paj + psk)
=cS(W) +cV(p
= uc

(3.9)

seklindedir. Quasi-kuaterniyonlarin kiimesi, tizerinde tanimli toplama @ ve skalerle
carpma @ islemleriyle birlikte, reel sayilar cismi lizerinde dort boyutlu vektor uzayi
yapist olusturur. Bir diger ifadeyle, (Hq,EB, R, +,, G) seklindeki yapi, R {izerinde

tanimli bir vektor uzayidir (Jafari, 2014).

Iki quasi-kuaterniyonu p = pg + i+ poj + sk =S + V() ve ¢ =@y +
@11 + @3 + @3k = S(@) + V(@) arasindaki ¢carpma islemi ise

®: HqxH, - H,
(3.10)
Le) » uL®¢=npe

ile taniml1 olup

ne = (Ko + pid + Woj + pskK) (@o + @11 + @2 + @3K)
= (Ho®o) + (o1 + H1 @i + (Ho@2 + H20)j + (MoP3 + H3po)k  (3.11)
= S(WS(p) + S(WV(e) + S(@)V(W)

seklinde yazilir. Quasi-kuaterniyonlarin ¢arpma iglemi, reel-kuaterniyonlarin aksine
degisme ozelligine sahiptir. Yani, herhangi iki p ve ¢ quasi-kuaterniyonun garpimi her

Zaman

He = @u (3.12)

seklindedir. Dolayisiyla, quasi-kuaterniyonlar kiimesi, tiizerinde tanimladigimiz
toplama @, skalerle carpma © ve ¢arpim & islemleriyle birlikte, reel sayilar cismi

iizerinde degismeli (Hy, D, R, +,-, ©,&) cebirini belirtir.

Herhangi iki piir quasi-kuaterniyon r ve s i¢in
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rs = 0i + 0j + Ok :=(0,0,0) := 05 (3.13)
dir.
U=+ Wi+ wj+ psk = S(w) + V(u) quasi-kuaterniyonun eslenigi
H=Ho— Mi—pj —psk =5 — V(W (3.14)
seklindedir. u, ¢ € H, vecy,c, € R olmak lizere
i =
(i) 7 =P = A
(i) captce=cgitcd
ozellikleri saglanir.
Bir p = po + wyi + pyj + psk quasi-kuaterniyonunun normu
N(W = pi = fip = po* = 0 (3.15)

olup reel sayisidir. u, @ € Hy ve c¢ € R olmak iizere, norm islemi

(i) N(uw) = N(m)
(i) N(cpw) = c*N(@
(i) N(up) = N(WN(¢) = N(@)N(W

ozelliklerini saglar. Normu 1 olan quasi-kuaterniyonlara birim quasi-kauterniyonlar

denir ve bu kuaterniyonlar
=21+ i+ woj + pzk (3.16)
seklindedir. Birim quasi-kuaterniyonlarin kiimesi (Hq)b ile gosterilecektir.

Hatirlanacagi iizere her piir ve birim reel-kuaterniyonun karesi —1 dir. Ancak, quasi-
kuaterniyonlarda, u = 1 + 0i + 0j + Ok = 1 birim quasi-kuaterniyonunun tiim reel

say1 kuvvetleri 1, p = +1 + 0i + 0j + Ok = %1 birim quasi-kuaterniyonunun tiim ¢ift
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tamsay1 kuvvetleri 1 ve p = —1 + 0i + 0j + Ok = —1 birim quasi-kuaterniyonunun

tiim tek tamsay1 kuvvetleri —1 dir.

Sekil 3.1°de verilen (x, v, z, t) siral1 dortliisiiniin R* te Kartezyen koordinat sisteminin
eksenlerini temsil ettigini diistinelim. Bu durumda, her bir birim quasi-kuaterniyonun
R* teki karsiligi, Sekil 3.1°de gosterildigi iizere 3-boyutlu x =1 ve x=-1
hiperdiizlemleridir. Bir diger ifadeyle; herhangi bir p = po + i+ puj + i3k €

(Hq)b icinx = Wy, ¥y = Wy, Z= Uy, t= 3 olmak iizere x? = 1 olup x = +1 dir.

g y

Sekil 3.1. Birim quasi-kuaterniyonun R* teki karsilig1.
Skaler kismui sifir olmayan p quasi-kuaterniyonun ¢arpma islemine gore tersi (inversi)

4, _ _H

) (3.17)

ile tanimhidir. b, @ € Hy ve ¢ € R olmak iizere, quasi-kuaterniyonun tersi asagidaki

ozelliklere sahiptir:

@) WHrt=p
(i) () t=ple =0 !
(iii) (ew™t=put/c
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(iv) N(u™) =1/N(w.

Bir p quasi-kuaterniyonun piir olmayan bir ¢ quasi-kuaterniyona boliinmesi, x@ =

veya @y = p denklemlerinden birinin ¢éziilmesi anlamina gelir ve

-1

RO (3.18)
c ol P |
Y =0T =graH

¢Oziimiine sahiptir.
3.2. Quasi-Kuaterniyonlarin involiisyonlar: ve Anti-Involiisyonlar

Bu kisimda, hem involiisyon hem de anti-involiisyon aksiyomlarini ayni anda saglayan

iki doniisiim tanimlanacaktir.

Teorem 3.1. p herhangi bir quasi-kuaterniyon ve r = +1 + ryi + ryj + r3k seklinde

birim quasi-kuaterniyon olsun. Bu durumda,

®.:H, — H, (3.19)
seklinde tanimlanan ve

@ (W) = rpr (3.20)

biciminde verilen donilisiim hem involiisyon hem de anti-involiisyon aksiyomlarini

birlikte saglar.

Ispat. Lineerlik aksiyomunun saglandig1 su sekilde gosterilebilir: p, ¢ € Hyvec € R

olmak tzere

@ (cp) = r(cpr
= c(rjir) (3.21)
= c®: (W

ve
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O (n+ @) =r(p+o)r
= Ifif + rr (3.22)
= &(w) + (@)

dir ve @.(1) = r1f = 1T = 1 esitligi saglanir. 2. aksiyom ise

d)r(d)r(P-)) = ‘Pr(rflf)
= r(rur)r (3.23)
= ITUrr

=u

seklinde dogrulanir. Son olarak, anti-otomorfizma ve otomorfizma aksiyomlari fip =

pHo = @ eslenik kurallart kullanilarak

D (ue) = r(pe)r
= r(ppr (3.24)
= r(ip)r

seklinde gosterilebilir ve rr = 1 oldugundan

@ (up) = rg(ri)r
= (rr) (rpr) (3.25)
= ()P ()

saglanir ve @, bir anti-otomorfizma olur. Ayrica,

D (pe) = rp(ro)er
= (rpr) (rgr) (3.26)
= cDr(ll) b, ((P)

yazilabileceginden, @, bir otomorfizmadir.

Teorem 3.2. u herhangi bir quasi-kuaterniyon ve r = +1 + ryi + r,j + r3k seklinde

birim quasi-kuaterniyon olsun. Bu durumda,

#r: Hqg — Hg (3.27)
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seklinde tanimlanan ve
W.(W) = rpf (3.28)

biciminde verilen doniisim hem involiisyon hem de anti-involiisyon aksiyomlarini

birlikte saglar.

Ispat. Lineerlik aksiyomunun saglandig1 su sekilde gosterilebilir: p, ¢ € Hyve c€

R olmak tizere

Y (cw) = r(ewr
= c(rur) (3.29)

= c¥ (W

ve

Y(p+ @) =r(p+o)r
= rur + ror (3.30)

= Y (W+¥:(e)

dir ve ¥.(1) = r1r = 1T = 1 esitligi saglanir. 2. aksiyom ise

#(# (W) = W (rpd)
= r(rur)r

= rrurr

(3.31)
=Hu
seklinde dogrulanir. Son olarak, anti-otomorfizma ve otomorfizma aksiyomlar1

Y (up) = r(euwr

~ (3.32)
= r(ue)r
seklinde gosterilebilir ve rr = 1 oldugundan

Y (k) = ro(rr)pur
= (r1) (rur) (3.33)
= % (@)¥: (W
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esitligi saglanir ve ¥, bir anti-otomorfizma olur. Ayrica,

¥ (o) = ru(rr)er
= (rur) (ror) (3.34)
= lpr(“-)qu(q))

yazilabileceginden, ¥, bir otomorfizmadir.

3.3. Quasi-Kuaterniyonlarin Involiisyonlarimin ve Anti-Involiisyonlarinin

Geometrik Yorumu

Bu boliimde, Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 ile tanimlanan involiisyon ve anti-

involiisyonlarin R3 te geometrik yorumlar: verilmistir.

Onerme 3.3. u = g + Wi + pyj + psk herhangi bir quasi-kuaterniyon ve r birim
quasi-kuaterniyon olsun. Bu durumda, Teorem 3.1 ile tanimlanan ve involiisyon ile
anti-involiisyon aksiyomlarinin her ikisini de saglayan @.(p) = rr doniisiimi, p niin
Ko € R skaler bilesenini sabit birakir ve vektorel bileseni pyi+ pyj + pzk:=

(U1, Up, M3) € R3 olan vektorii orjine gore yansitir.

Ispat. u = po + pyi + oj + sk =S + V() € Hyvere (Hq)b olmak {iizere,

@ (p) = rpr
=r(S(W+V()r
=r(S(W -V()r (3.35)

rS(WT — rV(wr
= rtS(p) — riV ()

yazilabilir ve r birim oldugundan rt = 1 dir. Dolayisiyla,

o () = S(W =V (3.36)

olur. Ayrica,

F) = (o, 11, Kz, M3) € R = pg + pyi + ppj + 3k € Hq (3.37)

seklinde tanimlanan
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f:H, — R* (3.38)

doniigtimi bire-bir ve drten bir fonksiyondur. Buda Hg hun R* ile izomorf oldugunu
gosterir, yani Hq = R* (bir diger ifadeyle po + pyi + ppj + psk = (o, Wy, K, H3)).
Baska bir izomorfizma ﬁq = R3 (bir diger ifadeyle pyi + poj + psk = (U, py, 13)).
Sonu¢ olarak @, doniisimii S(p) :=py € R skalerini sabit tutar ve  V(u)

:= (uq, Uy, H3) € R3 vektdriinii orjine gore yansitir.

Onerme 3.4. u =y, + Wi + ppj + psk herhangi bir quasi-quaterniyon ve r birim
quasi-kuaterniyon olsun. Bu durumda, Teorem 3.2 ile tanimlanan ve involiisyon ile
anti-involiisyon aksiyomlarinin her ikisini de saglayan ¥.(u) = rur doniistimdi, y niin
o € R skaler ve i+ uyj+ pusk:= (ug, up p3) € R vektorel kismini  sabit

(invaryant) birakir. Dolayisiyla, doniisiim sonucunda p degismeden sabit kalmis olur.

Ispat. p = pg + pyi + ppj + sk = S(W +V(p) € Hqvere (Hq)b olmak tizere,

(W) = rur
=r(S(W +V(w)r
(3.39)
=rS(Wr+rvV(wr
= 1S (W) + vV (p)
yazilabilir ve r birim oldugundan rr = 1 dir. Dolayisiyla,
(=S +VQ (3.40)

olur. Hy = R* ve H, = R® izomorfizmalarma gore, ¥, doniisiimii, b niin skaler
bileseni S(W) := pg € R yi ve vektdrel bileseni V() := (g, tp, p3) € R3 i sabit

birakir.

3.4. Quasi-Kuaterniyonlarin Involiisyonlarinin ve Anti-Involiisyonlarinin Matris

Gosterimleri

Herhangi iki p=po+ wi+ pj+ sk ve @ =@y + @i+ @,j + @3k quasi-

kuaterniyonlarini ele alalim. Bu durumda
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e = (Mo@o) + (Mo@1 + H1@o)i + (Mo@2 + H2@0)j + (Mo@3 + M3Po)k  (3.41)

ve
ke 0 0 0 Po Ho®Po
i Mo O 0 OF] | Ho®1 T 1@
bz 0 po O |\ P2 ~ | Ho®2 + 120 (3.42)

s 0 0 Mo/ 4ua \P3/ 451 Ho®s + W30/ ,

esitliklerinden, herhangi bir n = 1, + n4i + 1j + n3k quasi-kuaterniyonunun matris

karsiliginin
n 0 0 0
n me 0 0
n, 0 my O (3.43)

N3 0 0 Mo 4%4

seklinde verilebilecegi goriilmektedir. p = po + pyi + p,j + pzk herhangi bir quasi-
kuaterniyonver = +1 + ryi + r,j + r;k birim quasi-kuaterniyon olsun. Bu durumda,

@.(1) = rpr involiisyon ve anti involiisyon doniistimii i¢in;

@.(1) =rlr
= (14 rji+r,j+r3Kk).1.(£1 —rqi —1ryj —r3k) (3.44)
=1

@.(i) = riF

= (il + I'1i + rzj + I'3k). (_i) (il —_ I‘li — rzj —_ I‘3k) (345)

= —i

,(j) = rjt
= (1 + rqi + rpj + r3K). (—j). (£1 — ryi — rpj — 13K) (3.46)
=-]j

ve

@.(K) = rkr
= (il + rli + in + F3k). (_k) (il - rli - rzi - r3k) (347)
= —k
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esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla, @, involiisyon ve anti-involiisyon doniisiimiine

karsilik gelen matris

1 0 0 O
0 -1 0 O
0 0 -1 0 (3.48)
0 0 0 -1/ 444
seklinde verilebilir. Ayrica,
1 0 0 O Ho
—= 0 -1 0 O My
D, = = .
(W) = rr 00 1 0 UL
O O 0 -1 4X4 U-3 4x1
Ho
_ [ (3.49)
-U2
M3/ 4x1

= Ho — Mgl — HzJ — M3k
=S(wW -V(w

esitliginden goriilecegi lizere p niin skaler kismi S(u) = py € R invaryant kalirken,

vektdrel kismi1 V(i) = pyi + pyoj + psk € R3 orjine gore yansir.

Ornek 3.1. p = 2 +i — 3j + 5k quasi-kuaterniyonunu ve r = 1 ++/2i + j — k birim

quasi-kuaterniyonunu ele alalim. p ve r quasi-kuaterniyonlara karsilik gelen matrisler

0 00 1 00 0
_[ 1 2 00 _[v2 1 0 0
=1 3 0 20 TV 001 0 (3.50)
5 0 0 2 /4xa 10 0 17,444
dir. Buradan,
o.(W) =rif = (1 +V2i+j-k)2-i+3j-5k)(1-V2i—j+k)
=(2—i+3j—5k+2v2i+2j— 2k)(1 —V2i—j+k) (351)

=2 —-i+3j-5Kk)
=S -V

elde edilir. Bu esitligi
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1 0 0 0 2
ww=(0 2 2 5] 3

0 0 0 1744 \5/,.4
2

= ; (3.52)
'5 4x1

:=(2,-1,3,-5)

:=2 —i+3j—5k

=S(W -V

matris gosterimini kullanarak da elde edebiliriz. Goriilecegi lizere involiisyon ve anti-
involiisyon doniisimii @.(W), p niin skaler kism1 S(u) = 2 € R yi sabit birakirken
vektorel kism1 V(i) = i — 3j + 5k € R3 i orjine gore yansitir. Sekil 3.2°de p quasi-
kuaterniyonuna @, doniisiimii uygulandiktan sonra elde edilen vektorel kistm — V()

gosterilmigtir.

J 5
Viu)=(1, -3, 5) "

X a I-V(p)=(-1, 3,-5)

Sekil 3.2. Ornek 3.1°de verilen V() ve —V () piir quasi-kuaterniyonlari.

U= o+ Wi+ wyj + pusk herhangi bir quasi-kuaterniyon ve r = +1 4+ rji + ryj +
r;k birim quasi-kuaterniyon olsun. Bu durumda; %.(pn) = rur involiisyon ve anti

involiisyon doniisiimii i¢in;
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Y.(1) =rir

= (il + rli + rzj + I‘3k). 1. (il - I'1i - rzi - rgk) (3.53)
=1
Y.(i) = rir
=i
Y.(j) = rjt
= (il + rli + rzi + r3k). (j) (il - I‘li - rzi - I'3k) (355)
=]
ve
Y.(k) = rkr
=k

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla, ¥, involiisyon ve anti-involiisyon doniisiimiine

karsilik gelen matris

1 0 0 O
01 0 O
0 01 O (357)
0 0 0 1 7/,4xa
seklinde verilebilir. Ayrica,
1 0 0 O Ho
= 01 0 O Hy
w = =
W =mr=| = 1L
Ho
[ (3.58)
25
H3/ 4x1

= o + i + poj + 3k
=S(w+ V(W
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esitliginden goriilecegi lizere u niin skaler kismi S(pu) = py € Rve vektorel kismi

V(W = wi+ wyj + sk € R® sabit kalir.

Ornek 3.2. p = 4 — 7i + 2j — k quasi-kuaterniyonunu ve r = —1 + i — j + 5k birim

quasi-kuaterniyonunu ele alalim. p ve r quasi-kuaterniyonlara karsilik gelen matrisler

4 0 0O -1 0 0 0
0= 7 4 00 r= 1 -1 00O
2 0 4 0 ’ -1 0 -1 0
-1 0 0 47 444 5 0 0 -174x4
dir. Buradan,

Y =ruf=(-1+i—j+5K)(@4—-7i+2j—k)(-1—i+j—5k)
=4—-7i+2j—k
=S(W+V(w

esitligi elde edilir. Bu esitligi

1 0 0 0 4
1 7
%00 = g 0 f 8 2
0 0 0 1744 \-1/,,
4
_ (-7
2
-1 4X1
= (4,-7,2,-1)
=4—-7i+2j—k
=S+ vV

(3.59)

(3.60)

(3.61)

matris gosterimini kullanarak da elde edebiliriz. Goriilecegi tizere involiisyon ve anti-

involiisyon doniisimii ¥.(u) p niin hem skaler kismi S(u) = 4 € R hem de vektorel

kismi V(W) = —7i + 2j — k € R3 iisabit birakir. Sekil 3.3’te p quasi-kuaterniyonuna

Y. dontisiimii uygulandiktan sonra elde edilen vektorel kisim V () gosterilmistir.
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o W=(T,2, 1)

Sekil 3.3. Ornek 3.2°de verilen V() piir quasi-kuaterniyonu.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde ele aldigimiz quasi-kuaterniyonlar kiimesi lizerinde involiisyon ve/veya anti-
involiisyon aksiyomlarini saglayacak sekilde doniisiim/doniisiimler tanimlanmak
istenmistir. Daha Onceki ¢alismalarda bu diisiince reel-kuaterniyonlar, semi-
kuaterniyonlar, dual-kuaterniyonlar kiimeleri ve bu kiimelerin split formlar1 gibi
kiimelerde ele alinmistir. Bu kiimelerde tanimli ¢arpma isleminin degisme 06zelligi
olmamasindan dolayr tanimlanan dontisiimler involiisyon ya da anti-involiisyon
aksiyomlarindan sadece birini saglamaktadir. Bu ¢alismada ise quasi-kuaterniyonlar
kiimesi {iizerinde tanimlanan c¢arpma isleminin degisme &zelliginden dolayzi,
tanimlanan iki doniisim hem invollisyon hem de anti-involiisyon aksiyomlarini
birlikte saglamaktadir. Ayrica, bu déniisiimlerin 3-boyutlu Oklid uzayr R3 teki
geometrik yorumlari ifade edilmistir. Bu dontisiimlerden ilkinin geometrik yorumu,
bir quasi-kuaterniyonun skaler kism1 sabit kalirken, vektorel kismmnm R3 te orijine
gore yansimasi seklindedir. ikinci déniisiimde ise hem skaler hem de vektorel kisimlar

sabit kalmakta, yani kuaterniyon biitiiniiyle degismeden korunmaktadir.

Bu tezde ele aldigimiz quasi-kuaterniyonlar kiimesi yerine split quasi-kuaterniyonlar
ya da dual quasi-kuaterniyonlar kiimeleri ele alinarak involiisyon ve/veya anti-
involiisyon aksiyomlarini saglayacak sekilde dontistimler tanimlanmaya calisilabilir.
Ciinkii; bu kiimeler {lizerinde tanimlanan ¢arpma iglemi de degigsme 6zelligine sahip

olacagindan dnceki ¢alismalardan farkli sonuglar elde edilecektir.
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