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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

R Reel sayilar ciimlesi

R" n -boyutlu reel vektor uzayi

R} 4-boyutlu 2-indisli Minkowski uzay1
E" n -boyutlu Oklid uzay:

E® 3-boyutlu Oklid uzay:

{f, N, Ig} 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet catis1

{f, N, gl, Bj} 4-boyutlu Minkowski uzayida Frenet gatisi

(u, u>L Lorentz I¢ Carpimi

K 3-boyutlu Oklid uzayinda egrilik fonksiyonu

T 3-boyutlu Oklid uzayinda burulma fonksiyonu
k,(s) 1. Egrilik Fonksiyonu

K,(S) 2. Egrilik Fonksiyonu

K;(S) 3. Egrilik Fonksiyonu
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Bu ¢alismada, R} Minkowski uzayinda timelike helis ve slant helis egrileri igin

{f , N,él,éz} Frenet catis1 kullanilarak, bu egrilere ait bazi tanimlar, teoremler,

integral karakterizasyonlar ve egrinin egriliklerine ait diferansiyel denklem

karakterizasyonlar1 verilmistir.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometrinin temel konularindan olan egriler ve bazi 6zel egriler,
geometrinin en onemli konularindan olup, genis uygulama ve c¢alisma alanlariyla
matematikciler tarafindan g¢okca ilgi duyulan ve calisilan konulardir. Bu o6zel
egrilerden en 6nemlisi ise helis egrileridir [1]. Helis egrilerine glinliik hayattan agac
govdesine sarilan sarmagsik ya da minarenin merdivenleri 6rnek verilebilir. Helis
egrileri, 1802 yilinda M.A. Lancret tarafindan, tegetleri sabit bir dogrultu ile sabit ag1
yapan egriler olarak tanimlanmigtir [2]. Verilen bu tanima iligskin tamamlayici ispat
1845 yilinda Saint Venant tarafindan yapilan ¢alismada “bir egrinin genel helis olmasi
icin gerek ve yeter sart egrinin birinci egriliginin, ikinci egrilige oraninin egri boyunca
sabit olmas1” seklinde verilmistir [3]. Daha sonra helisler tizerine farkli uzaylarda
birgok ¢alisma yapilmistir [4, 5, 6]. Izumiya ve Takeuchi, helislere benzer sekilde, asal
normal vektorii sabit bir dogrultuyla sabit agi yapan egri olarak slant helisleri
tanimlamislardir [6]. Sonrasinda slant helisler de helisler gibi gerek Oklid gerekse
Minkowski uzaylarinda olduk¢a yaygin olarak ¢alisilmistir [7, 8]. Daha sonra 4-
boyutlu Oklid uzayinda B - slant helisin tantmi verilmistir [9].

R*, 4—boyutlu Oklid uzaymda A. Magden bir «(s) egrisinin bir egilim

¢izgisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin

i (s) 2+ 1 Jd(k6) 2:sabit
k,(s) ) ki (s) | ds| k,(s)

esitliginin saglanmasi oldugunu gostermistir. Burada Kk, k, ve k, degerleri «(s)

egrisinin sirasiyla birinci, ikinci, Giglincii egrilikleri olup higbir yerde sifir degillerdir
[10]. R} Minkowski 4-uzayinda H. Kocayigit ve M. Onder tarafindan timelike egilim
cizgileri icin benzer tammlar verilmistir [11]. R Minkowski 4 —uzayinda spacelike
ve timelike egrileri ¢alismistir [12]. A. T. Ali ve R. Lopez Minkowski 4-uzayinda
timelike egilim ¢izgilerini inceleyerek bu egriler i¢in bazi tanimlar sunmuslardir [13].
M. Onder, H. Kocayigit ve M. Kazaz E, Minkowski 4—uzayinda spacelike egilim
cizgileri i¢in diferansiyel denklemler ve integral karakterizasyonlar tanimlamiglardir

[14]. Yine M. Onder, H. Kocayigit ve M. Kazaz, 4-boyutlu Minkowski uzayinda B>

slant helisleri incelemistir [15].



1.1. Tezin Amaci

Bu tez calismasinin amaci; T.A. Aydin ve H. Kocayigit’in yar1 Oklidyen
uzayda timelike helisler iizerine hazirladig1 makale temel alinarak, Ri de bir timelike

egrinin helis egrisi (egilim ¢izgisi) olabilmesi igin gerek ve yeter sartlarin verilmesi,
bu egrilerin diferansiyel denklem karakterizasyonlarinin detayli bir sekilde

incelenmesi, ayrica sunulan teoremlerin ispatlarinin yapilmasidir [16]. Bu amag

dogrultusunda Ré de timelike egrinin diferansiyel denklem karakterizasyonu ispati ile

verilmistir. Ayrica, aym uzayda timelike helis ve B,-slant helislere ait integral

karakterizasyonlar ispatlari ile verilmistir [17]. M. Aykut Akgiin ve A.I. Sivridag’in
hazirladigi, “Some Characterizations for Spacelike Inclined Curves” isimli ¢alisma

incelenerek, integral karakterizasyonlar i¢in fikir alimmistir [18].



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, Oklid 3- uzayi, Oklid i¢ carpimi, birim hizli egri, egrilik
fonksiyonu, Frenet vektorleri ve catisi, yari-Oklidyen uzayda temel kavramlar, 3-
boyutlu Minkowski uzayinda temel kavramlar ile ilgili temel tanim ve teoremler, 4-

boyutlu 2-indisli Minkowski uzayinda bazi temel tanimlar ve 6zellikler verilecektir.

2.1. E? Oklid 3- Uzayinda Frenet Catisina Gore Temel Kavramlar
Tamm 2.1.1: Bos olmayan bir ciimle A ve bir F cismi ilizerinde bir vektor uzay1 V

olsun. Asagidaki ii¢ 6nermeye uyan bir f : Ax A—V fonksiyonu varsa A ya V ile

eslenen bir afin uzay denir;
i.  VP,Qe Anokta cifti i¢cin f(P,Q) =« olacak sekilde bir tek o €V vektorii

vardir,
ii. A da belli bir nokta segildiginde A daki geri kalan her noktaya V deki bir
vektor karsilik gelir,

iii. VP,Q,ReAigin f(P,Q)+ f(Q,R)="f(P,R) [19].
F =R reel sayilar cismi olarak alinmas1 halinde afin uzayi reeldir.
Tanim 2.1.2 (Oklid Uzayi): R reel sayilar cismi ve R" ={(X,X,, X;,..., X,) 1 % € R}

vektor uzayinda iki vektor X= (X0, Xy Xgyeeey X)) y= (Y1 Y21 Yo ¥, ) Olmak iizere,

() R"xR" >R,
(%, ¥)— (X, y):inyi, (2.1.1)

fonksiyonu R" uzayinda bir i¢ carpimdir. Bu i¢ ¢arpima Oklid i¢ carpim denir.
Uzerinde Oklid i¢ carpimi tanimli R" afin uzayma Oklid uzayi denir ve E"

ile gosterilir [20, 21].

Tanim 2.1.3 (Vektorel Carpim): € =(1,0,0), €, =(0,1,0), €& =(0,0,1) ortonormal

baz vektorleri olsun. Bu durumda
ve

ya da kisaca,



9]
|
Il

_ 1Li=]j
6 =0,=1"" ",
PV, i #

esitlikleri saglanir.
d=af +a,6, +a8, b=he +he, +hg eR’
olmak iizered ve b vektérlerinin vektérel carpimi;
axb =(a,b, —a}b,)& +(ab, —ab,)&, +(ab, —a,b, )E, (2.1.2)

esitligi ile tammlanir. xb vektorel carpimi asagidaki gibi determinant yardimi ile

gosterilebilir:
é1 éZ é.3
dxb =det|a, a, a,
bl bZ b3

Eger axb=0 ise 4 ve b vektdrleri lineer bagimsiz, aksi durumda lineer bagimlidir
[19].
Tanim 2.1.4: R3vektor uzayi lizerinde, X € R? olmak iizere,
IR >R
(2.1.3)
X =[x =(xx)
seklinde tanimlanan fonksiyon R® de bir normdur [22].
Tamm 2.1.5: 3-boyutlu bir reel i¢ ¢arpim uzay1 R? ile birlesen Oklid uzay1 E® olsun.

d:E3xE* SR

. n 2 | X=X Xy, % (2.1.4)
a0 y):HXyH:\/;(y‘_X‘) ’ {y=(();11,y2,y3))

olarak tamimlanan fonksiyona E*® Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve her X,y € E*
icin d (X, y) degerine de X ile y noktalar1 arasindaki uzaklik denir [19].
Tamm 2.1.6: I, R reel sayilar cisminin bir acik araligi olmak {izere,

diferansiyellenebilir bir

y:1cR—E°
s—7(s)=(7(5), 7:(s), 72(9))

doniisiimiine E*, 3—boyutlu Oklid uzayinda diferansiyellenebilir bir parametrik egri

denir. Bu durumda (s) < E® alt kiimesine y egrisinin grafigi veya izi denir. 1 =R
acik araligia, y egrisinin parametre araligi ve S e | degiskenine de 7(8) egrisinin

4



parametresi denir [19]. Burada y, ,1<i<3, 7.: 1 >R, t—y(t),1<i<3, seklinde
fonksiyonlar olup, » nin koordinat fonksiyonlari (bilesenleri) olarak isimlendirilirler.
Tamm 2.1.7: y:1cR — E°, }/(S) = (7/1(8), 7> (S), Vs (S)) bir egri olsun.
7, ,1=12,3, koordinat fonksiyonlarmim t noktasindaki birinci tiirevleri y',(t) ler
olmak iizere,

y'(0) =01 (), 7,0, (1) e R’

vektoriine y egrisinin t noktasindaki teget vektorii veya hiz vektori denir.

Ayrica,
[71:1 R s = [rI(s) =7 () =G ue) + (6D + 056D (215)
seklinde taniml1 |||l fonksiyonuna y egrisinin hiz fonksiyonu ve H;/'(S)H reel sayisina

da y egrisinin 7(S)noktasmdaki skaler hiz1 denir. Eger

}/'(S)” =1 ise, yegrisine
birim hizli egri ve s el parametresine de egrinin yay uzunlugu parametresi denir [19].

Tamm 2.1.8: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir y :1< R — E®egrisi igin
T(s)=7'(s) (2.1.6)
esitligiyle belirli T (s) vektoriine » egrisinin y(S) noktasmdaki birim teget vektorii

denir [20].
Tamm 2.1.9: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizl1 ¥ :1c R — E?® egrisi icin,

Kk:1>R, s> K(S)zHT'(s)H, (2.1.7)

fonksiyonuna, y egrisinin egrilik fonksiyonu denir. K‘(S) sayisina egrinin 7/(5)

noktasindaki egriligi denir [20].

Egrilik, teget dogrudan sapma miktarin1 Olger. Bu anlamda egrilik degeri
kiigiildiik¢ce egri dogruya yaklasir, biiylidiikce teget dogrudan uzaklasir.

Hf(s)” =1 oldugundan <f(s),f(s)> =1 dir. Bu esitligin her iki tarafinin tiirevi

alinir ve diizenlenirse <f '(S),f(s)> =0 elde edilir. Yani T '(s) vektorii T (s) vektoriine

diktir. T'(s) vektorii, normuna béliiniirse, T(s) vektoriine dik yeni bir birim vektor
elde edilir.

Tamm 2.1.10: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizl1  :1 < R — E® egrisi igin,



N (s)=£f’(s), (2.1.8)

)

esitligi ile belirli N(s) vektoriine, y egrisinin (s) noktasndaki asli normal

vektorii denir [20].

Tanmm 2.1.11: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli ¥ :Ic R — E® egrisi i¢in,
B(s)=T(s)xN(s), (2.1.9)

esitligi ile belirli B(s)vektdriine, egrinin y (s) noktasindaki binormal vektorii denir

[20].

Tamm 2.1.12 (Oklid 3-uzaymnda Frenet catisi): T (s),B(s),N(s)vektorlerine,

7 :1— E?® egrisinin 7/(8) noktasindaki Frenet vektorleri denir. {T (s), N (s), E(s)}
kiimesine de y egrisinin y(S) noktasindaki Frenet catisi denir [20].

Tamm 2.1.13: y:1cR — E? bir egri ve {f, N, é} Frenet vektor alan sistemi
verilsin. sel igin {f(s), N (S)} kiimesinin gerdigi diizleme y egrisinin y(s)
noktasindaki oskiilator diizlemi veya dokunum diizlemi, {N (s), é(s)} kiimesinin

gerdigi diizleme ) egrisininy(s) noktasindaki normal diizlemi ve {f( s), B( s)}
kiimesinin gerdigi diizleme ise y egrisinin y(s) noktasindaki rektifiyan diizlemi veya
dogrultman diizlemi denir [20].
Tamm 2.1.14: Bir y:IcR—E®birim hizli egrisinin Frenet vektdrleri
'I:(s), I§(s), N (s) olmak iizere,

=1—>R,

s —>r(s):—<l§’(s), N (s)> (2.1.10)
fonksiyonuna 7 egrisinin burulma fonksiyonu denir. T(S) sayisina, egrinin 7/(5)

noktasindaki burulmasi denir [20]. Burulma, egrinin oskiilator diizlemden sapma
miktarini Slger.
Tamm 2.1.15: Egriligi sifir olmayan ve teget birim vektorleri sabit birim vektor ile

sabit ac1 yapan egriye silindirik (genel) helis denir [23].



Teorem 2.1.16: Egriligi sifir olmayan bir « egrisinin, silindirik helis olmas1 igin
gerek ve yeter kosul L oraninin sabit olmastdir [23].
K

Tamm 2.1.17: Egriligi sifir olmayan ve asal normal birim vektdrleri, sabit bir birim
vektor ile sabit bir a¢1 yapan bir egriye slant helis denir [24].

Teorem 2.1.18: Bir a Frenet egrisinin slant helis olmasi igin gerek ve yeter kosul
K’ 7.,
w=—" ()
(x*+ 7°)2
fonksiyonunun sabit bir fonksiyon olmasidir [24].

Teorem 2.1.19 (Oklid 3-uzayinda Frenet tiirev formiilleri): Birim hizli bir

yiI— E’ egrisinin Frenet vektor alanlari T,N,B ise

T'=xN,
N'=—«T +7B, (2.1.11)
B'=—zN,

seklindedir [20].

2.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Temel Kavramlar

Tanmm 2.2.1: V bir reel vektor uzayi olsun.
<-,-> -V xV >R doniisimii vVa,beR Ve Vi,v,weV i¢in,
) <U,\7> :<\7,U>
i) (au+bv,w)=a(u,w)+b(v,w)
i) (0,av+bw)=a(u,v)+b(d,w)
Ozelliklerine sahip ise <,> doniistimiine V reel vektor uzayi iizerinde simetrik
bilineer form denir [22].
Tamim 2.2.2: V reel vektor uzayi lizerinde bir simetrik bilineer form < ) > olsun.
i) WeVve V0 igin (V,V)>0 ise (V,V) simetrik bilineer formuna
‘pozitif taniml1’,
i)  WeVve V0 igin (V,V)<0 ise (V,V) simetrik bilineer formuna

‘negatif tanimlr’,



i)  WeVve V=0 igin (V,V)20 ise (V,V) simetrik bilineer formuna
‘yar1 pozitif taniml1’,
iv) WeVve V=0 igin <\7,\7> <0 ise <\7, ﬂ) simetrik bilineer formuna ‘yari
negatif taniml1’,
iv)  WeVve (V,V)=0 iken V=0 olmak zorunda ise (V,V) simetrik
bilineer formuna ‘non-dejenere’ aksi halde ‘dejeneredir’ denir [22].
Tanmim 2.2.3: V bir reel vektor uzayi ve <\7,\7> -V xV — R bir simetrik bilineer form
olsun.
(V) t WxW >R
negatif tanimli olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna <\7,\7>

simetrik bilineer formun ‘indeksi’ denir ve 'v' ile gosterilir [22].
Teorem 2.2.4: V bir reel vektor uzayr ve V lizerinde simetrik bilineer form

(e,;) olsun. Bu durumda,
i) (,02)=0,i#],
ii)<ai,aj>=1 y1<i<y
iii)<ai,aj>:—1 , y+1l<i<y+v ,
iv)<ai,aj>:O , yro<i<n=y+v+u,
olacak sekilde V nin{al,az,...,an} baz1 vardir [25].
Teorem 2.2.5: Bir (\7,\7) simetrik bilineer formun non-dejenere olmasi i¢in gerek ve

yeter sart <\7, \7> nin herhangi bir baza gore ters matrisinin olmasidir [22].

Tamim 2.2.6: Bir V reel vektor uzayi iizerinde non-dejenere simetrik bilineer forma

V reel vektor uzayi tizerinde bir skalar ¢arpma denir. V' {izerindeki bir skalar ¢arpma
<\7,\7> ise (\/;(\7,\7)) ikilisine skalar ¢arpiml1 vektdr uzay1 denir [22].

Tanmm 2.2.7:vv,weV icin V0 ve W0 igin <\7,\7\I>:0 ise V.ve W vektorleri
diktir denir ve V L w seklinde gosterilir. V' reel vektor uzaymin bir altuzay1 W ise

W= {\7 eV:v J_W} olsun. W *altuzayma V nin dik altuzayr denir. W &@W~*



genellikle V nin tamami1 olmadigindan W * altuzayma W nin ortogonal komplemanti
denilemez [22].

Teorem 2.2.8: W bir V skalar garpim uzaymin alt uzay1 olsun. O zaman
i) boyW +boyW " =boyV

i) (W*)" =w ozellikleri vardir [12].
Tamim 2.2.9: V reel vektor uzayi iizerinde bir skalar ¢arpma <\7,\7> ve W da V nin

bir alt uzay1 olsun. Eger <\7,\7>, W iizerinde non-dejenere ise W ya ‘non-dejenere alt

uzay’, non-dejenere degil ise ‘dejenere alt uzaydir’ denir [22].
Teorem 2.2.10: V bir skalar ¢arpim uzay1 ve W, V nin bir alt uzay1 olsun. W alt

uzayinin non-dejenere olmasi igin gerek ve yeter sart V. =W @W * olmasidir [22].
Tamm 2.2.11: Bir V reel vektor uzayi tizerindeki skalar ¢arpma <\7,\7> olsun. Bir
V €V vektoriiniin normu

ol =v.9)
olarak tanimlanir. Normu 1 olan vektore ‘birim vektor’ ve ortogonal birim vektorlerin

ciimlesine de ‘ortonormal sistem” denir [22].

Teorem 2.2.12: V reel vektor uzay: igin bir ortonormal baz {el,ez,...,en} olsun.

g = (ei,ei) olmak iizere YW eV vektorii

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir [22].
Tanim 2.2.13: V bir skalar ¢arpim uzay1 olsun. V nin indeksi U olmak ilizere v =1

ve boyV > 2 ise V skalar carpim uzayna bir ‘Lorentz uzay1’ denir [22].

Tanim 2.2.14: V bir Lorentz uzay1 olsun. VeV olmak iizere
i) <\7,\7> >0 veya V=0 ise V vektdriine ‘spacelike vektor’,
i) <\7,\7> <0 ise V vektoriine ‘timelike vektor’,
iii) <\7,\7> =0, V=0 ise V vektoriine ‘lightlike (null) vektér> denir [25,
26].
Tamim 2.2.15: R® 3-boyutlu Oklid uzay: olmak iizere,

VU= (Uy,Uy,u),V = (V,V,,V,) e R®



icin Lorentz anlaminda i¢ ¢arpim,
(U, V), =WV, +U,V, —Ugv,
ile tanimlanir. Bu durumda (R3,<,> L) ikilisine 3-boyutlu Minkowski uzay1 denir ve
R} ile gosterilir [27].
Tanim 2.2.16: U € Ri olmak iizere, R? uzayiin tiim lightlike vektorlerinin kiimesi,
C, ={(u,u,,u5) € RSy +u,” —u,” =0} —{(0,0,0)}
seklinde ifade edilir [28].

Onerme 2.2.17: U,V e Rf vektorleri igin,

i) Her ikisi de lightlike vektor ise, bu vektorlerin lineer bagimli olmasi

icin gerek ve yeter sart (U,V)L =0 olmasidir.
i) UVeR] vektdrlerinin her ikisi de timelike vektor ise (U,V) #0 dir
[28].

Tamm 2.2.18: Bir U € Ri vektoriiniin Lorentz anlaminda normu,

Jull=u.u),

olarak tanimlanir [28].
Tanmm 2.2.19: U,Ve Rf vektorleri i¢in Lorentz anlaminda vektorel ¢carpim,
i ] -k
axb=, u, u,
ile verilir [28].

Teorem 2.2.20: X,YERf iki vektdr olsun. Bu vektorlerin arasindaki acilar,
vektorlerin karakterlerine bagli olarak,

i) Hiperbolik Agi: X ve ytimelike ise (X, )=~/ X ||| ¥ coshé

ii) Spacelike A¢i: X ve y spacelike ve gerdikleri diizlem spacelike ise
(5,9 =% coso

iii) Merkez A¢i: X ve Y spacelike ve gerdikleri diizlem timelike ise

(% 9)|-1%ll FJeosho
iv) Lorentziyen A¢1: X spacelike ve y timelike ise K)’(’ )7)‘:” X[ y|sinhe

seklinde tanimlanir [29, 30].

10



2.3. R} Minkowski Uzayinda Temel Kavramlar
Bu béliimde R yar1-Oklidiyen uzay1 aciklanarak, Ri Minkowski 4-uzayinin
bazi temel kavramlari ve 6zellikleri verilecektir.

Tamm 2.3.1: R" n-boyutlu standart reel vektor uzayi iizerinde U,W € R" icin,

(u,w>:2‘uiwi —~ Zn: u w

i=v_n+1
esitligi ile verilen v indeksli skalar ¢arpim ile birlikte R" uzayimna bir yar1 Oklidyen
uzay denir ve R} ile gosterilir. Burada, 1 <1 <N olmak iizere, sirasiyla U ve W. ler u
ve W vektorlerinin bilesenleridir [26].
Ri Minkowski uzay1, asagidaki metrik ile verilen

() =—dx —dx; +dx; +dx; (2.3.1)
standart vektor uzayidir. Burada (Xl, X5, X5, X4) : Ri in koordinat sistemidir. Ri de bir
vV vektori igin, <\7, \7> >0 sartim sagliyorsa veya V=0 ise V vektorii spacelike,
<\7, \7> < 0 sartin1 sagliyorsa vV vektorii timelike, <\7, \7> =0, V# 0= (0,0,0,0) sartim

sagliyor ise V vektorii null (lightlike) vektordiir denir [26].

Tanim 2.3.2: Bir V vektoriiniin normu;
[Vl = (V. 9)]
ile tanimlanir. Bu yiizden <\7,\7>=i1 ise V vektorii birim vektordiir. Keyfi v,w

vektorleri i¢in <\7,W> =0 esitligi saglaniyor ise V vektorii ile W vektorii ortogonaldir
(diktir) denir [26].
R; de a(s) egrisi boyunca {T(5),N(s), |§1(S), |§2 (S)} Frenet gatis1 olsun. Burada

—

T teget vektor alani, N asli normal vektor alani, Bl birinci binormal vektor alani,

B, ikinci binormal vektér alanidir.
Ri de s parametresine bagli bir timelike egri o egrisi olsun. Bu a timelike

egrisi i¢in asagidaki durumlar olugmaktadir. T vektorii timelike ve N vektdrii

11



— —

timelike, B, ve B, vektorleri spacelike vektorler segilerek, a(s) timelike egrisinin

{'I: N, Igl, E§2} Frenet catis1 olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir:

, (2.3.2)

burada T,N, B, ve B, vektor alanlari,
(N.N)=(TT)=-1, (B,8)=(8,8,)=1 233
karsilikli olarak ortogonal vektorlerdir ve a(s) egrisinin sirastyla birinci, ikinci ve

tiglincii egrilik fonksiyonlar1 k; =k, (s), k, =k, (s) ve k; =k,(s) fonksiyonlaridir [31,
32].

12



3. R} MINKOWSKI UZAYINDA TIMELIKE HELiS VE SLANT HELIS
EGRILERININ DIFERANSIYEL DENKLEM KARAKTERIZASYONLARI
Bu boliimde Ri Minkowski uzayinda, N asli normal vektori timelike olan, timelike

helis egrileri icin, Frenet tiirev formiilleri kullanilarak, vektdr alanlarina bagh

diferansiyel denklem karakterizasyonlar1 verilmistir.

Teorem 3.1: a:1cR—>R} egrisi N asli normal vektorii timelike olan, birim hizli

timelike bir egri olsun. Bu egriyi T birim teget vektor alanma gore karakterize eden

diferansiyel denklem,

1 k
%:klkzk{k kl }+kfk32,

3 2

1.1 k? | k 1
=kkk,| —[—(-= L kk, (=) '+ kk (=),
21 12 3[k3 [kz( l)r.l klk2k3:| 1 2(k) 13 (kl)

1

1
3k_3(kk) kk k

ﬂa=k1kk(kkk) kk( ) k(G )

7, =k

( )}+kf—k22+k3,

olmak {izere,
TO 4 AT AT+ AT+ 4T =0
seklindedir [16].

Ispat:
(2.3.2) esitligi kullanilarak,
1.,
N=-——T" (3.1.1)
kl
1 K
B, = PR N '—k—lT , (3.1.2)
2 2
1 K
B, :k—B1 ‘—k—ZN , (3.1.3)
3 3

esitlikleri elde edilir. (3.1.1) esitliginin S yay parametresine gore tiirevi alinirsa,
1 1
— (= |T |+ _ = T n
( kl) ( kl) :
elde edilir. Bu esitlik (3.1.2) esitliginde yerine yazilirsa,
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T '+i(_£)'T '_ﬁT (3.1.4)

B =" k,© K k
2 1 2

kl 2

elde edilir. (3.1.4) esitliginin her iki tarafinin s yay parametresine gore tiirevi alirsa,

1. (N P N O I R O N
klkz)T {(—klkz)ij—z(—k—l)}T +[[k—2(—k—1)]—k—jT (kZ)T, (3.1.5)

Bllz(_

elde edilir. (3.1.3) esitliginde, (3.1.1) ve (3.1.5) esitlikleri yerlerine yazilirsa,

l m l l ' 1 l 1 n kZ '
1 k.,
_ k_3 (_kz) T, (3.1.6)

elde edilir. (3.1.6) esitliginin her iki tarafinin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa,

1 1 1 1 1
T(4)+ A |+_ i l+ Ty T|||+
) {( ok T Uk Tk ¢ kl)}

11 Kk
OO ik }T
2 1 1

B,'= (-
? ( klk2k3

1 1.1 1.1
+ [— (- + -)1+—
_[k3( klkZ) k2k3( kl)‘] kS[

(11 L Kok 1k e Lk
+_[k3[2( kl)] kkk] k3(k2)} +[ k\?(kz)]T, (3.1.7)

bulunur. Frenet tiirev formiillerinden B, '=—k,B, esitliginde (3.1.4) yerine yazilirsa,

B, =—k, ! "+i(—l)'T'—ﬁT (3.1.8)
T kk, kK Kk,

olup, (3.1.7) ve (3.1.8) ifadeleri birbirine esitlenirse,

1 1.1 K,
| ——T "+ = (-=) T - 1 e
3[ kK, kz( kl) Kk, } ( kkk)

I 1 1
+| (- (- —) T
( klk2k3) k3( kk) k2k3( kl)}

1,1 , —k |1
+ [k3( Kk )+@(_k_1)] ks[kz (——l)] KK, }T
1.1, 1 S 1k
+ [k_S[kz (——1)] klkzkg] kg(kz):|T ( . (k )T

olup,
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1 1 1 1 1
- (4) _ '+_ _ l+ )\ Tm
( kkk) P m@g) @( &@) @g( @)}

11 1,1 1 k2 Kk,
(_ 1 _ r = (_ T"
G @@)+@@( Q1 g[@( h)] kkk k&}
1.1 K1 k. K
+ [ (——)] ===+ —3(——)}1_'
k3 k2 l klk2k3 k3 k2 k2 kl

+(——( l)) k }T 0

3 2

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi —k1k2k3 ile carpilirsa,

T 4| kk,k +kk, k T
+_ G (1 )k )}
kkk _ Uil k2_k2 k Tu
ik [@(@@ kk k @(&)]+1 2 * J
_ Lt K k 1
+| kk,k, ——"+2 ko (LY kK2 () T
KT T S (k2
+ kkk[l(h)T+h%5}T=o
L k3 k2

bulunur. Boylece R‘; de N asli normal vektorii timelike olan, timelike egrileri

karakterize eden, T ye gore, dordiincii mertebeden degisken katsayili, lineer, homojen

bir diferansiyel denklem elde edilerek ispat tamamlanmis olur. m

Teorem 3.2: (R‘é de Timelike Helis Egrisinin Diferansiyel Denklem

Karakterizasyonlart) a:1cR-—>R} egrisi s yay parametresiyle verilen, N asli

normal vektorii timelike olan, birim hizli timelike bir egri olsun. Egrinin «f(s)

noktasindaki hareketli Frenet gatisi {f(S), N(s), él(s), I§2 (S)} ve sabit birim vektor

U = 14, (S)T(S) + 1, (S)N(S) + £5(S) B,(S) + 14, (S)B,(S) olmak iizere, eger o egrisi

timelike helis ise s, =0 igin U vektorii,
J:ﬁ@wf%a@+id%w@@
k2 k3 k2

seklindedir.
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Ispat: a:IcR—)Ré egrisi § yay parametresiyle verilen, N asli normal vektorii
timelike olan, birim hizli timelike helis ise, U sabit birim vektdr ise;

(T,U) = sabit (3.2.1)
olmalidir. U vektoriiniin karakteri, (Teorem 2.2.20) geregi, (3.2.1) denkleminde
verilen (T,U) = sabit sonucunu etkilemez.

U =uT +1,N + 14,B, + 11,B, (3.2.2)
yazilabilir. U vektori sirastyla f, N, él, éz ile i¢ carpilirsa,
<f,f>:<N,N>:-1, (B,, B,y =(B,,B,) =1 oldugundan,
m=—~T.U), 1,==«N,U), u,=(B,U), u,=(B,U) (3.23)

elde edilir. (3.2.2) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinip,

Frenet tiirev formiilleri yerlerine yazilirsa,
U'=p'T + 4 (~kN)+ 2, "N+ 14, (KT +k;B,) + 415" B,
+ 145 (kN + kséz) +H, é2 + 1, (=ksB,)

olup, U timelike sabit birim vektdr oldugundan U '= 0 olur ki bu sayede

0=(1,"+ ky“z)f + (=K + 1, + Ky p5) N + (Kot + 5" =Ky p1,) é1 +(Kapts + 14, é2

(3.2.4)
esitligi elde edilir. Burada T #0, N =0, B, #0, B, #0 oldugundan,
'+ ko, =0
ot T ok =0 (3.2.5)

Koty + 15— Kypt, =0
Kty + 11,"=0
olmalidir. Ayrica (3.2.1) ve (3.2.3) esitliklerinden g4 =—(T,U)=sabit olup z'=0
dir. Boylece (3.2.5) esitlikleri,
ks, =0
—Kypt + 1, + Ky 11, =0
Koty + 115 =Ky, =0
Koty +p4," =0

(3.2.6)

seklinde bulunur.
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(3.2.6) esitlikleri, 1, =0 igin diizenlenirse,

—Ky +kopty =0 (3.2.7)
My =Kyt =0 (3.2.8)
Kypty +44,'=0 (3.2.9)

elde edilir. (3.2.3) geregi x4, = sabit =c olacagindan (3.2.7) esitligi,

—k,c+K,, =0 (3.2.10)
seklinde yazilabilir. (3.2.10) esitliginden,
k1
My =—C, (3.2.11)
k2
(3.2.8) esitliginden,
Iy
/«14 =k_ﬂ3 y (3.2.12)

(3.2.11) esitligi, (3.2.12) esitliginde yerine yazilirsa,

1 k.,
=—(=)¢C 3.2.13
Hy K (k ) ( )
elde edilir. Boylece U = ,ul'lr +1,N + 1B, + 14,B, vektoriiniin katsay1 fonksiyonlari,

k 1 k . .
W=C, =0, = k—lc , i, =— () 'c seklinde bulunmus ve ispat tamamlanmis
2 3 2

olur. m

Teorem 3.3: (Ri de Timelike Slant Helis Egrisinin Diferansiyel Denklem
Karakterizasyonlart) a:1cR—>R} egrisi s yay parametresiyle verilen, N asli
normal vektorli timelike olan, birim hizli timelike bir egri olsun. Egrinin «(s)
noktasindaki hareketli Frenet catisi {f (s),N (s),él(s),éz(s)} ve timelike sabit birim
vektor U = 14, ()T (S) + 24, (S)N(S) + 24, (S)B,(S) + 14, (S)B,(S) olmak iizere, o egrisi

timelike slant helis ise,

2 _k,’ 1 K k k 1 kK k,k
(ki—z)ﬂi"+ = () () - (L )'}a'{[—(—l)']#( - 3)%:0
k1k2k3 _k3 k2 k2k3 k1k3 k3 k2 I(2
k2 —k,2 [ kZ-k2., Kk, Kk, k, k
n+ L 2\ '+ k — 2 —2)1! :0
( e )45 _( wE ) klke,(kl) Ha'+ | K (klks(kl)) Hy
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k> —k,? Ll k1 kL, . kk
(l 2)/“4 +{_l(_)_( 2)}#4 +ﬁﬂ4=0

k.I.k2k3 k2 k3 k.l.k3 k2
diferansiyel denklemleri ile karakterize edilir [16].

Ispat: a:1cR—>R} egrisi s yay parametresiyle verilen, N asli normal vektorii
timelike olan, birim hizli timelike bir egri olsun. « egrisi bir slant helis ise N asli
birim vektdrii, sabit bir U vektoriiyle sabit bir a¢1 yapar. Bu durumda,

(N,U) = sabit (3.3.1)
olur. U birim vektor,

U =T +2,N+1,B +1,B, (3.3.2)

olsun. (3.3.2) esitliginin her iki tarafi sirastyla T, N, B, B, vektorleri ile i¢ ¢arpilirsa,
(T.T)=(N,N)=-1, (B,,B,)=(B,,B,) =1 oldugundan,

w=—T,U), 1,=—N,U), w,=(B,U), u,=(B,U) (3.3.3)

elde edilir. (3.3.2) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinip
Frenet tiirev formiilleri yerlerine yazilirsa,

U'=u'T + (K N) + 1, "N + 1, (KT +k,B))
+ 143" B+ 13 (KN +KyB,) + 14, "B, + 11, (=K3B))

olacagindan ve U sabit birim vektor oldugundan U '—0 olur. Bu durumda,

0 = (14 "+ Kot )T + (=Kot + 11, + Ko )N + (K g, + g1y "= Ko 1, ) By + (Ky 1t + 12, ") B,

(3.3.4)
elde edilir. Burada T =0, N #0, B, #0, B, #0 oldugundan,
'k, =0
=Ko + 11, +Kop, =0
1A T My TR (335)

Koty + 1ty =Ky 1, =0
Kty + 11,"=0

olmalidir. Ayrica (3.3.1) ve (3.3.3) esitliklerinden sz, =—(N,U)=sabit olup £/, '=0
dir. Boylece (3.3.5) esitlikleri,

'+, =0 (3.3.6)
—k 1y +Kop, =0 (3.3.7)
Kytt, + "= Kopt, =0 (3.3.8)
Ktty +11,"=0 (3.3.9)
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seklinde yazilir. (3.3.8) esitliginden,

K, 1,
Hy :k_ﬂ2+k_ﬂ3 (3.3.10)
3 3
(3.3.6) esitliginden,
1,
Hy z_k_!ﬁ (3.3.11)
1
(3.3.7) esitliginden,
K
Hs :k_lﬂl (3.3.12)
2
(3.3.9) esitliginden,
My ==Kyt (3.3.13)
olup (3.3.13) esitliginde, (3.3.12) esitligi yerine yazilirsa,
1 kl
Hy' ==K k_:ul (3.3.14)

2

(3.3.12) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinirsa,

1 k 1 k 1
Hy = (k_l) T (k_l) H (3.3.15)
2 2

olur. (3.3.10) esitliginde, (3.3.11) ve (3.3.15) esitlikleri yerine yazilirsa,

k|, 1. .| 1| k., Ky .
: =k—3[(—k—lm }k—i(k—z) G } (3.3.16)

elde edilir. (3.3.16) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi

almirsa,
k, N e lok
- (= 3.3.17
Ha { TRARTTS kk k3 k2 kk [ks(kz)]'ul( )
olur. (3.3.17) esitliginde, (3.3.14) esitligi yerine yazilip diizenlenirse,

kK2-k2y 11 k., k 1k 3
(k1k2k3 iy +{k_3(k_2)+(k2k3 kk } {[ )] ( )}tl 0 (3.3.18)

elde edilir. Boylece, slant helisi karakterize eden, 4; e bagli, ikinci mertebeden,
degisken katsayili, homojen diferansiyel denklemi elde edilir.

Simdi, H; e bagl bir diferansiyel denklem {iretilecektir.
(3.3.6) esitliginden,

==Kty (3.3.19)
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(3.3.9) esitliginden,

JTREES WA (3.3.20)
(3.3.7) esitliginden,
k2
1 = k_’u3 (3.3.21)
1
elde edilir. (3.3.21) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tlirevi
alinirsa,
1 k2 1 kz 1
#= G0 s+ G ) (3.3.22)
1 1

(3.3.22) esitliginde (3.3.19) esitligi yerine yazilirsa,

1
-k, = ( 2)" +( 2) ;" esitligi elde edileceginden bu esitligin her iki tarafi ——

1 l kl

ile carpilirsa,

1 k,., K,y
=——(2 4 3.3.23
H, k. (k1) My (k12 ) ( )
elde edilir. (3.3.8) esitliginden,
K, 1
Hy = k_ﬂz +k_,u3 (3.3.24)
3 3

elde edilir. (3.3.24) esitliginde, (3.3.23) esitligi yerine yazilirsa,

k2 —k,’
k3k12

Hy'— 2( £)' (3.3.25)

Ha = kk, 'k,

elde edilir. (3.3.25) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinip,
(3.3.20) esitligi yerine yazilirsa,

k12_k22 " k2 2 _ 2
Cogz s {( ) T (k)} {

kk k } -0 (3.3.26)

elde edilir. Boylece, slant helisi karakterize eden, H; e gore, ikinci mertebeden
degisken katsayili, homojen, lineer diferansiyel denklemi elde edilir.

Simdi H, e gore bir diferansiyel denklem elde edilecektir.

(3.3.9) esitliginden,
1,

Uy =—k—y4 (3.3.27)
3

(3.3.27) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinirsa,
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Hy'= (- k%) (- k%) " (3.3.28)

1 k
(3.3.8) esitliginden, i, =— — 4, "+ — 4, elde edilip bu ifadede (3.3.28) esitligi yerine

K, K,
yazilirsa,
__1 (_i)' '+(_i) " +ﬁ _(i) "+i(i)' ‘+ﬁ (3.3.29)
Ho K, K, Hy Kk, Hy K, Hy KK, Hy K, K, Hy K, Hy e

k
elde edilir. (3.3.7) esitliginden, £4 =k—2,u3 elde edilip, bu esitlikte (3.3.27) esitligi

1

yerine yazilirsa,

k,| 1 K,
—2|_ = == ' 3.3.30
£ K, |: K, Hy :| Kk, Hy ( )

elde edilir. (3.3.30) ifadesinin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinirsa,

=(-—2)'u, '+ (= 3.331
elde edilir. (3.3.6) esitliginde, (3.3.29) ve (3.3.31) esitlikleri yerlerine yazilirsa,
k12 — kzz k1k3
"t L2, =0 3.3.32
( kK, K, = k k i k, ( )

elde edilir. Boylece, slant helisi karakterize eden, f,e gore, ikinci mertebeden
degisken katsayili, homojen, lineer diferansiyel denklemi elde edilir. m

Sonu¢ 3.4: M, My, H, e gore Ri de slant helisi karakterize eden diferansiyel
denklemler elde edilmistir ayrica, g, =—(N,U)=sabit olup z,'=0 oldugundan £,
e gore diferansiyel denklem elde edilemez.

Teorem 3.5: (Ride Timelike B,-Slant Helis Egrisinin Diferansiyel Denklem
Karakterizasyonlar1) a:1c R —> R} egrisi Syay parametresiyle verilen, asli normal

vektoric N timelike olan, birim hizli timelike bir egri olsun. Egrinin «(s) noktasindaki

hareketli Frenet ¢atisi {f(s),ﬂ(s),él(s),ﬁz(s)} ve sabit birim  vektor
U = 24,(S)T(S) + 1, (S)N(S) + 14,(S) B,(S) + 14,(S)B,(S) olmak iizere, o eprisi

timelike Bj- slant helis ise,
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k2 —k,? 1,1, k , k
"+ —(—)'- "'+, =0
{ ke |4 e G Tk ) | A

173 173

k.2 —k,? CKZ-k2, Kk, K, K, Kyon]
"+ " 1 |+ k _ 2 2\ "\ — O
( k1k32 )14, _( k1k32 ) kK, (ks) H 1 (k1k3 (kg) ) | A
k.2 —k,? kZ-k2., 1k, kk, 1 Kyl
ll+ I+_ _93 1 I+ + (= nt =O
( ok, )y _( ik, ) " (kz) s (kl (kz) ) I

diferansiyel denklemleri ile karakterize edilir [16].

Ispat: a:IcR—>R? egrisi S yay parametresiyle verilen, birim hizli timelike bir
2 yay p Y

egri olsun. & egrisi, N asli normal vektérii timelike olan, bir timelike B, -slant helis
ise, U sabit birim vektor olmak tizere,

(B,,U) = sabit (3.5.1)
olur. Bu durumda U birim vektorii,

U =T+ p,N+ 1B +14,B, (3.5.2)
olsun. (3.5.2) esitliginin her iki tarafi sirastyla T, N, B;, B, vektorleri ile i¢ garpilirsa,

(T.T)=(N,N)=-1, (B,B,)=(B,,B,) =1 oldugundan,

m==TU), =~N.U), s=(B,U), 1,=(B,U) (35.3)
elde edilir. (3.5.2) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinip
Frenet tiirev formiilleri yerlerine yazilirsa,
U'=2'T+ (- N)+26,"'N + 11, (6T +x,B))
+ 145" B, + 15 (k,N + x,B,) + 11, ' B, + 1, (—x,B,)

olur. Bu esitlikte U sabit birim vektér oldugundan U'=0 olup, ifade

diizenlendiginde,

0= (g + Ko )T + (=K + gty "+ Ko p15)N + (K, + 15 "= Ky 14,) B + (Ko 5+ 14, ) B,

(3.5.4)
elde edilir. Burada T #0, N=0, B, #0, B, #0 oldugundan,
'+ K, =0
—Kay + 1, + Koty = 0 (355)
Kopt, + gty =Ky, =0 -

Kty + 11,"=0
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olmalidir. Ayrica (3.5.1) ve (3.5.3) esitliklerinden s, =(B,,U)=sabit olup t; =0

dir. Boylece (3.5.5) sisteminin denklemleri,

Ky, =0 (3.5.6)
=k 1t + 1, '+ Ky 11, =0 (3.5.7)

Ky, —Kopt, =0 (3.5.8)

Kopty + 11, =0 (35.9)
seklinde yazilir. (3.5.7) esitliginden,

ko, 1 3.5.10
ﬂs_kzﬂl kzluz (3.5.10)
(3.5.6) esitliginden,
1 1
Hy = _k_'ul (3.5.11)

1

yazilip (3.5.11) esitliginin S yay parametresine gore her iki tarafinin tlirevi alinirsa,
1 1 1 1 1 n
=) () (35.12)
kl kl

bulunur. (3.5.12) esitligi, (3.5.10) esitliginde yerine yazilirsa,

K, 1{1,,1" 1, . 1.1, .k
g === ——| (=)', + (=) }(—)ﬂl () '+ (3.5.13)
’ k2 k2 kl kl klk2 kZ kl k2
(3.5.8) esitliginden,
k2
Hy= k_:uz (3.5.14)
3
(3.5.14) esitliginde, (3.5.11) esitligi yerine yazilirsa, t, = —ﬁ 4" olacagindan her
173
iki tarafin S yay parametresine gore tiirevi alinirsa,
) (35.15)
Hy kek, H kek, H 9.
S s : k, .
bulunur. (3.5.13) ve (3.5.15) esitlikleri, (3.5.9) esitliginde yerlerine yazilip P ile
13
carpilirsa,
kj—kf} {1 1., k,  k
= | - () = () =0 (3.5.16)
|: k12k32 kl kl klk3 k1k3
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elde edilir. Boylece (3.5.16) denklemi ile, 4, e bagli, B, -slant helisi karakterize eden,

ikinci mertebeden degisken katsayili, homojen, lineer diferansiyel denklemi elde

edilmis olur. /4 =0 oldugundan, 4; e bagh bir diferansiyel denklem elde edilemez.
Ancak U, ve H, e gore diferansiyel denklemler tiretilebilir.

Simdi 4, e bagh bir diferansiyel denklem elde edilecektir.

Daha once elde edilen (3.5.8) esitliginden,
k

Hy =k_2,u2 (3.5.17)
3
bulunur. (3.5.17) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinirsa,
1 k2 1 k2 1
Hy' = (5) 1y + (S5 1 (3.5.18)
K K

olur. (3.5.9) esitliginden,
1

My =—H,' (3.5.19)
K,
(3.5.6) esitliginden,
' ==k (3.5.20)
(3.5.7) esitliginden,
K, 1
H :k_,us +k_:u2 (3.5.21)
1 1
elde edilip, (3.5.21) esitliginde, (3.5.19) esitligi yerine yazilirsa,
k1 (3.5.22)
= kk, Hy'+ K, T H 9.
elde edilir. (3.5.22) esitliginde, (3.5.18) esitligi yerine yazilirsa,
K, 1 1k’ K,

_ L — 3.5.23
My kk |:(k),u2+( )ﬂ2i| kl;uz |:k1 klk3 :| Hy Kk, (k) ( )
elde edilir. (3.5.23) esitliginin S yay parametresine gore tlirevi alinirsa,

k,” -k,
= i "— 3.5.24
( kkz ) +( E ) kk(k)) kk(k) ( )

bulunur. (3.5.24) de (3.5.20) esitligi yerine yazilirsa,
k32 _ k22 . k 2 _ 2
Gl | € kk2 ) kk(k) '+ kk
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bulunur. Boylece, Bj-slant helisi, &, ye gore karakterize eden ikinci mertebeden,
degisken katsayili, lineer, homojen diferansiyel denklem elde edilmis olur.
Simdi Y, e gore diferansiyel denklem iiretilecektir.

Daha once elde edilen (3.5.8) esitliginden,

K,
M, :k_ﬂ4 (3.5.24)
2
elde edilip, (3.5.24) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi
alinirsa,
1 k3 1 k3 1
My =(k—) ﬂ4+(k—)ﬂ4 (3.5.25)
2 2
(3.5.9) esitliginden,
1,
Hy = _k—ﬂ4 (3.5.26)
3
(3.5.7) esitliginden,
1 .,k
= k—ﬂz +k_ﬂ3 (3.5.27)

1 1

elde edilir. (3.5.25) ve (3.5.26) esitlikleri, (3.5.27) esitligindeki yerlerine yazilirsa,

k,> -k, 1k
= (e 2 () (3.5.28)
k1k2k3 ) kl k2 )
elde edilir. (3.5.28) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi
almirsa,
k,? —k,? k.2 —k,? 1 Kk, 1k,
=) (= EE)) g+ (=) ) 3.5.29
= ok, ) s+ ( K, )2 (kl(kz)) Ha (kl(kz))m ( )

olur. (3.5.6) esitliginden W'=- kl,uz olup bu esitlikte (3.5.26) esitligi yerine

yazilirsa,
' klkS
H :_k_/"zt (3.5.30)
2

olur. (3.5.29) esitliginde (3.5.30) esitligi yerine yazilip diizenlenirse,

k2 —k,? k2-k?., 1k kk, 1k,
II+ l+_ _9 1 |+ + _ _o r 1 :0
( Kok, Y+ ( ok, ) kl(kz) Hy o (kl(kz)) Hy

elde edilir. Boylece, B, -slant helisi, 4, e bagl karakterize eden ikinci mertebeden,

degisken katsayili, lineer, homojen diferansiyel denklem elde edilmis olur. m
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Teorem 3.6: (Ri de Timelike B,-Slant Helis Egrisinin Diferansiyel Denklem

Karakterizasyonlart) a:1cR—>R} egrisi s yay parametresiyle verilen, N asli
normal vektorii timelike olan, birim hizli timelike bir egri olsun. Egrinin «(s)

noktasindaki hareketli Frenet catisi {T(s),N(s), B,(s),B,(s)} ve sabit birim vektor
U = 14, (S)T(S) + 1, (S)N(S) + £5(S) B,(S) + 14, (5)B,(S) olmak iizere, o egrisi timelike
B, - slant helis ise;

1.Durum: K; =0 ve z #0 icin,

m 1 1 1 1 n l 1 1 1 1 k 1
H +{k1k2(ﬁ) +k1(k_1) j|:u'l +|:k12 _k22 +klk2(k_(k_) ) i|:LL1 +k1k2(k_1) =0

172 2 1 2
1 1 1 1
L 1 (i)' (*)' 2 2 2 2
Izl " Izl - ki My "+ ::1 ' I(Zkz | I(Zkz =k, |4, =0
D2y D2y D2y D2y D2y k (22
G (] 6 G| 6 ()
1., 1., d 1w , K, ..
Ha +{k1k2(@) +k2(k_2) :|/13 +|:k1k2(k_1(k_2) ) +k12 _kzz}ﬂs _klkz(k_i) My =0
diferansiyel denklemleri ile karakterize edilir.
2.Durum: k; 20 ve 14, =0 icin,
1 Kk, K,
=—(—=)'c =—cC =C
H K, (kz) H, K, Hy
" < 1 k.= Ky - -
olur. Boylece U = C(k— (k—) T(S)+k—N(s)+ B,(s)) elde edilir.
1 2 2

3.Durum: K, =0 ve 2, =0 icin,
" 1 ' 1 2
H +k1(k_) p K =0
1

diferansiyel denklemi ile karakterize edilir [16].

Ispat: a:IcR—)Ri egrisi S yay parametresiyle verilen, N asli normal vektorii

timelike olan, birim hizli timelike bir egri olsun. & egrisi bir timelike B, -slant helis

ise, U sabit birim vektor olmak {izere,

(B,,U) = sabit (3.6.1)
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olur. U sabit birim vektorti,

U=uT+,N+1,B +1,B, (3.6.2)
olsun. (3.6.2) esitliginin her iki tarafi sirasiyla T, N, B;, B, vektorleri ile i¢ ¢arpilirsa,
(T.T)=(N,N)=-1, (B,B,) =(B,,B,) =1 oldugundan,

/’t_|_=_<-|:’0>1 ﬂ2:_<N’U>a ﬂ3:<§11a>1 ﬂ4:<§21a> (363)

elde edilir. (3.6.2) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinip

Frenet tiirev formiilleri yerlerine yazilirsa,
U'=u'T+14(=N)+ 16, "N + 11, (T + x,B))
+ 145" B, + 15 (k,N + x,B,) + 11, ' B, + 1, (—x,B,)

elde edilir. U sabit birim vektor oldugundan U ' = 0 olup, ifade diizenlendiginde,

0 = (g + Kt )T + (=K + a1, + Ky gt )N + (Kypt, + 1"~ Ky 12,) By + (Kypt + 11, ") B,

(3.6.4)
elde edilir. Burada T #0, N #0, B, #0, B, #0 oldugundan,
'+ K, =0
—K 1 + 10, "+ Kot =0
W & (3.6.5)
Koty + 113" = Kypty =0

Kty + 14, =0
olmalidir. Ayrica (3.6.1) ve (3.6.3) esitliklerinden x, =(B,,U)=sabit olup x,'=0
dir. Boylece (3.6.5) esitlikleri,

ko, =0 (3.6.6)
—k, it + 1, +Kopt, =0 (3.6.7)
Koty + 143"= Kypt, =0 (3.6.8)
Kyt; =0 (3.6.9)
seklinde yazilir.

1.Durum: k3 =0 ve 13 %0 icin (3.6.8) esitligi diizenlenirse,

Koty + 14" =0 (3.6.10)
elde edilir. (3.6.6) esitliginden,

1,
M,y =—k—ul (3.6.11)

1
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bulunur. (3.6.11) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinirsa,

1 1 1 1 1 n
Ho'= (0 ) i+ (= )k (3.6.12)
1 1
apg= PR kl 1 1 - g
elde edilir. (3.6.7) esitliginden 44 =k—,ul—k—,u2 olur. Bu ifadede (3.6.12) esitligi
2 2
yerine yazilirsa,
1 R R 4
_ + —(— + — 3613
Hs (klk )4 K, (kl) H K, H ( )

elde edilir. (3.6.10) esitliginden fs = —k2,u2 olur. Bu ifadede (3.6.11) yerine yazilirsa,

k

ﬂ3|:k_2ﬂ1' (3.6.14)
1

elde edilir. (3.6.13) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tlirevi

alinirsa,

, 1, ot S s R I A A k.,

= ()" " () "+ (— (- (= ()" + () i+ (3.6.15
Hy (klkz) th (klkz)ﬂl (k2 (kl) ) 14 (kz(kl) )t (kz) S (3.6.15)
elde edilir. (3.6.14) esitligi, (3.6.15) esitliginde yerine yazilip diizenlenirse,

1 o 1., 1,1, A 1,1, c K

— (= o2 (2 (= L)', =0 (3.6.16

(klkz)/’ll {(klkz)Jrkz (kl)}ﬁ J{kz kl+(k2(kl))}ﬁ +(k2) 2 ( )
elde edilir. (3.6.16) esitliginin her iki tarafi k1k2 ile ¢arpilirsa,

" 1., 1., " 1,1..,.. . K .,
H +|:k1k2(@) +k1(k_l) :|,LL1 +{k12 —k,’ +k1kz(k_2(k_l) ) :|/'L_L +k1k2(k_z) # =0

elde edilir. Boylece, timelike B, -slant helis egrisini karakterize eden, Y; e gore

tiglincii mertebeden, degisken katsayili, lineer, homojen bir diferansiyel denklem elde
edilmis olur.

Diger taraftan (3.6.7) esitliginden,

m :kll,u2 '+i—j,u3 (3.6.17)
(3.6.10) esitliginden,

ty' ==Kyl (3.6.18)
(3.6.6) esitliginden,

==Ky (3.6.19)
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elde edilir. (3.7.17) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi

alinirsa,
1 1 1 1 1 n k 1 k ]
= () 1+ G (5 s (2 (3.6.20)
1 1 1 1
elde edilir. (3.6.20) esitliginde (3.6.18) ve (3.6.19) esitlikleri yerlerine yazilirsa,

k i 1 n 1 1 1 k 2
(k_Z) Hs +(k_),u2 +(k_) H, +(k1 _kij/uz =0 (3621)
1 1 1

1

Kk
elde edilir. (3.6.21) esitligi (k—z)' ifadesiyle boliinerek,

1

1 1., k’—k,’
ko )k
My =77 = — e — M, (3.6.22)
(%) (.2 ()
1 1 1

seklinde diizenlenir. (3.6.22) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore

tiirevi alinirsa,

1 1 1
PE " () ()
1 1 ] n 1 m 1 ] 1 1 n
Hy =1 =7 Hy + K |# T - K Hy +| = K H
() ey ey 2y
kl k1 kl kl
k?—k,? k. —k,?
R T . (36.23)
2y 2y
(kl) (kl)

olur. (3.6.23) ifadesinde, (3.6.18) esitligi yerine yazilip diizenlenirse,

1 1 1 1
1 1 (7) ' (7) ' 2 2 2 2
.k . k . k=k , -k,° |,
ii(l H, + Kk + kl M + kl + s K 2 M + k1 k 2 - kz Hy = 0
*) A ) A kG k(%)
k1 kl kl kl kl k1

elde edilir. Boylece, timelike B,-slant helis egrisini karakterize eden, 4, e gore

ticlincti mertebeden, degisken katsayili, lineer, homojen bir diferansiyel denklem elde
edilmis olur.
Ayrica (3.6.10) esitliginden,

1

== (36.23)
kZ
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ve (3.6.6) esitliginden 44 =— klﬂz olur. Bu ifadede (3.6.23) esitligi yerine yazilirsa,
k

==t (3.6.24)
k2
bulunur. (3.6.23) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinirsa,
1 1 1 1 1 n
Hy = (_k_) Hs +(_k_):u3 (3.6.25)
2 2
e K, 1, : e
olur. (3.6.7) esitliginden t4 = k—,u3 +k_'u2 olur. Bu ifadede (3.6.25) esitligi yerine
1 1

yazilirsa,

ety k (3.6.26)
M= kkluskk'% k:us 0.

1 2 1

elde edilir. (3.6.26) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tlirevi
alinirsa,

SV SN SRS U Loy ey ey,
' =( kk)/ua A k1k2) +(- 1( 2)) +(- kl(kz))ﬂg +(k1)ﬂ3+(kl)ﬂ3

(3.6.27)
elde edilir. (3.6.27) esitliginde, bulunan (3.6.24) esitligi yerine yazilip diizenlenirse,

1 m 1 1 k
(_@),‘% {( KK, —)'- " (k )} [( ( )) k—l—k—jﬂs +( ) by =
(3.6.28)

olur. (3.6.28) esitliginin her iki tarafi _klkz ile ¢arpilirsa,

{kk (—) "+ Kk (— ):| |:k1k2(ki(ki)‘)l+k12_kzz}ﬂs'_klkz(%)'ﬂs:0

1 2 1

elde edilir. Boylece, timelike B,-slant helis egrisini karakterize eden, f; e gore

iclincli mertebe, degisken katsayili, lineer, homojen bir diferansiyel denklem elde

edilmis olur.

2.Durum: K; #0 ve 2, =0 icin (3.6.7) ve (3.6.8) esitlikleri diizenlenirse,
—kp+u,"=0 (3.6.28)

K, 1, =Ko, =0 (3.6.29)

elde edilir. x, = sabit =c oldugundan (3.6.29) esitliginden,

30



ko Kk, 3.6.30
/Jz_k:u4_k (3.6.30)

elde edilir. (3.6.30) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tlirevi

2 2

alinirsa,
1 k3 1
L :(k_) c (3.6.31)
2
elde edilir. (3.6.28) esitliginden 4 = k—,u2 olur. Bu esitlikte (3.6.31) esitligi yerine
1
yazilirsa,
1 k,,,
— (23 ¢ 3.6.32
H K, (k ) ( )

elde edilir. Boylece, U =T + 24,N + 14,B, + 24,B, vektoriiniin katsay1 fonksiyonlari

1k, K,
lul kl (kz) ' /’12 k2 ' #3 y ﬂ4

seklinde elde edilir. Dolayisiyla U = c(ki (%) T(s) +% N(s)+ B, (s)) olur.

1 2 2
3.0urum: K, =0 ve ;=0 icin (3.6.8) esitligi diizenlenirse,
k,u, =0 (3.6.33)

elde edilir. 1, =0 olmasi durumunda denklem elde edilemeyecegi agik oldugundan,

k2 =0 ve 4, #0 alinirsa (3.6.6) esitliginden,

1,
My ==t (3.6.34)

kl
elde edilir. (3.6.34) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tlirevi

alinirsa,

u2'=<—ki>'m+(—im"

c (3.6.35)

ve (3.6.28) den,
Ho' = ket (3.6.36)
esitlikleri elde edilir. (3.6.36) esitligi, (3.6.35) esitliginde yerine yazilirsa,

l n 1 1 1
(k_)ﬂl + (k_) '+ Ky =0 (3.6.37)
1 1
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elde edilir. (3.6.37) esitliginin her iki tarafi k1 ile ¢arpilirsa,
n l 1 1 2
Hy +k1(k_) p K =0
1

elde edilir. Boylece, timelike B, -slant helisi karakterize eden, 4, e gore ikinci

mertebeden, degisken katsayili, lineer, homojen bir diferansiyel denklem elde edilmis

olur. m
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4, Ri MINKOWSKI UZAYINDA TIMELIKE HELIS VE B, - SLANT HELIS
EGRILERININ INTEGRAL KARAKTERIZASYONLARI

Bu boliimde timelike helis ve B, -slant helis igin integral doniisiimleri

yardimiyla bulunan karakterizasyonlar ve bunlara bagli sonuglar ispatlariyla
verilmigtir.

Teorem 4.1: (Ri de Timelike Helislerin integral Karakterizasyonlar1)

. 1cR—>R} eprisi s yay paremetreli, N asli normal vektorii timelike olan,

timelike bir egri olsun. « egrisinin a(s) noktasindaki hareketli Frenet catisi

{f(s),ﬂ(s),él(s),éz(s)} ve  k,(S),K,(S),ks(s) egrilikleri sifirdan farkls,

# sabit olmak iizere; o egrisinin bir timelike helis egrisi olmast i¢in gerek ve

w13 el -

esitliginin saglanmasidir [17].

k()

yeter sart;

Ispat: =: a:Ic]R—)]R‘; egrisi s yay parametresiyle verilen, N asli normal
vektorii timelike olan, birim hizli timelike bir egri olsun. Bu durumda, o egrisinin

T teget vektorii, bir spacelike sabit birim vektdr U (veya timelike) ile sabit ag1 yapar.
O halde;

(T.U) =|T|[Jsinh 6= sabit (veya U timelike ise <f,U >=—HTHHU Hcosh@:sabit)

(4.1.2)
olur. (4.1.1) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinirsa;
(N,U)=0 (4.1.2)
elde edilir. (4.1.2) esitliginden N LU elde edilir. Burada U vektorii;
U=uT+u,B, +u,B, (4.1.3)

olsun. (4.1.3) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinirsa;

0=/ T+ (UK, () + Uk, ()N +(u; —usk,; () B, +(u,ky (s)+u3 ) B, (4.1.4)

elde edilir. (4.1.4) esitliginde T=0, N=0, B, #0, B, #0 oldugundan,
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u, =0
—uk, (s)+Uu,k,(s)=0

4.1.5
Uy —Usk,y (S)=0 (4.13)
u,k;(s)+u’'=0
sistemi elde edilir. (4.1.5) sisteminin 1. denkleminden,
u =0 = u, =c= sabit (4.1.6)
ve (4.1.5) sisteminin 2.denkleminden ve (4.1.6) esitliginden,
K, (s K, (s
u2=£-u1=0-£ (4.1.7)
kz (5) ky (5)
elde edilir. (4.1.5) sisteminin 4.denkleminden,
b=t o1 0% (4.1.8)
ks (s) ks(s) ds
elde edilir. (4.1.7) ve (4.1.8) esitliklerinden,
_k(s) o 1 dy (4.1.9)

27k, (s) k,(s) ds

yazilabilir.  (4.1.5) sisteminin  3.denkleminden ve (4.1.7) esitliginden,

U=t =S d(kl(s)J (4.1.10)

>k (s) 2 ky(s) ds|k,(s)
elde edilir. Ayrica (4.1.5) sisteminin 3. denkleminden,

U, = UK, () olup,

du

d—;:u3k3(s) (4.1.11)
elde edilir. (4.1.9) esitligi, (4.1.11) esitliginde yerine yazilip diizenlenirse,

d|{ 1 duy

— — [+Uxk;(s)=0 4.1.12
ds(ks(s) dsJ ka(s) ( )
seklinde ikinci mertebeden, degisken katsayili, lineer, homojen denklem elde edilir.
Burada t=Ik3(s)ds doniisimii  uygulamirsa;  dt =k, (s)ds = k, (s) :% ve

0
1

. ( ) = % esitlikleri elde edilir. Elde edilen bu esitlikler (4.1.12) denkleminde yerine
S
3

yazilip diizenlenirse,
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;’S[d:t j+%-u3 -0 (4.1.13)

elde edilir. (4.1.13) denkleminin her iki tarafi % ile carpilirsa,

d?u
dt?

seklinde ikinci merteben, sabit katsayili, lineer, homojen diferansiyel denklem elde

2+u,=0 (4.1.14)

edilir. (4.1.14) diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinden,

Uy = 24 COSt+ 21, Sint | g4, 1, R, (4.1.15)

elde edilir. Bu esitlikte t = .[ k,(s)ds doniisiimii yerine yazilirsa,

u —MCOSUk dsj+yzsm[jk J (4.1.16)

bulunur. (4.1.10) ve (4.1.16) esitliklerinden,

u3:k325).%[28J ﬂlcos[jk dsJ+yzsmUk(s)dsj (4.1.17)

0
elde edilir. (4.1.16) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi

aliirsa;

%:—,ulsin[fk3(s)ds)-k3(s)+y2 cos[!k3(s)ds]-k3(s) elde edilir. Bu esitlik
0

0

(4.1.9) esitliginde yerine yazilirsa,

e
U, =—c- ';:((3 = usin @ks (S)dsj—,uz cos@k3 (s)dsj (4.1.18)

bulunur. Simdi elde edilen (4.1.17) ve (4.1.18) denklemlerini g6z Oniine alip bu

denklemler yardimiyla 44, 4, € R sayilarimi bulalim.

S

(4.1.17) esitligi COSUK dSJ ve (4.1.18) esitligi Sln[j ks(s)dS] ile carpilip, taraf

0

tarafa toplanirsa,

it o elpo) o

0 0
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elde edilir. Benzer sekilde (4.1.17) esitligi sin[j ks(s)ds] ve (4.1.18) esitligi

0

—C0s [I K, (S) ds] ile ¢arpilip taraf tarafa toplanirsa,

et o) i) o

elde edilir. 1, g, € R oldugundan z°+4,” € R olur. Bulunan (4.1.19) ve (4.1.20)

esitliklerinin her iki tarafinin karesi alinirsa,

2. C kl(s)i Ei(S)jcos@ks(s)dsjsin@ks(s)dsj (4.1.21)

] o o

Y {poelulfe]

elde edilir. (4.1.21) ve (4.1.22) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

ot ] 2]

elde edilir. Ayrica c? sabit oldugundan,

&) e sl

bulunur.

e (8l
Simdi U = { 18 t)%(ziznﬁz}smhe (4.1.25)

bigiminde bir vektor olarak alinirsa, bu vektor igin <U, T> =Sinh @ = —u, sabittir.
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aj 5 (4.1.26)
ds
oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur. (4.1.25) esitliginin her iki tarafinin s yay

parametresine gore tiirevi alinip Frenet tiirev formiilleri yerlerine yazilirsa,

du k.(s) - k(s)) 1 d(k(s) _
e kﬂﬂ[%}% N+ _(kz(s)J +[W£(kz(s)ﬁ(w) B,

0 0

[ amsten

elde edilir. Ayrica, (4.1.24) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine goére

tiirevi alinirsa,

{ 1 d(kl(S)Hzm (4.1.28)

K, (s) ds| k, (s)

bulunur. (4.1.28) esitligi, (4.1.27) esitliginde yerine yazildiginda dd—L: =0 elde edilir.

Buradan U vektoriiniin sabit vektor oldugu sonucuna varilir. Dolayisiyla o egrisi

timelike bir helis egrisidir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

k; (s)

Sonu¢ 4.2: a:IcR >R} egrisi s yay parametreli timelike egri ve ——= = sabit

k,(s)

olsun. a(s) egrisinin timelike bir helis egrisi olmasi i¢in;
(s)als) d 1 dfk(s)) (4.2.1)
k,(s) ds|k;(s)ds|k,(s)

k(s S
esitliginin saglanmasi1 gerekir. Bu denklem, L’e bagli ikinci mertebeden,

k,(s)

degisken katsayili, lineer, homojen diferansiyel denklemdir [17].

Ispat: a:IcR—>R} egrisi timelike bir helis egrisi olsun. O halde (Teorem 4.1) de

verilen esitligin her iki tarafinin S parametresine gore tlirevi alinirsa;
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(E@J%(“?}[k;s)% Rl

} 0 (4.2.3)
olur. 23 # sabit oldugundan bu durumda %( lli ((z))J #0 olacagindan
ki (s) 1 d| 1 d(k(s))]_
(kz(s)J+k3(3)£|:k3(8)£[k2(5)):|_0 (4.2.4)

elde edilir. (4.2.4) esitliginin her iki tarafi k3(s) ile ¢arpilirsa, (4.2.1) elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmis olur. m

k
Teorem 4.3: a=a(S):ICR —>Rg birim hizli timelike bir egri, #;ﬁsabit

olsun. a(s) timelike bir helis egrisidir ancak ve ancak,

it o)

0

biciminde diferansiyellenebilir bir f (S) fonksiyonu vardir [17].

Ispat:
b o o k(s) .
= :a(s):IcR — R}, egrisi birim hizly, bir timelike helis egrisi, " ( );t sabit
S
2
. k,(9) . . :
olsun. (4.2.1) denklemi ———= e bagh ikinci mertebeden, degisken katsayili, lineer,

k,(s)

homojen diferansiyel denklemdir. (4.2.1) diferansiyel denkleminde t:Ik3(s)ds

0
degisken degistirme uygulanirsa,
dt 1 ds

dt =k d —=k =—
o(s)ds = ds o(s) ve k,(s) dt

(4.3.1)

elde edilir. (4.3.1) esitlikleri, (4.2.1) denkleminde yerlerine yazilirsa,
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EMJFEP(@H -0 (4.3.2)

dsk,(s) ds|dt{k,(s)
elde edilir. (4.3.2) esitliginin her iki tarafi % ile ¢arpilirsa,

2(k k
L ()], k(s) _ (4.33)
o[k, (5) ) K, (5)

: k. () o . : :
seklinde ( ye bagli ikinci mertebeden, sabit katsayili, lineer, homojen
2

diferansiyel denklem elde edilir. Bu (4.3.3) denklemi ¢oziiliirse,

k,(S

1( )_m cost+m,sint=m cos[fk ds]+m SII‘I[J.k J (4.3.4)
k, (s) 0

bulunur, burada m;,m, e R dir. (4.2.2) esitliginden,

ki(s) | d [ ku(s)
i) [((()j) %(E)ijﬁ
elde edilir. Burada (kl(s)jd(kl(s)J
o (e e v 420
ds(k ( )ds[us)D

tanimlayalim. (4.3.4) ve (4.3.6) denklemlerinden;

f<s>=—kis>%(2i3}- s {”‘”‘”(! “"S]*mzs‘”@k*s)dsﬂ

f(s) = msm[fk ds]—m cos[i[@(s)ds] (4.3.7)

(4.2.2) ve (4.3.6) esitliklerinden;

iaJalvt3) sl el -
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f(s)= () ) (438)

k, (s)
elde edilir.
<: Tersine;
1 dk(s)) 1 d i [
f(s)——k3(s)E(kZ(S)J——kg(s)g{mlcosuks(s)ds} mzsmuk3(s)dsﬂ
ve f'(s)= 4 (ksz) (k:)( s) esitliklerinden,
Cd|(k)Y 1 [d(kG| d] 1 ., :
“’(S)Eﬂkz@j *k:<s>{£[k2<s>} ]@L32(s)<f o166
(4.3.9)
o(s)=2f"(s)f"(s) k321(s) - Zk‘:s ((SS))(f'(s))z +2f(s)f'(s) (4.3.10)

olacak sekilde bir ¢(s) fonksiyonu tanimlansin. (4.3.8) esitliginin her iki tarafinin S

yay parametresine gore tiirevi alinirsa,

f”(s):%[z((z))]k3(s)+ Eg%(g(s)) (43.11)

elde edilir. (4.3.8) ve (4.3.11) denklemlerinden,

f'(s) f”(s):kaz(s):zigi[kl(s)}r(kl(S)j k3(s)%(k3(s)) (4.3.12)

K, (s)) k. (s)
(4.3.6) ve (4.3.8) denklemlerinden;
' __kl(s)i kl(s)
f(s)f'(s)= . (5) ds[kz(s)J (4.3.13)

bulunur. (4.3.6), (4.3.12) ve (4.3.13) esitlikleri (4.3.10) esitliginde yerine yazilirsa,

2

L k(s) d(k(s)) (k(s)Y. , .d
¢<s)=k32_(5{k3 Oxyalen) o) k?’(s)E(ks(s”}

e [e o |8a)

olur. Buradan ¢(s)=0 bulunur. Dolaystyla
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oldugu bir kez daha ispatlanmis olur. m

Teorem 4.4: a:1cR—>R] egrisi s parametreli, N asli birim vektorii timelike olan,

timelike bir egri olsun. « egrisinin a(S) noktasindaki hareketli Frenet ¢atisi

{f(s),ﬁ(s),Bi(s),Bi(s)} ve k;, k,, k, ve egrilikleri sifirdan farkls, s () # sabit

k (s)

olmak ilizere , & egrisinin bir timelike B, — slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart;

] ol =

esitliginin saglanmasidir [17].

ispat:

= a:1cR—>R} egrisi s paremetreli, N asli birim vektorii timelike olan, timelike
B, — slant helis egrisi olsun. Bu durumda « egrisinin spacelike ikinci binormal
vektorli B, , spacelike sabit birim vektor U (veya timelike) ile sabit ac1 yapar. B, ile
U vektorlerinin gerdigi diizlem spacelike ise,

<Bi, U> - HBTH : HUH .cos 4 = sabit (4.4.1)
(veya U timelike ise <Bi,U> = HBTHHUHsinh 6 = sabit)

B, ile U vektsrlerinin gerdigi diizlem timelike ise (Teorem 2.2.20) geregi <Bj U > =

sabit esitligi bozulmaz.
(4.4.1) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinip Frenet

tiirev formiillerinden faydalanilirsa,

(B,U)=0, (4.4.2)
elde edilir. (4.4.2) esitliginden E LU olur. Burada U vektorii;

U=uT+u,N+u,B,, (4.4.3)

olsun. (4.4.3) esitliginin her iki tarafinin S parametresine gore tiirevi alinirsa,
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0=uT+u,T +u,N+u,N +u,B, +u,B), (4.4.4)
f):ul’f+u1(—kl(s)N)+u N+u ( )T+k, (s)B )+u B, +U ( K, (s )]?l) (4.4.5)

(s
0=T(u] +U,k; (5))+N(—uk; (8)+uj)+B, (u,k, ()~ Usky (s))+B,u;. (4.4.6)

, B, #0, ]§2 0 oldugundan;

([@X)

elde edilir. (4.4.6) esitliginde T=0, N #

u; +Uu,k, (s)=0,

—uk, (s)+u; =0,
u,k, (s)—Uuzk; (s) =0,
u; =0.

(4.4.7)

sistemi bulunur. (4.4.7) sisteminin 4. denkleminden, u;=0 = u,=c=sabit

bulunur. (4.4.7) sisteminin 3. denkleminden;

Uk, (s)—Usk; (s)=0 = u, = k3(S)u

ko (s)
k
LG (4.4.8)
k, (s)
bulunur. (4.4.7) sisteminin 1. denkleminden;
1
u +uk (s)=0 = u,=———u,,
1 2k1( ) 2 kl(S) 1
1 du
= u,= L, 449
* k(s) ds (4.4.9)
elde edilir. (4.4.8) ve (4.4.9) esitliklerinden;
k()1 dy (4.4.10)

te = K, (s) k. (s) ds’
elde edilir. (4.4.7) sisteminin 2.denkleminden;
! 1 !
—uk, (s)+u, =0 =y, =mu2 :
1 du,

O (4.4.11)

= U =

elde edilir. (4.4.8) esitligi, (4.4.11)’de yazilirsa;

s 1 du,_ 1 i(ks(s)CJ:kc i(ks(s)} (4.4.12)

Y ok(s) ds Kk (s)ds|k,(s) (s) ds

bulunur. (4.4.7) sisteminin 1.denkleminden;
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, , du
U+ Uk, (s)=0 = u; =—u,k (s) :d_sl: —U,k, (s)

elde edilir. (4.4.11) esitligi burada yazilirsa;

d{ 1 du,|__
E[kl(s)EJ_ Uk, (s) (4.4.13)

ve (4.4.13) denklemi diizenlendiginde,

d{ 1 du, B
E(kl(s) o ]+u2kl(s)—0, (4.4.14)

bi¢iminde U, ’ye bagh ikinci mertebeden, degisken katsayili, lincer homojen

diferansiyel denklem elde edilir. Simdi t—J.k ds alinarak degisken degisimi

dt ds .1 o .
uygulanirsa dt =k (s)ds , k (s)=— ve — = esitlikleri elde edilir. Elde edilen
yg ki(s)ds lq(s) = Ve O
bu esitlikler (4.4.14) denkleminde yazilirsa; E(E%j-‘r u, a =0 elde edilir. Her
ds\ dt ds ds
s ds .
iki taraf —— ile garpilirsa;
dt
2
_ddt‘jz +u, =0 (4.4.15)

olur. Bu U, ’ye bagli ikinci mertebeden, sabit katsayili, lineer, homojen diferansiyel
denklemdir. (4.4.15) denkleminin ¢6ziimiinden @,,®, € R olmak iizere;

u, = @, cost + w, sint (4.4.16)

ks (s
elde edilir. t—Jk s)ds ve u, o )C esitlikleri (4.4.16)’da yerine yazilirsa,

0
u, - (c ';z 8 ): o, cos@ kl(s)dsJ+a)2 sin[:[ kl(s)dsj 4.4.17)

elde edilir. (4.4.17) esitligi (4.4.11) de yerine yazilirsa;

U, —wlsln[fk dS]+CO2 cos[jk ] (4.4.18)

olur. (4.4.12) ve (4.4.18) esitliklerinden,

it am{maodon]

0
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yazilir. Simdi (4.4.17) ve (4.4.19) denklemlerinden faydalanarak @,, m, € R sayilarini

elde edelim. Bunun igin (4.4.17) denkleminin her iki tarafi COSU kl(s)ds} , (4.4.19)
0

denkleminin her iki tarafi —sin ( _[ K, (S) ds] ile ¢arpilip taraf tarafa toplanirsa,
0

{0 giale (o)
@, =C cos| | k,(s)ds |— — sin| |k, (s)ds (4.4.20)
e U O K Ewlies STURE
elde edilir. Benzer bigimde; (4.4.17) denkleminin her iki tarafi Sin[jkl(s)dsJ,
0

(4.4.19) denkleminin her iki tarafi COS[ J' K, (S) ds] ile ¢arpilip taraf tarafa toplanirsa,
0

el e i) s

0

bulunur. A=@ +w,, B=w —-m, olsun. o,w, e R oldugundan A BeR dir.
Buradan A’*+B” R oldugunu gosterelim.

A + B? :(a)1 +a)2)2 +(a)1—a)2 )2 =20 + 2w,

olup (4.4.20) ve (4.4.21) esitlikleri yerine yazilirsa,

A2 +B? = 2" [[ kjs) %(Ez 8 ]]Z {Ez Ei;ﬂ ~ sabit (4.4.22)

elde edilir. Dolayisiyla

G e e
olur.

2 2
<:Tersine: £k3(s)] + L [d (k3(s) J] =sabitolsun. a =« (s) timelike birim

k,(s))  kZ(s)| ds| k,(s)

hizli egrisinin Bj ikinci binormal vektorii, sabit dogrultulu, sabit bir spacelike U

vektor ile sabit ac1 yaparsa, o = a(s) timelike egrisi B, —slant helis olur. $imdi,

1 _ 1 d k3(S) T k3(8)~ o
U _{kl(s)g(kz(s) JT+ kZ(S)N+B2}cose, (4.4.24)
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bi¢iminde bir vektor alalim. <U,E> = c0s @ = sabittir. dd—U =0 oldugu gdsterilirse
S

ispat tamamlanir. (4.4.24) esitliginin S yay parametresine gore tlirevi alinirsa;

(o) (sl I
k) (e

bulunur. Frenet tiirev formiillerinden faydalanilarak,

S \asli ) sl -2

k3(S) T R B.
+{WJ(kl(s)T+ K, (s)B1)+(—k3 (s)Bl)}cose

elde edilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

dU =) 1 d[k(s) )], ka(s)ki(s)
-7 [kl(s)g(kz(S)] + kz(s) cos o, (4.4.25)

(5)) K8k 5)

iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinirsa,

iy
ik3(s) _ kp(s) ) dstk, (s :_kl(s)ks(s)
s)( { D] 1 /d}@ m K, (s) (4.4.26)
k; (s) dst’k,(s)

elde edilir. (4.4.26) esitligi (4.4.25) esitliginde yazilirsa,

2 2
K. (s K,(s
bulunur. [ 3( )) + . L [d [ 3( ) ] =sabit oldugunu kabul ettigimiz esitligin

5 (4.4.27)
ds

bulunur. Dolayistyla & = (s) timelike egrisi B, —slant helis olur. m
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ks (s)
ko (s)

olsun.a = 05(8) timelike egrisinin 52 —slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

ki(s) d| 1 d[ks(s)
K (s) kz(s)+£{kl(s)£[k2(s)ﬂ=0’ (4.5.1)

esitliginin saglanmasidir [17].

Sonu¢ 4.5 : a:I1cR—R} egrisi S yay paremetreli timelike egri, # sabit
2

. N : . Kky(s :
Ispat: a:1cR — R} timelike B, —slant helis egrisi, 1 );tsablt olsun. O halde

ks (3)

ey
(o) ol sl -

v felvto sl Geleli )2 oo

HEE?J{(EEQkiﬂkbﬂiiiﬂ}" 9

k k
diferansiyel denklemi elde edilir. ;ES; = sabit olup, di[ 3(8)}&0 olacagindan
S S

2

(58 amalen)- o

elde edilir. (4.5.4) esitligi kl(S) ile garpilirsa;

k1<s>k3<s)+%[ 1 d [ms)ﬂ:o (455)

() s, (5)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

Teorem 4.6: a:a(s):IcR —R} egrisi birim hizli timelike bir egri,

K; (s . e . . ..
3( ) # sabit olsun. a(S) egrisinin timelike B, —slant helis egrisi olmast icin gerek

k, (s)

ve yeter sart;
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0 0

ol o) o]
k

biciminde diferansiyellenebilir bir f (s) fonksiyonunun olmastdir [17].
ispat :
=: a=a(s):IcR >R egrisi birim hizli, bir timelike B, -slant helis egrisi

olsun. O halde (Sonug 4.5) geregince

kl(s)kg(s)+i 1 d ks (s) _
o (5) ds[kl(s)ds[kz(s)ﬂ 0.
ks (s),

ky (s)

esitligi vardir. Bu denklem e bagli ikinci mertebeden, degisken katsayili, lineer,

homojen diferansiyel denklemdir. Burada t=_[k1(s)ds degisken degistirme

uygulanirsa,

dt 1 ds
dt =k (s)ds = =k ==,
(8)ds = o=k ) e T

(4.6.1)

elde edilir. (4.6.1) esitlikleri (4.5.5) esitliginde yerine yazilirsa;
K; (s Ky (s
diky(s) djdfk(s)}|_, (4.6.2)
dsk,(s) ds|dt{k,(s)
bulunur. (4.6.2) esitliginin her iki tarafi 9 ile carpilirsa,

dt
ks(s) d?*[ks(s)|_
WJFW(WJ_ (4.6.3)

k
bi¢ciminde % ye bagli ikinci mertebeden, sabit katsayili, lineer, homojen

2

diferansiyel denklem elde edilir. Bu diferansiyel denklem ¢oziiliirse,

ks(s) _ _
(o) = (,cost+(,sint =" cos[_[k ds}rf sm[jk ] (4.6.4)

bulunur. Burada (,,(, € R dir. (4.5.2) denkleminden;
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k:(s) | d [ ks(s)
e
s k() sk (9)
elde edilir. Bu (4.6.5) esitliginde
k:(s) | d [ ks(s)
f(s)=- z)di( 8] d(kZ(S)]iLEE%J (4.6.6)
K, (s

olacak sekilde f(S) fonksiyonu tanimlansin. (4.6.4) esitligi (4.6.6) denkleminde

yerine yazilirsa,

(s)= ﬁlsin@kl(s)dsJ—fz cos@ kl(s)dsj, 4.6.7)

olur. (4.6.6) esitligi (4.5.2) esitliginde yazilirsa;

el ool
i(s)
1(s)= e (;2)(%)(5), (4.6.8)
o e

gim{pom)mf]

e 1)k >:)<s> olsun
o= (8] e

dj 1 Y 2
:Elklz—(s)(f (S)) -I-(f(S)) } (4.6.9)

bi¢iminde bir gD(S) fonksiyonu tanimlayalim. Buradan,
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1 2k/(s)

—2f'(s) f" - f'(s)) +2f (s) f’ 4.6.10
0(5)=21(5) " (5) g~ pegop (V) #2096 456.10)
olur. (4.6.8) esitliginin her iki tarafinin S yay parametresine gore tiirevi alinirsa,

d (K (s) ks (s) d
f7(s)=—| =% |k 2L —(k 4.6.11
© ds(kxs)J O g s ot

elde edilir. (4.6.8) ve (4.6.11) denklemlerinden;

£1(s) fn(s):kf(s)‘;ig%{tg;j{tg} kl(s)%(kl(s)) (4.6.12)
bulunur. (4.6.5) ve (4.6.8) denklemlerinden,

f(s) f'(s)=_';z(s) d ["S(S)J (46.19)

(5) sl i 5)
bulunur. (4.6.8), (4.6.12) ve (4.6.13) esitlikleri (4.6.10) esitliginde yerine yazilirsa,

2 [ak(s) d (k)] (k)T
(/)(S)kz—(s/)[k1 ) kz(s)gikz(s)J-'_[kZ(s)] kl(S)E(kl(S))}

1

Tt vo s

olur. Buradan (D(S) =0 elde edilir. Dolayistyla

1 ol

oldugu bir kez daha ispatlanmis olur. m
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SONUC

Bu tez calismasinda Ri Minkowski uzayinda, Frenet catisina gore timelike
helis, slant helis, B;-slant helis, B, -slant helis egrileri detayli bir sekilde incelenip, bu

egrilerle ilgili temel teoremler ispatlariyla beraber verilmistir. Ayrica Ré de timelike

slant helis egrisinin, N timelike asli normal birim vektoriiniin sabit ag1 yaptigi U

sabit birim vektoriinii belirleyen katsay1 fonksiyonlar1 egriliklere bagli hesaplanarak

U vektorii elde edilmistir. Daha sonra Ri Minkowski uzayinda timelike helis egrileri

ve B, -slant helis egrileri i¢in integral karakterizasyonlari elde edilmis ve ispatlariyla

birlikte verilmistir.
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