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OZET

r-INJEKTIF MODULLER
Derya DUMAN YAZICI

Ondokuz May1s Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
Yiiksek Lisans, Agustos/2023
Danisman: Prof. Dr. Celil NEBIYEV

M ve N iki R-modiill olsun. Eger RadN<g(K) olan her g:K—N R-modiil
monomorfizmasi ve her f: K—M R-modiil homomorfizmasi i¢cin hog=f olacak sekilde
en az bir h: N-M R-modiil homomorfizmasi varsa M modiiliine bir radikal N-injektif
(kisaca r-N-injektif) modiil denir. Eger M modiilii her T R-modiilii i¢in radikal T-
injektif ise M modiiliine bir radikal injektif (kisaca r-injektif) modiil denir. Bu tez
calismasinda r-injektif modiil kavrami ele alindi ve bu kavramla ilgili birtakim
ozellikler incelendi. Bu calismada tiim modiiller birimli halka iizerinde olup tiniter
modiillerdir. Ag¢iktir ki N bir R-modiil olmak iizere her N-injektif modiil r-N-injektiftir.
Ancak bunun tersi her zaman dogru olmayabilir. M ve N iki R-modiil ve N modiiliiniin
her K alt modiilii K+RadN modiiliiniin bir direkt toplam terimi olsun. Bu durumda M
modiiliiniin r-N-injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M modiiliiniin N-injektif
olmasidir. M ve N iki R-modiil olsun. Bu durumda M modiiliiniin r-N-injektif olmas1
icin gerek ve yeter kosul RadN<K olan her K<N ve her f: K-»M R-modiil
homomorfizmasi i¢in i: K—N icerme doniisiimii olmak iizere hoi=f olacak sekilde bir
h: N>M R-modiil homomorfizmasinin bulunabilmesidir. N bir R-modiil, K<N ve
RadN<K olsun. Eger K modiilii r-N-injektif ise K modiilii N’nin bir direkt toplam
terimi olur. Bu tez ¢aligmasinda N bir R-modiil olmak {izere r-N-injektif modiillerin
carpiminin ve direkt toplaminin da r-N-injektif oldugu gosterildi. Ayrica r-N-injektif
bir modiiliin her direkt toplam teriminin de r-N-injektif oldugu gosterildi. N bir R-
modiil olsun. Bu durumda her R-modiiliin r-N-injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
N modiiliiniin RadN’yi kapsayan her alt modiiliiniin N’nin bir direkt toplam terimi
olmasidir. R bir halka olsun. Bu durumda her R-modiiliin r-injektif olmas1 i¢in gerek
ve yeter kosul her R-modiiliin injektif olmasidir. Tezin sonunda konu ile ilgili dort tane
ornek verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Kiiciik alt modiil, Radikal, Tam dizi, Injektif modiil.
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ABSTRACT

r-INJECTIVE MODULES

Derya DUMAN YAZICI
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Matematics
M.A., August/2023
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Celil NEBIYEV

Let M and N be two R-modules. If for each g: K—N R-module monomorphism
satisfying RadN<g(K) and every f: K—M R-module homomorphism, there exists at
least one h: N—M R-module homomorphism such that hog=f, then M is called a
radical N-injective (briefly, r-N-injective) module. If the module M is radical T-
injective for every R-module T, then M is called a radical injective (briefly, r-injective)
module. In this thesis, the concept of r-injective module is considered and some
properties related to this concept are investigated. All modules are unitary modules
over the ring with unity, in this study. It is clear that for an R-module N, every N-
injective module is r-N-injective. But the converse is not true in general. Let M and N
be two R-modules, and let every submodule K of N be a direct summand of K+RadN.
In this case, M is r-N-injective if and only if M is N-injective. Let M and N be two R-
modules. In this case, M is r-N-injective if and only if for every K<N with RadN<K
and every fi K—M R-module homomorphism, there exists an R-module
homomorphism h: N—M such that hoi=f with an inclusion map i: K—N. Let N be an
R-module, K<N and RadN<K. If K is r-N-injective, then K is a direct summand of N.
In this thesis, it is shown that the product and the direct sum of r-N-injective modules
are also r-N-injective, given that N is an R-module. Furthermore, it is shown that every
direct summand of an r-N-injective module is also r-N-injective. Let N be an R-
module. In this case, every R-module is r-N-injective if and only if every submodule
of N containing RadN is a direct summand of N. Let R be a ring. In this case, every R-
module is r-injective if and only if every R-module is injective. Four examples related
to the topic are provided at the end of the thesis.

Keywords: Small submodule, Radical, Exact sequence, Injective module.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Tam Sayilar halkasi

: Rasyonel Sayilar cismi

: Alt Kiime
: Alt modiil
: Kiigiik alt modiil
: Bliyiik alt modiil

: R halkasiin birim elamani (¢arpimsal birim)

: R halkasinin sifir elamani (toplamsal birim)
: R halkasi lizerinde tanimlanan modiil

: Sol R—modiil

: X kiimesi tarafindan {iretilen alt modiil

: m elemani tarafindan uretilen devirli alt modiil
: M modiiliiniin N alt modiiliine gére boliim modiilii

: f modiil homomorfizmasinin goriintiisii

: f modiil homomorfizmasinin ¢ekirdegi

: M modilunin birim homomorfizmasi

: M modiiliiniin biitiin endomorfizmalar kiimesi
: {M}iel alt modiil ailesinin toplami1

: {Mi}id alt modiil ailesinin dis direkt toplami
: {Mi}id modiil ailesinin i¢ direkt toplami

: {Mi}id modiil ailesinin direkt ¢arpimi

: M ve N modiillerinin direkt toplami
: izomorfizma

: M modiiliniin radikali
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1. GIRIS

Bu tez 5 boliimden olusmaktadir. Kaynak 6zetinde daha onceden yapilmis
calismalardan bahsedilmistir. Genel bilgiler boliimiinde modiil, alt modiil, boliim
modiilii, homomorfizma, modiillerin ¢arpimi, direkt toplam, tam dizi, kisa tam dizi
tanimlar1 verilmistir. Ayrica bu kavramlarla ilgili calismamiza yon veren bazi temel

Ozelliklere yer verilmistir.

Materyal ve Yontem bdliimiinde injektif modiiller, kiigiik alt modiiller, bir
modiiliin radikali, oyuk ve lokal (veya yerel) modiil kavramlarina yer verilmistir. Bu
kavramlar ile ilgili tezde kullanilacak Onemli teoremlere, ispatlarina ve bu

teoremlerden ¢ikan sonuglara deginilmistir.

Bulgular ve Tartisma boliimiinde r-injektif modiil tanim1 verilmistir. Bu modiil
ile 1ilgili bazi teoremlere ve ispatlarina deginilmistir. Bunlarla ilgili 6rnekler

verilmigtir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde tez konum ile ilgili bir literatiir 6zeti yapildiktan sonra bu
calisgmamda temel olusturan modiil tanimi ve bu tanimin ¢aligmam ile baglantili

oldugu 6zellikler incelenmistir.
2.1. Literatiir Ozeti

G. Arzumaya, F. Mbuntum ve K. Varadarajan 1975 tarihinde yayimnlamis
olduklar1 “On M-projective and M-injective modules” isimli makalelerinde injektif
modiillerle ilgili baz1 6zellikleri incelemislerdir. G. F. Birkenmeier 1976 tarihinde
yayimlamis oldugu “On the cancellation of quasi-injective modules” ve “Self-injective
rings and the minimal direct summand containing the nilpotents” isimli makalelerinde
ve 1978 yilinda yayinlamis oldugu “Modules which are subisomorphic to injective
modules” isimli makalesinde injektif modiiller iizerine ¢aligmistir. K.R. Goodearl
1976 tarihinde yayinlamis oldugu “Direct sum properties of quasi-injective modules”
1simli makalesinde injektif modiillerin direkt toplamlar {izerine ¢alismistir. D. Hill
1982 tarihinde yayimlamis oldugu “Rings whose indecomposable injective modules
are uniserial” isimli makalesinde injektif modiiller lizerine ¢alisma yapmistir. A.
Pancar ve B. Nisanc1 Tiirkmen 2014 tarihinde yaymlamis olduklari ‘Injektif modiillere

giris’ isimli kitaplarinda injektif modiillerle ilgili detayl bilgiler vermislerdir.

2.2. Modiiller
Tanim 2.2.1. R bir halka ve K bir degismeli grup oldugunu varsayalim.

f:RxK — K bir fonksiyon olmak iizere f(r,k)eK’y1 rk ile gosterelim.
Vr,r,1, € R ve Vk,k ,k, € K igin,
(i) r(k1 +k2):rk1 +rk,

(ii) (r,+n)k=rk+nk

(iii) (rry) k=7 (rk)
oluyorsa, K ’ya bir sol R-modiil veya kisaca R-modiil denir ve ,K veya yalnizca K
ile gosterilir.

(iv) Eger R bir birimli halka ve Vk €K i¢in 1, k = k oluyorsa, K ’ya bir {initer sol

R-modiil ya da kisaca tiniter R-modiil denir (Alizade ve Pancar, 1999).



Bu c¢aligmada biitiin modiiller {initer modiil olarak ele alinacaktir. Ayrica K bir

R-modiil ise (K, +)’nin birim elemani ¢ogunlukla 0 ile gosterilecektir.

Teorem 2.2.2. K bir R-modiil olmak tizere asagidaki ifadeler saglanir.

(i) Her 7 €R i¢in ¥0=0 olur.
(ii) Her ke K igin 0,k =0 olur.
(iii) Her r€R ve her ke K igin (—r)k =r(—k)=—(rk) olur.

(iv) Her r€R her k€ K veher ne€Z igin (nr)k = r(nk) =n(rk) olur (Hungerford,
1974).
Tanim 2.2.3. K bir R-modill ve J#LcK igin L, K’daki islemlere gore

kendi basina bir R-modiil ise L ’ye K 'nin bir alt modiilii denir ve ¢cogunlukla L < K

ile ifade edilir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.2.4. K bir R-modiil ve @ # L c K olmak tizere L 'nin bir alt modiil
olmasi igin gerek ve yeter sart her /,,[, € L ve her r€R igin /-], €L ve rl, €L

olmasidir (Hungerford, 1974).

Bu kosula gore {0} ve K 'min kendisi K min birer alt modilidir. Bu alt

modiillere K’nin asikar alt modiilleri denir. K 'nin eger varsa kendisinden farkli alt
modiillerine de K ’'nin 6z alt modiilleri denir ve L, K 'nin bir 6z alt modiilii ise bu
cogunlukla L < K ile ifade edilir. Ayrica L < K ise K modiiliine L modiiliiniin bir

genislemesi adi verilir. Burada her modiil kendisinin bir genislemesidir.

Teorem 2.2.5. K modiiliiniin keyfi sayidaki alt modiillerinin arakesiti de K’ nin

bir alt modiliidiir (Hungerford, 1974).

Tanim 2.2.6. K modilinde H kiimesini kapsayan K nin biitiin alt
modillerinin arakesitine H tarafindan lretilen alt modiil denir ve bu alt modiil
cogunlukla <H > ile gosterilir. Diyelim ki H sonlu elemanli olsun. O zaman H ’nin

tirettigi alt modiile bir sonlu iiretilmis alt modiil ve # = {a} seklinde tek elemanli ise

<H > = <a> modiilune bir devirli alt modiil ad1 verilir.



Diyelim ki K =<H > ve H sonlu elemanli olsun. O zaman K ’ya bir sonlu
tiretilmis R-modiil, K = <a> olacak bicimde Ja €K varsa K 'ya a eleman tarafindan
tiretilmis bir devirli R-modiil denir (Hungerford, 1974).

Not: Bos kiimenin iirettigi alt modiil sifirdir.

Tanim 2.2.7. K bir R-modill ve H , K’ ’nin bir alt kiimesi oldugunu kabul

edelim. Bu durumda 7 ’nin elemanlarina <H > alt modiiliiniin {retecleri denir

(Hungerford, 1974).
Teorem 2.2.8. K bir R-modiil ve & # H — K olmak iizere
<H> = {rlh1 +nh,+.+rh | rar,. g €R, B Ry, h eH,nel” }

seklindedir (Hungerford, 1974).

Sonug 2.2.9. K bir R-modiil ve H < K olmak iizere H ={a} ise (a)=Ra olur
(Hungerford, 1974).

Tanim 2.2.10. K bir R-modiil ve L de K ’'nin bir alt modiilii oldugunu kabul
edelim. Boylece K/ L béliim grubu

“Rx(K/LY—>K/L, (r,k+L)—>r(k+L)=rk+L

ile ifade edilen dis isleme gore bir R-modiil yapisina sahiptir. Bu module K’nin L’ye

gore boliim modiilii denir. (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.2.11. K bir R-modiil ve L <K oldugunu kabul edelim. P — P/L
ile tanimli K'nin L'yi kapsayan alt modiilleri ile K /L ’nin alt modiilleri bire bir
eslestirilebilir. Boylece K /L nin her alt modiili P, K 'nin L 'yi kapsayan bir alt
modiilii olmak iizere P/ L seklindedir (Hungerford, 1974).

Teorem 2.2.12. L, F, P bir R-modiiliin alt modiilleri, P <L ve P < F olsun. Bu

durumda L/P = F/P olmasi igin gerek ve yeter sart L = F olmalidir (Kosar, 2008).

Ispat:(=) L/P=F/P oldugunu kabul edelim. Herhangi bir /€L aldigimzda /€L
oldugu i¢in /[+PeL/P=F/P olup [+P = f+P olacak bi¢imde 3f ¢ F vardur.
[+P=f+P olduguicin /- f e P olup /- f = p olacak bigimde Ip € P vardir.

[— f=p oldugu i¢in /= f + p olur. Burada pe P ve P<F olugundan peF



olur, ayrica f € F oldugu i¢in / = f + p €F olur. O zaman L C F olur. Benzer
bigimde buradaki L yerine F', F yerine L yazilirsa F'C L oldugu da goriilebilir.

O halde L=F olur ve istenen elde edilir.
(<) Asikardir.

Tanim 2.2.13. K ve L iki R-modiil olsun. Eger f:K — L fonksiyonu
asagidaki iki kosulu saglarsa f ’ye bir R-modiil homomorfizmas: veya yalnizca

homomorfizma denir.
(i) Her k,k, €K icin f(k +k,)=f(k)+f (k)
(ii) Her k€K ve her reR icin f(rk)=1f (k)

Eger f homomorfizmasi1 birebir ise f’ye bir monomorfizma (R-modiil
monomorfizmasi), 6rten ise bir epimorfizma (R-modiil epimorfizmasi), birebir ve

oOrten ise bir izomorfizma (R-modiil izomorfizmasi) denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tamm 2.2.14. Her keK icin f (k)=0L seklinde tanimli f:K — L

fonksiyonu bir homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya sifir homomorfizma denir ve

cogunlukla 0 ile gosterilir. Her k€K igin g(k) =k seklinde tanimh g:K — K
fonksiyonu da bir homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya ise birim homomorfizma
denir ve cogunlukla /; veya 1 ile gosterilir. Kabul edelim ki K bir R-modiil ve
L <K olsun. Her /eL igin i(/)=1 seklinde tanimli ;:L — K fonksiyonu bir
monomorfizmadir, bu monomorfizmaya icerme monomorfizmasi (icerme doniisiimii)

denir (Hungerford, 1974).

Tanim 2.2.15. K ve L iki R-modiil olmak iizere, K ’dan L’ye tanimlanan

biitin homomorfizmalarin kiimesi Hom,(K,L) veya Hom(K,L) ile gosterilir

(Wisbauer, 1991).

Teorem 2.2.16. Eger f:K — L ve g:L—> P R-modiil homomorfizmalari
iseler gf =go f:K — P doniisimi de bir R-modiill homomorfizmasi olur

(Hungerford, 1974).
Tanim 2.2.17. f:K — L bir R-modiill homomorfizmas1 oldugunu kabul
edelim. {k ek | f(k)= 0} kiimesine f’’nin ¢ekirdegi denir ve Cekf ile ifade edilir.

5



{ f (k)|k € K} kiimesine ise f'nin goriintii kiimesi denir ve Gorf ile ifade edilir
(Hungerford, 1974).

Buna gére, Cekf ={k € K| f (k)=0} ve Gorf = {f(k)k ek} dr

Teorem 2.2.18. f:K — L bir R-modiil homomorfizmasi olsun. f"nin birebir
olmast i¢in gerek ve yeter sart Cekf = {k eK|f(k)= 0} =0 olmasidir (Hungerford,
1974).
Ispat: (:>) fnin birebir oldugunu kabul edelim. Herhangi x e Cekf igin
f(x)=0, = f(0,) dir. Birebirlik tanim1 geregi x =0, olur ve boylelikle Cekf =0
elde edilir.

(<) Cekf =0 oldugunu kabul edelim. f (k)=f(k) kosulunu saglayan herhangi

k. k, e K igin f(k—k)=7(k)-f(k)=0, olduguisin k —k =Cekf olur. Cekf =0
oldugu i¢in k—k, =0 ve bdylelikle k&, = k, olur ve buradan da f’nin birebirlik

sonucu elde edilir.

Teorem 22.19. K bir R-modil ve L<K olsun. Bu durumda
p:K—>K/L k—p(k)=k+L déniisiimii bir epimorfizmadir ve Cekp =L dir. Bu

epimorfizmaya dogal homomorfizma veya kanonik epimorfizma denir (Alizade ve

Pancar, 1999).

Teorem 2.2.20. f:K — L bir R-modiil homomorfizmasi oldugunu kabul

edelim.

(i) Eger P, K nin bir alt modiilii ise f (P) de L 'nin bir alt modiilii olur ve dolayisiyla
Gorf de L nin bir alt modiilii olur.

(il' ) Eger 7, L nin bir alt modiilii ise /' (T ) de K'nin Cekf’yi kapsayan bir alt modiilii
olur. Buna gore, Cekf, K 'nin bir alt modiilii olur.

(il'i) K / Cekf = Gorf ’tir (1. Izomorfizma Teoremi) (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.2.21. K bir R-modiil, P< K ve T <K oldugunu kabul edelim. Bu

durumda



(i) (P+T)/T de K /T ’nin bir alt modiilii olup (P +7)/T = P/(P N T) olur (2.
[zomorfizma Teoremi).

(ii) Bger T<Pise P/T, K/T *nm bir alt modiilii olup (K/T)/(P/T)=K/P olur (3.
[zomorfizma Teoremi) (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.2.22. K bir R-modiil ve L,L,,...,L,, K’nin alt modiilleri olmak iizere

asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(a)p:K— ]‘1[1% k— p(k)=(k+L),, =(k+L,k+L,,...k+L)
doniisiimii értendir (1 = {1,2,...,n})-

(b) Her j=1,2,...,n igin L, +ﬂLi = K olur (Wisbauer, 1991).

%)
Ispat: (a) = (b)
piK—> Hl% k= p(k)=(k+1L),, = (k+ L, k+L,, . k+L)

e i
doniisiimiiniin 6rten oldugunu kabul edelim. Herhangi ;j=1,2,...,n ve herhangi
xeK alalim. 1:[1%1 kiimesinin (51/ (x +1, ))ie , (5!/ - {:)1:;.1]]‘. iiSsZJ elemanini

alacak olursak p orten oldugu igin p(k):(éij(x+Lj)) olacak bicimde Jk € K

iel

vardir. (k+Li)i51 =p(k)=(5y. (x+Lj)) oldugu igin k+L;, =x+L, ve i#j icin

iel

k+L =L olup i#j i¢in K€L ve buradan da ke()L elde edilir. k+L,=x+L;

i#]

oldugu iginx—keLj olup x=x—k+keLj+ﬂLl. olur. Bu durumda

i#j

KclL+ ﬂLi olup ayrica L, + ﬂLi c K olduguigin L, + ﬂ L =K olur.

i i i)

(b) = (a) Her j=12,...,n i¢in L+ ﬂ L =K olsun.  Herhangi

i#j
(kl+L1,k2+L2,...,kn+Ln)ef1[1%i (kl.eK) alalim. j=12,..,n icin
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L, +ﬂLl. = K oldugundan kj =lj +1; olacak bigimde Ellj €L, ve 3t eﬂL,. vardir.

i#] i#)
k=t +t,+..+1, diyelim. Burada j=1,2,...,n i¢in k—¢; e L, olup k+L; =t,+ L,
olur. Diger taraftan j=1,2,...,n i¢in kj=lj +1; oldugu i¢in k,—¢, =1, € L, olup
k;+L,=t;+L; olur. O halde j=L2,...,n igin k+L,=k,+L; olup
p(k)=(k+L,k+L,,...k+L,)=(k+L.,k,+L,,..k,+L,) olur. Sonug olarak p

orten olup istenen elde edilir.

Teorem 2.2.23. K bir R-modiil ve L,L,,...,L,, K’nin alt modiilleri olsun. Bu

no

durumda agagidaki ifadeler birbirine denktir.
a)p: K_)HA Je— p(k =(k+L) =(k+L,k+L,,...k+L,) doniisiimii

birebirdir (1 = {1,2,.,.,;1}).

b) ﬂLi =0 olur (Wisbauer, 1991).

i=1

Ispat: (a)= (b)

p: K—)HA k> p(k)=(k+L)_ =(k+L.,k+Ly...k+L,) doniisiimiiniin

birebir oldugunu kabul edelim. Bu takdirde Cekp =0 oldugu asikardir. Herhangi

xeﬂLl. alacak olursak xean’ oldugundan her i=12,...,n i¢in xeL olup
i=1 i=1

x+L =L olur. Buna gore p(x)=(x+L,x+L,,...x+L,)=(L,,L,,...L,) olup

x € Cekp =0 olur. O halde x=0 olup ﬂL,- =0 oldugu goriiliir.
i=1

b)=(a) ﬂL,- =0 olsun. Herhangi x € Cekp alacak olursak x € Cekp oldugu i¢in
i=1
p(x)=(x+L,x+L,,..x+L,)=(L,L,,...L,) olup her i=12,...,n igin

x+L =L olur. O halde her i=1,2,...,n i¢in x€ L, olup xeﬂLl. =0 olur. Buna
i=1



gore x=0 olup Cekp =0 oldugu goriliir. Boylelikle p birebir olup istenen elde

edilmis olur.
Tanim 2.2.24. K bir R-modiil ve {L,} _ da K nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.

Y = U L, olmak iizere Y tarafindan iiretilen alt modiile {L,} _ ailesinin toplami denir
iel

ve ZLI. = <Y > seklinde ifade edilir (Hungerford, 1974).

iel
Teorem 2.2.25. K bir R-modiil ve {L,} _ , K’nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.

Bu durumda

ZL,- = {Iil + 4o+ ‘k €L iy, dp €l €Ll €L, .1 GL,-k} seklindedir.

iel
Sayet / sonlu ise bu toplam L + L, +..+ L, ={l, +L,+..+[ | e L, € L,,..], €L}
seklindedir (Hungerford, 1974).

Teorem 2.2.26. (Modiiler Kural) K bir R-modiil, L, P ve T'de K nin alt modiilleri
ve T < P olmak tizere (T'+L)NP =T +(L N P)’dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat: Herhangi pe(T+L)NP alam. Bu durumda peT+L ve p€ P olur.
peT+L oldugundan p =t+ 1 olacak bicimde It €T ve 3/ € L vardir. Burada
T < P oldugu i¢in € P olur. Bu durumda /=p—¢, pe P ve t€P oldugu igin
[eP olup leLNP elde edilmis olur. t€T ve [eLNP oldugundan
p=t+leT+(LNP) elde edilir. Bu durumda (T+L)NP<T+(LNP) olur.
Ayrica T+(LNP)ycT+L ve T+(LNnP)cP oldugu igin

T+(LNP)c (T +L)NP olur. Bdylelikle (T+L)NP=T+(LNP)’dir.

Tanim 2.2.27. R bir halka ve [ bostan farkli bir indis kiimesi olmak iizere,

{Ki}[e , R-modiillerin bir ailesi olsun.

{a|a:[ —>UKl.,her ieligin a(i)e Kl} doniisimler kiimesine {Ki}id modiiller

iel

ailesinin ¢arpimi denir ve bu kiime HK, ile gosterilir. Her i €/ igin ¢ (l) = @, olmak
iel

lizere o elemani ¢ogunlukla g=(¢;)  veya (¢r) ile gosterilir. Burada her i €/ i¢in ¢,



ye o nmn i. bileseni denir. Eger [ indis kiimesi sayilabilirse,
a=(a),_ = (a,.l e ) seklinde de ifade edilir.

a=(a,)._.B=(8)._ €] [K olmak iizere

iel

(i) a=B<heriel iging, =4,
(@) a+p=(a,+p).,,
(iii) r e R igin ra=(ra;)._,
seklinde ifade edilir. Bu cebirsel islemlere gore HK bir sol R -modiil yapisina

iel

sahiptir. Bu modiile {Ki}.

.; modiller ailesinin direkt ¢arpimi denir.

Bir aEHKf elemaninin sonlu tane bileseni sifirdan farkli ve diger tiim

iel

bilesenleri sifir ise & ya sonlu desteklidir denir. HKI, modiiliinde sifir eleman sonlu
iel

destekli kabul edilerek biitiin sonlu destekli elemanlarin kiimesi @,_, K; veya @1 K; ile

gosterilir (Alizade ve Pancar, 1999).

Onerme 2.2.28. Vi€l i¢in K, bir R-modiil olmak iizere HK direkt carpiminin

iel
sonlu destekli elemanlart kiimesi IC?IK, , I;IK, modiiliinlin bir alt modiilidiir (Alizade
ve Pancar, 1999).

Ispat: (k.).(s,)e ie@}[{i ve reR igin tanmimdan dolayr 4 = {i € 1|k,- # 0} ve
B= {i el |Si # O} kiimeleri  sonludur (ya da bostur). Bu durumda
{i € ]|k,- -, # 0} c AUB ve {i € I|rki % 0} c A oldugu i¢in bu kiimelerin de sonlu (ya
da bos) oldugu agiktir. O halde(ki)—(s,.),r(sl.) € ng olur ve sonug olarak Teorem

2.2.4. geregi CZ)K,, HK, modiiliiniin bir alt modiilii oldugu sdylenebilir.
! iel
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Tanim 2.2.29. HK modiliiniin @K, alt modiili {Ki}iel modiiller ailesinin dis
iel

iel

direkt toplami olarak adlandirilir. Eger 7 indis kiimesi sonlu ise HK . =@, K, olur.

iel

Eger Viel i¢in K=K ise ®,_,K;=K ") olarak ifade edilir ve bu modiile K

1

modiiliiniin kopyalarinin toplami1 adi verilir (Alizade ve Pancar,1999).

Tanim 2.2.30. {K liel } sol R-modiillerin bir ailesi olmak ilizere je I i¢in

g :HKI. —>K, V(k,) EHKI. igin 7, ((k,)) =k, ile tammlanan fonksiyona

iel iel

. o - 0,i=j ).
kanonik projeksiyon ve &, : K, = [ [K,, Vk, €K, i¢in &; (kj):(ki): ki=j ile
iel T

tanimlanan fonksiyona da kanonik injeksiyon ad1 verilir (Alizade ve Pancar,1999).

Teorem 2.2.31. Yukarida tanimlanan kanonik projeksiyon bir R-modiil
epimorfizmasidir ve kanonik injeksiyon da bir R-modiil monomorfizmasidir (Alizade

ve Pancar,1999).

Ispat: {K,.|iel} sol R-modillerin bir ailesi olmak iizere; 7, :[IK, —>K;,

iel
(k) > 7;((k)) =k, ile tanimlanan 7; kanonik projeksiyon fonksiyonunu ele alalim.
7. fonksiyonunun bir R-modiil homomorfizmast oldugunu gosterelim.

J

(k),(k;)eIl K, ve reR alahm. Burada 7, fonksiyonunun tanimindan
iel

7,((k)+ (K) = 7, ((h, + k) =k 4K, =7, (k) + 7, ((K)

ve 7 (r(k))=m;((rk))=rk;, =rm;((k)) olup 7; fonksiyonu bir R-modiil

homomorfizmasidir. Ilaveten Vk, €K, i¢in 7, (k) =k ; olacak bigimde
(k) e 113 K bulunabildigi agikca gosterilebilir. Buna gore 7, fonksiyonu 6rten olur.
Bundan dolay1 tanimlanan kanonik projeksiyon bir R-modiil epimorfizmasidir.

Simdi de, aym {K[|iel} sol R-modil ailesinde; g/:Kj—>HKi

iel

0,i#j
ki —>e&(k;)=(k)= ( ko= ]J ile tanimlanan €; kanonik injeksiyon fonksiyonunu

J

11



ele alalm. &; fonksiyonunun bir R-modiil homomorfizmasi oldugunu inceleyelim.
kj,k;. €K, ver € R alalm. Burada &; fonksiyonunun tanimi dolaysiyla,

(k. +k) [O’l / ] [O’iijj [O’iijJ (k) +&;(k,)
ek, +k;)= N N E R EP-A (A LA (s

0,i#j 0,i#j
ve 5j(”kj): rkj,iZj =r ki=j :rgj(kj) olup ¢&; fonksiyonu bir R-modiil

homomorfizmasidir. kj,k} €K, igin gj(kj)zej(k}) olsun. Bu durumda

0,i#j 0,i#j ,
—| _ Bé . . oL .
ki=j Ki=j olup k, =k; olur. Béylece &; fonksiyonu birebir olmus olur

Dolayisiyla tanimlanan kanonik injeksiyon bir R-modiil monomorfizmasi olur.
Tanim 2.2.32. K bir R-modiil ve {Km |meM } K’nin alt modiillerinin bir ailesi

olsun. Her k €K eleman tek tiirlii olacak sekilde K, alt modiillerinin elemanlarinin

toplami bigiminde, yani tek tiirlii olarak k =k, +k, +..+k, , k, €K, bigiminde

yazilabilirse, K’ya K alt modillerinin bir i¢ direkt toplami adi verilir. Bu durum

genellikle K= QrE)A; K, veya K=& , K ile ifade edilir.

K =& K, yazilisina K 'nin bir direkt parcalanisi ya da yalnizca parcalanist
meM

denir. Sayet K sifirdan ve kendisinden farkli alt modiillerin bir direkt toplam1 olarak

yazilamiyorsa K 'ya parcalanamayandir denir (Alizade ve Pancar,1999).

Teorem 2.2.33. K = @ K, olmasi igin gerek ve yeter sart K= Z K ve her

meM
meM

ieM igin K, m(z ij =0 olmasidir (Alizade ve Pancar,1999).

m#i

1spat:(:>) K=& K, oldugunu kabul edelim. Bu durumda her kek,

m
meM

k=k, +k, +--+k, seklinde yazilabilecegi igin, ke K, +K +---+K < Y K,

meM

12



olur. O halde K= z K, saglamr. Ayrica, xeKk m(z ij ise
meM

m#i

x=k =k, +k, ++k, ve m; #i olacak bigimde

dk, €K, Elkm1 €k,, ElkmZ €K, ;s Jk €K, vardir. Yazihgin tek  tiirli

olmasindan dolay1 k, =k, =k =---=k =0 elde edilir. Bundan dolay1 her i € M igin

K. m(Zij =0 olur.

m#i

(<:) K= ZKm oldugu icin her ke K = Z K, elemani,

meM meM

k=k, +k, +-+k, (k, €K, .k, €K, ...k, €K, )

seklinde yazilabilir. Yazilisin tek tiirlii oldugunu gostermek i¢in bir & elemaninin
k:kml +km2 +' ¢ '+kmn :kmll +kn’lé +' * .+k”l;’

(k, €K, ,i=12,..n, k, €K ,j=12,..,1)

seklinde iki gosteriminin bulundugunu kabul edelim. Gerekirse toplam terimlerinin

yerlerini degistirerek ve sifir toplam terimlerini ekleyerek, t =n ve her i=12,...,n

icin m; = m',- oldugunu kabul edebiliriz. O zaman yukaridaki esitlikten her

i=12,...,n i¢in kmi_k»;fZZ(kr'n,»_km,)eKmim(ZKm,}:O ve buradan da

J#i J#i

kmi = km,. elde edilir. Boylelikle bu yazilis tek tiirlii olmus olur.

Onerme 2.2.34. K bir R-modiil ve {Kl. }ie , » K’nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.

K =G-3'Kl. ise K = @IK ;’dir. Tersine {K}id R-modiillerin bir ailesi olmak {izere

1

K=®K, ise K,f:{(kj)[‘wﬂigmkj:o,kieK,.};Kl. ve K-@K
JE€

iel iel

gergeklenir (Alizade ve Pancar,1999).
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Ispat: f ((k[ )id)z Zki ile tanimh f": @3 K. — K fonksiyonunun bir epimorfizma
iel te

oldugu ¢ok rahat gosterilebilir. Vk e @1 K, icin f (k) = Zkl. tek tiirlii olacak bigimde

iel

k; €K var oldugu igin £ bir izomorfizmadir.

Tersine olarak, {K,} , R-modiillerin bir ailesi olmak lizere K = @ K, oldugunu
e iel !
kabul edelim. m =1 igin X,, =k, ve m#i i¢in x, = 0 alahm. f(k)=(x,) _ ile

tanimh  f;: K —>K, fonksiyonu bir izomorfizmadir. &, €K, ( j=12,..,n)

elemanlan sifirdan farkli olmak uzere k= (k. )ie] ek eleman

1

k= (...,O,ki1 ,0,...)+...+(...,0,kl.n ,0,...) € ZKl ile gosterilebilir. Burada her i €/ igin

iel

K;N [Z K jj =0 oldugu da gosterilebilir. Bu durumda Teorem 2.2.33.’ten

i
K =@ K, elde edilir.

Not: Bu 6nerme sayesinde ZG;)I K, = iE@IK . oldugu goriiliir. Bundan sonra @'
yerine de @ kullanacagiz.

Onerme 2.2.35. P bir R-modiil ve ¥ ={y,|k € K} P’nin bir alt kiimesi olsun. Bu
durumda asagidaki iki kosul bibirine denktir.
(i) Her a€P elemani, sadece sonlu sayida Z katsayilari sifirdan farkli (ya da hepsi

sifir) olmak tizere, tek tiirlii olarak @ = Zrkyk seklinde ifade edilebilir.
kekK

(ii) Her keK igin f,(r)=ry, seklinde gosterilen f,:R— Ry, fonksiyonu bir

izomorfizmadir ve P = @ Ry, olur (Alizade ve Pancar, 1999).
keK

Ispat: (l) = (il') /. fonksiyonunun bir epimorfizma oldugu asikardir. 7,5 € R
keyfi olmak tizere, f,(r)=f,(s) olsun. Buradan ry, =sy, esitligi bulunur. Yaziligin
tek tirliliigiinden dolayr # = § olup f; fonksiyonu bir monomorfizma olur. Bu

sebepten f, bir izomorfizma olup R = Ry, olur. Her a€P eleman tek tiirlii

14



olarak Ry, modiillerinin 7)), elemanlarinin sonlu toplami seklinde yazilabildigi

igin P = D Ry, olup istenen elde edilir.
ek

(if)= (l) P= & Ry, oldugu i¢in her aeP, a= Zrkyk sonlu toplami seklinde
keK

keK

yazilabilir ve a=27’,€yk =277;yk ise her keK igin 1y, =r,; Y, olur. Buradan da

kek kekK
fim)= ﬂ((l”k) bulunur. f, :R—>Ry, bir monomorfizma oldugundan 7, =17; olur. O

zaman a € P eleman1 a = Zrk Y, biciminde tek tiirlii olarak yazilabilir.
keK

Tanim 2.2.36. P bir R-modiil olsun. Onerme 2.2.35.’teki denk kosullardan birini

gercekleyen P modiiliine bir serbest modiil, ¥ = { y,(|k ek } kiimesine de P’nin bir

serbest iiretenler kiimesi ya da tabani denir (Alizade ve Pancar, 1999).

R halkasmnmn birimi 1 olmak iizere bu halka tabam Y = {1 R} olan bir serbest R-
modiildiir.

Teorem 2.2.37. Her A indis kiimesi i¢in , R R-modiiliiniin kopyalarinin
toplami olan R(A) bir serbest modiildiir (Wisbauer, 1991).

Ispat: V7 € A igin

I, A =1 ise
v, =
404,47 ise

olmak tizere n, =(r,), € R™ ve y = {n” |7 e A} olsun. Herhangi € R"™ alalim.

VA €A igin a, €R olmak iizere @=(a,), olsun. Burada (a,), =a € R™ oldugundan

@, elemanlarmin sonlu tanesi hari¢ digerleri sifirdir. 4,4,,...,4, €A olmak iizere
kabul edelim ki VA eA—{ﬂl,ﬂZ,...,ﬁm} igin g, =0 olsun. Bu durumda

a=(a)),=a,n, +a,n, +..+a; n, olur. Ayrica bu yazisin tek tiirlii oldugu da
acikca gosterilebilir. Buna gore Y = {n” ‘77 € A} kiimesi R *nin bir taban: olup

R () bir serbest modiil olur.
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Teorem 2.2.38. Vi€l icin f, : K, — L _bir R-modiil homomorfizmasi olsun. Bu

ile tammh f:®K, > @ L,

iel iel iel

durumda Vk =(k,)_, € K, i¢in f(k)= (f; (k)

doniisiimii bir R-modiil homomorfizmasi olup Cekf = @ Cekf; Ve Girf = ® Gorf, olur
ie iel !

(Hungerford, 1974).

Ispat: f ’nin bir R-modiil homomorfizmasi oldugunu gésterelim. Vk =(kl.)iel,

K- (kl.') @K, igin
iel 1€

Py = (k) J=(A(n+k)) -

(r)eA(K)) =(nw),+{(£[)) 1@ r@)

iel

ve VreR igin

S k)= (k) )= (fi (k) = (i (k). = (i (R)),, = rf (k) olur.
Dolayistyla f bir R-modiil homomorfizmasi olur. Simdi Cekf = i(-gD[ Cekf, oldugunu
gosterelim.  k=(k,)_ €Cekf keyfi bir eleman olsun. Bu durumda
f(k)=0= (fi(ki))iel olup Viel igin f(k)=0 olur. O halde k eCekf,dir.
Boylece k=(k)_ € @ Cekf; olur. Ote yandan herhangi k=(k;) _ € © Celf,
elemanini alalim. Bu durumda Vi e I igin k; € Cekf; olup f;(k)=0 olur. O halde

f (k)= ( 1 (k; ))l_d — 0 olup k € Cekf bulunur. Buradan Cekf’ =i(E-D[ Cekf, elde edilir.

Simdi de Gorf =@ Gorf; oldugunu gosterelim. / € Gorf keyfi bir elemanini
iel
alahm.  Bu  takdirde 3Jk=(k)_ e ®K, igin f (k)=1’dir.  Yani

(k). )=(f(k))_ =1 olur Viel ic¢in f(k)eGérf, oldugundan

| = (fz (k;))‘ [ €DGorf, bulunur. /e @® Gorf, olsun. Bu durumda (ﬁ (k,-)). =1

iel iel

olacak sekilde 3k €K (m el ) vardir. k=(k,),., alirsak f (k) :( fi(k) ):I olup

iel

I € Gorf elde ederiz. Buradan da Gorf =@ Gorf; elde edilir.

iel
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Tanim 2.2.39. K bir R-modiill olmak iizere K’nin kendi 1iizerine bir

homomorfizmasina  K’nin bir endomorfizmasi denir. K’nin biitiin

endomorfizmalarinin kiimesi End, (K ) veya End (K ) ile gosterilir (Hungerford,

1974).

Tanim 2.2.40. f: K — L bir R-modiil epimorfizmasi olsun. Eger fg=fog=1,

olacak sekilde bir g:L — K homomorfizmasi var ise f epimorfizmasi

parcalanabilirdir denir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.241. g:K — L bir R-modill monomorfizmast olsun. Eger
hg=hog=1, olacak bi¢imde bir Ah:L—>K homomorfizmasi var ise g

monomorfizmasi parcalanabilirdir denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.242. f:K - L ve g:L — K R-modil homomorfizmalar1 ve

gf =1, olsun. Bu durumda L = Gorf © Cekg ’dir (Kasch, 1982).

Ispat: VlelL ic¢in I=f(g(l))+I-f(g(l)) olur. Burada f(g(l))eGdrf olur.

[laveten gf =1, oldugu igin

g(1-7(g(1)=e)-g(/(g(1))=g()-g(1)=0

olup I-f(g(l))eCekg olur. Bu durumda L =Gorf + Cekg *dir. Simdi de
1 € Gérf N Cekg alacak olursak g(/)=0 ve [=f(k) olacak bi¢imde k€K vardur.
g =1 oldugu igin 0=g(/)=g(f(k))=k olup /= (k)=£(0)=0 elde edilir. Yani

Gorf N Cekg =0 olup L = Gorf ® Cekg olur.

;
Tanim 2.2.43. K, L ve P R-modiller olsun. K — L—g> P R-modil

o o Lo s fo .
bigimde, K, > K, —»>...—» K, ,—> K, R-modil homomorfizmalarmmn sonlu

dizisinde Vi=0,L2,...,n—2 i¢in Gorf =Cekf,, saglanmasi durumunda bu diziye bir

Ji Jist Jis2
tam dizi denir. ... » K, |, »> K, - K, — ... R-modiil homomorfizmalarinin sonsuz

dizisinde Vi € Z i¢in Gorf, =Celf;,, ise bu diziye bir tam dizi denir (Alizade ve Pancar,
1999).
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Tanim 2.2.44. 0 > X —Y — Z — 0 seklindeki bir tam diziye bir kisa tam dizi
denir (Alizade ve Pancar, 1999).

) g h e S . .
Teorem 2.2.45. Eger 0 > X > Y — Z — 0 dizisi tam ise g bir monomorfizma

ve h bir epimorfizmadir. Ilaveten, Gorg = X ve Z =Y / Gérg olur. Boylelikle

izomorf gruplar1 kopyalandirarak Z =Y / X oldugunu diyebiliriz (Alizade ve Pancar,
1999).

Ispat: Ol> x5v5 250 dizisi tam oldugu i¢in Gérf = Cekg olur. f:0 > X
oldugu igin Gorf ={f(x)|xe0}=0 olur. Cekg=Gorf=0 oldugu i¢in g bir
monomorfizmadir. Yukarida tanimlanan dizi tam oldugu icin Gérh=Ceke olur.
e:Z —0 oldugu i¢cin Ceke = {z =4 |e(z) = 0} =7 olur. Gorh=Ceke=Z oldugu i¢in h
ortendir, yani bir epimorfizmadir. 1. izomorfizma Teoremi geregi X / Cekg = Gorg
olup Cekg=0 oldugu i¢in X = X /0= Gérg olur. Yine 1. izomorfizma Teoremi

geregi Y/ Cekh = Gorh=Z olup Z =Y / Gorg olur.

S
Teorem2.2.46. 0 > X 2 Y ﬁg Z — 0 kisatam dizisi i¢in asagidaki kosullar
h k

birbirine denktir:

(a) hof=l, olacak bigimde bir /:Y — X homomorfizmast bulunabilir.

(b) Gorf alt modiilii Y ’nin bir direkt toplam terimidir.

(¢) geok=1, olacak bigimde bir k:Z Y homomorfizmasi bulunabilir. Bu
durumda ¥ = X @ Z olur (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat:(a) = (b) hof =1, olacak bigimde bir h:Y—>X homomorfizmasi
bulunabilir olsun. Bu durumda Teorem 2.2.42.den Y = Gorf @ Cekh olup Gorf,
Y’nin bir direkt toplam terimi olur.

(b) = (¢) Gorf, Y'nin bir direkt toplam terimi oldugu i¢in Y = Gorf @ P olacak
bigimde dP<Y vardir. ¢= g| »:P>Z, p—>it(p)=g(p) homomorfizmasini
alalm. Y =Gorf® P ve Gorf =Cekg oldugu i¢in Y =Cekg® P olup
Cekg m P =0 olur. Herhangi p € Cekt alahm. p e Cekt oldugu i¢in g(p)=t(p)=0
olup p e Cekg olur. pe Cekg ve pe P oldugu igin p e Cekgn P =0 olup
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p =0 olur. O zaman Cekt = 0 olup ¢ birebirdir. Herhangi b€ Z alahm. beZ ve g
orten oldugu igin g(y)=»b olacak bicimde JyeY vardir. y e Y = Cekg ® P
oldugu icin Yy =a+ p olacak bigimde teklikle belirli a € Cekg ve peP vardir.

Burada
b=g(y)=gla+p)=g(a)+g(p)=0+g(p)=g(p)=t(p)

olup ¢ ortendir. ¢: P — Z birebir ve orten bir homomorfizma oldugu igin ¢ bir
izomorfizma olup ¢~':Z — P homomorfizmasi meveuttur. kK =¢' diyelim.
Herhangi z €Z alalim. k(z) =t"'(z) = p diyelim. Burada g(p)=t(p)=2z olup
(gok)(z)=g(k(z))=g(p)=z=1,(2) ve bdylelikle gok =1, olur. f bir monomorfizma
oldugu i¢in Gorf = X olur. t: P— Z bir izomorfizma oldugu i¢in P=Z olur. Bu

durumda Y = Gorf @ P = X ® Z olup istenen elde edilmis olur.

(¢c) = (a) g°k=l, olacak bigimde bir k:Z—>Y R-modiil homomorfizmasi
bulunabilsin. Bu takdirde Teorem 2.2.42.’den Y = Gork @ Cekg olup Cekg = Gorf
oldugu i¢in Y =Gork®@Gorf olur. h:Y - X, c=k(a)+ f(b) > h(c)=b
doniisimiinii tanimlayalim. 4’ nin kapali oldugu asikardir. ¢,,a, €Z ve b,b, € X olmak
tizere c=k(a)+f(b)=k(a,)+ f(b,) olsun. Burada
fb,=b,)y=f(b)-f(b)=k(a,)—k(a,))=k(a,—a,) e Gork

olup f(b —b,) e Gorf oldugui¢in f (b, —b,)e Gork N Géorf =0 olur. O halde
f(b,—b,)=0 olup fbirebir oldugu i¢in b, —b, =0 ve buradan da b, =b, elde edilir.
Bu durumda / iy1 tanimlidir. #’nin bir R-modiil homomorfizmasi oldugu gosterilebilir.
Ayrica ’nin tanimindan Vb € X igin (ho f)(b) =h(f (b)) =h(k(0)+ (D)) =b=1,(b)
olup e f =1, olur.

Tanim 2.2.47. Teorem 2.2.46.’daki kosullardan biri ger¢eklendiginde
0>X->Y—>Z->0

kisa tam dizisine bir pargalanan (veya parcalanabilir) kisa tam dizi ad1 verilir (Alizade

ve Pancar, 1999).
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Tanim 2.2.48. K ve L iki R-modiil olsun. Sayet bostan farkli en az bir A indis
kiimesi i¢in bir f': K" 5L epimorfizmasi varsa L’ye K tarafindan iiretilmistir veya
K-tiretilmistir denir (Clark vd, 2006).

Tanim 2.2.49. K ve L iki R-modiil olsun. Sayet bostan farkli en az bir sonlu
elemanli A indis kiimesi igin bir f': K" L epimorfizmasi varsa L’ye K tarafindan
sonlu iiretilmistir veya sonlu K-iiretilmistir denir (Clark vd, 2006).

Teorem 2.2.50. Her K R-modiilii R-tiretilmistir (Kasch, 1982).

Ispat: R bir halka ve K keyfi bir R-modiil olsun. K’y1 elemanlariyla birlikte indis

kiimesi olarak alalim. Her (Q)ke[( eR™ i¢in S5 )eex) = Z’”kk ile taniml
keK

f:R™ — K déniisiimii bir epimorfizma olur. Neticede K R-modiilii R-iiretilmistir.

Tamm 2.2.51. K bir R-modiil ve S ={K} _, K’nin bostan farkl1 alt modiillerinin

bir ailesi olsun. Eger S artan zincir kuralim sagliyorsa diger bir deyisle

K cK, c...cK <K c.. icn K, =K, =.. olacak bigimde ImeZ" var

m+l

ise bu S ailesine noetheriandir denir.

Eger K’nin biitiin alt modiiller kiimesi noetherian ise K’ya noetheriandir denir

(Wisbauer, 1991).

Teorem 2.2.52. K bir R-modiil olsun. K’nin noetherian olmasi i¢in gerek ve yeter

sart her alt modiiliiniin sonlu iiretilmis olmasidir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.2.53. K ve L iki R-modiil olsun. Eger L, K-iiretilmis bir modiiliin bir alt

modiiliine izomorf ise L, K tarafindan alt {iretilmistir denir. K tarafindan biitiin alt

tiretilmis modiillerin kiimesi genellikle G[K] ile gosterilir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.2.54. (Zorn Lemmasi) X bostan farkli bir sirali kiime ve her tam sirali
alt kiimesinin yani, zincirinin X te bir {ist sinir1 var ise X in bir maksimal elemani

vardir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 2.2.55. K sifirdan farkli bir R-modiil olsun. Eger K modiiliiniin 0 ve K nin

disinda higbir alt modiilii yoksa K ya bir basit modiil denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Bu ¢alismamizda 0 modiiliinii de basit olarak alacagiz.
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Teorem 2.2.56. K bir R-modiil ve Vi e [ i¢in K, K'nin bir basit alt modiilii

olmak iizere K =" K, olsun. Bu durumda

iel

(a) K'nin her T 6z alt modiili i¢cin K =T @(@K ) olacak bi¢cimde /'nin en az bir J

ieJ /

alt kimesi vardur.

(b) K = @ K, olacak bicimde /'nin en az bir F alt kiimesi vardir (Alizade ve Pancar,

ieF
1999).
Ispat: (a) K:ZK,. ve T, K'min bir 6z alt modiilii oldugu igin 3, €/ i¢in K, & T
iel

olur. O halde 7TnK #K olup K,k basit olduu i¢cin TNK, =0 olur.

LI’={Pc]

T+Y K, =T (—B((—B K, )} kiimesini tanimlayalim. 7NK, =0 oldugu igin

ieP iep
T+K, =T®K, olup {ij €'¥ olur. Budurumda ¥ #@ olur. ‘¥’ 'nin herhangi Q

zincirini alalim. P = U F diyelim. Herhangi xeT +ZKI. alalm. xeT+) K, oldugu

FeQ ieP ieP

igin  x=t+k +k +..+k olacak bigimde i,i,...i,€P, IteT, Tk €K, ,

dk, €K, , .., 3k, €K, vardir. Ayrica i,b,,...i, € P= UF oldugu igin i €ff,

FeQ

ek, .., i €F olacak bicimde 3F,F,,....F, €€ vardir. Q bir zincir oldugu i¢in

bir F,eQ i¢in F,CFj (s=12,..,n) olur. Burada ,i,,...,i, € Fy olup F,eQc¥

oldugundan x =¢+k, +k +..+k €T ® ( S) Kl.) olur. O halde x bu sekilde tek

i€k,

ieP

tirlii yazilabilir. Bundan dolayr Tanim 2.2.32.°den T +Z K. =T® (@ Kl.) olup

ieP
PeY olur. Boylelikle W 'nin kapsama bagmtisina gore her zincirin bir iist smiri

vardir. Dolayisiyla Zorn Lemmasi’ndan W bir maksimal J eleman: icerir. J € ¥

oldugu igin T+ZK,- = TG—)(@ Kl-) olur. Sayet K;tT@(@jKi) olsa Jjel icin
ieJ ieJ ‘e

K, & T®(®K, | olup K, basit oldugu icin

ieJ
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T+ 3 Ki=T+(ZKi)+Kj=T®(®Ki)®Kj=T®( ® Kl.j

ieJU{j} ieJ ie ie/Ulj)
olur. O halde JU{;}e¥ olup J#JU{,j} oldugu i¢in bu durum Jnin maksimal

olmasztyla celisir. Buna gore K =T @(G—?] Kl.) olup istenen elde edilir.

(b) T =0 olarak alinirsa (a) sikkindan istenen kolayca elde edilir.

Tanim 2.2.57. K bir R-modiil, L < K ve L+# K olsun. K'nin L'yi kapsayan K
ve L'den farkli higbir alt modiilii yoksa L'ye K nin bir maksimal alt modiilii denir

(Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.2.58. K sonlu iiretilmis bir R-modiil olsun. Bu durumda K nin her 6z

alt modiilii bir maksimal alt modiil tarafindan kapsanir ( Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: L, K'nin herhangi bir 6z alt modiilii olsun. K’'nin L'yi kapsayan o6z alt
modiillerinin kiimesini S ile goserelim. L €S oldugu i¢in S # O olur. S kiimelerdeki
kapsama bagintisina gore bir kismi sirali kiimedir. 7, S kiimesinin bostan farkli bir
zinciri olsun. 7"nin biitiin elemanlarimin birlesimini N ile gosterelim. 7" tam siral
oldugu icin 7 kiimesinin elemanlar1 kiimelerdeki kapsama bagintisina gore

karsilastirilabilir olup &, K'nin bir alt modiiliidiir. K sonlu iiretilmis oldugu ig¢in

K = Rk, + Rk, +...+ Rk, olacak bigimde 3k,k,,....k, €K elemanlar1 vardir. Eger

N=K ise Vi=1,2,...n i¢in kK, e N = UL' yazilir. Bu durumda L' €T vardir oyle

L'eT
ki Vi=1,2,...,n icin k, €L’ olup K =L' bulunur. Buise L' €T olmasi ile gelisir. O
halde N # K ‘dir. Yani, N, K modiiliiniin bir 6z alt modiiliidir. Bu takdirde N, T
kiimesinin S'de bir {ist smir1 olup Zorn Lemmas1 geregi S kiimesi bir maksimal

elemana sahiptir. Bu durumda bu maksimal eleman K nin L 6z alt modiiliinii kapsayan

bir maksimal alt modulidir.

Teorem 2.2.59. K bir R-modiil, L < K ve L # K olsun. Bu durumda L nin bir

maksimal alt modiil olmast i¢in gerek ve yeter sart K /L bolim modiiliiniin bir basit

modiil olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat: Teorem 2.2.11. ve Teorem 2.2.12.’nin bir sonucudur.
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Teorem 2.2.60. K bir R-modiil, L <K ve L # K olsun. Bu durumda L nin bir

maksimal alt modiil olmasi igin gerek ve yeter sart her k € K — L i¢in L+ Rk =K
olmasidir (Kasch, 1982).

Ispat: (:>) Her ke K—L igin L< L+ Rk, L+# L+ Rk ve L bir maksimal alt modiil

oldugu i¢in maksimal alt modiil tanim1 geregi L+ Rk =K olur.

(&) L<T ve L#T olan herhangi bir T alt modiiliinii ele alahm. Eger T =K

oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. L#T oldugu i¢in Ik €T —L vardir. Bu
durumda k € K —L olup hipotez geregi K =L+ Rk olur. Beraberinde k € T oldugu
icin Rk<T olup K =L+ Rk <T olur. Dolayisiyla 7" = K ‘dir.

Tanim 2.2.61. Basit modiillerin toplami1 olarak yazilabilen bir modiile bir yar1

basit modiil denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.2.62. K bir R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirlerine

denktir.

(i) K nin her alt modiilii basit alt modiillerin bir toplamidir.

(ii ) K yart basittir.

(iii) K basit alt modiillerin bir direkt toplamidir.

(iv) K nin her alt modiilii bir direkt toplam terimidir (Alizade ve Pancar, 1999).
Ispat: (l) = (ii) K <K oldugu igin Tanim 2.2.61. den agiktir.

(ii) = (iii) Teorem 2.2.56. (b) “den agiktir.

(iit) = (ii) agiktr.

(ii) :>(iv) Teorem 2.2.56. (a) ‘dan aciktir.

(iv) 3(1'1') K nin basit alt modiillerinin toplamina 7 diyelim. Hipotez geregi 7, K nin

bir direkt toplam terimi olup K =7T@® P olacak bicimde dP<K vardir. Burada P=0
oldugunu gosterirsek K =7 olup istenen elde edilir. Aksini kabul edelim. Yani,

P #0 oldugunu kabul edelim. Budurumda 30 # p € P vardir. S = Rp diyelim. S<P
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ve TMP=0 oldugu icin TS =0 olur. §#0 ve S sonlu iiretilmis oldugundan
Teorem 2.2.58. geregi S'nin 0 6z alt modiilii $"nin bir L maksimal alt modiiliinde

kapsanir. L<S ve S <K oldugu i¢gin L <K olup hipotezden K =L@ L' olacak
bicimde L' < K vardir. Burada Modiiler Kural’dan S :LC-B(S ML) olur. L, §'nin bir

maksimal alt modiilii oldugu i¢in L # S olup SNL'#0 olur. Diger taraftan yine L,

S"nin bir maksimal alt modiilii oldugu igin Teorem 2.2.59."dan S /L basit olup
S/L=(L+(SNLY)/L=(SAL)/(SNLNL)=(SNL")/0=SNL'

oldugundan S N L' de basit olur. Bu takdirde SNL' < T olurve SNL' < S oldugu
icin SNL' T NS =0 olur. Buise SNL #0 olmasiyla gelisir. O halde kabiiliimiiz
yanlis olup P=0 olur.

(iv) = (i ) K nin herhangi T alt modiiliinii ve 7" nin de herhangi P alt modiiliinii alalim.
Burada P<K olup hipotezden K =P®P' olacak bigimde IP'<K vardr.
K=P®PF ve P<T oldugu icin Modiiler Kural’dan

T=TNnK=T m(P@P’ ) =P®(T NP ) olup P, T"nin bir direkt toplam terimi olur.

Yani 7 nin her alt modiilii 7" nin bir direkt toplam terimi olup bu teoremin (iv) 3(1’1’)
gecisini 7"ye uygularsak 7" yari basit olur. Yani K'nin her alt modiilii basit alt

modiillerin bir toplam1 olup istenen elde edilir.

Teorem 2.2.63. K bir R-modiil ve {L,. }ie ,»K'nin L K alt modiiliinii kapsayan

alt modiillerinin bir ailesi olsun. Bu durumda (")(L,/L) = (ﬂ L j / L"dir (Hungerford,

iel iel

1974).

[spat: k+L€ﬂ(L,-/L) oldugunu kabul edelim. Bu durumda her iel igin

iel

k+L Eli/L olup k €L "dir. O zaman her i e igin k €L veburadan k EﬂL,- olur ki

iel

buradan da k + L e (ﬂ L j /L elde edilir.

iel

Tersine olarak, benzer islemler yapilarak esitlik gosterilebilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde r-injektif modiillere temel olusturan injektif modiil ve radikal
kavramlar agiklanarak bu kavramlarla ilgili baz1 6zellikler incelenmistir.

3.1.Injektif Modiiller

Tanim 3.1.1. K ve L R-modiller olsun. Eger satir tam dizi olan R-modiil

homomorfizmalarinin her

00— T —HE5K

1/

L

diyagrami i¢in h o g = f olacak bicimde en az bir A:K—>L R-modiil

homomorfizmasi varsa L’ye K-injektiftir denir.

Eger diyagramdaki her modiil o [P] "nin eleman1 olmak sartiyla ayn1 ifade dogru
ise L’ye o[ P] iginde K-injektiftir denir.

Eger L her S e€o|P] icin o[ P] iginde S-injektif ise L’ye o[ P] de injektiftir
denir.

Eger L her K R-modiili i¢in K-injektif ise L’ye bir injektif modiil denir
(Wisbauer, 1991).

Teorem 3.1.2. K ve L iki R-modiil olsun. L’ nin K-injektif olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul her 7<K ve her f:T — L homomorfizmasi i¢in
0—>T—K

1/

L
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diyagrami degismeli olacak bigimde 34 : K — L homomorfizmasinin bulunmasidir

(Wisbauer, 1991).

Ispat: (:>) Aciktir.

(<:) Satir tam dizi olan

0—sP—=5K

4

L

diyagrammi alalim. g:P — K birebir bir R-modiill homomorfizmas: oldugundan

g:P—g(P) bir R-modiil izomorfizmasi olarak aliabilir. 7= g(P) diyelim. Hipotezden

0—>T=g(P)—>K

fcg'll

L

diyagramini degismeli yapan 44: K—L R-modiil homomorfizmasi bulunabilir. Burada

Vp € P i¢in

(hog)(p)=h(g(p))=h(i(g(p)))=(roi)(g(p))=(/>2")(g(r))=
=f(g"(2(p)))=1(p)

olup heg=f olur. Bu durumda tanimdan L, K-injektif olup istenen elde edilir.

Teorem 3.1.3. K bir R-modiil ve {U,} _, R-modiillerin bir ailesi olsun. O halde
HU, direkt carpiminin K-injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her n € 1 i¢in U,7
iel

modiiliiniin K-injektif olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).
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Ispat: (:§ HU,, K-injektif olsun. f:7 — K bir R-modiil monomorfizmasi ve
iel

y.T —>U,7 bir R-modiil homomorfizmas: olsun.

L1

diyagramini goz oniine alahm. &,:U, —>HU, kanonik injeksiyon olmak Tizere,
iel

ey:T —>HU, homomorfizmasi i¢in &,y =0 f olacak bigimde bir 6:K —>HU1
iel e

R-modiil homomorfizmas: vardir. Bu takdirde 7, HU, —U, 7. kanonik
iel

projeksiyon olmak {izere 5'=7Z,75 esitligi ile tammlanan o':K —-U,

homomorfizmasi i¢in &' f = 7o f =méEy = 1U,7 y =y elde edilir. Diger bir deyisle

§'f = y elde etmis olduk. Dolayisiyla her € I i¢in Uﬂ, K-injektiftir.

(9 Her pers igin U, K-injektif olsun. pel, f:T—>K bir R-modil

monomorfizmast ve g:T —>HU,- bir R-modiil homomorfizmas1 olmak {iizere

iel

asagidaki diyagrami goz oniine alalim.
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r

U, K-injektif oldugu i¢in 7,€:T—U, homomorfizmasi i¢in 7,¢=h,f olacak

bigimde bir /4 :K—U, homomorfizmast vardir. h:K — [ [U,.k—h(k)= (h,- (k))l,e ,

iel
donilistimiinii tanimlayalim. /4’nin bir R-modiil homomorfizmas1 ve Viel igin

7th="h oldugu gosterilebilir. Bu durumda her Vie/ igin 71;(@( )=h, f=mg olup

]

hf = g olur. Boylece HU, carpimi K-injektiftir.

iel
Teorem 3.1.4. U, K-injektif bir R-modiil olsun. Bu durumda K nin her H alt
modiilii i¢in U hem H-injektif, hem de x /A -injektiftir (Kosar, 2008).

Ispat: Once U’nun H-injektif oldugunu gdsterelim. Satir tam dizi olmak iizere,

0 sT—L 5> H

T
gl
Y

diyagrammi diisinelim. H, K’nin bir alt modiilii oldugundan i:H — K igerme

doniistimiinii ele alirsak 7 : 7 — k bir R-modiil monomorfizmasidir. U, K-injektif

oldugu i¢in
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diyagraminda 6yle bir 4: K —U homomorfizmasi vardir ki h(lf ) = g ’dir. Buradan

(hi) f =g yazlir. Burada h'=hi diyecek olursak asagidaki diyagram degismeli

olacak bigimde

0—>T—L5H
g h
b

3h": H - U R-modiil homomorfizmasi bulunur. Dolayisiyla U, H-injektiftir.

Simdi U'nun K/H -injektif oldugunu ispatlayalim. H <T <K olan herhangi
bir 7<K alalim. Her

gl// (.1)

diyagrami i¢in hiT/ u = & olacak bigimde 34: K/H —U R-modiil homomorfizmasinin
varligini gosterirsek istenen elde edilmis olur. p: K —)K/ H,k— p(k) =k+H,

p:T—>T / H,t—>p(t1)=t+H ile tamml doniisimlerin birer R-modiil

homomorfizmasi oldugu bilinmektedir. U, K-injektif oldugu i¢in
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0—T——K

gCPll/

U

diyagrami degismeli olacak bigimde en az bir /4 : K —>U R-modiil homomorfizmasi
vardir. Bu durumda hi, =gp, olur. h:K/H - U, k+H —>h(k+H)=h(k)
doniisiimiinii tamimlayalm. &+ H =k, + H olan herhangi kk €K alalm. Bu
durumda k—k eH olup ayrica H<LT oldugu igin
h(k=k)=h(i, (k-k))=g(p (k—k))=g(0;,)=0 olur. Bu takdirde
h(k)—h(k)=0 olup % (k)=h (k) olur. Yani % iyi tammlidir. A’nin bir R-modiil

homomorfizmasi oldugu gosterilebilir. €T olmak tizere her ¢+ + H < T /H igin
hip, (t+H)=h(t+H)=h(t)=(gp,)(t)=g(p, (1)) =g(t+ H)

olup hiT/ gz = & olur. Yani (3.1.) diyagramin1 degismeli kilan 37 : K /H — U R-

modiil homomorfizmasi vardir. Dolayisiyla U, K /H -injektif olur.

Sonug 3.1.5. K', K" ve K birer R-modiil,
0 —— K'—L > K —% - K" — 0 birtam dizi ve U, K-injektif ise U hem
K -injektif, hem de K" -injektiftir (Wisbauer, 1991).
Ispat: Dizi tam oldugu icin Gorf=Cekg, g orten ve f birebirdir. 1. izomorfizma
Teoremiyle K /Cekg = K" gergeklenir. O halde K/Gorf =K" ve
K'=Gorf <K oldugundan K', K ‘nm bir alt modiili ve K" = K /K ' olarak
diisiiniilebilir. Bu durumda Teorem 3.1.4.ile U, K ve K /K ' = K " -injektiftir.

Sonug 3.1.6. U ve K iki R-modiil olsun. Bu durumda U'nun K-injektif olmasi

icin gerek ve yeter sart K’'nin her L alt modiilii icin U nun L-injektif olmasidir

(Wisbauer, 1991).
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Ispat: (:>) U K-injektif ve L, K'nin bir alt modiilii ise Teorem 3.1.4.’e gore U, L-
injektifdir.
(<:) Her modiil kendisinin bir alt modiilii oldugu i¢in L'yi K olarak segebiliriz. Bu
takdirde kabul geregi U, K-injektiftir.

Teorem 3.1.7. {Ki}id R-modiillerin bir ailesi olsun. Eger U R-modiilii Vi € [

icin K -injektif ise bu durumda U, i(;BIKi -injektiftir (Wisbauer, 1991).
Teorem 3.1.8. U ve K R-modiilleri i¢in agagidakiler birbirlerine denktir.
(a) U, K-injektiftir.
(b) K nin her L alt modiilii i¢in U, L-injektiftir.
(c) K nin her sonlu iiretilmis L alt modiilii i¢in U, L-injektiftir.
(d) K'mn her devirli L alt modiilii igin U, L-injektiftir (Wisbauer, 1991).
Ispat: (a) = (b) L, K'nin bir alt modiilii olsun. Teorem 3.1.4."e¢ gore U, L-injektiftir.
(b) = (c) L, K'nin bir sonlu iiretilmis alt modiilii olsun. L, K’nin bir alt modiilii
oldugu i¢in hipotez geregi U, L-injektiftir.
(c) = (d ) L, K’ nin bir devirli alt modiilii olsun. L sonlu iiretilmis oldugu i¢in hipotez
geregi U, L-injektiftir.
(d)=(a) v = {kl. lie I} , K'nin bir iiretegler kiimesi olsun. Vi e/, K, = Rk, modiilii

K nin bir devirli alt modiiliidiir. Kabulden Vi € [ igin U, K, -injektiftir. Teorem 3.1.7.

ile U, ®K -injektiftir.
iel

0 OK K, (1.4 el 10,0, ) > (L1, 1ol ,0,0,.0) =1 +1, 4.+,

. i L2752
iel 1 17 0

doniislimiinii  tanimlayalim. @ ‘nin  bir R-modiil homomorfizmas1 oldugu

gosterilebilir. @ ‘nin 6rten oldugunu gosterelim. Herhangi k€K alalim. V, K nin bir

iiretegler kiimesi oldugu i¢in K =(V) ve k=rk +..+1k , 1 €R, i,i,...i, €l
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yazilabilir. Bu durumda « =(rlk[l,.. r.k, 0,0,...)e ® K, elemanimi alirsak

o2 iel
(o(a) =hk +..+rk =k olup ¢ ortendir. 1. [zomorfizma Teoremi ile
@K, / Ceke = K olur. U, ®K -injektif ve Ceke, @K nin bir alt modiilii oldugundan
iel iel iel
Teorem 3.1.4.’ten U, K-injektiftir.

Teorem 3.1.9. U ve K R-modiilleri i¢in asagidaki ifadeler birbirlerine denktir.
(a) U, K-injektiftir.
(b) Her bostan farkli A indis kiimesi i¢cin U, K™ -injektiftir.
(c) Her L e G[K] icin U, L-injektiftir.
Ispat: (a) = (b) Teorem 3.1.7."den agiktir.
(b)=(c) Herhangi Leo[K]alalim. Leo[K] oldugu igin L<P olacak bigimde

K-iiretilmis en az bir P R-modiilii vardir. P, K-iiretilmis oldugu i¢in A indis kiimesi

vardir dyle ki, en az bir f: KN p , R-modiil epimorfizmasi vardir. Hipotezden U,
K™_injektiftir. O halde Teorem 3.1.4. geresi U, K™ /Cekf -injektif olup

K™ /Cekf = P oldugundan U, P-injektif olur. U, P-injektif ve L<P oldugundan

Teorem 3.1.4. geregi U, L-injektif olup istenen elde edilir.
(c) = (a) Ke G[K] oldugu i¢in istenen kolaylikla elde edilir.

Teorem 3.1.10. (Baer Kriteri) Bir U R-modiilii i¢in asagidaki ifadeler birbirlerine

denktir.
(@) U injektiftir.
(b) U, R-injektiftir.

(c) R’nin her sol I ideali ve her 4:1 — U R-modiil homomorfizmasi i¢in dyle u €U

vardir ki Va €1 igin h(a)=au olur (Wisbauer, 1991).

Ispat: (@)= (b) aciktr.
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(b):>(a) U, R-injektif olsun. Herhangi K R-modiiliinii alalim. K bir R-modiil
oldugundan Teorem 2.2.50.’den R-liretilmis olup K ec[R] olur. U, R-injektif

oldugundan Teorem 3.1.9. geregi U, K-injektif olur. Bu durumda U injektif olur.
(b) = (c) U, R-injektif olsun. R nin herhangi / sol idealini ve herhangi #:/ - U R-

modiil homomorfizmasini alalim. U, R-injektif oldugundan

0——>I—5R

h

diyagramimi degismeli kilan 34" : R—>U R-modiil homomorfizmasi vardir. u =4’ (1 R)

diyelim. Burada u €U olur. Ayrica Va €1 igin
h(a)=(hi)(a)= h'(i(a)) =h'(a)=h'(aly)=ah'(1;)=au olup istenen elde edilir.

(c) = (b) 1, R nin bir sol ideali olmak {izere

0—sI—9SR

diyagramini ele alalim. Hipotezden 6yle u €U vardir ki Va €1 igin h(a) =au olur.
hW:R—->U,r —)h'(r) =ru donisiimiiniin  bir R-modiil homomorfizmasi oldugu
gosterilebilir. Burada Va €1 igin (h'ci)(a)=h"(a)=au=h(a) olup A’ ei=h olur.
O halde U, R-injektif olup istenen elde dilir.

Tanim 3.1.11. K bir R-modiil olsun. Eger R nin her sifir bolen olmayan » elemant
ve Vk eK igin rl =k olacak bicimde 3/ € K varsa K ya bir boliinebilir R-modiil denir
(Wisbauer, 1991).

Teorem 3.1.12. Her R-injektif modiil boliinebilirdir (Wisbauer, 1991).
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Ispat: K bir R-modiil olsun. Sifir bélen olmayan herhangi s € R ve herhangi k€K

alalm. s/=k olacak sekilde 3/ € K elemanmin varligin1 gosterirsek istenen elde
edilir. s€R oldugu igin Rs, R'nin bir sol idealidir. f:Rs—K,rs— f(rs)=rk
donlisimiinii tanimlayalim. f"nin kapali oldugu asikardir. 7,7, €R olmak {izere

1S =1S ise (rl —VZ)S =0 olup s eleman: sifir bolen olmadigindan % =7, olur. Bu

durumda 7k =7k olup fiyi tammmlidir. Yani f bir fonksiyon olur. Burada " nin bir R-

modiil homomorfizmasi oldugu gosterilebilir. K, R-injektif oldugu i¢in

0 >Rs ——>R
fl/l
K

diyagramini degismeli kilan 34#:R— K R-modiil homomorfizmasi vardir. Burada
k=13k=f(1gs)=f(s)=(hoi)(s)=h(s)=h(sly)=sh(l;) olup /=h(1,) dersek
sl =k olur.

Teorem 3.1.13. Boliinebilir bir modiilin her bolim modili de boliinebilirdir

(Wisbauer, 1991).

Ispat: K bir boliinebilir modiil ve 7<K olsun. K/T nin bdliinebilir oldugunu

gosterirsek istenen elde edilir. Sifir bolen olmayan herhangi »€R ve herhangi

k+T e K/T alalim. K boliinebilir oldugu i¢in 7=k olacak bi¢imde 3/ € K vardir.

Burada r(/+T)=rl+T=k+T olup k/T boliinebilirdir.

Teorem 3.1.14. R'nin her sol ideali devirli ve R halkas1 sifir bolensiz (sifirdan
farkli her eleman: sifir bolen olmayan) ise bir K R-modiiliiniin injektif olmas1 igin

gerek ve yeter sart boliinebilir olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (:>) Teorem 3.1.12."den agiktir.

(<:) K boliinebilir olsun. /, R'nin bir sol ideali olmak tizere 4:1 — K bir R-modiil
homomorfizmast1 olsun. Eger =0 ise Vael igin a=0, olup
h(a)=h(0;)=0, =0,0, =a0, olur. /#0 oldugunu kabul edelim. O halde R nin
her sol ideali devirli oldugundan / = Rs olacak sekilde 30, # s € R vardir. Burada R
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halkasi sifir bolensiz oldugu i¢in s elemani sifir bélen degildir. h(S) =k diyelim. K
boliinebilir oldugu i¢in s/ =k olacak bicimde 3/ € K vardir. Herhangi a € [ alalim.
acel=Rs oldugu igin a=rs olacak bigcinde Jre R vardir. Burada
h(a) = h(rs) =rh (s) =rk =rsl =al olup Baer Kriteri'nden K injektif olur.

Tanim 3.1.15. K ve U iki R-modiil olsun. 7 bir sonlu iiretilmis R-modiil ve satir

tam dizi olmak tizere her

diyagrami degismeli olacak bicimde 34 : K ™) - U R-modiil homomorfizmasi varsa
U ya bir zay1f K-injektif modiil denir. Yani, g = 4f olacak bicimde 34 : K ™ U R-
modiil homomorfizmasinin mevcut olmast gereklidir. K=R ise zayif R-injektif

modiiller FP-injektif olarak isimlendirilir (FP: finitely presented (sonlu gosterimli))

(Wisbauer, 1991).

Teorem 3.1.16. K bir R-modiil ve {U,} _, VA€A icin U, zayif K-injektif R-

AeN”’
modiillerin bir ailesi olsun. Bu durumda @,U, da zayif K-injektiftir (Wisbauer,

1991).

Ispat: T sonlu iiretilmis olmak iizere

0—T—5 KW

v

o~ V7
V.\L;,

diyagrami verilsin. 7 sonlu tretilmis oldugu i¢in f (T ) c®,U, olacak bigimde A

kiimesinin sonlu elemanl bir 4 alt kiimesi vardir. O halde f:7 —®,U, bir R-modiil

homomorfizmasi olarak diisiiniilebilir. Vy € 4 i¢in
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7, ®,U,>U, Z:Ax/1 - ”y(zsz):xy (x,€eU,)

déniisiimiinii tanimlayalim. Vy € 4 igin 7z, :®,U, > U, dénisiimiiniin bir R-modiil
homomorfizmas: oldugu gosterilebilir. Vy e 4 igin U, zayif K-injektif oldugu igin
tanim geregi /1, °i =7, ° [ olacak bigimde 34, : K N , R-modiil homomorfizmasi
vardir.

g:K(N) > ®,U,, x> g(x):zAhy (x)

dontistimiinii diisiinelim. 4 sonlu elemanli oldugu i¢in g: K SN 4U, bir R-modiil
homomorfizmasi oldugu gosterilebilir. Burada Vx e T igin

(goi)(x)=g(i(x)) =2 A, (i(x) =2 (, <i)(x) =2 (7, f)(x) =

=27 (F(x)=1(x)

olup buradan da goi= f olur. Budurumda @, U, zayif K-injektiftir.

Teorem 3.1.17. Eger U, c U, c ..., L modiliiniin zayif K-injektif alt

modiillerinin artan zinciri ise UU,. zayif K-injektiftir (Wisbauer, 1991).
ieZ"

Ispat: T sonlu iiretilmis bir R-modiil ve satir tam dizi olmak iizere

diyagram verilsin. 7 sonlu iretilmis oldugu i¢in f (T ) de sonlu {iretilmis olur.
V:{al,az,...,as} T'nin bir iretecler kiimesi olsun. Her j;=1,2,..,s i¢in

f (aj)e UU,. oldugu i¢in f (aj)eUl.j_ olacak bigimde Ji;,€Z” vardr.

ieZ*

[, = max {i/} dersek j=1,2,..,s icin f(aj)eUiU olur. Bu durumda

lo J=L2,,8 N
f(T) = f(<a1,a2,._.,as>) = <f(al),f(a2),,,,,f(as )> cU, olur. Buradanda ¢t — f(l‘)
ile verilen ]_” T->U , donisimi bir R-modiil homomorfizmasi oldugu gorilir. Ui0

zayif K-injektif oldugu icin
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diyagrami degismeli olacak bi¢imde 34 :K () — U, R-modill homomorfizmasi
vardir. Diger bir deyisle Zog=7 olacak bicimde 3Ih :K(N)—>Ul.0 R-modiil

homomorfizmasi vardir. 4: K™ — U U,a—h (a) olarak tammlayalim. Burada
ieZ*

R’nin  bir R-modiil homomorfizmasi oldugu asikardir ve V¢eT igin

(hog)(t)zh(g(t))zh(g(t))zf(t)zf(t) olur. Sonu¢ olarak UUZ. zayif K-

ieZ"
injektiftir.
3.2. Kiiciik Alt Modiiller
Tanim.3.2.1. M bir R-modiil ve K, M modiiliiniin bir 6z alt modiilii olsun. Eger

K+L=M kosulunu saglayan M modiiliiniin higbir L 6z alt modiilii yoksa K alt
modiiliine M ’de kiigiiktiir denir ve K <K M ile gosterilir.

Buna gore K<M ve K+L=M ise L=M"dir. Bu durumda 0<M ’dir
(Wisbauer,1991).

Kiictik alt modiiller ile ilgili kullanilacak baz1 6zellikler agagidaki teorem altinda

toplanabilir.
Teorem.3.2.2. K, N ve M birer R-modiil olsun.
(i) KcNcM ve N<M ise K< M “dir.
(ii) KcNcMve KN ise K, M’nin N ’yi kapsayan her alt modiiliinde de
kiictktiir.

(iii) f:M — N bir R -modiil homomorfizmasi olsun. Eger K <M ise f(K)< N

*dir.
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(iv) Eger K alt modiilii M modiiliinde hem direkt toplam terimi, hem de kiigiik ise
bu durumda K=0’dur.

(v) KcNcM ve N, Mnin bir direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde K <<N
olmasi igin gerek ve yeter sart K << M olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (l) K+L=M olacak bigimde herhangi bir L alt modiiliinii ele alalm. Bu

durumda K <N oldugu i¢in N+ L =M olup N <K M oldugu i¢in L =M bulunur.
Dolayisiyla K <M ’dir

(if) L, M'nin N’yi kapsayan bir alt modiilii olsun. K+7=L olacak bigimde

herhangi bir 7 < L alt modiiliinii ele alalim. K+7' =L esitliginin her iki tarafinin N

ile kesisimini alirsak (K +T )ﬁN =LNN olup N<L ve Modiler Kuraldan
K+(TmN) = N bulunur. K< N oldugu igin 77NN =N olur. Dolayisiyla N T
"dir. K+T=L ve K< N <T ’den T'=L elde edilir. Buradan K <L bulunur.

(iii) f(K)+ L= f(M) olacak bicimde herhangi bir L < (M) alt modiiliinii alalim.
Burada [ (f(K)+L) =M yazlabilir. Buradan da K + /7' (L)=M *dir. K<M
oldugu icin /™' (L)=M olup L= f(M) oldugu goriiliir. O halde f(K) < f(M) dir

ve (ii) den f(K)< N elde edilir.

(iv) K bir direkt toplam terimi oldugu i¢in M =K®N olacak bigimde bir N alt
modiilii vardir. K <M oldugu icin N=M olur. Ayrica KN =0 oldugu i¢in
K=KnM =KnN =0 bulunur.

(v) (=) K K Nise (i) den K <M “dir.

(<:) K <M olsun. K+L=N olacak bicimde herhangi bir L<N alt modiiliinii ele

alalim. N, M nin bir direkt toplam terimi oldugu icin M = N@®U olacak bicimde bir
U<M vardir. O halde K+L+U=M olur. K < M oldugu i¢in L+U =M olup
esitligin her iki tarafinin N ile kesisimi alinirsa ve Modiiler Kural uygulanirsa

N=L+(UNN)=L+0=L olur. Sonug olarak K <N elde edilir.

Teorem 3.2.2.’nin bir sonucu olarak asagidaki sonug verilebilir.
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Sonu¢ 3.23. M bir R -modil, K,K,,...K , M ,M,,., M Mnin alt

modiilleri  ve her i=12,.,n icin K <M olsun. Bu takdirde

K +K +..+K <M +M,+..+M  dir (Kasch, 1982).

Ispat: n=2 i¢in yapalim. K +K,+L=M,+M, olacak bigimde herhangi bir L alt
modiiliinii alalm. K <, oldugu igin Teorem 3.2.2.(ii)’den K, <M, +M, olup
K, +L=M,+M, olur. Benzer bicimde K, <M, oldugu i¢in yine Teorem 3.2.2. (ii)
"den K, <M, +M, olup L=M,+M, elde edilir. Buradan K +K, <M, +M, bulunur.
Benzer bi¢imde sonlu sayidakiler i¢in de gosterilebilir.

3.3. Bir Modiiliin Radikali

Tanim 3.3.1. M bir R -modiil olsun. M ’nin biitiin maksimal alt modiillerinin

arakesitine M ’nin radikali denir ve RadM ile gosterilir (Wisbauer, 1991).

Buna gére RadM = m{K <M | K, M de maksimal } dir.

Tanim 3.3.2. M bir R -modiil olsun. Eger M ’nin higbir maksimal alt modiilii

yoksa RadM =M olarak tanimlanir ve M modiiliine bir radikal modiil denir
(Wisbauer, 1991).

Basit modiillerin tek maksimal alt modiili O oldugu i¢in basit modiillerin
radikali sifirdir.

Teorem 3.3.3. M bir R -modiil olsun. Bu durumda RadM :ZL«ML’dir
(Wisbauer, 1991).
Ispat: Herhangi bir L<<M alt modiiliinii ele alalim. Eger M ’nin bir K maksimal alt
modiilii L ’yiigermezise K+L=M olup K=M geliskisi elde edilir. Dolayisiyla L,
M nin biitiin maksimal alt modiilleri tarafindan igerilir. Béylece L < RadM olur.
Buradan da ZL«MLS RadM bulunur. Simdi de ters kapsamayi gosterelim.
Vme RadM i¢in Rm < M oldugunu gosterecek olursak istenen elde edilir.

m € RadM keyfi bir eleman olsun. Kabul edelim ki Rm, M de kiigiik olmasin. Bu
durumda Rm+L=M olacak bigimde 3L # M alt modilii vardir. Bdoylece

S = {L <M |m gL, Rm+L=M } kiimesi bostan farklidir. Bu kiimede kapsama
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bagintisina gore her zincirin bir iist sinira sahip oldugunu gosterelim. K, S ’nin bir

zinciri ve C=U,_ B olsun. Bu takdirde C, M’nin bir alt modiiliidiir. Eger

meC=\U, B olursa meB olacak bigimde 3IB€ K S mevcuttur. Bu ise S ’nin

secimi ile gelisir. Dolayisiyla mgC’dir. Ilaveten Rm+C =M oldugu asikardir. O
halde C modiilii K 'nin S ’de bir iist sinir1 olur. Dolayisiyla Zorn Lemmasi geregi
S bir P gibi maksimal eleman igerir. Burada P ’nin M de maksimal alt modiil
oldugu gosterilebilir. Burada da me P oldugu igin m ¢ RadM ¢eliskisi elde edilir.
Dolayisiyla Rm << M bulunur.

Onerme 3.3.4. M bir R -modiil olsun. M / RadM béliim modiiliiniin tek kiiciik

alt modiilii {0,/ . | seklindedir. Yani Rad (M / RadM)=0’dir (Wisbauer, 1991).

Ispat: M’nin tim maksimal alt modiillerinin ailesi {M}l_d olsun. Bu durumda

M / RadM béliim modilinin tim maksimal alt modilleri i€/ igin M,/ RadM

formundadir. Boylece

Rad (M / RadM )= y(M, / RadM )= (M, )/ RadM = RadM / RadM =0

iel
olur.

Onerme 3.3.5. M bir R -modiil ve K<L<M alt modiiller olsun. Bu takdirde
RadK < RadL’dir (Kasch, 1982).

Ispat: me RadK keyfi bir eleman olsun. Bu takdirde Rm <K ve K<L oldugu i¢in
Rm < L olup m e RadL dir. Boylece RadK < RadL olup istenen elde edilir.

Teorem 3.3.6. M bir R -modiil olsun. Eger M ’nin her 6z alt modiilii bir
maksimal alt modiil tarafindan kapsamyor ise RadM < M *dir (Wisbauer, 1991).

Ispat: RadM + L = M olacak bigimde herhangi bir L alt modiilii i¢in eger L+ M

olsa hipotez geregi L bir K maksimal alt modiilii tarafindan kapsanir. Burada

M =RadM + L c K geliskisi elde edilir. Dolayisiyla L=M olup RadM <« M ’dir.

Sonug 3.3.7. M bir sonlu iiretilmis R-modiil ise RadM < M *dir (Wisbauer,
1991).
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Teorem 33.8. M ve N iki R -modil ve f:M — N bir R -modiil

homomorfizmasi olsun. Bu durumda f (RadM ) C RadNdir. Ayrica Cekf' — RadM

ise f(RadM )= Radf (M )’dir (Anderson ve Fuller, 1974).

Ispat: f (RadM ) C Radf (M ) oldugu Teorem 3.2.2.(iii) ve Teorem 3.3.3.’ten goriilir.
Dolayisiyla Radf (M ) C RadN oldugu i¢in f(RadM)cRadN elde edilir. Kabul
edelim ki Cekf = RadM olsun. m € Radf (M ) alalim. Bu durumda dn e M igin
m=f (n) seklinde yazilabilir. Kabul edelim ki ne€ M eleman1 M ’nin biitiin

maksimal alt modiilleri tarafindan kapsanmasm. Bu durumda M ’nin en az bir K
maksimal alt modili i¢in K+ Rn= M ’dir. Buradan f(K)+ f(Rn)= f(M) elde
edilir. f(Rn)=Rf(n)=Rm < f(M) oldugu i¢in f(K)= f(M) bulunur. Son
esitligin her iki tarafinin f ile ters goriintiisii aliirsa M = K + Cek f bulunur.

Cekf — RadM oldugu i¢cin K=M celiskisi elde edilir. Dolayisiyla n e RadM olup
m e f(RadM ) oldugu gériiliir. Sonug olarak f (RadM )= Radf (M)"dir.

Teorem 3.3.9. M bir R-modiil ve N<M olmak tlizere N <RadM olsun. Bu
durumda Rad (M /N ) = (Raa’M ) / N olur (Anderson ve Fuller, 1974).

Ispat: N<RadM oldugu icin N < m{K|K,M de maksimal} = RadM  olup

Rad (M /N)=(RadM)/ N "dir.
Teorem 3.3.10. M bir R-modiil ve Vi € [ i¢in M, <M olmak iizere M = DM,

olsun. Bu durumda RadM =@ RadM, ve M /RadM =@ (M,/RadM,) olur
iel

iel

(Wisbauer, 1991).

Ispat: Once RadM =@ RadM, oldugunu gosterelim. Herhangi x € RadM alalim.
iel

x € RadM oldugu i¢in Rx<<M olur. xe M =@ M, oldugu igin X=x, +X, +..+X,

iel
olacak big¢imde 3i,i,,....i, €/, I eM ,Ix eM .., €M, vardir. Burada
1 1 2 2 n n

1<t<n i¢in 7, M =®M,—> M, kanonik projeksiyonunu goz oniine alirsak

iel

Rx<M oldugu igin Teorem 3.2.2.(iii) geregi Rx, =77(Rx) <M, olup x, €RadM,
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olur. O halde x=x, +x, +..+x, €®RadM, olup RadM c ® RadM, olur. Diger

iel iel

taraftan Vi € I igin M; <M oldugu igin RadM, < RadM olup ® RadM, = RadM olur.
iel

O halde RadM =& RadM, olur.

iel

Simdi M / RadM = ® (M, / RadM ) oldugunu gosterelim.
iel

fM=0M,—>®(M,/RadM,),x =(x,).

iel iel iel

— f(x)=(x,+ RadM )

iel
doniisiimiinii tanimlayalim. f ’nin bir R-modiil epimorfizmasi oldugu gosterilebilir.

Diger taraftan x= (x,. )iE , €M olmak iizere

xeCekf < f(x)=0 < (x,+RadM,),., < (RadM,),., <V, €l igin x, € RadM,

< x=(x)

iel

€ @1 RadM , denkliklerinden Cekf = @ RadM, = RadM oldugu anlasilir.
ie iel

O halde Homomorfizma Teoreminden M / RadM = f (M )= ® (M, / RadM ) olur.
iel

3.4. Oyuk ve Lokal Modiiller

Tanim 3.4.1. M bir R -modiil olsun. Eger M ’nin her 6z alt modiilii M de
kiigiik ise M ’ye bir oyuk modiil denir (Clark ve ark., 2006).

Tanim 3.4.2. M bir R -modiil olsun. Eger M kendinden farkli biitiin alt
modiillerini kapsayan bir 6z alt modiile sahip ise ya da M ’nin tiim 6z alt modiillerinin
toplami M ’nin bir 6z alt modiilii ise M ye bir lokal (veya yerel) modiil denir. R
halkas1 sol R -modiil olarak lokal ise R halkasma bir lokal halka denir (Wisbauer,
1991).

Her cisim kendi {izerinde bir lokal modiil yapisina sahiptir. Ayrica p bir asal

sayl ve k € Z* olmak iizere Zpk bir lokal halkadir.

Teorem 3.4.3. M bir lokal modiil olsun. Bu durumda M ’nin tek maksimal alt

modiilii RadM ’dir ve RadM < M ’dir (Wisbauer, 1991).

Ispat: M lokal oldugundan M nin biitiin 6z alt modiillerini kapsayan bir N 6z alt modiilii

vardir. Burada N’nin maksimal oldugu agiktir. NV, M’nin bir maksimal alt modiilii
oldugundan RadM < N olur. N+ L =M olan herhangi L <M alalim. Eger burada
L#M olsa LN olup M =N+L<N celiskisi elde edilir. O halde L=M olup
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N <M olur. Bu durumda N<RadM olup ayrica RadM <N oldugundan
RadM = N <M olur. Eger K, M’nin bir maksimal alt modiilii ise N = RadM <K
olup N maksimal oldugundan K = N olur. O halde RadM = N, M’nin tek maksimal

alt modiilu olur.

Teorem 3.4.4. M sifirdan farkli bir R -modiil olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir.

(i) M oyuktur ve RadM # M *dir.
(il' ) M oyuktur ve devirlidir (veya sonlu tiretilmistir).
(iii) M lokaldir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (i)= (ii) RadM #M oldugu i¢in M nin en az bir K maksimal alt modiili

vardir. O halde her me M —K i¢in Rm+K =M *dir. Ayrica M oyuk oldugu i¢in
K <M olup Rm=M bulunur. Dolayisiyla M devirlidir.

(ii ) = (il'i ) Her devirli modiil sonlu iiretilmis oldugu i¢in ispat1 M ’nin sonlu iiretilmis
olmasi durumu {iizerine yapmamiz yeterlidir. Sonug 3.3.7. geregi RadM < M ’dir.
Burada M kendi iginde kiigiik olmadigi i¢in RadM # M *dir. Buradan M ’nin en az
bir N maksimal alt modiilii oldugu anlasilir. Kabul edelim ki K, M *nin herhangi bir
0z alt modiilii olsun ve N tarafindan kapsanmasin. O halde N maksimal oldugu i¢in
K+N=M olup K <M olduguicin N=M c¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla K < N
olmak zorundadir. Yani N, M ’nin biitiin 6z alt modiillerini kapsar. Ayrica N bir 6z

alt modiil oldugu i¢in M lokaldir.

(iif)= (i) M lokal olsun. O halde M ’nin biitiin 6z alt modiillerini kapsayan bir N

0z alt modiilii vardir. Kabul edelim ki N+ L =M kosulunu saglayan L alt modiili
icin L#M olsun. Buradan L<N olup N=M c¢eliskisi elde edilir. O halde
N+ L =M sartin1 saglayan her L alt modiilii igin L=M olup N < M bulunur.
M 'nin herhangi bir K 6z alt modiilinii alalim. K <N ve N <M oldugundan
K< M bulunur. Dolayisiyla M oyuktur. Ayrica Teorem 3.4.3. geregince
RadM =N # M "dir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde r-injektif modiil kavrami tanimlandi ve bu kavramla ilgili birtakim

ozellikler incelendi.
4.1. r-injektif Modiiller

Tanim 4.1.1. M ve N iki R-modiil olsun. Eger RadN < g(K) ve satir tam dizi

olmak tzere her

M

diyagramim degismeli kilan 34: N > M R —modiil homomorfizmasi varsa, yani

hog=f olacak sekilde Fh:N —> M R—modil homomorfizmasi varsa M

modiiliine bir radikal N —injektif (kisaca r- N —injektif) modiil denir. Eger M modiili
her 7' R —modiilii i¢in radikal 7—injektifise M modiiliine bir radikal injektif (kisaca

r-injektif) modiil denir.

Agciktir ki her N -injektif modiil r- N -injektiftir. Ancak bunun tersi her zaman
dogru olmayabilir. (bk.Ornek 4.1.26., Orek 4.1.27., Ornek 4.1.28. ve Ornek 4.1.29.)

Teorem4.1.2. M ve N iki R—modiil olmak tizere M ’nin r- N —injektif olmasi

icin gerek ve yeter kosul RadN < K olan her K alt modiilii ve i: K > N igerme

doniisiimii olmak tizere her
0—>K—>N
1/t
M

diyagrami  igin @ hoi= f olacak  sekilde Jh:N—->M R —modiil

homomorfizmasinin bulunmasidir.

Ispat: (=) Agiktir.
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(<) Satir tam ve Rad(N) < g(K) olan herhangi

0—s K—E5N

d

M

diyagrammi alalm. Satir tam oldugundan g :K — N  bir R—modiil
monomorfizmasi olup ¢ : K - g(K), x > ¢(x)= g(x) donisimi bir R—
modiil izomorfizmas1 olur. Burada RadN < g(K) oldugundan hipotezden

i:g(K)— N icerme doniislimii olmak tizere

0 »g(K)—— N

i w'll

M

diyagramini degismeli kilan 34: N - M R —modiil homomorfizmasi bulunabilir. Bu
durumda hoi=fo@' olup hoio@ = f olur. Burada io@ = g oldugundan
hog = f olur. Boylece M r- N —injektif olup istenen elde edilir.

Teorem 4.1.3. M ve N iki R —modiil ve RadN =0 olsun. Bu durumda M ’nin

r-N-injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M 'nin N —injektif olmasidir.
Ispat: N ’nin her K alt modiilii i¢in RadN =0< K oldugundan tanimlardan agiktir.

Teorem 4.1.4. M ve N iki R—modiil ve N ’ninher K alt modiilii K+ RadN
modiiliiniin bir direkt toplam terimi olsun. Bu durumda M 'nin r- N —injektif olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul M 'nin N —injektif olmasidir.

Ispat: (=) M r- N—injektif olsun. K <N ve i: K — N icerme doniisiimii olmak

tizere herhangi
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0—sK—L3N
b 4

M

diyagramin1 alalm. K, K+RadN’nin bir direkt toplam terimi oldugundan
K+RadN=K®T olacak sekilde IT<K+RadN vardir. M r- N—injektif
oldugundan i, : K + RadN — N igerme doniisimiive 7: K +RadN =K ®T — K

kanonik projeksiyon olmak {izere

0—> K+RadN— >N
for

M

diyagrammi degismeli kilan 34: N—M R—modiil homomorfizmasi bulunabilir.

Burada /hoi = fox olup i,:K—>K+RadN igerme donigimi olmak izere
hoi oi,= fomoi, olur. Burada ayrica joi=i ve moi,=1 olup
hoi=hoj oi, = fomoi,=fol, =f olur. O haldle M modilii N —injektif olup
istenen elde edilir.
(<) Agiktir.

Sonu¢ 4.1.5. M ve N iki R—modiil ve N ’nin her K alt modiilii i¢in
i:K —>K+RadN icerme doniisimii olmak {izere goi=l. olacak sekilde
Jg:K + RadN — K R-modiil homomorfizmasi bulunabilsin. Bu durumda M ’nin

r- N —injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M 'nin N —injektif olmasidir.

Ispat: N ’nin herhangi K alt modiiliinii alalim. Hipotezden i : K — K + RadN igerme
doniisiimii olmak iizere goi=l, olacak sekilde 3g:K + RadN — K R-modiil

homomorfizmasi vardir. Bu durumda Teorem 2.2.42.°den

K + RadN =i(K)® Cekg = K ® Cekg olup K modili K+ RadN ’nin bir
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direkt toplam terimi olur. O halde Teorem 4.1.4.ten M 'nin r- N —injektif olmas1 i¢in

gerek ve yeter kosul M nin N —injektif olmasidir.

Teorem 4.1.6. N bir R—modiil, K <N ve RadN < K olsun. Eger K modiilii

r- N —injektif ise K modiilii N ’nin bir direkt toplam terimi olur.

Ispat: K modiilii r- N —injektif olsun. Bu durumda RadN < K oldugundan i: K - N

icerme doniisiimii olmak iizere

0—K—5SN
I
K
diyagramim degismeli kilan 34#: N —K R —modiil homomorfizmas: vardir. Burada
hoi=1, olup Teorem 2.2.42. geregi N = i(K)® Cekh = K @ Cekh olur. O
halde K, N ’nin bir direkt toplam terimi olup istenen elde edilir.

Sonug¢ 4.1.7. N bir R—modiil olsun. Eger RadN modiilii r- N —injektif ise

RadN , N ’nin bir direkt toplam terimi olur.
Ispat: Teorem 4.1.6."dan agiktir.
Teorem 4.1.8. N bir R-modiil ve {M i} 1en R-modillerin bir ailesi olsun. Bu

durumda HM , direkt ¢garpim modiiliiniin r-N-injektif olmasi i¢in gerek ve yeter sart
e

VAeA i¢in M, modiiliiniin r-N-injektif olmasidr.

Ispat: (:>) HM , direkt carpim modiilii r-N-injektif olsun. A€ A, RadN <K ve

e

i:K — N igerme doniisiimii olmak iizere herhangi

0—sK—L53N

4

M,
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diyagraminm1 alalim. HM . direkt ¢arpim modiilii r-N-injektif oldugundan

HEA

&M, — HM .. kanonik injeksiyon olmak iizere
HEA

0—K—>N

E,:°fl

[T,
[T NN

diyagramm degismeli olacak sekilde 34, : N —)HM , R-modiil homomorfizmasi

HEA

vardir. Bu durumda 7, :HM « —> M, kanonik projeksiyon olmak iizere h=rx 2 Ohl
HEN

dersek hoi=¢g,of ve mog, =1, oldugundan

hoi=rm,ohoi=rm,0¢,0f =1, of=f olur. Yani
0—K—LS N

|

M,

diyagrami degismeli olacak sekilde en az bir #: N—M, R-modiil homomorfizmasi

vardir. O halde Teorem 4.1.2."den M , r-N-injektif olup istenen elde edilir.

(<:) VAeA i¢in M ; r-N-injektif olsun. RadN <K ve i: K — N igerme doniisiimii

olmak {izere herhangi
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diyagramum alalim. Vg e A i¢in M, r-N-injektif oldugundan 7, IHM M,
AeA

kanonik projeksiyon olmak iizere hﬂ ol=1 u° J sartin1 saglayan EVZ# :N—>M u R-

modiil homomorfizmasi vardir.

hN=] M, x> h(x)=(h,(x))

AeA

AeA

donilistimiinti tanimlayalim. 4 nin bir R-modiil homomorfizmasi oldugu gosterilebilir.

Burada Vx € K igin

(oi)(x)=h(i(x)=(h. (i(x)),_, =((z: o /)(0)  =(7:(/(x)) =F()

AeA

olup hoi= f olur. Yani

0—sK—5N

1M

iel

diyagrami degismeli olacak sekilde 37#: N —)HM , R-modiil homomorfizmasi vardir.

AeA

O halde Teorem 4.1.2. geregi HM , r-N-injektif olup istenen elde edilir.

AeA

Sonug 4.1.9. M ve N iki R-modiil olmak iizere M r-N-injektif olsun. Bu durumda

M modiiliiniin her direkt toplam terimi de r-N-injektif olur.
Ispat: Teorem 4.1.8."den agiktir.

Teorem 4.1.10. N bir R-modiil olmak iizere r-N-injektif modiillerin herhangi

direkt toplami1 da r-N-injektiftir.

Ispat: Teorem 4.1.8. e benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.1.11. M bir r-N-injektif modiil, L < N ve RadL = RadN olsun. Bu

durumda M modiilii r-L-injektiftir.

Ispat: K< N, RadN = RadL <K ve i:K—L icerme doniisiimii olmak iizere
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0—sK—51L

/|

M

diyagramini alalim. Burada j:L—N icerme donlisimi olmak tizere oi:K—>N

icerme doniisiimii olup RadN = RadlL. <K ve M modiilii r-N-injektif oldugundan
hoioci=f olacak sekilde 34 :N—>M R—modiil homomorfizmasi vardir. Bu

durumda h=hoi, dersesk h:L—>M bir R—modiill homomorfizmasi ve
hoi=hoi ci=f olur. O halde M—modiilii r- L -injektif olup istenen elde edilir.

Sonu¢ 4.1.12. M bir r-N-injektif modiil, g:K — N bir R-modiil
monomorfizmasi ve Radg(K)= RadN olsun. Bu durumda M modiili r-K-
injektiftir.

Ispat: Teorem 4.1.11. geregi M modiilii r- g(K)—injektif olur. g:K — N bir R—
modiil monomorfizmasi oldugundan K = g(K) olup M modiili r- g(K)-injektif

oldugundan M modiilii r- K -injektif olur.

Teorem 4.1.13. M bir r-N-injektif modiil ve 7' bir R—modiil olmak lizere
g:N — T bir R—modiil epimorfizmasi olsun. Bu durumda M modiilii r-7-injektif

olur.

Ispat: RadT <K <T ve i: K — T igerme déniisiimii olmak {izere

0—sK—5T

g

M
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diyagramini alalim. Teorem 3.3.8.’den g(RadN) < RadT < K olup RadN<g'(K) olur.

Burada g‘g,l ®) g ' (K)— K bir R-modiil homomorfizmas: olarak diisiiniilebilir. M

modiilii r-N-injektif oldugundan i, : g7'(K) — N igerme ddniisiimii olmak iizere

0—s g (K)—>N

P

(g

(8]

o' @)

diyagrami degismeli olacak sekilde 34 : N - M R—modiil homomorfizmasi vardir.

Burada 5, oi, = fO(g

gl(K)) olur. h:g(N)=T > M ,
t=g(x) > h(t) = h(x) donigimini tammlayalim. /’nin kapali oldugu agiktir.
g(x)=g(x,) olan herhangi x,x,eN alam. g(x)=g(x) oldugundan

g(x—x)=g(x)—g(x,)=0€K olup x—x,€g'(K) olur. Bu  durumda

hl(xl _x2)=hl(i1(xl —xz))=f(g

g7(K) (xl _x2)) - f(g(xl —x2)) = f(o) =0 olup
I (x,) =y (x,) = By (x, = x,) = 0 ve buradan da &, (x,) = /4, (x,) elde edilir. O halde /

iyi tammmlidir. /2’nin bir R —modiil homomorfizmasi oldugu gosterilebilir. Herhangi

t € K alahm. g orten oldugundan g (x) = ¢ olacak sekilde 3x € N vardir. Burada
h’nin tanimindan (hoi)(t)=h(t)=h(x) olur. Ayrica g(x)=1te K oldugundan

xeg ' (K)  olup

(i) =h() =G0 = <[ g

i) 09=1 (] ()= 2= ot

Yani V¢ e Kigin (hoi)(t)= f(t) olup hoi= f olur. O halde M modiliir-7T -

injektif olup istenen elde edilir.

Sonug 4.1.14. M birr- N -injektif R —modiil ve K < N olsun. Bu durumda M
modiili r- N/ K -injektiftir.
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Ispat: p:N—>N/K, x— p(x)=x+K kanonik epimorfizmasini alirsak

Teorem 4.1.13.’ten istenen elde edilir.

Sonug 4.1.15. M bir r-N-injektif modiil, K <N ve RadK = RadN olsun. Bu
durumda M modiilii hem r- K -injektif, hem de r- M / K -injektiftir.

Ispat: Teorem 4.1.11. ve Sonug 4.1.14.’ten agiktir.

Sonug 4.1.16. M bir R—modill ve 0——> N, —> N —£> N, >0 bir

kisa tam dizi olsun. Eger M modiilii r-N-injektif ise M modiilii r- N, -injektiftir.

Ispat: g:N—N, bir R—modiil epimorfizmasi oldugundan Teorem 4.1.13.’ten M

modiilii - NV, -injektif olur.

Sonug 4.1.17. M bir R—modiil, 0 ——> N, —> N —£> N, >0 bir kisa

tam dizi ve Radf (N,) = RadN olsun. Eger M modiilii r-N-injektif ise M modiilii hem

r- NV, -injektif, hem r- V, -injektiftir.
Ispat: Sonug 4.1.12. ve Teorem 4.1.13.’ten agiktir.

Teorem 4.1.18. N bir R—modiil olmak iizere asagidaki ifadeler birbirine

denktir.

(i) Her R—modiil r-N-injektiftir.

(ii) N ’nin her alt modiilii r-N-injektiftir.

(iif) N ’nin RadN ’yi kapsayan her alt modiilii r-N-injektiftir.

(iv) N ’nin RadN ’yi kapsayan her alt modiilii NV ’nin bir direkt toplam terimidir.
Ispat: (i) = (ii) Agiktir.

(ii) = (iii) Aciktir.

(iii) = (iv) N modiliiniin RadN ’yi kapsayan herhangi K alt modiiliini alalim.

Hipotezden K modiilii r-N-injektif olup i : K — N igerme doniisiimii olmak {izere
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0—sK—>SN

diyagrami i¢in hoi=1, olacak sekilde 32: N - K R—modiill homomorfizmasi
vardir. hoi =1, oldugundan Teorem 2.2.42. geregi N =i(K)® Cekh =K ® Cekh
olup K, N ’nin bir direkt toplam terimi olur.

(iv)= (i) Herhangi M R — modiilinii ve RadN<K<N ve i:K —> N igerme

doniisiimii olmak tizere

0—sK—- 5N

/|

M

diyagramini alalim. Hipotezden K, N ’nin bir direkt toplam terimi olup N =K ® T
olacak sekilde 37 <N vardir. 7: N=K®T — K kanonik projeksiyonunu alalim.
Burada i= for dersek h:N - M bir R—modiil homomorfizmasi olur. Ayrica
moi=1, oldugu gosterilebilir. O halde hoi= fomoi= fol, = f olup M modiili r-
N-injektif olur.

Sonu¢ 4.1.19. N bir R—modiil olsun. Eger her R - modiil r-N-injektif ise
N/ RadN yari basit olur.

Ispat: Her R—modiil r-N-injektif olsun. N/RadN ’nin herhangi K/RadN alt
modiiliinii alalim. Burada RadN <K < N olup Teorem 4.1.18. geregi K, N ’nin bir
direkt toplam terimi olur. Bu durumda N =K ®T olacak sekilde 37 <N vardir.

N=K®T oldugundan N/RadN =K /RadN +(T +RadN)/RadN olur. Ayrica
KNT =0 oldugundan

(K/RadN)N[(T +RadN)/ RadN | = ((KNT)+ RadN) |/ RadN =(0+ RadN )/ RadN =0
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olup N/RadN =(K /RadN)®[(T +RadN)/RadN | olur. Yani N/RadN "nin her

alt modiilii bir direkt toplam terimi olup Teorem 2.2.62. geregi N/RadN yari basit

olur.

Asagidaki teoremin son iki sikkimin denkligi (Wisbauer, 1991) kaynaginda
vardir. Ayrica bu denklikte RadN << N olmasina gerek yoktur.

Teorem 4.1.20. N bir R-modiil ve RadN < N olmak iizere asagidaki ifadeler
birbirine denktir.

(i) Her R-modiil r-N-injektiftir.

(ii) N modiiliiniin RadN’yi kapsayan her alt modiilii bir direkt toplam terimidir.
(iii ) N yari basittir.

(iv) Her R-modiil N-injektiftir.

Ispat: (i) < (ii) Teorem 4.1.18.den agiktur.

(it) = (iii) N modiiliiniin RadN’yi kapsayan her alt modiilii bir direkt toplam terimi

olsun. Bu durumda RadN, N’nin bir direkt toplam terimi olup ayrica RadN < N

oldugundan Teorem 3.2.2. (iv) geregi RadN =0 olur. N’nin herhangi K alt modiiliinii

alalm. Bu durumda RadN =0< K olup hipotezden K, N’nin bir direkt toplam terimi
olur. O halde Teorem 2.2.62. geregi N yar1 basit olup istenen elde edilir.

(iii ) = (iv) N yar1 basit olsun. Herhangi M R-modiiliinii alalhm. K <N ve i: K - N

icerme doniisiimii olmak iizere

0—sK—1L3 N

/|

M

diyagrami verilsin. K < N ve N yari basit oldugundan Teorem 2.2.62. geregi K, N nin
bir direkt toplam terimi olup N=K®X olacak sekilde bir X <N vardur.
7:N=K®X — K kanonik projeksiyonunu alalim. # = f oz diyelim. Bu durumda
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h:N—M bir R-modil homomorfizmasi olur. Burada 7zoi=1, oldugu
gosterilebilir. O halde hoi= fomoi= fol, = f olup M modiilii N-injektif olur.
(iv) = (z) Aciktir.

Sonug 4.1.21. N bir sonlu {iretilmis R-modiil olmak {izere asagidaki ifadeler

birbirine denktir.

(i) Her R-modiil r-N-injektiftir.

(ii) N modiiliiniin RadN’yi kapsayan her alt modiilii bir direkt toplam terimidir.
(iiz' ) N yart basittir.

(iv) Her R-modiil N-injektiftir.

Ispat: Sonug 3.3.7. ve Teorem 4.1.20.’den agiktir.

Teorem 4.1.22. M bir R-modiil ve VA € A i¢in N, bir R-modiil olmak iizere M

modiilii r- N, -injektif olsun. O halde M modiilii r- /1®A N, -injektif olur.

Ispat: N = i(JBA N, olsun. RadN < K < N olmak lizere herhangi f:K — M R-modiil

homomorfizmasini alalim.

Fz{g:T—)M R-modiil homomorﬁzmas1‘K§T§NVeg|K:f}

kiimesini tanimlayalim. I' # & ve I' kiimesinde

[g:: T > M]<[g,: T, > M] =T cT,ve gf, =g,

ile tanimli < bagmtisinin bir siralama bagintis1 oldugu gosterilebilir. Ayrica T’

kiimesinde her zincirin bu bagintiya gére en az bir iist sinirinin varhigi da gosterilebilir.

Bu durumda Zorn Lemmasi geregi I' kiimesi bir maksimal g,:7, = M eleman:
icerir. Simdi N =T oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. Bunun i¢in VA € A i¢in
N, <1, oldugunu gostermemiz yeterlidir. Herhangi A €A alahm. K<T, <N ve
RadN <K oldugundan RadN, < RadN <T, olup RadN, <T, "N, olur. M modiilii

r- N, -injektif oldugundan i, : T, "N, > N, ve i, : T, "N, =T, igerme doniisiimleri
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olmak lizere g, i, =g, i, olacak sekilde 3g, : N, = M R-modiil homomorfizmasi

vardir.

g:T,+N, > M, t+n (tel,neN,)—>g(t+n)=g,(1)+g,(n)

doniisiimiinii tanimlayalim. g'nin kapali oldugu ag¢iktir. ¢, +#, =%, +n, olan herhangi
t,t, €Ty ven,n, € N, alahm. ¢, +n =t,+n, oldugundan t,—t,=n,—n €N, olup
ayrica t —t,€l;, oldugundan ¢ —t,=n,—n €T NN, olur. Bu durumda

g,°l =g, °L, oldugundan

gO(tl)_gO(tz):gO(tl _tz):(gooiz)(tl_tz):(gﬂ °i1)(t1 _tz):(gz Oil)(”Z_nl):
=8, (”2_’71):&: (”2)‘&1 (n1)

olup g, (t1)+gi (nl) =g, (t2)+gﬂ (nz) olur. O halde g iyi tanimhidir. g'nin bir R-

modiil homomorfizmasi ve [ g1y >M ] < [ g:T,+N,>M ] oldugu gosterilebilir.

Burada g,:7) > M elemaninin maksimalligi geregi 7, + N, =1, olup N, <7, olur.
Teorem 4.1.23. M ve N iki R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(a) M modiilii r-N-injekiftir.

(b) Her A # @ indis kiimesi icin M modiilii r- N -injektiftir,

(c) Her N-iiretilmis L modiilii icin M modiilii r-L-injektiftir.

ispat: (a) = (b) Teorem 4.1.22. geregi agiktir.

(b) = (c) L bir N-liretilmis R-modiil olsun. L, N-liretilmis oldugu icin bostan farkh

)

en az bir A indis kiimesi ve en az bir f: N ™ 5 L R-modiil epimorfizmasi vardir.

Hipotez geregi M modiilii r- N'") -injektiftir. Bu takdirde Teorem 4.1.13. geregi M

modiilii r-L-injektif olur.
(c) = (a) Aciktir.
Teorem 4.1.24. M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) M modiilii radikal injektiftir.
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(if) M modiilii r-R-injektiftir.

(iii ) R halkasinin RadR < K kosulunu saglayan her K ideali ve her f: K —> M R-

modiil homomorfizmast igin Syle me M vardir ki Yk e K icin f (k)= km olur.
Ispat: (i)= (ii) aciktrr.

(ii ) = (i ) M modiilii r-R-injektif olsun. Herhangi 7' R-modiiliinii alalim. 7'bir R-modiil

oldugundan Teorem 2.2.50. geregi R-iiretilmis olup M modiilii r-R-injektif oldugundan
Teorem 4.1.23.ten M modiilii r-7-injektif olur. Boylece M modiilii radikal injektif

olup istenen elde edilir.

(it) = (iii) M modiilii r-R-injektif olsun. R halkasnin RadR < K olan herhangi K sol

idealini ve herhangi f: K — M R-modiil homomorfizmasini alalim. M modiili r-R-

injektif ve RadR <K oldugundan 7: K = R i¢erme doniisiimii olmak iizere

0—K—5R

/|

M

diyagramu i¢in h'oi= f olacak sekilde 34":R—>M R-modiill homomorfizmasi

vardir. m=h'(1,) diyelim. Bu durumda m € M olur. Ayrica Vk € K igin

£ (k)= (1 o0) (k)= 1 (1(k)) = H () = (K1, ) = R (1) = ko
olup istenen elde edilir.

(iti) = (ii) K, R halkasmn bir sol ideali, RadR <K ve i:K — R igerme déniisiimii

olmak tzere
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0—K—5R

/|

M

diyagramini alalim. Hipotez geregi yle m € M vardir ki, Vk € K igin f (k) =km
olur. h:R—>M  r—h (r ) =rm doniisiimiiniin  bir R-modiil homomorfizmasi
oldugu gosterilebilir. Burada VkeK icin (hoi)(k)=h(k)=km=f(m) olup
hoi= f olur. O halde M modiilii r-R-injektif olup istenen elde edilir.

Teorem 4.1.25. R bir halka olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(i) Her R-modiil r-injektiftir.

(ii ) Her R-modiil r-R-injektiftir.

(iii ) R halkasinin RadR’yi kapsayan her sol ideali R nin bir direkt toplam terimidir.
(iv) R sol R-modiilii yar1 basittir.

(v) Her R-modiil R-injektiftir.

(vi) Her R-modiil injektiftir.

Ispat: (i) = (ii) Agiktir.

(ii ) = (iii) Her R-modiil r-R-injektif olsun. Bu durumda Teorem 4.1.18. geregi R

halkasinin RadR’yi kapsayan her sol ideali R’nin bir direkt toplam terimi olur.

(iti)= (iv) R sol R-modilii sonlu iiretilmis oldugundan Sonug 4.1.21.’den agiktir.
(iv) = (v) Teorem 4.1.20.’den agiktir.

(v) = (vi) Teorem 3.1.10.’dan agiktir.
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(vi)= (i) Agiktrr.

Ornek 4.1.26. N yar basit olmayan bir R-modiil ve RadN =N olsun. N yar1
basit olmadigindan N-injektif olmayan en az bir M R-modiilii vardir. Burada N’nin
RadN’yi kapsayan alt modiilii sadece kendisi oldugundan N’nin bir direkt toplam
terimi olup Teorem 4.1.18. geregi her R-modiil dolayisiyla da M modiili r-N-injektif

olur.

Ornek 4.1.27. N yar1 basit olmayan bir R-modiil, RadN = N , T bir yar1 basit R-
modiil ve T#0 olsun. S=N®@T diyelim. Bu durumda Teorem 3.3.10. geregi
RadS = Rad (N ®T)=RadN ®0=RadN # S olur. N yari basit olmadigindan S de

yart basit degildir. O halde S-injektif olmayan en az bir M R-modiilii vardir. Burada
S’nin RadS’yi kapsayan her alt modiiliiniin S’nin bir direkt toplam terimi oldugu
gosterilebilir. O halde Teorem 4.1.18. geregi her R-modiil dolayisiyla da M modiilii r-
S-injektif olur.

Ornek 4.1.28. ,Q 7, -modiiliinii géz oniine alalim. Radz(@= ZQ oldugundan
(bk. (Wisbauer, 1991) 21.7(5)) ve ,Q yari basit olmadigindan Ornek 4.1.26. geregi
r-,Q -injektif olan ve ,Q-injektif olmayan en az bir M Z -modiilii vardir. Burada

,Z Z-modilii r- , Q -injektiftir, ancak bu modiil ,Q -injektif degildir.

Omnek 4.1.29. ,Q ve Z, Z -modiillerini gdéz oniine alahm. S=Q®Z,
diyelim. Burada Rad,Q=, Q oldugunu ve ,Q modiiliiniin yar1 basit olmadigini

biliyoruz. Ayrica Z, 7Z -modiilii yar1 basit ve RadS =, Q=S olur. Ornek 4.1.27.

geregi r-S-injektif olan ve S-injektif olmayan en az bir M Z -modiilii vardir. Burada

»Z Z -modiilii r-S-injektiftir, ancak bu modiil S-injektif degildir.

59



5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda injektif modiil kavramindan hareket ederek radikal injektif
(kisaca r-injektif) modiil kavrami tanimlandi ve bu kavramla ilgili birtakim 6zellikler
incelendi. N bir R-modiil olmak tizere her R-modiiliin r-N-injektif olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul N modiiliiniin radikalini kapsayan her alt modiiliiniin N’nin bir direkt
toplam terimi oldugu gosterildi. Ayrica N modiiliiniin radikalinin N’de kiigiik olmas1
durumunda her R-modiiliin r-N-injektif olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul her R-modiiliin
N-injektif oldugu gosterildi. Tez ¢alismasinin sonunda dort tane ayirt edici 6rnekler

verilmigtir.

Uzerindeki r-injektif modiilleri injektif olan halkalar iizerinde galisilabilir. Kendi

kendine r-injektif olan modiillerin yapis1 incelenebilir.
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