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             𝑟-konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler üzerine hazırlanan bu tez çalışması 

beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş bölümü olarak düzenlenmiştir ve bu 

bölümde konvekslik ve eşitsizlik tarihi üzerine bilgiler sunulmuştur.  

           İkinci bölüm sonraki bölümlerin daha iyi anlaşılmasını sağlayacak bazı temel 

bilgileri ve 𝑟-konveks fonksiyonlar için önceden elde edilmiş bazı eşitsizlikleri 

içermektedir. 

Üçüncü bölüm 𝑟-konveks fonksiyonlar sınıfı için integral eşitsizlikler elde 

edilirken kullanılacak olan iki temel lemmayı içermektedir. 

Dördüncü bölüm birinci ve ikinci mertebeden diferensiyellenebilir 𝑟-konveks 

fonksiyonlar sınıfı için elde edilen integral eşitsizliklerden oluşmaktadır. 

Son bölüm olan beşinci bölüm ise sonuç ve öneriler bölümüdür. 
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This thesis study, which is prepared on inequalities for r-convex functions, 

consists of five chapters. The first chapter is organized as an introduction and in this 

chapter, information on the history of the convexity and inequality is presented. 

The second section contains some basic information and some previously 

obtained inequalities for r-convex functions that will provide a better understanding 

of the next chapters. 
The third chapter contains two basic lemmas to be used when deriving 

integral inequalities for the class of r-convex functions. 

The fourth chapter consists of the integral inequalities obtained for the first 

and second order differentiable r-convex functions. 

The last section, the fifth section, is the conclusion and recommendations 

section. 
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1. GİRİŞ 

 

Modern matematiğin pek çok dalında önem kazanmış konvekslik kavramının 

temelinin M. Ö. 250 yılına dayanmasına rağmen matematikte yer edinmesi 19. yüzyıl 

sonu 20. yüzyıl başlangıcını bulmuştur. Hermite’in Mathesis dergisinde 1883 yılında 

yayınlanan çalışmasıyla konveks fonksiyonlar için en meşhur ve en temel eşitsizlik 

olarak bilinen, kapalı ve sınırlı bir aralıkta konveks fonksiyonun ortalama değeri için 

alt ve üst yaklaşımlar sunan literatürde Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak 

adlandırılan eşitsizlik ortaya konmuştur [1]. İlerleyen yıllarda Hadamard konvekslik 

kavramı üzerine çalışmalar yapmış olsa da sistematik düzeyde konveks 

fonksiyonların ele alınmasının bu konuda dikkate değer çalışmalar yapan Jensen ile 

1905-1906 yıllarında başladığı söylenebilir. 

Temelleri ünlü matematikçiler Gauss, Cauchy ve Chebyshev tarafından atılan 

eşitsizlik teorisi konveks fonksiyonlar teorisinde önemli bir yer edinmiştir.  Burada 

konveks fonksiyonların bir eşitsizlik yardımıyla tanımlanmasının rolü dikkat 

çekmektedir. Hardy, Littlewood ve Pόlya’nın “Inequalities” isimli eserinin eşitsizlik 

teorisinin matematiğin bir dalı olarak görülmesindeki etkisi büyüktür [2]. Yalnızca 

konveks fonksiyonlara özgü eşitsizliklerin ele alındığı temel sayılabilecek nitelikteki 

“Convex Functions: Inequalities” isimli kitap Pečarić tarafından kaleme alınmıştır 

[3]. Bu iki temel eserin dışında eşitsizlik teorisi ve konveks fonksiyonlar teorisi 

alanında yazılmış olan bazı önemli eserler aşağıda sıralanmıştır: 

• Beckenbach ve Bellman tarafından yazılan “Inequalities” [4] 

• Mitrinović tarafından yazılan “Analytic Inequalities” [5] 

• Roberts ve Varberg tarafından yazılan “Convex Functions” [6] 

• Mitrinović, Pečarić ve Fink tarafından yazılan “Inequalities Involving 

Functions and Their Integrals and Derivatives” [7] 

• Mitrinović, Pečarić ve Fink tarafından yazılan “Classical and New 

Inequalities in Analysis” [8] 

• Pachpatte tarafından yazılan “Mathematical Inequalities” [9] 

• Niculescu ve Persson tarafından yazılan “Convex Functions and Their 

Applications” [10] 
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• Dragomir ve Pearce tarafından yazılan “Selected Topics on Hermite-

Hadamard Inequalities and Applications” [11] 

• Dragomir ve Rassias tarafından yazılan “Ostrowski Type Inequalities 

and Applications in Numerical Integration” [12]. 

Richard Bellman, Almanya Oberwolfach’da 30 Temmuz-5 Ağustos 1978 

tarihleri arasında düzenlenen 2. Uluslararası Matematiksel Eşitsizlikler 

Konferansı’nda matematiksel eşitsizliklerin çalışılma sebeplerini pratik nedenler, 

teorik nedenler ve estetik nedenler olarak üç temel başlık altında belirtmiştir. 

 Pratik yönden düşünüldüğünde çoğu araştırmalarda klasik eşitsizliklerin 

niceliklerin birbirleriyle sınırlandırılmalarında oldukça faydalı olduğu söylenebilir. 

Teorik yönden düşünüldüğünde Pozitif Operatörler Teorisi ve Diferensiyel 

Eşitsizlikler Teorisi örneklerinde olduğu gibi eşitsizlikler aracılığıyla sorulan basit 

sorularla temel teorilerin oluşturulabilmesinin mümkün olduğu söylenebilir. Estetik 

yönden düşünüldüğünde ise güzellik kavramının göreceli olmasının yanında sanatın 

dallarından resimin ve müziğin yanında matematiğin parçalarının güzel ve uyumlu 

olduğu kabul görmektedir. Bu nedenledir ki eşitsizliklerin göze uyumu onları dikkat 

çekici hale getirmektedir [13]. 

 “𝑟-Konveks Fonksiyonlar İçin İntegral Eşitsizlikler” başlıklı tez çalışması 

beş bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde konvekslik ve eşitsizlik tarihi üzerine 

önemli bazı bilgiler sunulmuştur. İkinci bölümde 𝑟-konveks fonksiyon sınıfının 

temel özellikleri, bu sınıf için elde edilmiş olan ve bu tez çalışmasına kaynak teşkil 

eden bazı önemli eşitsizliklerin yanında integraller için üçgen eşitsizliği, Hölder 

eşitsizliği ve 𝑟-konveks fonksiyonlar için önem arz eden bazı eşitsizlikler gibi 

yardımcı eşitsizliklerden bahsedilmiştir. Üçüncü bölümde sonuçlar elde edilirken 

kullanılan iki lemma tanıtılmıştır. Dördüncü bölümde 𝑟-konveks fonksiyon sınıfı için 

elde edilmiş olan yeni sonuçlara yer verilmiştir. Beşinci bölümde ise tez çalışması 

hakkında kısa bir değerlendirme yapılmıştır. 

Bu tez çalışmasıyla birinci mertebeden ve ikinci mertebeden türevlenebilir  𝑟-

konveks fonksiyonlar yardımıyla Ostrowski ve Hermite-Hadamard tipli yeni ve genel 

eşitsizlikler elde edilerek eşitsizlikler teorisinde 𝑟-konveks fonksiyonların rolünü 

geliştirmek amaçlanmıştır. 
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

Bu bölüm çalışmaya temel oluşturan bazı tanımlar, teoremler ve eşitsizliklerden 

oluşmaktadır.  

Tanım 2.1: Boştan farklı bir 𝐿 kümesi ve bir 𝐹 cismi yardımıyla +∶ 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 ve    

 ∙ ∶ 𝐹 × 𝐿 → 𝐿 işlemleri verilsin. Aşağıdaki şartların sağlanması durumunda 𝐿, 𝐹 

cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) olarak adlandırılır: 

A) 𝐿,+ işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani, 

𝐴1. Her 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐿 için 𝑒1 + 𝑒2 ∈ 𝐿 dir. 

𝐴2. Her 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 ∈ 𝐿 için 𝑒1 + (𝑒2 + 𝑒3) = (𝑒1 + 𝑒2) + 𝑒3 tür. 

A3. Her 𝑒1 ∈ 𝐿 için 𝑒1 + 𝜃 = 𝜃 + 𝑒1 = 𝑒1 olacak şekilde 𝜃 ∈ 𝐿 vardır. 

𝐴4. Her 𝑒1 ∈ 𝐿 için 𝑒1 + (−𝑒1) = (−𝑒1) + 𝑒1 = 𝜃 olacak şekilde −𝑒1 ∈ 𝐿 vardır. 

𝐴5. Her 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐿  için  𝑒1 + 𝑒2 = 𝑒2 + 𝑒1 dir. 

B) 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐿  ve 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 olmak üzere aşağıdakiler sağlanır. 

𝐵1. 𝛼. 𝑒1 ∈ 𝐿 dir. 

𝐵2. 𝛼. (𝑒1 + 𝑒2) = 𝛼. 𝑒1 + 𝛼. 𝑒2 dir. 

𝐵3. (𝛼 + 𝛽). 𝑒1 = 𝛼. 𝑒1 + 𝛽. 𝑒1 dir. 

𝐵4. (𝛼𝛽). 𝑒1 = 𝛼. (𝛽. 𝑒1) dir. 

𝐵5. 1. 𝑒1 = 𝑒1 dir (Burada 1, 𝐹 nin birim elemanıdır). 

𝐹 = ℝ ise 𝐿’ye reel lineer uzay, 𝐹 = ℂ ise 𝐿’ye karmaşık lineer uzay adı verilir [14]. 

Tanım 2.2: 𝐿 bir lineer uzay ve 𝐴 ⊆ 𝐿 olsun. Keyfi 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐴 elemanları için 

 

𝐵 = {𝑒3 ∈ 𝐿: 𝑒3 = 𝑡𝑒1 + (1 − 𝑡)𝑒2, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1} ⊆ 𝐴 

 

sağlanıyorsa 𝐴 kümesi konveks küme olarak adlandırılır [15]. 

Tanım 2.3: 𝐼, ℝ’de bir aralık olmak üzere 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu verilsin. Her  

𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

 

𝑓(𝑡𝑒1 + (1 − 𝑡)𝑒2) ≤ 𝑡𝑓(𝑒1) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑒2)                                                       (2.1) 
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eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. (2.1) eşitsizliği her 

𝑒1 ≠ 𝑒2 ve 𝑡 ∈ (0,1) için kesin ise 𝑓 fonksiyonuna kesin konvekstir denir [16]. 

Tanım 2.4: 𝑓 fonksiyonu, her 𝑒1, 𝑒2 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

 

𝑓(𝑡𝑒1 + (1 − 𝑡)𝑒2) ≤ [𝑓(𝑒1)]
𝑡[𝑓(𝑒2)]

1−𝑡                                                                      (2.2)   
 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑙𝑜𝑔-konveks fonksiyon denir.  

(2.2)’deki eşitsizlik 𝑓 fonksiyonu için ters yönde sağlanırsa 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] 

üzerinde 𝑙𝑜𝑔-konkav fonksiyon olarak isimlendirilir [16]. 

Tanım 2.5: 𝑒1, 𝑒2 pozitif sayılarının 𝑟. kuvvetlerine göre kuvvet ortalaması 

 

𝑀𝑟(𝑒1, 𝑒2; 𝑡) = {
(𝑡𝑒1

𝑟 + (1 − 𝑡)𝑒2
𝑟)
1
𝑟 , 𝑟 ≠ 0    𝑖𝑠𝑒

𝑒1
𝑡𝑒2

1−𝑡 , 𝑟 = 0    𝑖𝑠𝑒
                                            (2.3) 

 

olarak tanımlanır [11]. 

Gill, Pearce ve Pečarić, 1997 yılında yaptıkları çalışmada (2.3)’teki tanım 

yardımıyla konveks fonksiyon sınıfının bir genelleştirmesi olan 𝑟-konveks fonksiyon 

sınıfını aşağıdaki gibi tanımlamıştır.  

Tanım 2.6: Pozitif bir 𝑓 fonksiyonu, her 𝑒1, 𝑒2  ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

 

𝑓(𝑡𝑒1 + (1 − 𝑡)𝑒2) ≤ 𝑀𝑟(𝑓(𝑒1), 𝑓(𝑒2); 𝑡)                                                                    (2.4) 
 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑟-konveks fonksiyon denir 

[17].  

(2.4)’teki eşitsizlik 𝑓 fonksiyonu için ters yönde sağlanırsa 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] 

üzerinde 𝑟-konkav fonksiyon olarak isimlendirilir [17].  

  Tanım 2.3, Tanım 2.4 ve Tanım 2.6 yardımıyla 0-konveks fonksiyonların 

𝑙𝑜𝑔-konveks fonksiyonlar, 1-konveks fonksiyonların ise konveks fonksiyonlar 

olduğu açıktır.  

Konvekslik kavramı 𝑟-konveksliği gerektirirken tersinin böyle olmadığı     

𝑥 > 0 için 𝑓(𝑥) = 𝑥
1

2 fonksiyonu yardımıyla görülür [18]. Bu fonksiyon 4-konveks 

fonksiyondur ancak konveks değildir [19]. 
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Tanım 2.7: Pozitif 𝑒1, 𝑒2 sayılarının 𝑟. kuvvetlerine göre genelleştirilmiş logaritmik 

ortalaması 

 

ℒ𝑟(𝑒1, 𝑒2) =

{
 
 
 

 
 
 

𝑟

𝑟 + 1

𝑒1
𝑟+1 − 𝑒2

𝑟+1

𝑒1𝑟 − 𝑒2𝑟
,                                      𝑟 ≠ 0,−1, 𝑒1 ≠ 𝑒2,

𝑒1 − 𝑒2
𝑙𝑛𝑒1 − 𝑙𝑛𝑒2

 ,                                                𝑟 = 0,     𝑒1 ≠ 𝑒2,

𝑒1𝑒2
𝑙𝑛𝑒1 − 𝑙𝑛𝑒2
𝑒1 − 𝑒2

,                                          𝑟 = −1,   𝑒1 ≠ 𝑒2,

𝑒1,                                                           𝑒1 = 𝑒2  𝑖𝑠𝑒

 

 

şeklinde tanımlanır [11]. 

Gill ve arkadaşları [17]’deki çalışmalarında pozitif 𝑟-konveks fonksiyonlar 

için genelleştirilmiş logaritmik ortalama yardımıyla aşağıdaki eşitsizliği elde etmiştir. 

Teorem 2.8: 𝑓 fonsiyonu [𝑒1, 𝑒2] üzerinde pozitif 𝑟- konveks olsun. Bu durumda  

 

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)

𝑒2

𝑒1

𝑑𝑡 ≤ ℒ𝑟(𝑓(𝑒1), 𝑓(𝑒2))                                                                          (2.5) 

 

eşitsizliği sağlanır. Eğer 𝑓 fonsiyonu [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟- konkav seçilirse eşitsizlik 

ters yönde sağlanır.  

(2.5) eşitsizliğinde 𝑟 = 0 seçilmesi halinde [𝑒1, 𝑒2] üzerinde pozitif 𝑙𝑜𝑔-konveks 

fonksiyonlar için  

 

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)

𝑒2

𝑒1

𝑑𝑡 ≤ ℒ(𝑓(𝑒1), 𝑓(𝑒2)) 

 

eşitsizliği elde edilir [17]. 

Tanım 2.9: ℝ’nin boş olmayan bir 𝐼 alt kümesi ve 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu verilsin. 𝐼 

kümesinin ayrık açık alt aralıklarının {(𝑒𝑖,𝑚𝑖)}𝑖=1
𝑛  birleşimi göz önüne alınsın. Her 

𝜀 > 0 sayısı için ∑ |𝑚𝑖 − 𝑒𝑖|
𝑛
𝑖=1 < 𝛿 olduğunda ∑ |𝑓(𝑚𝑖) − 𝑓(𝑒𝑖)|

𝑛
𝑖=1 < 𝜀 

eşitsizliğinin sağlanacağı bir 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 sayısı mevcut ise 𝑓 fonksiyonu 𝐼 

üzerinde mutlak süreklidir denir [20]. 
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Konveks bir fonksiyonun ortalama değeri için alt ve üst yaklaşımlar sunan 

Hermite-Hadamard eşitsizliği, konveks fonksiyonlar teorisi için önemli bir yere sahip 

olmasının yanında eşitsizlikler teorisi için de oldukça kullanışlı ve estetik 

eşitsizliklerin başında gelmektedir.  

Teorem 2.10: 𝐼, ℝ’de bir aralık, 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐼  ve 𝑒1 < 𝑒2 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ 

konveks fonksiyon olsun. Bu takdirde 

 

  𝑓 (
𝑒1 + 𝑒2
2

) ≤
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)

𝑒2

𝑒1

𝑑𝑡 ≤
𝑓(𝑒1) + 𝑓(𝑒2)

2
 

 

eşitsizliği sağlanır [1].  

Ostrowski, 1938 yılında yaptığı çalışmasıyla [21], türevi sınırlı fonksiyonlar 

için literatüre kendi adıyla tanınan Ostrowski eşitsizliğini kazandırmıştır. Eşitsizlik 

teorisinde Hermite-Hadamard eşitsizliği gibi önemli bir yere sahip olan bu eşitsizlik, 

fonksiyonun ortalama değeri ile fonksiyonun değerleri arasındaki fark için üst 

sınırlar vermesi açısından önemlidir. 

Teorem 2.11: 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐼  ve 𝑒1 < 𝑒2 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑒1, 𝑒2] olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ 

fonksiyonu 𝐼° üzerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer |𝑓′(𝑥)| ≤ 𝑀 

ise   ∀𝑥 ∈ [𝑒1, 𝑒2] için 

 

|𝑓(𝑥) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)

𝑒2

𝑒1

𝑑𝑡|   

 

≤ 𝑀(𝑒2 − 𝑒1) [
1

4
+
(𝑥 −

𝑒1 + 𝑒2
2 )

2

(𝑒2 − 𝑒1)2
]           

 

eşitsizliği elde edilir. 
1

4
 katsayısı en iyi katsayıdır [21].  

 Ostrowski eşitsizliğinde 𝑥 =
𝑒1+𝑒2

2
 yazılırsa Hermite-Hadamard eşitsizliğinin 

sol tarafına ilişkin üst sınır veren eşitsizlik elde edilir. 
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 İki temel eşitsizlik olan Hermite-Hadamard ve Ostrowski eşitsizliklerinin 

yanında tez çalışmasında kullanılacak bazı yardımcı eşitsizlikler aşağıda 

sıralanmıştır. 

Teorem 2.12 (İntegraller için Hölder Eşitsizliği): 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun. 𝑓 ve 

𝑔, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde tanımlı reel fonksiyonlar, |𝑓|𝑝 ve |𝑔|𝑞 , [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 

integrallenebilir fonksiyonlar ise  

 

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
𝑒2

𝑒1

≤  (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
𝑒2

𝑒1

)

1
𝑝

(∫ |𝑔(𝑥)|𝑞𝑑𝑥
𝑒2

𝑒1

)

1
𝑞

                                    (2.6) 

 

eşitsizliği geçerlidir [8].  

Teorem 2.13:  Herhangi 𝑒1, 𝑒2 ∈ ℝ için  

 

|𝑒1 + 𝑒2| ≤ |𝑒1| + |𝑒2|, 
 

||𝑒1| − |𝑒2|| ≤ |𝑒1 − 𝑒2|, 
 

||𝑒1| − |𝑒2|| ≤ |𝑒1 + 𝑒2| 

 

eşitsizlikleri geçerlidir [5]. 

Teorem 2.14: [𝑒1, 𝑒2] üzerinde sürekli reel değerli bir 𝑓 fonksiyonu için 

 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑒2

𝑒1

| ≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑒2

𝑒1

                                                                                           (2.7) 

 

eşitsizliği geçerlidir. (2.7)’deki eşitsizlik üçgen eşitsizliğinin integral formu olarak 

bilinir [8]. 

Teorem 2.15: 0 < 𝑘 ≤ 1, 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛 ≥ 0 ve 𝑚1, 𝑚2, … ,𝑚𝑛 ≥ 0  için 

 

∑(𝑒𝑖 +𝑚𝑖)
𝑘

𝑛

𝑖=1

≤ ∑𝑒𝑖
𝑘 +

𝑛

𝑖=1

∑𝑚𝑖
𝑘

𝑛

𝑖=1

                                                                               (2.8) 

 

eşitsizliği sağlanır [22].  
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 Gill ve arkadaşlarının 1997 yılında 𝑟-konveks fonksiyon sınıfını 

tanımlamasından sonra çoğu araştırmacı bu yeni konveks fonksiyon sınıfı için yeni 

sonuçlar üretmeye odaklanmıştır. Gill ve arkadaşlarının çalışmalarına benzer olarak 

Pearce ve arkadaşlarının 1998 yılında yaptıkları çalışma [18] ile Yang ve Hwang’ın 

2001 yılında yaptıkları çalışma [23] 𝑟-konveks fonksiyonlar için ortalamalar 

yardımıyla elde edilmiş sonuçlar içermektedir.  

Bu çalışmalardan oldukça farklı olarak Alomari, 2011’de tamamladığı 

doktora tez çalışmasının bir bölümünde ilk defa Ostrowski tipinde bir lemma 

kullanarak 𝑟-konveks fonksiyonlar için Ostrowski tipinde eşitsizlikler elde etmiştir 

[22]. Ayrıca Alomari bu çalışmasında 𝑟-konveks fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard ve Simpson tipinde eşitsizlikler de elde etmiştir. Aşağıda Alomari’nin 

[22]’deki çalışmasında 𝑟-konveks fonksiyonlar için elde ettiği bazı eşitsizlikler 

sıralanmıştır. 

Teorem 2.16:  𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐼 ve 𝑒1 < 𝑒2 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ+ fonksiyonu 𝐼° 

üzerinde pozitif, diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑒1, 𝑒2] olsun. Eğer 

|𝑓′|𝑝 (𝑝−1)⁄ , [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks ise her 𝑒3 ∈ [𝑒1, 𝑒2], 𝑝 > 1 için  

 

|𝑓(𝑒3) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

(𝑒2 − 𝑒1)(𝑝 + 1)
1
𝑝⁄
[(𝑒3 − 𝑒1)

2ℒ𝑟
1
𝑞⁄ (|𝑓′(𝑒3)|

𝑞, |𝑓′(𝑒1)|
𝑞) 

 

+(𝑒2 − 𝑒3)
2ℒ𝑟

1
𝑞⁄ (|𝑓′(𝑒3)|

𝑞, |𝑓′(𝑒2)|
𝑞)]                                                                        (2.9) 

 

eşitsizliği sağlanır. Burada ℒ𝑟(∙,∙) genelleştirilmiş logaritmik ortalamadır [22]. 

Sonuç 2.17: Teorem 2.16’da 𝑒3 =
𝑒1+𝑒2

2
 seçilirse 

 

|𝑓 (
𝑒1 + 𝑒2
2

) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 



2.ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR                                                         Ecem KANIŞİRİN 

9 

 

≤
(𝑒2 − 𝑒1)

4(1 + 𝑝)
1
𝑝⁄
[ℒ𝑟

1
𝑞⁄
(|𝑓′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′ (
𝑒1 + 𝑒2
2

)|
𝑞

) 

 

+ℒ𝑟
1
𝑞⁄ (|𝑓′ (

𝑒1 + 𝑒2
2

)|
𝑞

, |𝑓′(𝑒2)|
𝑞)]                                                                           (2.10) 

 

elde edilir [22]. 

Teorem 2.18:  𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐼 ve 𝑒1 < 𝑒2 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ+ fonksiyonu 𝐼° 

üzerinde pozitif, diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑒1, 𝑒2] olsun. Eğer |𝑓′|, 

[𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks (𝑟 ≥ 1) ise her 𝑒3 ∈ [𝑒1, 𝑒2] için 

 

|𝑓(𝑒3) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
(𝑒3 − 𝑒1)

2

𝑒2 − 𝑒1
[|𝑓′(𝑒3)|

𝑟

1 + 2𝑟
+ |𝑓′(𝑒1)|

𝑟2

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)
] 

 

+
(𝑒2 − 𝑒3)

2

𝑒2 − 𝑒1
[|𝑓′(𝑒3)|

𝑟

1 + 2𝑟
+ |𝑓′(𝑒2)|

𝑟2

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)
]                                  (2.11) 

 

eşitsizliği sağlanır [22]. 

Sonuç 2.19: Teorem 2.18’de 𝑒3 =
𝑒1+𝑒2

2
 seçilirse 𝑟 ≥ 1 için 

 

|𝑓 (
𝑒1 + 𝑒2
2

) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
𝑒2 − 𝑒1

4(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)
 

 

× [𝑟2|𝑓′(𝑒1)| + 2𝑟(1 + 𝑟) |𝑓
′ (
𝑒1 + 𝑒2
2

)| + 𝑟2|𝑓′(𝑒2)|]                                       (2.12) 

 

ve 𝑟 = 1 için 
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|𝑓 (
𝑒1 + 𝑒2
2

) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
𝑒2 − 𝑒1
24

[|𝑓′(𝑒1)| + 4 |𝑓
′ (
𝑒1 + 𝑒2
2

)| + |𝑓′(𝑒2)|]                                                  (2.13) 

 

eşitsizlikleri elde edilir [22]. 

Karagözlü 2019 yılında tamamladığı yüksek lisans tezinin bir bölümünde 

[24], Alomari’nin çalışmasına [22] benzer olarak 𝑟-konveks fonksiyonlar için 

Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli yeni eşitsizlikler elde etmiştir. 

Karagözlü’nün bu çalışmasında yer alan bazı önemli sonuçlar sıralanmıştır. 

Teorem 2.20: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼° üzerinde ikinci mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon,  𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐼, 𝑒1 < 𝑒2 ve 𝑓′′ ∈ 𝐿[𝑒1, 𝑒2] olsun. Eğer 

|𝑓′′|𝑞 , [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks ise 𝑞 > 1, 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ve her 𝑒3 ∈ [𝑒1, 𝑒2] için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑒2

𝑒1

− 𝑓(𝑒3) + (𝑒3 −
𝑒1 + 𝑒2
2

) 𝑓′(𝑒3)| 

 

≤
(𝑒3 − 𝑒1)

3

2(𝑒2 − 𝑒1)
(

1

2𝑝 + 1
)

1
𝑝
[ℒ𝑟(|𝑓

′′(𝑒3)|
𝑞, |𝑓′′(𝑒1)|

𝑞)]
1
𝑞 

 

+
(𝑒2 − 𝑒3)

3

2(𝑒2 − 𝑒1)
(

1

2𝑝 + 1
)

1
𝑝
[ℒ𝑟(|𝑓

′′(𝑒3)|
𝑞, |𝑓′′(𝑒2)|

𝑞)]
1
𝑞                                             (2.14) 

 

eşitsizliği sağlanır [24]. 

Teorem 2.21: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼° üzerinde ikinci mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon,  𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐼, 𝑒1 < 𝑒2 ve 𝑓′′ ∈ 𝐿[𝑒1, 𝑒2] olsun. Eğer 

|𝑓′′|, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks ise 𝑟 > 1 ve her 𝑒3 ∈ [𝑒1, 𝑒2] için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑒2

𝑒1

− 𝑓(𝑒3) + (𝑒3 −
𝑒1 + 𝑒2
2

) 𝑓′(𝑒3)| 

 

≤
𝑟

3𝑟 + 1
(
(𝑒3 − 𝑒1)

3 + (𝑒2 − 𝑒3)
3

2(𝑒2 − 𝑒1)
) |𝑓′′(𝑒3)| 
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+
𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1+ 3𝑟)
(
(𝑒3 − 𝑒1)

3|𝑓′′(𝑒1)| + (𝑒2 − 𝑒3)
3|𝑓′′(𝑒2)|

𝑒2 − 𝑒1
)         (2.15) 

 

eşitsizliği sağlanır [24]. 

Teorem 2.22: 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ⁺ fonksiyonu 𝐼° üzerinde ikinci mertebeden 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon,  𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐼, 𝑒1 < 𝑒2 ve 𝑓′′ ∈ 𝐿[𝑒1, 𝑒2] olsun. Eğer 

|𝑓′′|𝑞, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks ise 𝑟 > 1, 𝑞 > 1, 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ve her 𝑒3 ∈ [𝑒1, 𝑒2] 

için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑒2

𝑒1

− 𝑓(𝑒3) + (𝑒3 −
𝑒1 + 𝑒2
2

) 𝑓′(𝑒3)| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)(2𝑝 + 1)
1
𝑝

(
𝑟

1 + 𝑟
)

1
𝑞
[(𝑒3 − 𝑒1)

3[|𝑓′′(𝑒1)|
𝑞 + |𝑓′′(𝑒3)|

𝑞]
1
𝑞 

 

+(𝑒2 − 𝑒3)
3[|𝑓′′(𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′′(𝑒2)|
𝑞]
1
𝑞]                                                                      (2.16) 

 

eşitsizliği sağlanır [24]. 

Ngoc ve arkadaşları [25] ile Zabandan ve arkadaşları [26] yaptıkları 

çalışmalarında 𝑟-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler elde 

etmelerinin yanında iki 𝑟-konveks fonksiyonun çarpımının ortalama değeri için de 

üst yaklaşımlarda bulunmuştur. Han ve Liu [27] yaptıkları çalışmada Ngoc ve 

arkadaşları [25] ile Zabandan ve arkadaşlarının [26] yaptıkları çalışmalara benzer 

olarak 𝑟-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler elde 

etmişlerdir. Ayrıca Han ve Liu çalışmalarında [27] Hölder eşitsizliği ve Stolarsky 

ortalaması yardımıyla Ngoc ve arkadaşlarının [25] 𝑟-konveks fonksiyonların 

ortalama değerine ilişkin bulundukları yaklaşımları daha da iyileştirmiştir. 

Brahim ve arkadaşları [28] ile You ve arkadaşları [29] yaptıkları çalışmalarda 

𝑞-kalkülüs yardımıyla 𝑟-konveks fonksiyonlar için dikkat çeken eşitsizlikler elde 

etmişlerdir.  
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Wang ve arkadaşları [19], Lin ve arkadaşları [30] ile Merad ve arkadaşları 

[31] çalışmalarında 𝑟-konveks fonksiyonlar için Riemann-Liouville kesirli 

integralleri yardımıyla Hermite-Hadamard tipli integral eşitsizlikler elde etmiştir. 

Bu çalışmaların yanında 𝑟-konveks fonksiyonlar ile ilgili önemli bazı diğer 

sonuçlar ve genelleştirmeler [32-38] çalışmalarında bulunabilir. 

Alomari ve arkadaşları çalışmalarında [39], Dragomir’in çalışmasında [40] 

yer alan lemmayı kullanarak konveks fonksiyonlar için Ostrowski tipine benzer 

aşağıdaki sonuçları elde etmişlerdir. 

Teorem 2.23: 𝑒1 < 𝑒2 ve 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝐼° 

üzerinde mutlak sürekli ve  𝑓′ ∈ 𝐿[𝑒1, 𝑒2] olsun. |𝑓′|, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde konveks ise 

her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] için 

 

|
𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)

2
−

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
(𝑒3 − 𝑒1)

2

6(𝑒2 − 𝑒1)
(|𝑓′(𝑒1)| + |𝑓

′(𝑒2)|) 

 

+
8(𝑒3 − 𝑒1)

2 + 3(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)
2

24(𝑒2 − 𝑒1)
(|𝑓′(𝑒3)| + |𝑓

′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|)                  (2.17) 

 

eşitsizliği sağlanır [39]. 

Sonuç 2.24: Teorem 2.23’ün şartları altında, 𝑓 fonksiyonu için                            

𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) = 𝑓(𝑒3)  şartı sağlanıyorsa her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] için 

 

|𝑓(𝑒3) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
(𝑒3 − 𝑒1)

2

6(𝑒2 − 𝑒1)
(|𝑓′(𝑒1)| + |𝑓

′(𝑒2)|) 

 

+
8(𝑒3 − 𝑒1)

2 + 3(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)
2

24(𝑒2 − 𝑒1)
(|𝑓′(𝑒3)| + |𝑓

′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|)                  (2.18) 
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eşitsizliği elde edilir [39]. 

Teorem 2.25: 𝑒1 < 𝑒2 ve 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝐼° 

üzerinde mutlak sürekli ve  𝑓′ ∈ 𝐿[𝑒1, 𝑒2] olsun. |𝑓′|𝑞, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde konveks ise 

her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] , 𝑞 > 1,

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 için 

 

|
𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)

2
−

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

2
1
𝑞⁄ (𝑒2 − 𝑒1)(𝑝 + 1)

1
𝑝⁄
{(𝑒3 − 𝑒1)

2[|𝑓′(𝑒1)|
𝑞 + |𝑓′(𝑒3)|

𝑞]
1
𝑞⁄  

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2

2
[|𝑓′(𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞]
1
𝑞⁄  

 

+(𝑒3 − 𝑒1)
2[|𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′(𝑒2)|
𝑞]
1
𝑞⁄ }                                                  (2.19) 

 

eşitsizliği sağlanır [39]. 

Sonuç 2.26: Teorem 2.25’in şartları altında, 𝑓 fonksiyonu için                             

𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) = 𝑓(𝑒3)   şartı sağlanıyorsa her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] için 

 

|𝑓(𝑒3) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

2
1
𝑞⁄ (𝑒2 − 𝑒1)(𝑝 + 1)

1
𝑝⁄
{(𝑒3 − 𝑒1)

2[|𝑓′(𝑒1)|
𝑞 + |𝑓′(𝑒3)|

𝑞]
1
𝑞⁄  

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2

2
[|𝑓′(𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞]
1
𝑞⁄  

 

+(𝑒3 − 𝑒1)
2[|𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′(𝑒2)|
𝑞]
1
𝑞⁄ }                                                  (2.20) 

 

eşitsizliği elde edilir [39]. 

Sonuç 2.27: Teorem 2.25’te 𝑒3 =
𝑒1+𝑒2

2
 seçilirse 
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|𝑓 (
𝑒1 + 𝑒2
2

) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
𝑒2 − 𝑒1

2
2+
1
𝑞(𝑝 + 1)

1
𝑝⁄

 

 

× [[|𝑓′(𝑒1)|
𝑞 + |𝑓′ (

𝑒1 + 𝑒2
2

)|
𝑞

]

1
𝑞⁄

+ [|𝑓′ (
𝑒1 + 𝑒2
2

)|
𝑞

+ |𝑓′(𝑒2)|
𝑞]

1
𝑞⁄

]          (2.21) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

Özdemir ve Avcı Ardıç çalışmalarında [41], Liu’nun çalışmasında [42] yer 

alan lemmayı kullanarak konveks fonksiyonlar için Ostrowski tipine benzer 

aşağıdaki sonuçları elde etmişlerdir. 

Teorem 2.28: 𝑓: [𝑒1, 𝑒2] → ℝ fonksiyonu verilsin. 𝑓′ , [𝑒1, 𝑒2] üzerinde mutlak 

sürekli bir fonksiyon ve 𝑓′′ ∈ 𝐿[𝑒1, 𝑒2] olsun. Eğer |𝑓′′|, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde konveks 

ise her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2
[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]

𝑒2

𝑒1

 

 

+
1

2
(𝑒3 −

3𝑒1 + 𝑒2
4

) [𝑓′(𝑒3) − 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 

 

≤
(𝑒3 − 𝑒1)

3

24(𝑒2 − 𝑒1)
[|𝑓′′(𝑒1)| + |𝑓

′′(𝑒2)|] 

 

+
6(𝑒3 − 𝑒1)

3 + (𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)
3

48(𝑒2 − 𝑒1)
[|𝑓′′(𝑒3)| + |𝑓

′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|]                   (2.22) 

 

eşitsizliği sağlanır [41]. 

Sonuç 2.29: Teorem 2.28’de 𝑓′(𝑒3) = 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her 𝑒3 ∈ [𝑒1,

𝑒1+𝑒2

2
] 

için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2
[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]

𝑒2

𝑒1

| 
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≤
(𝑒3 − 𝑒1)

3

24(𝑒2 − 𝑒1)
[|𝑓′′(𝑒1)| + |𝑓

′′(𝑒2)|] 

 

+
6(𝑒3 − 𝑒1)

3 + (𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)
3

48(𝑒2 − 𝑒1)
[|𝑓′′(𝑒3)| + |𝑓

′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|]                   (2.23) 

 

eşitsizliği elde edilir [41]. 

Sonuç 2.30: Sonuç 2.29’da 𝑓 fonksiyonu için 𝑓(𝑒3) = 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) şartı 

sağlanırsa her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑓(𝑒3)
𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
(𝑒3 − 𝑒1)

3

24(𝑒2 − 𝑒1)
[|𝑓′′(𝑒1)| + |𝑓

′′(𝑒2)|] 

 

+
6(𝑒3 − 𝑒1)

3 + (𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)
3

48(𝑒2 − 𝑒1)
[|𝑓′′(𝑒3)| + |𝑓

′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|]                   (2.24) 

 

Ostrowski tipli eşitsizlik elde edilir [41]. 

Sonuç 2.31: Teorem 2.28’de 𝑒3 =
3𝑒1+𝑒2

4
 seçilirse 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2
[𝑓 (

3𝑒1 + 𝑒2
4

) + 𝑓 (
𝑒1 + 3𝑒2

4
)]

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
(𝑒2 − 𝑒1)

2

1536
 

 

× [|𝑓′′(𝑒1)| + 7 |𝑓
′′ (
3𝑒1 + 𝑒2

4
)| + 7 |𝑓′′ (

𝑒1 + 3𝑒2
4

)| + |𝑓′′(𝑒2)|]                    (2.25) 

 

eşitsizliği elde edilir [41].



3. MATERYAL ve YÖNTEM Ecem KANIŞİRİN 

16 

 

3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

Bu çalışmada birinci ve ikinci mertebeden türevlerinin mutlak değerlerinin 

kuvvetleri 𝑟-konveks olan fonksiyonlar için Ostrowski tipine benzer eşitsizlikler elde 

edilmesi amaçlanmıştır. Çalışmadaki sonuçlar elde edilirken 𝑟-konveks fonksiyon 

tanımı, üçgen eşitsizliği, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu, Hölder eşitsizliği, 

(2.5) ve (2.8) eşitsizliklerinden faydalanılmıştır. Sonuçlar elde edilirken Dragomir’in 

[40] ve Liu’nun [42] çalışmalarında kısmi integrasyon yönteminden faydalanarak 

elde ettikleri aşağıdaki lemmalar kullanılmıştır. 

Lemma 3.1:  𝑓: [𝑒1, 𝑒2] → ℝ fonksiyonu [𝑒1, 𝑒2] üzerinde mutlak sürekli bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] için 

 

1

2
[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)] −

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

  

 

=
1

𝑒2 − 𝑒1
[∫(𝑡 − 𝑒1)𝑓

′(𝑡)𝑑𝑡

𝑒3

𝑒1

+ ∫ (𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

) 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

 

 

+ ∫ (𝑡 − 𝑒2)𝑓
′(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

] 

 

eşitliği sağlanır [40]. 

Lemma 3.2: 𝑓: [𝑒1, 𝑒2] → ℝ fonksiyonu verilsin. 𝑓′, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde mutlak sürekli 

bir fonksiyon olsun. Bu durumda her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] için 

 

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)] 

 

+
1

2
(𝑒3 −

3𝑒1 + 𝑒2
4

) [𝑓′(𝑒3) − 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)] 
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=
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
[∫ (𝑡 − 𝑒1)

2𝑓′′(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ (𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

)
2

𝑓′′(𝑡)𝑑𝑡
𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

𝑒3

𝑒1

 

 

+∫ (𝑡 − 𝑒2)
2𝑓′′(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

] 

 

eşitliği elde edilir [42].
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4. BULGULAR ve TARTIŞMA 

 

Bu bölümde Lemma 3.1 ve Lemma 3.2’deki eşitlikler kullanılarak 𝑟-konveks 

fonksiyonlar için elde edilen eşitsizlikler sunulmuştur. 

 

4.1 Birinci Mertebeden Türevlerinin Kuvvetleri 𝒓-Konveks Olan Fonksiyonlar 

İçin İntegral Eşitsizlikler 

 

Teorem 4.1.1: [𝑒1, 𝑒2] üzerinde mutlak sürekli  𝑓: [𝑒1, 𝑒2] → ℝ+ fonksiyonu ve  𝑓′ ∈

𝐿[𝑒1, 𝑒2] verilsin. |𝑓′|𝑞, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks ise her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] , 𝑞 > 1,

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 için 

 

|
𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)

2
−

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

𝑒2 − 𝑒1
{
(𝑒3 − 𝑒1)

2

(𝑝 + 1)
1
𝑝

[(ℒ𝑟(|𝑓
′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′(𝑒3)|
𝑞))

1
𝑞 

 

+(ℒ𝑟(|𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞, |𝑓′(𝑒2)|
𝑞))

1
𝑞] 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2

2(𝑝 + 1)
1
𝑝

(ℒ𝑟(|𝑓
′(𝑒3)|

𝑞, |𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞))

1
𝑞  }                                  (4.1) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

İspat: Lemma 3.1, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

yardımıyla 

 

|
𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)

2
−

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 
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≤
1

(𝑒2 − 𝑒1)

[
 
 
 
 

(∫ |𝑡 − 𝑒1|
𝑝

𝑒3

𝑒1

𝑑𝑡)

1
𝑝

(∫|𝑓′(𝑡)|𝑞

𝑒3

𝑒1

𝑑𝑡)

1
𝑞

   

 

+( ∫ |𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

|
𝑝

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

𝑑𝑡)

1
𝑝

( ∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

𝑑𝑡)

1
𝑞

 

 

+( ∫ |𝑡 − 𝑒2|
𝑝

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑑𝑡)

1
𝑝

( ∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑑𝑡)

1
𝑞

]
 
 
 
 

                                                  (4.2) 

 

yazılır. 

𝑟-konveks fonksiyonlar için geçerli olan Teorem 2.8’de verilen (2.5) eşitsizliği 

yardımıyla 

 

1

𝑒3 − 𝑒1
∫|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡 ≤ ℒ𝑟

𝑒3

𝑒1

(|𝑓′(𝑒1)|
𝑞, |𝑓′(𝑒3)|

𝑞),                                                       (4.3) 

 

1

𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3
∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡 ≤ ℒ𝑟

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

(|𝑓′(𝑒3)|
𝑞, |𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞)               (4.4) 

 

ve  

 

1

𝑒3 − 𝑒1
∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡 ≤ ℒ𝑟

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

(|𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞, |𝑓′(𝑒2)|

𝑞)                           (4.5) 

 

eşitsizlikleri elde edilir. 

(4.3), (4.4) ve (4.5)’te verilen eşitsizlikler (4.2)’deki eşitsizlikte kullanılırsa ve 

(4.2)’deki eşitsizlikteki gereken integral hesaplamaları yapılırsa (4.1)’deki eşitsizlik 

elde edilerek ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.1.2: Teorem 4.1.1’de 𝑓(𝑒3) = 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] 

için Ostrowski tipindeki 
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|𝑓(𝑒3) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

𝑒2 − 𝑒1
{
(𝑒3 − 𝑒1)

2

(𝑝 + 1)
1
𝑝

[(ℒ𝑟(|𝑓
′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′(𝑒3)|
𝑞))

1
𝑞 

 

+(ℒ𝑟(|𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞, |𝑓′(𝑒2)|
𝑞))

1
𝑞] 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2

2(𝑝 + 1)
1
𝑝

(ℒ𝑟(|𝑓
′(𝑒3)|

𝑞, |𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞))

1
𝑞}                                    (4.6) 

 

eşitsizlik elde edilir. 

Sonuç 4.1.3: Sonuç 4.1.2’de 𝑒3 =
𝑒1+𝑒2

2
 yazılırsa (4.6)’daki eşitsizlik (2.10)’daki 

eşitsizliğe indirgenir. 

Teorem 4.1.4: [𝑒1, 𝑒2] üzerinde mutlak sürekli  𝑓: [𝑒1, 𝑒2] → ℝ+ fonksiyonu ve  𝑓′ ∈

𝐿[𝑒1, 𝑒2] verilsin. |𝑓′|, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks ise her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] ve 𝑟 ≥ 1 

için 

 

 |
𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)

2
−

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

𝑒2 − 𝑒1
[(

𝑟2(𝑒3 − 𝑒1)
2

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)
) (|𝑓′(𝑒1)| + |𝑓

′(𝑒2)|) 

 

+(
𝑟(𝑒3 − 𝑒1)

2

1 + 2𝑟
+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2 (𝑟2 + 𝑟2
1
𝑟)

21+
1
𝑟(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)

) 

 

× (|𝑓′(𝑒3)| + |𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|)]                                                                                 (4.7) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

İspat: Lemma 3.1 ve üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu yardımıyla 
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|
𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)

2
−

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

𝑒2 − 𝑒1
[∫ |𝑡 − 𝑒1|

𝑒3

𝑒1

|𝑓′(𝑡)|𝑑𝑡 + ∫ |𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

|

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

|𝑓′(𝑡)|𝑑𝑡 

 

+ ∫ |𝑡 − 𝑒2||𝑓
′(𝑡)|

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑑𝑡]                                                                                            (4.8) 

 

eşitsizliği yazılır. 

|𝑓′|, [𝑒1, 𝑒2]  üzerinde 𝑟-konveks olduğundan 

 

|𝑓′(𝑡)| ≤ (
𝑒3 − 𝑡

𝑒3 − 𝑒1
|𝑓′(𝑒1)|

𝑟 +
𝑡 − 𝑒1
𝑒3 − 𝑒1

|𝑓′(𝑒3)|
𝑟)

1
𝑟
 , 𝑡 ∈ [𝑒1, 𝑒3]                            (4.9) 

 

|𝑓′(𝑡)| ≤ (
𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3 − 𝑡

𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3
|𝑓′(𝑒3)|

𝑟 +
𝑡 − 𝑒3

𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3
|𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑟)

1
𝑟
,   

 

𝑡 ∈ (𝑒3, 𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3]                                                                                                       (4.10) 
 

ve  

 

|𝑓′(𝑡)| ≤ (
𝑒2 − 𝑡

𝑒3 − 𝑒1
|𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑟 +
𝑡 − 𝑒1 − 𝑒2 + 𝑒3

𝑒3 − 𝑒1
|𝑓′(𝑒2)|

𝑟)

1
𝑟
, 

 

 𝑡 ∈ (𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3, 𝑒2]                                                                                                      (4.11) 
 

yazılır. 

(4.9)-(4.11)’deki eşitsizlikler (4.8)’deki eşitsizlikte kullanılırsa 

 

|
𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)

2
−

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 
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≤
1

𝑒2 − 𝑒1
[∫ |𝑡 − 𝑒1| (

𝑒3 − 𝑡

𝑒3 − 𝑒1
|𝑓′(𝑒1)|

𝑟 +
𝑡 − 𝑒1
𝑒3 − 𝑒1

|𝑓′(𝑒3)|
𝑟)

1
𝑟
𝑑𝑡

𝑒3

𝑒1

 

 

+ ∫ |𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

| (
𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3 − 𝑡

𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3
|𝑓′(𝑒3)|

𝑟 +
𝑡 − 𝑒3

𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3
|𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑟)

1
𝑟
𝑑𝑡

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

 

 

   + ∫ |𝑡 − 𝑒2|

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

 (
𝑒2 − 𝑡

𝑒3 − 𝑒1
|𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑟 +
𝑡 − 𝑒1 − 𝑒2 + 𝑒3

𝑒3 − 𝑒1
|𝑓′(𝑒2)|

𝑟)

1
𝑟
𝑑𝑡                  (4.12) 

 

elde edilir. Teorem 2.15’te verilen (2.8)’deki eşitsizlik (4.12)’deki eşitsizlikte 

kullanılırsa ve bu işlem sonucunda karşılaşılan aşağıdaki (4.13)-(4.15) hesaplamaları 

(4.12)’de yerlerine yazılırsa (4.7)’deki eşitsizlik ispatlanmış olur. 

 

∫(𝑡 − 𝑒1)
1+
1
𝑟𝑑𝑡

𝑒3

𝑒1

 

 

= ∫ (𝑒2 − 𝑡)
1+
1
𝑟𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

 

 

=
𝑟(𝑒3 − 𝑒1)

2+
1
𝑟

1 + 2𝑟
,                                                                                                               (4.13) 

 

∫(𝑡 − 𝑒1)(𝑒3 − 𝑡)
1
𝑟𝑑𝑡

𝑒3

𝑒1

 

 

= ∫ (𝑒2 − 𝑡)(𝑡 − 𝑒1 − 𝑒2 + 𝑒3)
1
𝑟𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

 

 

=
𝑟2(𝑒3 − 𝑒1)

2+
1
𝑟

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)
  ,                                                                                                         (4.14) 

 

∫ |𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

|

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

(𝑡 − 𝑒3)
1
𝑟𝑑𝑡 
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= ∫ |𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

|

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3 − 𝑡)
1
𝑟𝑑𝑡 

 

=
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2+
1
𝑟 (𝑟2 + 𝑟2

1
𝑟)

21+
1
𝑟(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)

 .                                                                              (4.15) 

 

Sonuç 4.1.5: Teorem 4.1.4’te 𝑓(𝑒3) = 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] 

için 

 

|𝑓(𝑒3) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

|  

 

≤
1

𝑒2 − 𝑒1
[(

𝑟2(𝑒3 − 𝑒1)
2

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)
) (|𝑓′(𝑒1)| + |𝑓

′(𝑒2)|) 

 

+(
𝑟(𝑒3 − 𝑒1)

2

1 + 2𝑟
+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2 (𝑟2 + 𝑟2
1
𝑟)

21+
1
𝑟(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)

) 

 

× (|𝑓′(𝑒3)| + |𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|)]                                                                               (4.16) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 4.1.6: Teorem 4.1.4’te 𝑒3 =
𝑒1+𝑒2

2
 yazılırsa (4.7)’deki eşitsizlik (2.12)’deki 

eşitsizliğe indirgenir. 

Sonuç 4.1.7: Teorem 4.1.4’te 𝑒3 =
𝑒1+𝑒2

2
 yazılıp 𝑟 = 1 seçilirse (4.7)’deki eşitsizlik 

(2.13)’teki eşitsizliğe indirgenir. 

Sonuç 4.1.8: Teorem 4.1.4’te 𝑟 = 1 seçilirse (4.7)’deki eşitsizlik (2.17)’deki 

eşitsizliğe indirgenir.  

Sonuç 4.1.9: Sonuç 4.1.5’te 𝑟 = 1 seçilirse (4.16)’daki eşitsizlik (2.18)’deki 

eşitsizliğe indirgenir.  

Teorem 4.1.10: Teorem 4.1.1’in şartları altında, 𝑟 ≥ 1 için 

 



4. BULGULAR ve TARTIŞMA Ecem KANIŞİRİN 

24 

 

|
𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)

2
−

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

𝑒2 − 𝑒1
(
𝑟

𝑟 + 1
)

1
𝑞
(

1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
{(𝑒3 − 𝑒1)

2[|𝑓′(𝑒1)|
𝑞 + |𝑓′(𝑒3)|

𝑞]
1
𝑞 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2

2
[|𝑓′(𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞]
1
𝑞 

 

+(𝑒3 − 𝑒1)
2[|𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′(𝑒2)|
𝑞]
1
𝑞}                                                     (4.17) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

İspat: Lemma 3.1, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

yardımıyla (4.2)’deki eşitsizlik elde edilir. |𝑓′|𝑞, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks 

olduğundan (2.8)’deki eşitsizlik yardımıyla 

 

∫|𝑓′(𝑡)|𝑞

𝑒3

𝑒1

𝑑𝑡 ≤
𝑟(𝑒3 − 𝑒1)

1 + 𝑟
[|𝑓′(𝑒1)|

𝑞 + |𝑓′(𝑒3)|
𝑞],                                                (4.18) 

 

∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

𝑑𝑡 ≤
𝑟(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

1 + 𝑟
[|𝑓′(𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞]        (4.19) 

 

ve  

 

∫ |𝑓′(𝑡)|𝑞

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑑𝑡 ≤
𝑟(𝑒3 − 𝑒1)

1 + 𝑟
[|𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′(𝑒2)|
𝑞]                    (4.20) 

 

eşitsizlikleri yazılır. (4.18)-(4.20) eşitsizlikleri (4.2)’deki eşitsizlikte kullanılırsa 

(4.17)’deki eşitsizlik elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.1.11: Teorem 4.1.10’da 𝑓(𝑒3) = 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her                 

𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] için aşağıdaki Ostrowski tipli 
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|𝑓(𝑒3) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

𝑒2 − 𝑒1
(
𝑟

𝑟 + 1
)

1
𝑞
(

1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
{(𝑒3 − 𝑒1)

2[|𝑓′(𝑒1)|
𝑞 + |𝑓′(𝑒3)|

𝑞]
1
𝑞 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2

2
[|𝑓′(𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞]
1
𝑞 

 

 +(𝑒3 − 𝑒1)
2[|𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′(𝑒2)|
𝑞]
1
𝑞}                                                    (4.21) 

 

eşitsizlik elde edilir. 

Sonuç 4.1.12: Teorem 4.1.10’daki (4.17) eşitsizliğinde 𝑟 = 1 seçilirse (4.17)’deki 

eşitsizlik (2.19)’daki eşitsizliğe indirgenir. 

Sonuç 4.1.13: Sonuç 4.1.11’deki (4.21) eşitsizliğinde 𝑟 = 1 seçilirse (4.21)’deki 

eşitsizlik (2.20)’deki eşitsizliğe indirgenir. 

Sonuç 4.1.14: Teorem 4.1.10’da 𝑒3 =
𝑒1+𝑒2

2
 yazılıp 𝑟 = 1 seçilirse (4.17)’deki 

eşitsizlik (2.21)’deki eşitsizliğe indirgenir. 

Teorem 4.1.15: Teorem 4.1.1’in şartları altında, 𝑟 ≥ 1 için 

 

|
𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)

2
−

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

𝑒2 − 𝑒1
{
(𝑒3 − 𝑒1)

2

2
1
𝑝

[
𝑟2

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)
|𝑓′(𝑒1)|

𝑞 +
𝑟

1 + 2𝑟
|𝑓′(𝑒3)|

𝑞]

1
𝑞

 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2

4
1
𝑝

[
𝑟2 + 𝑟2

1
𝑟

21+
1
𝑟(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)

[|𝑓′(𝑒3)|
𝑞 + |𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞]]

1
𝑞
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+
(𝑒3 − 𝑒1)

2

2
1
𝑝

[
𝑟

1 + 2𝑟
|𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 +
𝑟2

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)
|𝑓′(𝑒2)|

𝑞]

1
𝑞

}  (4.22) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.1, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

yardımıyla 

 

|
𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)

2
−

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

 ≤
1

𝑒2 − 𝑒1
{
 

 

(∫|𝑡 − 𝑒1|𝑑𝑡

𝑒3

𝑒1

)

1
𝑝

(∫|𝑡 − 𝑒1||𝑓
′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑒3

𝑒1

)

1
𝑞

 

 

+( ∫ |𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

| 𝑑𝑡

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

)

1
𝑝

( ∫ |𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

| |𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

)

1
𝑞

 

 

+( ∫ |𝑡 − 𝑒2|𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

)

1
𝑝

( ∫ |𝑡 − 𝑒2||𝑓
′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

)

1
𝑞

}
 

 

                                   (4.23) 

 

eşitsizliği yazılır. |𝑓′|𝑞’nun [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks oluşu kullanılarak (2.8)’deki 

eşitsizlik yardımıyla 

 

∫|𝑡 − 𝑒1|

𝑒3

𝑒1

|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡 

 

≤ (𝑒3 − 𝑒1)
2 [

𝑟2

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)
|𝑓′(𝑒1)|

𝑞 +
𝑟

1 + 2𝑟
|𝑓′(𝑒3)|

𝑞],                             (4.24) 

 

∫ |𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

|

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡 
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≤ (𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)
2

𝑟2 + 𝑟2
1
𝑟

21+
1
𝑟(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)

 

 

× [|𝑓′(𝑒3)|
𝑞 + |𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞]                                                                             (4.25) 
 

ve  

 

∫ |𝑡 − 𝑒2|

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡  

 

≤ (𝑒3 − 𝑒1)
2    

 

× [
𝑟

1 + 2𝑟
|𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 +
𝑟2

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)
|𝑓′(𝑒2)|

𝑞]                               (4.26) 

 

eşitsizlikleri elde edilir. (4.24)-(4.26) eşitsizlikleri (4.23)’teki eşitsizlikte kullanılırsa 

ve gereken integral hesaplamaları yapılırsa (4.22)’deki eşitsizliğe ulaşılır.  

Sonuç 4.1.16: Teorem 4.1.15’te 𝑓(𝑒3) = 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her                   

𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
]  için aşağıdaki Ostrowski tipli  

 

|𝑓(𝑒3) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

𝑒2 − 𝑒1
{
(𝑒3 − 𝑒1)

2

2
1
𝑝

[
𝑟2

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)
|𝑓′(𝑒1)|

𝑞 +
𝑟

1 + 2𝑟
|𝑓′(𝑒3)|

𝑞]

1
𝑞

 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2

4
1
𝑝

[
𝑟2 + 𝑟2

1
𝑟

21+
1
𝑟(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)

[|𝑓′(𝑒3)|
𝑞 + |𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞]]

1
𝑞

 

 

+
(𝑒3 − 𝑒1)

2

2
1
𝑝

[
𝑟

1 + 2𝑟
|𝑓′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 +
𝑟2

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)
|𝑓′(𝑒2)|

𝑞]

1
𝑞

}      (4.27) 

 

eşitsizlik elde edilir. 
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Teorem 4.1.17: Teorem 4.1.1’in şartları altında 

 

|
𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)

2
−

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

(𝑒2 − 𝑒1)
1−
1
𝑞

(
2(𝑒3 − 𝑒1)

𝑝+1

𝑝 + 1
+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

𝑝+1

2𝑝(𝑝 + 1)
)

1
𝑝

 

 

× (ℒ𝑟(|𝑓
′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′(𝑒2)|
𝑞))

1
𝑞                                                                                        (4.28) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

İspat: Lemma 3.1, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

yardımıyla 

 

|
𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)

2
−

1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

𝑒2 − 𝑒1
(∫|𝑡 − 𝑒1|

𝑝

𝑒3

𝑒1

𝑑𝑡 + ∫ |𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

|
𝑝

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

𝑑𝑡 + ∫ |𝑡 − 𝑒2|
𝑝

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑑𝑡)

1
𝑝

 

 

× (∫|𝑓′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

)

1
𝑞

                                                                                                       (4.29) 

 

yazılır. 

|𝑓′|𝑞, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks olduğundan, (2.5)’teki eşitsizlik kullanılarak  

 

1

𝑒2 − 𝑒1
∫|𝑓′(𝑡)|𝑞

𝑒2

𝑒1

𝑑𝑡 ≤ ℒ𝑟(|𝑓
′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′(𝑒2)|
𝑞)                                                     (4.30) 

 

elde edilir. (4.30)’daki eşitsizliği (4.29)’daki eşitsizlikte yerine yazıp (4.29)’daki 

integral hesapları yapılırsa (4.28)’deki eşitsizlik elde edilir. Böylece ispat 

tamamlanır. 
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Sonuç 4.1.18: Teorem 4.1.17’de  𝑓(𝑒3) = 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her                 

𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
]  için aşağıdaki Ostrowski tipli 

 

|𝑓(𝑒3) −
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

(𝑒2 − 𝑒1)
1−
1
𝑞

(
2(𝑒3 − 𝑒1)

𝑝+1

𝑝 + 1
+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

𝑝+1

2𝑝(𝑝 + 1)
)

1
𝑝

 

 

× (ℒ𝑟(|𝑓
′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′(𝑒2)|
𝑞))

1
𝑞                                                                                        (4.31) 

 

eşitsizlik yazılır. 

 

4.2 İkinci Mertebeden Türevlerinin Kuvvetleri 𝒓-Konveks Olan Fonksiyonlar 

İçin İntegral Eşitsizlikler 

 

Teorem 4.2.1: 𝑓′, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde mutlak sürekli ve 𝑓′′ ∈ 𝐿[𝑒1, 𝑒2] olmak üzere 

 𝑓: [𝑒1, 𝑒2] → ℝ+ fonksiyonu verilsin. |𝑓′′|𝑞, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks ise her 𝑒3 ∈

[𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] , 𝑞 > 1,

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)] 

 

+
1

2
(𝑒3 −

3𝑒1 + 𝑒2
4

) [𝑓′(𝑒3) − 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
{
(𝑒3 − 𝑒1)

3

(2𝑝 + 1)
1
𝑝

[(ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒3)|
𝑞))

1
𝑞 

 

+(ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒2)|
𝑞))

1
𝑞] 
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+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

3

4(2𝑝 + 1)
1
𝑝

(ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒3)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞))

1
𝑞}                               (4.32) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.2, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu yardımıyla 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)] 

 

+
1

2
(𝑒3 −

3𝑒1 + 𝑒2
4

) [𝑓′(𝑒3) − 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
[∫|𝑡 − 𝑒1|

2|𝑓′′(𝑡)|𝑑𝑡

𝑒3

𝑒1

 

 

+ ∫ |𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

|
2

|𝑓′′(𝑡)|𝑑𝑡 + ∫ |𝑡 − 𝑒2|
2|𝑓′′(𝑡)|𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

]                     (4.33) 

 

yazılır. (4.33)’teki eşitsizliğin sağ tarafına Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)] 

 

+
1

2
(𝑒3 −

3𝑒1 + 𝑒2
4

) [𝑓′(𝑒3) − 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
 

{
 

 

(∫|𝑡 − 𝑒1|
2𝑝𝑑𝑡

𝑒3

𝑒1

)

1
𝑝

(∫|𝑓′′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑒3

𝑒1

)

1
𝑞

 

 

+( ∫ |𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

|
2𝑝

𝑑𝑡

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

)

1
𝑝

( ∫ |𝑓′′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

)

1
𝑞
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+( ∫ |𝑡 − 𝑒2|
2𝑝𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

)

1
𝑝

( ∫ |𝑓′′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

)

1
𝑞

}
 

 

                                            (4.34) 

 

elde edilir. 

|𝑓′′|𝑞, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks olduğundan (2.5)’teki eşitsizlik yardımıyla 

 

1

𝑒3 − 𝑒1
∫|𝑓′′(𝑡)|𝑞

𝑒3

𝑒1

𝑑𝑡 ≤ ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒3)|
𝑞),                                                 (4.35) 

 

1

𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3
∫ |𝑓′′(𝑡)|𝑞

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

𝑑𝑡 

 

≤ ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒3)|
𝑞)                                                                        (4.36) 

 

ve 

 

1

𝑒3 − 𝑒1
∫ |𝑓′′(𝑡)|𝑞

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑑𝑡 ≤ ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒2)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞)                     (4.37) 

 

yazılır. (4.35)-(4.37)’deki eşitsizlikler (4.34)’teki eşitsizlikte kullanılırsa ve gerekli 

hesaplamalar yapılırsa (4.32)’deki eşitsizlik elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.2.2: Teorem 4.2.1’de 𝑓′(𝑒3) = 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her 𝑒3 ∈

[𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
{
(𝑒3 − 𝑒1)

3

(2𝑝 + 1)
1
𝑝

[(ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒3)|
𝑞))

1
𝑞 
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+(ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒2)|
𝑞))

1
𝑞] 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

3

4(2𝑝 + 1)
1
𝑝

(ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒3)|

𝑞 , |𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞))

1
𝑞}                             (4.38) 

  
eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 4.2.3: Sonuç 4.2.2’de 𝑓(𝑒3) = 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
]  

için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑓(𝑒3)

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
{
(𝑒3 − 𝑒1)

3

(2𝑝 + 1)
1
𝑝

[(ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒3)|
𝑞))

1
𝑞 

 

+(ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒2)|
𝑞))

1
𝑞] 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

3

4(2𝑝 + 1)
1
𝑝

(ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒3)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞))

1
𝑞}                               (4.39) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 4.2.4: 𝑓′, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde mutlak sürekli ve 𝑓′′ ∈ 𝐿[𝑒1, 𝑒2] olmak üzere 

 𝑓: [𝑒1, 𝑒2] → ℝ+ fonksiyonu verilsin. |𝑓′′|, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks ise her 𝑒3 ∈

[𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] ve  𝑟 ≥ 1 için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)] 

 

+
1

2
(𝑒3 −

3𝑒1 + 𝑒2
4

) [𝑓′(𝑒3) − 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 
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≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
 [(𝑒3 − 𝑒1)

3 (
2𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
) (|𝑓′′(𝑒1)| + |𝑓

′′(𝑒2)|) 

 

+((𝑒3 − 𝑒1)
3 (

𝑟

1 + 3𝑟
) + (𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

3 (
𝑟 + 𝑟2 + 2𝑟3

4(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
)) 

 

× (|𝑓′′(𝑒3)| + |𝑓
′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|)  ]                                                                           (4.40) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.2 ve üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu yardımıyla (4.33)’teki 

eşitsizlik elde edilir. 

|𝑓′′|𝑞, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks olduğundan, 

 

|𝑓′′(𝑡)| ≤ (
𝑡 − 𝑒1
𝑒3 − 𝑒1

|𝑓′′(𝑒3)|
𝑟 +

𝑒3 − 𝑡

𝑒3 − 𝑒1
|𝑓′′(𝑒1)|

𝑟)

1
𝑟
, 𝑡 ∈ [𝑒1, 𝑒3],                       (4.41) 

 

|𝑓′′(𝑡)| ≤ (
𝑡 − 𝑒3

𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3
|𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑟 +
𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3 − 𝑡

𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3
|𝑓′′(𝑒3)|

𝑟)

1
𝑟
 ,  

 

𝑡 ∈ (𝑒3, 𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3] ,                                                                                                     (4.42) 
 

ve  

 

|𝑓′′(𝑡)| ≤ (
𝑡 − 𝑒1 − 𝑒2 + 𝑒3

𝑒3 − 𝑒1
|𝑓′′(𝑒2)|

𝑟 +
𝑒2 − 𝑡

𝑒3 − 𝑒1
|𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑟)

1
𝑟
, 

 

 𝑡 ∈ (𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3, 𝑒2]                                                                                                      (4.43) 
 

yazılır. (4.41)-(4.43)’teki eşitsizlikler (4.33)’te kullanılırsa (2.8)’deki eşitsizlik 

yardımıyla 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)] 

 

+
1

2
(𝑒3 −

3𝑒1 + 𝑒2
4

) [𝑓′(𝑒3) − 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 
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≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
[∫(𝑡 − 𝑒1)

2((
𝑡 − 𝑒1
𝑒3 − 𝑒1

)

1
𝑟
|𝑓′′(𝑒3)| + (

𝑒3 − 𝑡

𝑒3 − 𝑒1
)

1
𝑟
|𝑓′′(𝑒1)|)𝑑𝑡

𝑒3

𝑒1

 

 

+ ∫ (𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

)
2

((
𝑡 − 𝑒3

𝑒1+ 𝑒2 − 2𝑒3
)

1
𝑟
|𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)| + (

𝑒1+ 𝑒2 − 𝑒3 − 𝑡

𝑒1+ 𝑒2 − 2𝑒3
)

1
𝑟
|𝑓′′(𝑒3)|)𝑑𝑡

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

 

 

+ ∫ (𝑡 − 𝑒2)
2

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

  ((
𝑒2 − 𝑡

𝑒3 − 𝑒1
)

1
𝑟
|𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)| + (

𝑡 − 𝑒1 − 𝑒2 + 𝑒3
𝑒3 − 𝑒1

)

1
𝑟
|𝑓′′(𝑒2)|)𝑑𝑡        (4.44) 

 

elde edilir. Burada 

 

∫(𝑡 − 𝑒1)
2+
1
𝑟  𝑑𝑡 = ∫ (𝑡 − 𝑒2)

2(𝑒2 − 𝑡)
1
𝑟

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

𝑒1

𝑑𝑡 

 

                                 =
𝑟(𝑒3 − 𝑒1)

3+
1
𝑟

1 + 3𝑟
,                                                                              (4.45) 

 

∫(𝑡 − 𝑒1)
2(𝑒3 − 𝑡)

1
𝑟

𝑒3

𝑒1

𝑑𝑡 = ∫ (𝑡 − 𝑒2)
2(𝑡 − 𝑒1 − 𝑒2 + 𝑒3)

1
𝑟

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑑𝑡 

 

                                              =
2𝑟3(𝑒3 − 𝑒1)

3+
1
𝑟

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
                                            (4.46) 

 

ve 

 

∫ (𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

)
2

(𝑡 − 𝑒3)
1
𝑟

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

𝑑𝑡 

 

= ∫ (𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

)
2

(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3 − 𝑡)
1
𝑟

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

𝑑𝑡 

 

=
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

3+
1
𝑟(𝑟 + 𝑟2 + 2𝑟3)

4(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
                                                                         (4.47) 
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dir. (4.45)-(4.47) eşitlikleri (4.44)’teki eşitsizlikte kullanılırsa (4.40)’daki eşitsizlik 

elde edilir. 

Sonuç 4.2.5: Teorem 4.2.4’te 𝑓′(𝑒3) = 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her 𝑒3 ∈

[𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
 [(𝑒3 − 𝑒1)

3 (
2𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
) (|𝑓′′(𝑒1)| + |𝑓

′′(𝑒2)|) 

 

 + ((𝑒3 − 𝑒1)
3 (

𝑟

1 + 3𝑟
) + (𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

3 (
𝑟 + 𝑟2 + 2𝑟3

4(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
)) 

 

× (|𝑓′′(𝑒3)| + |𝑓
′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|)]                                                                            (4.48) 

 

 eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 4.2.6: Sonuç 4.2.5’te  𝑓(𝑒3) = 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] 

için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑓(𝑒3)

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
 [(𝑒3 − 𝑒1)

3 (
2𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
) (|𝑓′′(𝑒1)| + |𝑓

′′(𝑒2)|) 

 

+((𝑒3 − 𝑒1)
3 (

𝑟

1 + 3𝑟
) + (𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

3 (
𝑟 + 𝑟2 + 2𝑟3

4(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
)) 

 

× (|𝑓′′(𝑒3)| + |𝑓
′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|)]                                                                            (4.49)  

 

eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 4.2.7: Teorem 4.2.4’te 𝑟 = 1 seçilirse (4.40)’daki eşitsizlik (2.22)’deki 

eşitsizliğe indirgenir. 
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Sonuç 4.2.8: Sonuç 4.2.5’te 𝑟 = 1 seçilirse (4.48)’deki eşitsizlik (2.23)’teki 

eşitsizliğe indirgenir. 

Sonuç 4.2.9: Sonuç 4.2.6’da 𝑟 = 1 seçilirse (4.49)’daki eşitsizlik (2.24)’teki 

eşitsizliğe indirgenir. 

Sonuç 4.2.10: Teorem 4.2.4’te 𝑒3 =
3𝑒1+𝑒2

4
 yazılıp 𝑟 = 1 seçilirse (4.40)’daki 

eşitsizlik (2.25)’teki eşitsizliğe indirgenir. 

Teorem 4.2.11: Teorem 4.2.1’in şartları altında, 𝑟 ≥ 1 için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)] 

 

+
1

2
(𝑒3 −

3𝑒1 + 𝑒2
4

) [𝑓′(𝑒3) − 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
(
𝑟

𝑟 + 1
)

1
𝑞
(

1

2𝑝 + 1
)

1
𝑝
{(𝑒3 − 𝑒1)

3[|𝑓′′(𝑒1)|
𝑞 + |𝑓′′(𝑒3)|

𝑞]
1
𝑞 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

3

4
[|𝑓′′(𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞]
1
𝑞 

 

+(𝑒3 − 𝑒1)
3[|𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′′(𝑒2)|
𝑞]
1
𝑞}                                                   (4.50) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.2, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

yardımıyla (4.34)’teki eşitsizlik elde edilir. |𝑓′′|𝑞, [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks 

olduğundan (2.8)’deki eşitsizlik yardımıyla 

 

∫|𝑓′′(𝑡)|𝑞

𝑒3

𝑒1

𝑑𝑡 ≤
𝑟(𝑒3 − 𝑒1)

1 + 𝑟
[|𝑓′′(𝑒1)|

𝑞 + |𝑓′′(𝑒3)|
𝑞],                                            (4.51) 

 

∫ |𝑓′′(𝑡)|𝑞

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

𝑑𝑡 

 



4. BULGULAR ve TARTIŞMA Ecem KANIŞİRİN 

37 

 

≤
𝑟(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

1 + 𝑟
[|𝑓′′(𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞]                                         (4.52) 

 

ve  

 

∫ |𝑓′′(𝑡)|𝑞

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑑𝑡 

 

≤
𝑟(𝑒3 − 𝑒1)

1 + 𝑟
[|𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′′(𝑒2)|
𝑞]                                                     (4.53) 

 

yazılır. (4.51)-(4.53) eşitsizlikleri (4.34) eşitsizliğinde kullanılırsa ve (4.34)’teki 

gerekli düzenlemeler yapılırsa (4.50)’deki eşitsizlik elde edilir. 

Sonuç 4.2.12: Teorem 4.2.11’de 𝑓′(𝑒3) = 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her                  

𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
(
𝑟

𝑟 + 1
)

1
𝑞
(

1

2𝑝 + 1
)

1
𝑝
{(𝑒3 − 𝑒1)

3[|𝑓′′(𝑒1)|
𝑞 + |𝑓′′(𝑒3)|

𝑞]
1
𝑞 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

3

4
[|𝑓′′(𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞]
1
𝑞 

 

+(𝑒3 − 𝑒1)
3[|𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′′(𝑒2)|
𝑞]
1
𝑞}                                                   (4.54) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 4.2.13: Sonuç 4.2.12’de 𝑓(𝑒3) = 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] 

için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑓(𝑒3)

𝑒2

𝑒1

| 
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≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
(
𝑟

𝑟 + 1
)

1
𝑞
(

1

2𝑝 + 1
)

1
𝑝
{(𝑒3 − 𝑒1)

3[|𝑓′′(𝑒1)|
𝑞 + |𝑓′′(𝑒3)|

𝑞]
1
𝑞 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

3

4
[|𝑓′′(𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞]
1
𝑞 

 

+(𝑒3 − 𝑒1)
3[|𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′′(𝑒2)|
𝑞]
1
𝑞}                                                   (4.55) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 4.2.14: Teorem 4.2.1’in şartları altında, 𝑟 ≥ 1 için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)] 

 

+
1

2
(𝑒3 −

3𝑒1 + 𝑒2
4

) [𝑓′(𝑒3) − 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
{
(𝑒3 − 𝑒1)

3

3
1
𝑝

[
2𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
|𝑓′′(𝑒1)|

𝑞 +
𝑟

1 + 3𝑟
|𝑓′′(𝑒3)|

𝑞]

1
𝑞

 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

3

12
1
𝑝

[
𝑟 + 𝑟2 + 2𝑟3

4(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
(|𝑓′′(𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞)]

1
𝑞

 

 

+
(𝑒3 − 𝑒1)

3

3
1
𝑝

[
𝑟

1 + 3𝑟
|𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 +
2𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
|𝑓′′(𝑒2)|

𝑞]

1
𝑞

} (4.56) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.2, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

yardımıyla 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)] 

 

+
1

2
(𝑒3 −

3𝑒1 + 𝑒2
4

) [𝑓′(𝑒3) − 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 
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≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)

{
 

 

(∫(𝑡 − 𝑒1)
2

𝑒3

𝑒1

𝑑𝑡)

1
𝑝

(∫(𝑡 − 𝑒1)
2

𝑒3

𝑒1

|𝑓′′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡)

1
𝑞

 

 

+( ∫ (𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

)
2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

𝑑𝑡)

1
𝑝

( ∫ (𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

)
2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

|𝑓′′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡)

1
𝑞

 

 

+( ∫ (𝑡 − 𝑒2)
2

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑑𝑡)

1
𝑝

( ∫ (𝑡 − 𝑒2)
2

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

|𝑓′′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡)

1
𝑞

}
 

 

                           (4.57) 

 

yazılır. |𝑓′′|𝑞’nun [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks oluşu kullanılarak (2.8)’deki eşitsizlik 

yardımıyla 

 

∫(𝑡 − 𝑒1)
2|𝑓′′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑒3

𝑒1

 

 

≤ (𝑒3 − 𝑒1)
3 

 

× [
2𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
|𝑓′′(𝑒1)|

𝑞 +
𝑟

1 + 3𝑟
|𝑓′′(𝑒3)|

𝑞],                              (4.58) 

 

∫ (𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

)
2

|𝑓′′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

         

 

≤ (𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)
3

𝑟 + 𝑟2 + 2𝑟3

4(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1+ 3𝑟)
 

 

× [|𝑓′′(𝑒3)|
𝑞 + |𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞]                                                                          (4.59) 
 

ve 
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∫ (𝑡 − 𝑒2)
2|𝑓′′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

 

 

≤ (𝑒3 − 𝑒1)
3 

 

× [
𝑟

1 + 3𝑟
|𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 +
2𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1+ 3𝑟)
|𝑓′′(𝑒2)|

𝑞]            (4.60) 

 

eşitsizlikleri yazılır. (4.58)-(4.60) eşitsizlikleri (4.57)’deki eşitsizlikte kullanılırsa ve 

gerekli hesaplamalar yapılırsa (4.56)’daki eşitsizlik elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.2.15: Teorem 4.2.14’te  𝑓′(𝑒3) = 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse                           

her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
{
(𝑒3 − 𝑒1)

3

3
1
𝑝

 [
2𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
|𝑓′′(𝑒1)|

𝑞 +
𝑟

1 + 3𝑟
|𝑓′′(𝑒3)|

𝑞]

1
𝑞

 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

3

12
1
𝑝

[
𝑟 + 𝑟2 + 2𝑟3

4(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
(|𝑓′′(𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞)]

1
𝑞

 

 

+
(𝑒3 − 𝑒1)

3

3
1
𝑝

[
𝑟

1 + 3𝑟
|𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 +
2𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
|𝑓′′(𝑒2)|

𝑞]

1
𝑞

} (4.61) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 4.2.16: Sonuç 4.2.15’te 𝑓(𝑒3) = 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] 

için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑓(𝑒3)

𝑒2

𝑒1

| 
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≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
{
(𝑒3 − 𝑒1)

3

3
1
𝑝

[
2𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
|𝑓′′(𝑒1)|

𝑞 +
𝑟

1 + 3𝑟
|𝑓′′(𝑒3)|

𝑞]

1
𝑞

 

 

+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

3

12
1
𝑝

[
𝑟 + 𝑟2 + 2𝑟3

4(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
(|𝑓′′(𝑒3)|

𝑞 + |𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|
𝑞)]

1
𝑞

 

 

+
(𝑒3 − 𝑒1)

3

3
1
𝑝

[
𝑟

1 + 3𝑟
|𝑓′′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)|

𝑞 +
2𝑟3

(1 + 𝑟)(1 + 2𝑟)(1 + 3𝑟)
|𝑓′′(𝑒2)|

𝑞]

1
𝑞

} (4.62) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 4.2.17: Teorem 4.2.1’in şartları altında 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)] 

 

+
1

2
(𝑒3 −

3𝑒1 + 𝑒2
4

) [𝑓′(𝑒3) − 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
1−
1
𝑞

(
2(𝑒3 − 𝑒1)

2𝑝+1

2𝑝 + 1
+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2𝑝+1

22𝑝(2𝑝 + 1)
)

1
𝑝

 

 

× (ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒2)|
𝑞))

1
𝑞                                                                                      (4.63) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: Lemma 3.2, üçgen eşitsizliğinin integral versiyonu ve Hölder eşitsizliği 

yardımıyla 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)] 

 

+
1

2
(𝑒3 −

3𝑒1 + 𝑒2
4

) [𝑓′(𝑒3) − 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
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× (∫|𝑡 − 𝑒1|
2𝑝

𝑒3

𝑒1

𝑑𝑡 + ∫ |𝑡 −
𝑒1 + 𝑒2
2

|
2𝑝

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑒3

𝑑𝑡 + ∫ |𝑡 − 𝑒2|
2𝑝

𝑒2

𝑒1+𝑒2−𝑒3

𝑑𝑡)

1
𝑝

 

 

× (∫|𝑓′′(𝑡)|𝑞

𝑒2

𝑒1

𝑑𝑡)

1
𝑞

                                                                                                     (4.64) 

 

yazılır. |𝑓′′|𝑞 , [𝑒1, 𝑒2] üzerinde 𝑟-konveks olduğundan (2.5)’teki eşitsizlik yardımıyla 

 

1

𝑒2 − 𝑒1
∫|𝑓′′(𝑡)|𝑞𝑑𝑡 ≤

𝑒2

𝑒1

ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒2)|
𝑞)                                                   (4.65) 

 

elde edilir. (4.65)’teki eşitsizlik (4.64)’te kullanılırsa ve (4.64)’teki gerekli 

hesaplamalar yapılırsa (4.63)’teki eşitsizlik elde edilir. 

Sonuç 4.2.18: Teorem 4.2.17’de  𝑓′(𝑒3) = 𝑓
′(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her             

𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] için 

 

|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

1

2

𝑒2

𝑒1

[𝑓(𝑒3) + 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3)]| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
1−
1
𝑞

(
2(𝑒3 − 𝑒1)

2𝑝+1

2𝑝 + 1
+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2𝑝+1

22𝑝(2𝑝 + 1)
)

1
𝑝

 

 

× (ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒2)|
𝑞))

1
𝑞                                                                                    (4.66) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 4.2.19: Sonuç 4.2.18’de 𝑓(𝑒3) = 𝑓(𝑒1 + 𝑒2 − 𝑒3) seçilirse her 𝑒3 ∈ [𝑒1,
𝑒1+𝑒2

2
] 

için 
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|
1

𝑒2 − 𝑒1
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑓(𝑒3)

𝑒2

𝑒1

| 

 

≤
1

2(𝑒2 − 𝑒1)
1−
1
𝑞

(
2(𝑒3 − 𝑒1)

2𝑝+1

2𝑝 + 1
+
(𝑒1 + 𝑒2 − 2𝑒3)

2𝑝+1

22𝑝(2𝑝 + 1)
)

1
𝑝

 

 

× (ℒ𝑟(|𝑓
′′(𝑒1)|

𝑞, |𝑓′′(𝑒2)|
𝑞))

1
𝑞                                                                                     (4.67) 

 

eşitsizliği elde edilir. 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada birinci ve ikinci mertebeden diferensiyellenebilir 𝑟-konveks 

fonksiyonlar için literatürde mevcut olan iki lemma yardımıyla yeni integral 

eşitsizlikler elde edilmiştir. Elde edilen bu sonuçların bazılarının literatürle uyumlu 

sonuçlar olduğu gözlemlenmiştir. 

Konuyla ilgilenen araştırmacılar, bu tez çalışmasında kullanılan lemmalar 

yardımıyla konveks fonksiyonların farklı sınıfları için eşitsizlikler elde edebilecekleri 

gibi farklı lemmalar kullanarak 𝑟-konveks fonksiyonlar için de yeni sonuçlar 

üretebilirler. Ayrıca son zamanlarda çoğu araştırmacının üzerinde yoğunlaştığı 

Atangana-Baleanu operatörleri yardımıyla  𝑟-konveks fonksiyonlar için farklı tipten 

integral eşitsizlikler üretebilirler. 
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