T.C.
ADIYAMAN UNIVERSITESI

LiISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU

r-KONVEKS FONKSIYONLAR iCIN
INTEGRAL ESITSIZLIKLER

ADIYAMAN, 2021 /




T.C.
ADIYAMAN UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGITIM ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZIi

r-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN INTEGRAL
ESITSIZLIKLER

ECEM KANISIRIN

MATEMATIK ANABILIM DALI

ADIYAMAN, 2021



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

r-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIiN INTEGRAL ESIiTSIZLIKLER

Ecem KANISIRIN

Adiyaman Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danigsman : Dog. Dr. Merve AVCI ARDIC
Yil : 2021, Sayfa sayisi: V1+48

Jiiri - Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR
Dog. Dr. Bilal Eftal ACET

r-konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler tizerine hazirlanan bu tez ¢alismasi
bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris boliimii olarak diizenlenmistir ve bu
boliimde konvekslik ve esitsizlik tarihi {izerine bilgiler sunulmustur.

Ikinci béliim sonraki béliimlerin daha iyi anlasilmasini saglayacak bazi temel
bilgileri ve r-konveks fonksiyonlar igin 6nceden eclde edilmis bazi esitsizlikleri
icermektedir.

Ucgiincii boliim r-konveks fonksiyonlar sinifi igin integral esitsizlikler elde
edilirken kullanilacak olan iki temel lemmay1 icermektedir.

Dordiincii boliim birinci ve ikinci mertebeden diferensiyellenebilir r-konveks
fonksiyonlar sinifi igin elde edilen integral esitsizliklerden olusmaktadir.

Son béliim olan besinci boliim ise sonug ve Oneriler boliimiidiir.
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This thesis study, which is prepared on inequalities for r-convex functions,
consists of five chapters. The first chapter is organized as an introduction and in this
chapter, information on the history of the convexity and inequality is presented.

The second section contains some basic information and some previously
obtained inequalities for r-convex functions that will provide a better understanding
of the next chapters.

The third chapter contains two basic lemmas to be used when deriving
integral inequalities for the class of r-convex functions.

The fourth chapter consists of the integral inequalities obtained for the first
and second order differentiable r-convex functions.

The last section, the fifth section, is the conclusion and recommendations
section.

Key Words: Convex Function; r-Convex Function; Holder Inequality;
Hermite-Hadamard Inequality; Ostrowski Inequality.



BEYAN

“r-Konveks Fonksiyonlar igin Integral Esitsizlikler” bashkli tezimde
caligmalarin tamamen akademik kurallara ve etik degerlere sadik kalinarak
ylriitiildiigiinii ve yazimda yararlandigim eserlerin kaynakcada gdsterilenlerden
olustugunu ayrica alintilardan bilimsel etige uygun atif yaparak yararlanmisg

oldugumu beyan ederim.

Ecem KANISIRIN



TESEKKUR

Tez ¢alisma ve hazirlama siirecinde yol gostericiligimi iistlenen akademik
bilgi, birikim ve tecriibeleri ile bana destek olan, manevi destegi ile yardimlarini bir
an olsun esirgemeyen saygideger danisman hocam Saymn Dog¢. Dr. Merve AVCI
ARDIC’a tesekkiirlerimi bir borg bilirim.

Lisans ve yiiksek lisans egitimim boyunca akademik gelisimimde emegi olan
Adryaman Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii’ndeki biitiin

hocalarima ve beni her kosulda destekleyen sevgili aileme sonsuz tesekkiir ederim.



ICINDEKILER

OZET .o |
ABSTRACT ettt ettt ettt ]
BE Y AN 11
TESEKKUR ..o eeeee e eeesee s eeesees e s e e s ese s e eeseeeses s s eeseessesseeseeees IV
1011 52334 15)2) OO v
SIMGELER VE KISALTMALAR ......oouiititeieeeee et Vi
Lo GIRIS oot 1
2. ONCEKI CALISMALAR ....ovooveioeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeesseeeseassesseeeseeessesseesseseens 3
3. MATERYAL Ve YONTEM .....cooooiiiiiieiieeeeeeeeee e 16
4. BULGULAR ve TARTISMA ....ooiiiiiieiiiieeiie et 18
4.1. Birinci mertebeden tiirevlerinin kuvvetleri r-konveks olan fonksiyonlar i¢in
integral eSitSIZIKIEr........oooiiiiiii i 18
4.2. Ikinci mertebeden tiirevlerinin kuvvetleri r-konveks olan fonksiyonlar icin
integral eSItSIZIKIET.........cooiiiiii i 29
5. SONUCLAR Ve ONERILER .......cooovvveiveieeeseeeeeseeeessesesessesessesseessesessessens 44
KAYNAKLAR . .. 45
KISISEL BILGILER ...o.coiiiicisieiecce st 48



Simgeler

(a,b)
[a, b]
L[a, b]
In

I,

f

|f]

L,

|
L
R

+

MﬁE"*%

S
R

Kisaltmalar

SIMGELER VE KISALTMALAR

> a, b agik aralig1

> a, b kapal1 aralig1

. [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
. e tabaninda logaritma fonksiyonu

. f fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi
. f fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi
. f fonksiyonunun mutlak degeri

: Genellestirilmis logaritmik ortalama

: [ araligimin i¢i

- Logaritmik ortalama

: Pozitif reel sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesinde bir aralik

: . Kuvvetlere gore kuvvet ortalamasi

: Toplam sembolii

: x, y araliginda integral alma islemi

M.O. : Milattan 6nce

VI



1.GIiRIiS Ecem KANISIRIN

1. GIRIS

Modern matematigin pek ¢ok dalinda 6nem kazanmis konvekslik kavraminin
temelinin M. O. 250 y1lina dayanmasina ragmen matematikte yer edinmesi 19. yiizy1l
sonu 20. yiizy1l baslangicin1 bulmustur. Hermite’in Mathesis dergisinde 1883 yilinda
yayinlanan calismasiyla konveks fonksiyonlar i¢cin en meshur ve en temel esitsizlik
olarak bilinen, kapali ve sinirli bir aralikta konveks fonksiyonun ortalama degeri i¢in
alt ve st yaklagimlar sunan literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak
adlandirilan esitsizlik ortaya konmustur [1]. Ilerleyen yillarda Hadamard konvekslik
kavrami iizerine c¢alismalar yapmis olsa da sistematik diizeyde konveks
fonksiyonlarin ele alinmasinin bu konuda dikkate deger ¢alismalar yapan Jensen ile
1905-1906 yillarinda bagladig1 sdylenebilir.

Temelleri iinlii matematik¢iler Gauss, Cauchy ve Chebyshev tarafindan atilan
esitsizlik teorisi konveks fonksiyonlar teorisinde onemli bir yer edinmistir. Burada
konveks fonksiyonlarin bir esitsizlik yardimiyla tanimlanmasinin rolii dikkat
¢cekmektedir. Hardy, Littlewood ve Pélya’nin “Inequalities” isimli eserinin esitsizlik
teorisinin matematigin bir dal olarak goriilmesindeki etkisi biiyiiktiir [2]. Yalnizca
konveks fonksiyonlara 6zgii esitsizliklerin ele alindig1 temel sayilabilecek nitelikteki
“Convex Functions: Inequalities” isimli kitap Pecari¢ tarafindan kaleme alinmistir
[3]. Bu iki temel eserin disinda esitsizlik teorisi ve konveks fonksiyonlar teorisi
alaninda yazilmis olan baz1 6nemli eserler asagida siralanmistir:

e Beckenbach ve Bellman tarafindan yazilan “Inequalities” [4]

e Mitrinovi¢ tarafindan yazilan “Analytic Inequalities” [5]

e Roberts ve Varberg tarafindan yazilan “Convex Functions” [6]

e Mitrinovi¢, Pecari¢ ve Fink tarafindan yazilan “Inequalities Involving
Functions and Their Integrals and Derivatives” [7]

e Mitrinovi¢, Pecari¢ ve Fink tarafindan yazilan “Classical and New
Inequalities in Analysis” [8]

e Pachpatte tarafindan yazilan “Mathematical Inequalities” [9]

e Niculescu ve Persson tarafindan yazilan “Convex Functions and Their

Applications” [10]
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e Dragomir ve Pearce tarafindan yazilan “Selected Topics on Hermite-
Hadamard Inequalities and Applications” [11]

e Dragomir ve Rassias tarafindan yazilan “Ostrowski Type Inequalities
and Applications in Numerical Integration” [12].

Richard Bellman, Almanya Oberwolfach’da 30 Temmuz-5 Agustos 1978
tarthleri arasinda diizenlenen 2. Uluslararas1 Matematiksel Esitsizlikler
Konferansi’nda matematiksel esitsizliklerin c¢alisilma sebeplerini pratik nedenler,
teorik nedenler ve estetik nedenler olarak {i¢c temel baslik altinda belirtmistir.

Pratik yonden diisliniildiigiinde c¢ogu arastirmalarda klasik esitsizliklerin
niceliklerin birbirleriyle sinirlandirilmalarinda oldukg¢a faydali oldugu sdylenebilir.
Teorik yonden disiiniildiigiinde Pozitif Operatorler Teorisi ve Diferensiyel
Esitsizlikler Teorisi orneklerinde oldugu gibi esitsizlikler araciligiyla sorulan basit
sorularla temel teorilerin olusturulabilmesinin miimkiin oldugu sdylenebilir. Estetik
yonden diisiiniildiigiinde ise gilizellik kavraminin géreceli olmasinin yaninda sanatin
dallarindan resimin ve miizigin yaninda matematigin parcalarinin giizel ve uyumlu
oldugu kabul gérmektedir. Bu nedenledir ki esitsizliklerin géze uyumu onlar1 dikkat
cekici hale getirmektedir [13].

“r-Konveks Fonksiyonlar I¢in Integral Esitsizlikler” baslikli tez calismasi
bes boliimden olusmaktadir. Ik boliimde konvekslik ve esitsizlik tarihi iizerine
onemli bazi bilgiler sunulmustur. Ikinci boliimde r-konveks fonksiyon sinifinin
temel Ozellikleri, bu sinif igin elde edilmis olan ve bu tez ¢alismasina kaynak teskil
eden bazi Onemli esitsizliklerin yaninda integraller i¢in iliggen esitsizligi, Holder
esitsizligi ve r-konveks fonksiyonlar i¢in 6nem arz eden bazi esitsizlikler gibi
yardimer esitsizliklerden bahsedilmistir. Ugiincii boliimde sonuglar elde edilirken
kullanilan iki lemma tanitilmistir. Dordiincii boliimde r-konveks fonksiyon sinifi i¢in
elde edilmis olan yeni sonuglara yer verilmistir. Besinci bdliimde ise tez calismast
hakkinda kisa bir degerlendirme yapilmastir.

Bu tez ¢aligmasiyla birinci mertebeden ve ikinci mertebeden tiirevlenebilir r-
konveks fonksiyonlar yardimiyla Ostrowski ve Hermite-Hadamard tipli yeni ve genel
esitsizlikler elde edilerek esitsizlikler teorisinde r-konveks fonksiyonlarin roliinii

gelistirmek amaglanmistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliim galigmaya temel olusturan bazi tanimlar, teoremler ve esitsizliklerden
olusmaktadir.
Tamim 2.1: Bostan farkli bir L kiimesi ve bir F cismi yardimiyla +: L X L = L ve
-+ F X L — L islemleri verilsin. Asagidaki sartlarin saglanmasi durumunda L, F
cismi ilizerinde lineer uzay (vektor uzay1) olarak adlandirilir:
A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
Al.Here;, e, € Ligine; + e, € L dir.
A2.Her ey, e,,e3 € Ligine; + (e; + e3) = (e; + e,) + e tiir.
A3.Here; € Ligine, + 0 = 0 + e; = e, olacak sekilde 8 € L vardir.
A4.Here; € Licine; + (—e;) = (—e;) + e; = 0 olacak sekilde —e; € L vardir.
A5.Here,,e, €L i¢in e; + e, = e, + e, dir.
B) e;,e; €L vea,B € F olmak lizere asagidakiler saglanir.
B1l. a.e; € L dir.
B2.a.(e; +e;) = a.e; + a.e, dir.
B3.(a+B).e; = a.e; + B.ey dir.
B4. (aB).e; = a.(B.e,) dir.
B5. 1.e; = e, dir (Burada 1, F nin birim elemanidir).
F = R ise L’ye reel lineer uzay, F = C ise L’ye karmasik lineer uzay adi verilir [14].

Tamim 2.2: L bir lineer uzay ve A < L olsun. Keyfi e;, e, € A elemanlart igin

B={€3EL:63=t61+(1—t)62, OStS].}QA

saglaniyorsa A kiimesi konveks kiime olarak adlandirilir [15].
Tammm 2.3: [, R’de bir aralik olmak tizere f:I — R fonksiyonu verilsin. Her

e, e, EIvet € [0,1] igin

f(te; + (1 —t)ey) < tf(e)) + (1 —t)f(ep) (2.1)
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esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. (2.1) esitsizligi her
e; # e, vet € (0,1) igin kesin ise f fonksiyonuna kesin konvekstir denir [16].

Tanmim 2.4: f fonksiyonu, her e;, e, € [a, b] ve t € [0,1] i¢in

f(te; + (1 —t)ey) < [fle)]*[f(e)]* " (2.2)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna [a, b] lizerinde log-konveks fonksiyon denir.
(2.2)’deki esitsizlik f fonksiyonu igin ters yonde saglanirsa f fonksiyonu [a, b]
tizerinde log-konkav fonksiyon olarak isimlendirilir [16].

Tamm 2.5: e, e, pozitif sayilarinin r. kuvvetlerine gore kuvvet ortalamasi

M, (e, ey t) = {(telr +(1- t)ezr)%, r+0 ise (2.3)
e fe,17t, r=0 ise
olarak tanimlanir [11].
Gill, Pearce ve Pecari¢, 1997 yilinda yaptiklar: ¢alismada (2.3)’teki tanim
yardimiyla konveks fonksiyon sinifinin bir genellestirmesi olan r-konveks fonksiyon
smifin1 asagidaki gibi tanimlamastir.

Tanim 2.6: Pozitif bir f fonksiyonu, her e;,e, € [a, b] ve t € [0,1] igin

f(te; + (1 —t)ey) < M, .(f(ey), f(ey);t) (2.4)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna [a, b] lizerinde r-konveks fonksiyon denir
[17].
(2.4)’teki esitsizlik f fonksiyonu igin ters yonde saglanirsa f fonksiyonu [a, b]
tizerinde r-konkav fonksiyon olarak isimlendirilir [17].

Tanim 2.3, Tanim 2.4 ve Tanim 2.6 yardimiyla O-konveks fonksiyonlarin
log-konveks fonksiyonlar, 1-konveks fonksiyonlarin ise konveks fonksiyonlar
oldugu aciktir.

Konvekslik kavrami r-konveksligi gerektirirken tersinin boyle olmadigi

1
x > 0 igin f(x) = x2 fonksiyonu yardimiyla goriiliir [18]. Bu fonksiyon 4-konveks
fonksiyondur ancak konveks degildir [19].

4
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Tamm 2.7: Pozitif e, e, sayilarinin r. kuvvetlerine gore genellestirilmis logaritmik

ortalamasi
r+1 r+1
( T 61 - ez
T‘+1 er er ) r¢0,—1,€1¢82,
1 — €
€1 — €
_ r=0 e #e
L.(e;,e;) =% Ine; —lIne,’ LT
Ine; — Ine,
elez e. —e )] r= _11 el # eZI
1 2
\ e, e = ey ise

seklinde tanimlanir [11].
Gill ve arkadaslar1 [17]’deki ¢alismalarinda pozitif r-konveks fonksiyonlar
icin genellestirilmis logaritmik ortalama yardimiyla asagidaki esitsizligi elde etmistir.

Teorem 2.8: f fonsiyonu [e,, e, ] tizerinde pozitif r- konveks olsun. Bu durumda

1

€, — €1

[ r@ae (e, re) 25)

esitsizligi saglanir. Eger f fonsiyonu [e,, e,] lizerinde r- konkav segilirse esitsizlik
ters yonde saglanir.
(2.5) esitsizliginde r = 0 segilmesi halinde [e;, e,] lizerinde pozitif log-konveks

fonksiyonlar igin

1

€, — €

| r@ae < £(reen. re)

esitsizligi elde edilir [17].

Tamm 2.9: R’nin bos olmayan bir I alt kiimesi ve f:1 — R fonksiyonu verilsin. I
kiimesinin ayrik agik alt araliklarinin {(e;, m;)}1-, birlesimi g6z 6niine alinsin. Her
e>0 sayist i¢in Yt |m;—e; <& oldugunda Pfm) —fle)l<e
esitsizliginin saglanacagi bir & = §(e) > 0 sayist mevcut ise f fonksiyonu I

tizerinde mutlak siireklidir denir [20].
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Konveks bir fonksiyonun ortalama degeri icin alt ve iist yaklagimlar sunan
Hermite-Hadamard esitsizligi, konveks fonksiyonlar teorisi i¢in 6nemli bir yere sahip
olmasinin yaninda esitsizlikler teorisi i¢in de olduk¢a kullanishi ve estetik
esitsizliklerin baginda gelmektedir.

Teorem 2.10: I, R’de bir aralik, e;,e, €I ve e; < e, olmak iizere f: I S R - R

konveks fonksiyon olsun. Bu takdirde

(61 + e,

17 1 2
2 )Sez_elff(t)dtgw

esitsizligi saglanir [1].

Ostrowski, 1938 yilinda yaptigi ¢alismasiyla [21], tiirevi sinirli fonksiyonlar
icin literatlire kendi adiyla taninan Ostrowski esitsizligini kazandirmistir. Esitsizlik
teorisinde Hermite-Hadamard esitsizligi gibi 6nemli bir yere sahip olan bu esitsizlik,
fonksiyonun ortalama degeri ile fonksiyonun degerleri arasindaki fark igin st
sinirlar vermesi agisindan 6nemlidir.

Teorem 2.11: e;,e, €1 ve e; < e, ve f' € L[e;, e,] olmak lizere f:Ic R—> R
fonksiyonu I° tizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f'(x)| < M

ise Vx € [ey,e,] i¢in

fo - [ row
e, + e5\?

1 (x5

< M(e, —e,) Z+( (62_21)2)

esitsizligi elde edilir. % katsayist en 1yi katsayidir [21].

eitey
2

Ostrowski esitsizliginde x = yazilirsa Hermite-Hadamard esitsizliginin

sol tarafina iliskin st sinir veren esitsizlik elde edilir.

6
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Iki temel esitsizlik olan Hermite-Hadamard ve Ostrowski esitsizliklerinin
yaninda tez c¢alismasinda kullanilacak bazi yardimci esitsizlikler asagida

siralanmustir.
Teorem 2.12 (integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve %+ é =1 olsun. f ve

g, leqi, e;] tlzerinde tanimli reel fonksiyonlar, |f|? ve |g|? , [e;, e,] lizerinde

integrallenebilir fonksiyonlar ise

1 1

j 1fg()ldx < ( f 2|f(x>|pdx>” ( f 2|g<x>|qu>q 2.6)

1

esitsizligi gecerlidir [8].

Teorem 2.13: Herhangi e, e, € R igin
les + ez| < les] + les],
||e1| - |ez|| < le; — ey,
||91| - |ez|| < le; + ;]
esitsizlikleri gecerlidir [5].

Teorem 2.14: [e,, e,] lizerinde siirekli reel degerli bir f fonksiyonu i¢in

< f 1FGoldx @.7)

€1

Lezf(x)dx

esitsizligi gegerlidir. (2.7)’deki esitsizlik tliggen esitsizliginin integral formu olarak
bilinir [8].
Teorem 2.15: 0< k < 1,e4,€5,...,6, = 0Vem,,m,,..,m, =0 i¢in
n n n
Z(ei + ml-)k < z eik +Z mik (28)
i=1

esitsizligi saglanir [22].
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Gill ve arkadaglarmin 1997 yilinda r-konveks fonksiyon sinifini
tanimlamasindan sonra ¢ogu arastirmaci bu yeni konveks fonksiyon sinifi i¢in yeni
sonuglar iiretmeye odaklanmustir. Gill ve arkadaslariin ¢alismalarina benzer olarak
Pearce ve arkadaslarinin 1998 yilinda yaptiklari ¢calisma [18] ile Yang ve Hwang’in
2001 yilinda yaptiklar1 c¢alisma [23] r-konveks fonksiyonlar icin ortalamalar
yardimiyla elde edilmis sonuclar igermektedir.

Bu c¢alismalardan oldukca farkli olarak Alomari, 2011°de tamamladigi
doktora tez calismasinin bir bolimiinde ilk defa Ostrowski tipinde bir lemma
kullanarak r-konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipinde esitsizlikler elde etmistir
[22]. Ayrica Alomari bu c¢aligmasinda r-konveks fonksiyonlar igin Hermite-
Hadamard ve Simpson tipinde esitsizlikler de elde etmistir. Asagida Alomari’nin
[22]’deki g¢alismasinda r-konveks fonksiyonlar icin elde ettigi bazi esitsizlikler
siralanmustir.

Teorem 2.16: e;, e, €1 ve e, < e, olmak iizere f:I € R - R* fonksiyonu I°
tizerinde pozitif, diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve f’ € L[e;,e;] olsun. Eger

|f'|P/®=1), [e,, e,] iizerinde r-konveks ise her e; € [e;, e,], p > 1 igin

! jz f(t)dt

€, — €
e

f(ez) -

1

1
T (e—e)p+ 1)

|2 = ez, 19,17 (el

ez — e)2L, I (e, | (e)]) 2.9)

esitsizligi saglanir. Burada £,.(-,) genellestirilmis logaritmik ortalamadir [22].

ejtey

Sonug¢ 2.17: Teorem 2.16’da e; =

secilirse

€2
e+ e2> 1 J‘
€1
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ey

If’(ez)lq)l (2.10)

< (e; — 311)
4(1+p) /p

ol (32

elde edilir [22].

Teorem 2.18: e;,e, €1 ve e; < e, olmak iizere f:I € R —» R* fonksiyonu I°

£/ (If’(el)lq,

tizerinde pozitif, diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve f' € L[e;, e,] olsun. Eger |f'|,

[e4, e;] lizerinde r-konveks (r > 1) ise her e; € [eq, e,] i¢in

(e3 —e)?| r?
<> 7 /
= e, — e, |f (63)|1+2 +|f (e1)|(1+7')(1+27")_
(e; —e3)?| , r?
e, — e, |f (63)| 14 2r + |f (eZ)l (1 + 7")(1 + ZT)_ (211)
esitsizligi saglanir [22].
Sonug 2.19: Teorem 2.18’de e; = 2222 gecilirse r > 1 i¢in
€2
e+ e2> 1 J‘
f( 2 e, —e; f®yadt
€1
< €2 — €
4(1+r)(1 +2r)
. (et e; .
x |21 enl +2ra+ | (2552 + i e (2.12)

ver =1 i¢in
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f (91 er 6’2) - i - jzf(t)dt

<oz reoreaf (232)

+ I el (2.13)

esitsizlikleri elde edilir [22].

Karagozlii 2019 yilinda tamamladigi yiiksek lisans tezinin bir boliimiinde
[24], Alomari’nin c¢aligmasina [22] benzer olarak r-konveks fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli yeni esitsizlikler elde etmistir.
Karagozli’niin bu ¢alismasinda yer alan bazi 6nemli sonuglar siralanmaistir.
Teorem 2.20: f:1 € R - R" fonksiyonu [° fizerinde ikinci mertebeden

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, e;,e, €1, e; < e, ve f"" € L[e,, e,] olsun. Eger

"1, [es, e;] tizerinde r-konveks ise g > 1, % + i = 1ve her e; € [ey, e,] igin

1 (e
) IUICLVIO R CRES S T
(e3—e1)? 1 % 1
= 2(e; —e1) (Zp + 1) L£(1f " (ex)1?, 1" (e) D]
>

el (LY (eI eI (214)
2(e, —e;) \2p+1 " 3 2 '

esitsizligi saglanir [24].

Teorem 2.21: f:1 <R - R" fonksiyonu [° fizerinde ikinci mertebeden

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, e;,e, €1, e; < e, ve f"" € L[e;, e,] olsun. Eger

|f"|, [e1, e;] tizerinde r-konveks ise r > 1 ve her e; € [eq, e;] i¢in

1

€, — €1

e, te,

[“rarae= e+ (=25 %) e

r ((93 —e)® +(e; —e3)?

= 3r+1 2(e; —eq) > UG

10
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: <(93 —e)?|f"(e)| + (e; — e3)?|f" (er)]

+ 1+7r)@+2r)(1+3r) e, — e, > (2.15)

esitsizligi saglanir [24].
Teorem 2.22: f:I1 <R - R* fonksiyonu [° fizerinde ikinci mertebeden

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, e, e, €1, e; < e, ve f"" € L[e,, e,] olsun. Eger
"4, [eq,e,] lizerinde r-konveks ise r > 1, g > 1, %+ ; =1 ve her e; € [ey, e;]
i¢in

1

€, — €&

[“rarae e+ (es-

1 r % 1
< . (e3 — e3[If" (eD|T + |f" (e3)]]a
Z(ez—el)(2p+1)5(”r) [ ’ 3

+(es = e [If" (el + £ (e)|1] (2.16)

esitsizligi saglanir [24].

Ngoc ve arkadaglar1 [25] ile Zabandan ve arkadaglar1 [26] yaptiklar
calismalarinda r-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde
etmelerinin yaninda iki r-konveks fonksiyonun ¢arpiminin ortalama degeri i¢in de
ist yaklagimlarda bulunmustur. Han ve Liu [27] yaptiklar1 ¢alismada Ngoc ve
arkadaglar1 [25] ile Zabandan ve arkadaglarinin [26] yaptiklar1 ¢alismalara benzer
olarak r-konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde
etmislerdir. Ayrica Han ve Liu ¢aligmalarinda [27] Holder esitsizligi ve Stolarsky
ortalamasi yardimiyla Ngoc ve arkadaslarinin [25] r-konveks fonksiyonlarin
ortalama degerine iligkin bulunduklar1 yaklasimlar1 daha da iyilestirmistir.

Brahim ve arkadaslar1 [28] ile You ve arkadaslar1 [29] yaptiklar1 caligsmalarda
q-kalkiiliis yardimiyla r-konveks fonksiyonlar i¢in dikkat ¢eken esitsizlikler elde

etmislerdir.

11



2.ONCEKi CALISMALAR Ecem KANISIRIN

Wang ve arkadaslar1 [19], Lin ve arkadaslar1 [30] ile Merad ve arkadaslari
[31] calismalarinda 7-konveks fonksiyonlar igin Riemann-Liouville Kkesirli
integralleri yardimiyla Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikler elde etmistir.

Bu caligmalarin yaninda r-konveks fonksiyonlar ile ilgili 6nemli baz1 diger
sonuglar ve genellestirmeler [32-38] calismalarinda bulunabilir.

Alomari ve arkadaslar1 ¢alismalarinda [39], Dragomir’in ¢alismasinda [40]
yer alan lemmay1 kullanarak konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipine benzer
asagidaki sonuclari elde etmislerdir.

Teorem 2.23: e; <e, Ve ey, e, €1 olmak iizere f:1 c R - R fonksiyonu I°

tizerinde mutlak siirekli ve f' € Lleq,e,] olsun. |f’], [e,, e,] lizerinde konveks ise

ejteyp

her e; € [el, ] icin

fles) + f(e; +e, —e3) 1 ‘
2 _ez—eljf(t)dt

(e3 — e1)?

< 6l = 1)(If( e)| +1f"(e2))

8(e; —e;)? + 3(e; + e, — 2e3)?
24(e; — €1)

(Uf' (el +1f'(er + e, —e3)) (2.17)

esitsizligi saglanir [39].
Sonu¢ 2.24: Teorem 2.23’in sartlar1 altinda, f  fonksiyonu igin

f(e, + e, —e3) = f(e;) sart1 saglaniyorsa her e; € [el, e1+e2] icin

fes
(e3 —e;)?

S 6(e, —ey) (f' el + 1f (e
8(e; —e;)? +3(e; + e, — 2e3)?

(1f"(e)| + If'(ex + €2 — e3)D) (2.18)
12

24(e; —eq1)
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esitsizligi elde edilir [39].
Teorem 2.25: e; <e, Ve ej, e, €1 olmak tizere f:I € R - R fonksiyonu I°

tizerinde mutlak siirekli ve f' € L[e,, e,] olsun. |f'|9, [e,, e,] lizerinde konveks ise

e1tey

! ],q>1,$+$=1igin

her e; € [el,

fle3) + f(e; +e, —e3) 1 ‘
2 _ez—elff(t)dt

1
ey y
274(e, —e))(p+1)7p

{(es = e[ (el + I (e3)1%] Va

n (91 + 922_ 233)2

[1f'(ex)|9 + If(e; + e, — €3)]] /a

+(es — en)?[If(ey + e, — €)% + I (e)|7] /a} (219)

esitsizligi saglanir [39].
Sonu¢ 2.26: Teorem 2.25’in  sartlan altinda, f  fonksiyonu igin

(e, + e, —e;) = f(es) sarti saglantyorsa her e; € |e;, 2522 icin
f(eq 2 3 3§ glanty 3 T ¢

1
= 1 1
2/a(e, —e)(p+1)/p

{(e — e[ (el + I (e3)1 ] Va

e, +e, —2e3)?
+(1 22 3)

[f'(es)|9 + If(ey + e, — €3)]9] /a

+(es — e)?[If(es + e, — €)% + I (e)|4] /a} (2.20)

esitsizligi elde edilir [39].
Sonug 2.27: Teorem 2.25°te 5 = 2222

secilirse

13
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f (91 er 6’2) = i - ff(t)dt

e, —e
< 2 1

2+%(p N 1)1/p
x [[|f'(e1)|q +r(252)

esitsizligi elde edilir.

+If <e2>|q] ] (2.21)

IS

Ozdemir ve Avcr Ardi¢ galismalarinda [41], Liu'nun calismasinda [42] yer
alan lemmay1 kullanarak konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipine benzer
asagidaki sonuclari elde etmislerdir.

Teorem 2.28: f:[eq,e;] = R fonksiyonu verilsin. f',[e,e,] tizerinde mutlak

siirekli bir fonksiyon ve "' € L[ey, e;] olsun. Eger |f"|, [e,, e,] lizerinde konveks

i¢in

: +
ise her e, € [el, f17%

PN
e, —e ), f®)dt — 5 [f(e3) + f(ey +e; —e3)]

+%(eg 331 + ez) [f (63) f (el +e, — 63)]
(63 ) " "
< mﬂf (e + 1f"(e)l]

6(e; —e;)? + (e + e; — 2e3)3
48(e; — e1)

[1f"(es)l + |f"(e1 + ez — e3)] (2.22)

esitsizligi saglanir [41].

Sonug 2.29: Teorem 2.28°de f'(e3) = f'(e; + e, — e3) segilirse her e; € [el’e1+ez]

igin

1 €2 1
|E_Ll f(t)dt _E[f(e3) +f(el +e, — 93)]

14
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(es —e1)?

< m [1f" (el + f"(el]

6(33 - 61)3 + (el + ez - 263)3
48(e; — 1)

[1f"(ea)| + |f" (e +e; —e3)l] (2.23)

esitsizligi elde edilir [41].
Sonu¢ 2.30: Sonu¢ 2.29’da f fonksiyonu i¢in f(e3) = f(e; + e, —e3) sarti

eitey

. ] i¢in

saglanirsa her e; € [el,

1 e
‘m L f@©)dt — f(es)

(e3 — )

< 2ite oy I el + 17" (el

6(e3 —e)® + (e1 + e; — 2e3)3
48(e; — e1)

[1f"(ex)| + |f" (e + e, —e3)l] (2.24)

Ostrowski tipli esitsizlik elde edilir [41].

Sonug¢ 2.31: Teorem 2.28’de e; = 39{% secilirse

], raglr () e ()

_ 2
< (e, 91)
— 1536

, (€11 3e;
| ()

x i ceni+ 7| (36%) +

+IF (el (2:25)

esitsizligi elde edilir [41].

15
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu caligmada birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin mutlak degerlerinin
kuvvetleri r-konveks olan fonksiyonlar igin Ostrowski tipine benzer esitsizlikler elde
edilmesi amacglanmigtir. Caligmadaki sonuglar elde edilirken r-konveks fonksiyon
tanimi, liggen esitsizligi, liggen esitsizliginin integral versiyonu, Holder esitsizligi,
(2.5) ve (2.8) esitsizliklerinden faydalanilmistir. Sonuglar elde edilirken Dragomir’in
[40] ve Liu'nun [42] ¢alismalarinda kismi integrasyon yonteminden faydalanarak
elde ettikleri asagidaki lemmalar kullanilmustir.

Lemma 3.1: f:[e;,e,] » R fonksiyonu [e;,e,] tlizerinde mutlak siirekli bir

fonksiyon olsun. Bu durumda her e, € [el, e“;ez] icin
€2
1 1
SUf(e) + fler + e, — el - —— | f@at
€2 — €
€1

eitex—e3

= 181U3(t—e1)f’(t)dt+ f (t—¥)}”(t)dt

e, —
€3

+ f (t —e)f'(t)dt
91+92—e3
esitligi saglanir [40].
Lemma 3.2: f:[e;, e,] = R fonksiyonu verilsin. f’, [e,, e,] lizerinde mutlak siirekli

ejtey
2

bir fonksiyon olsun. Bu durumda her e; € [el, ] igin

)

[ F®dt =315 + fley + e, =€)

€1

€, — €

1( e+ ey
€3 ————

) [ (e) = f1(er + e, —e3)]

16
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_ ﬁ [ j js(t —e?f" (Ot + f T e-ad 82)2 et

3

+ j ’ (t— ez)zf”(t)dtl

1tez—e3

esitligi elde edilir [42].

17
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu bélimde Lemma 3.1 ve Lemma 3.2°deki esitlikler kullanilarak r-konveks

fonksiyonlar i¢in elde edilen esitsizlikler sunulmustur.

4.1 Birinci Mertebeden Tiirevlerinin Kuvvetleri r-Konveks Olan Fonksiyonlar

Icin integral Esitsizlikler

Teorem 4.1.1: [e,, e,] lizerinde mutlak strekli f:[e,,e,] » R* fonksiyonu ve f’ €

L[ey, e,] verilsin. |f'|4, [e,, e,] lizerinde r-konveks ise her e; € [el,el;’ez] ,q>1,
i + é = 1i¢in
fle)+fleg+e,—e) 1 [
2 _ez_elj-f(t)dt

1 — e))? 1

S e e el)l [(Lr(lf,(el)lq: I (e3)]9))
2+
1
+(Lr(|f,(el +e; — e3)|q: |f'(32)|q))al
— 2e,)? 1

Pt e T2 (1 eIt If e + e, — e D) 4.1)

2(p+1)P

esitsizligi elde edilir.
Ispat: Lemma 3.1, {iggen esitsizliginin integral versiyonu ve Hoélder esitsizligi

yardimiyla

f(93)+f(921+92_e3)_62ielff(t)dt

18
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1 1
1 es3 E e3 a
<—- |t —eq|P dt fl "(t)]9dt
(e; —ey) ,[ ! /
eq €1
1 1
ej+ey,—e3 p /e1tez—es q
e, + e, ,
+ t— 5 dt |f'(t)|1dt
es €3
1 1
ey E ey q
+ j |t —e,|P dt f |f'(t)|1dt (4.2)
ei+e;—e3 ejtez;—e3

yazilir.

r-konveks fonksiyonlar icin gecerli olan Teorem 2.8’de verilen (2.5) esitsizligi

yardimiyla

: j3|f'(t)|th < L, (If" ()19 |f" (e3)1D) (4.3)
83 - 31 — ~r 1 ) 3 ) .
;el jz_e3|f'(t)|th < L. (If"(e)]9,|f " (e; + €2 — e3)|D) (4.4)
e + e, — 2e; - 30 R '
ve
—— [ PO s £ 07+ e — eI I eI (45)

3 1 —es

esitsizlikleri elde edilir.
(4.3), (4.4) ve (4.5)’te verilen esitsizlikler (4.2)’deki esitsizlikte kullanilirsa ve
(4.2)’deki esitsizlikteki gereken integral hesaplamalar1 yapilirsa (4.1)’deki esitsizlik

elde edilerek ispat tamamlanr.

91+92]

Sonug 4.1.2: Teorem 4.1.1°de f(e3) = f (e, + e, — e3) segilirse her e; € [el, .

icin Ostrowski tipindeki
19
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1
fle = | o
1 —e;)? 1
e [(Lraf'(el)w,|f'(e3>|q>)q
2+ )P

+(Lr(|f,(el +e; — e3)|q, |f’(€2)|q)>al

Pt T 2 eI e e = ) (46)

2(p+ Dp

esitsizlik elde edilir.

eitey

Sonu¢ 4.1.3: Sonug 4.1.2°de e; = =

yazilirsa (4.6)’daki esitsizlik (2.10)’daki
esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.1.4: [e,, e,] tizerinde mutlak siirekli f:[e;,e;] - R* fonksiyonu ve f’ €
Lles, e,] verilsin. [f'], [e1, e,] lizerinde r-konveks ise her e; € [el,%] ver=>1

i¢in

f(es) + f(er +e, —e3) 1 ¢
2 _ez—elff(t)dt

1 r%(e3 —e1)?
Te,— e K(l +7r)(1+2r)

>(If’(el)l +1f"(e2)D)

r(es — e,)? (e; + e, — 2e3)? (rz + r2%>
1+2r 21 (1 4 1)(1 + 27)
X (If'(ex)| +1f'(e; + e, —e3)]] (4.7)

esitsizligi elde edilir.

Ispat: Lemma 3.1 ve iicgen esitsizliginin integral versiyonu yardimiyla

20
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€2
e;)+ f(leg+e,—e 1
fle3) + fle; +e, 3)_ ff(t)dt
2 ez - 61
€1
e3 ejtex—e3
1 e t+e
< I]|t—e1||f'(t>|dt+ [ -2 irom
ez - 61 2
eq €3
€z
+ [ l-elif@la 48)
eitey;—e3
esitsizligi yazilir.
|f'|, [e1, e,] tizerinde r-konveks oldugundan
t t ;
e; — —e T
O < (21 el +—-If ()l ) e € [enes] (49)
€3 — €1 €3 — €
+ t t :
el ez - 33 - - e3 T
! t S A T i A _ ’r) ,
PO (e e I €l 4 =g I (e + e = e3)
t € (e5,e; + e, — 5] (4.10)
ve
t + ;
e, — —e,—e,t+e T
O (Z I et e = el + ——2 (el )
€3 — €1 €3 — €1
t E (el + ez - 63, ez] (4.11)

yazilir.

(4.9)-(4.11)’deki esitsizlikler (4.8)’deki esitsizlikte kullanilirsa

f(93)+f(921+92_e3)_62ielff(t)dt

21
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€3
1 63 - t
s——|[le-el(Z=2ireor +
€2 — € €3 — €
€1
e1tex—es3
€1+€2 (€1+€2—€3—t
+ |t— "(ex)|”
f 2 e, +e,—2e; If"(ea)l
€3
€2
ez_t
+ |t—€2|< |f’(€1+€2—€3)|r+
€3 — €
eitex—e3

elde edilir. Teorem 2.15’te verilen (2.8

1

t — 6’1 ’ )F
e3)|" | dt
O]
¢ 1
— €3 ’ _ T)T
+—e1 p—y If'(e; + e, —ex)|" ) dt
t + v
—e —e;te r
— If’(ez)lr> dt (4.12)
63 —61

)’deki esitsizlik (4.12)’deki esitsizlikte

kullanilirsa ve bu islem sonucunda karsilasilan asagidaki (4.13)-(4.15) hesaplamalari

(4.12)’de yerlerine yazilirsa (4.7)’deki esitsizlik ispatlanmis olur.

€3

142
f (t—ey) 'rdt
€1

€2
1
f (e, —)'*7dt

e1tey;—es3

1
7”(93 - 31)2+F
1+ 2r

)

f (t —ep)(es — t)%dt

€2
1
= -]- (62 - t)(t - 61 - 62 + 63)7dt
eitey;—e3
243
_ r?(e3 — )T
S @A+rnA+2r)’

81+82—e3
e te 1
f |t— L2l (¢t — ey)rdt
2
]

22
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ei1+ey—e3
e, te 1
= j ‘t— 12 2l (e1 + e, — e — t)rdt
es
241 1
(eq + e, —2e3)'r <r2 + r2r>
- 1 : (4.15)
27 (1 +7r)(1 +2r)
Sonu¢ 4.1.5: Teorem 4.1.4°te f(e3) = f (e, + e, — e3) segilirse her e; € [81’31‘;32]
i¢in
€2
) - [ far
les €26 /
€1
1 Tz(e3 F el)z ’ ’
Se-e Ku s Tepy AOURCUREVAC)
1
r(es — e,)? (e, + e, — 2e3)? (rz + r2r>
1
Lo 297 (1 +1r)(1+2r)
X (If'(ex)| + |f'(ey + e; —e3) D] (4.16)

esitsizligi elde edilir.

e+

Zez yazilirsa (4.7)’deki esitsizlik (2.12)’deki

Sonu¢ 4.1.6: Teorem 4.1.4°te e; =

esitsizlige indirgenir.
ejtey
2

Sonu¢ 4.1.7: Teorem 4.1.4’te e3 = yazilip r = 1 segilirse (4.7)’deki esitsizlik
(2.13)’teki esitsizlige indirgenir.

Sonu¢ 4.1.8: Teorem 4.1.4’te r =1 segilirse (4.7)’deki esitsizlik (2.17)’deki
esitsizlige indirgenir.

Sonu¢ 4.1.9: Sonu¢ 4.1.5’te r =1 secilirse (4.16)’daki esitsizlik (2.18)’deki
esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.1.10: Teorem 4.1.1°in sartlar1 altinda, r = 1 i¢in

23
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fle3) + f(e; +e;, —e3) 1 ‘
5 _ez—elff(t)dt

1

% - =506 LY s e?lIF el + I (el

N (91 +e; — 233)2

5 [1f' (e + |f'(es + e, — e3)]7]4

+(es = e [If (ea + e — )17+ If ()| (4.17)

esitsizligi elde edilir.

Ispat: Lemma 3.1, iicgen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi
yardimiyla (4.2)’deki esitsizlik elde edilir. |f’'|9,[e;, e;] tizerinde r-konveks
oldugundan (2.8)’deki esitsizlik yardimiyla

f|f<t)|th< " e eyia 4 If el (+18)
[ iroma <" 2D g e by el @19)
ve
[ 1r@ma <" 1 e, - et 417 (el (420)

esitsizlikleri yazilir. (4.18)-(4.20) esitsizlikleri (4.2)’deki esitsizlikte kullanilirsa
(4.17)deki esitsizlik elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.1.11: Teorem 4.1.10°da f(e3) = f(e; + e, —e3) segilirse  her

e; € [el, e1+e2] i¢in asagidaki Ostrowski tipli
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*% - =576 LY s e?lIF el + I (el

N (91 +e; — 233)2

5 [1f' (e + |f'(es + e, — e3)]7]4

+(es = e [If (ea + e — )17 + I/ ()| (421)

esitsizlik elde edilir.

Sonu¢ 4.1.12: Teorem 4.1.10°daki (4.17) esitsizliginde r = 1 segilirse (4.17)’deki
esitsizlik (2.19)’daki esitsizlige indirgenir.

Sonu¢ 4.1.13: Sonug 4.1.11°deki (4.21) esitsizliginde r = 1 secilirse (4.21)’deki
esitsizlik (2.20)’deki esitsizlige indirgenir.

e+

292 yazilip r = 1 secilirse (4.17) deki

Sonu¢ 4.1.14: Teorem 4.1.10°’da e; =
esitsizlik (2.21)’deki esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.1.15: Teorem 4.1.1°1in sartlar1 altinda, r > 1 i¢in

fles) + fer+e, —e3) 1 ¢
5 —ez_elff(t)dt

1

1 (93 T

< — ) D ifel e’
Te,—e 2% (1+r)(1+2r)f e 1+2rf s

Q|

1
N (e; + e, — 2e3)? r? 4+ 7r2r
1 1
40 27 (1 +71)(1 + 2r)

[1f"(e)|? + 1f"(e1 + €2 — e3)]9]
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1

Flel?| t (4.22)

(e3—e)?| r r?

! — q
. 1727 [ (eat e —es)l tafna+zn

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.1, iiggen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi

yardimiyla
€2
e;)+ fleg +e,—e 1
f(e3) + fe; 2 3)_ ff(t)dt
2 62 - 61
€1
1 €3 p/ €3 q
< [1e=eiac | | [1e-eur@iva
€, — €&
€1 €1
1 1
ejtez—e3 p /e1tez—es 7
e, t+e e, t+e
+ f |t— L 2l gt f |t— L 21F(D)]9dt
2 2
es €3
e P> ey >
+ f |t — e,|dt f [t —e,]|f'(t)]9dt (4.23)
ei+ey—e3 ejtez;—e3

esitsizligi yazilir. |f'|?°nun [e4, e,] lizerinde r-konveks olusu kullanilarak (2.8)’deki

esitsizlik yardimiyla

€3
f|t—e1| F (©ldt
€1

2

2 r ! r !
< (e3—ey) l(1+r)(1+27”) If"(e)]9 + 1+ 2r 1f'(e3)]], (4.24)
f |t_elerez THOIRLE
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1
r? +1r2r
S (el + 62 - 263)2 1
2" r (1 + )1+ 27)

X [If" (el +1f"(er + €2 = e5)17] (4.25)
ve
[ ie-eniroma
< (e3—e)?
r T'Z
* ll +2r If* (61 +e =)l + 1+ +2r) (el (4.26)

esitsizlikleri elde edilir. (4.24)-(4.26) esitsizlikleri (4.23)’teki esitsizlikte kullanilirsa
ve gereken integral hesaplamalar1 yapilirsa (4.22)’deki esitsizlige ulasilir.
Sonu¢ 4.1.16: Teorem 4.1.15tef(e3) = f(e; + e, —e3)  segilirse  her

e1tep

e; € [el, ] icin asagidaki Ostrowski tipli

17
Flen =~ o | ra
( )2 2 1
1 €3~ € T ) r / q
Sez—el 2% [(1+r)(1+2r) f (el)|q+1+2r (el
1
- z 2 4 rZ% 1
n (31 + e, : 233) i r [lf’(eg)lq + |f’(el +e,— 83)|q]
4p 271+ 1)1+ 2r)

1

Fre| b @2

2

(es —e1)? r r
A+r)(@+2r)

1
2p 1+ 2r

|f'(es + e, —e3)|? +

esitsizlik elde edilir.
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Teorem 4.1.17: Teorem 4.1.1’1n sartlar1 altinda

fle3) + f(e; +e;, —e3) 1 ‘
2 _ez—elff(t)dt

1
1 <2(63 - 61)p+1 (61 + 62 - 2@3)p+1>5

+
1-1 p+1 2P(p +1)

(e —ey) @

<

x (Lr(If" (e)1% I (e)9))1 (4.28)

esitsizligi elde edilir.

Ispat: Lemma 3.1, {iggen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi

yardimiyla
€z
e3)t+flegte,—e 1
fle3) + fle; +e, 3)_ ff(t)dt
2 e, —e;
€1
1
e e1+e;—es ez P
1 e; +e,P
< flt—ellpdt+ f |t— dt + f It — e,|P dt
e, —e; 2
eq e3 ejtez;—es
1
e q
X f |f'(®)]|9dt (4.29)
€1
yazilir.
|f']9, [es, e,] lizerinde r-konveks oldugundan, (2.5)’teki esitsizlik kullanilarak
ez
1
—— [Ir @ ar < 207 @I el (4:30)
261
€1

elde edilir. (4.30)’daki esitsizligi (4.29)’daki esitsizlikte yerine yazip (4.29)’daki
integral hesaplart yapilirsa (4.28)’deki esitsizlik elde edilir. Boylece ispat

tamamlanair.
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Sonu¢ 4.1.18: Teorem 4.1.17°de f(e3) = f(e; + e, —e3)

e; € [el,elzﬁ] icin agagidaki Ostrowski tipli

f

1

<

-1

+
+1 2(p+ 1)
(e _91) P P

x (L (If (e]9, 1 (e2)]9))1

esitsizlik yazilir.

1 <2(e3 - 61)p+1 (91 +e; — 293)p+1>5

secilirse  her

(4.31)

4.2 ikinci Mertebeden Tiirevlerinin Kuvvetleri r-Konveks Olan Fonksiyonlar

Icin Integral Esitsizlikler

Teorem 4.2.1: f', [ey, e;] lzerinde mutlak siirekli ve f” € L[e;, e,] olmak lizere

f:les, e;] = R* fonksiyonu verilsin. |f" |9, [e,, e,] lizerinde r-konveks ise her e; €

e]_ +ey

] q>1, —+——11<;:1n

[ e) + fles ez —e3)]

+%(e3 3e; + ez) [f'(es) — f'(eq + e —e3)]|

1
< (33
2(e; —ey)

[(L (f" (e, If”(eg)lq))q
(2p + 1)v

+(L,(1f" (e + ez — e, If" (e2)|Q))El
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Pt e 220 1 ein If s+ e — D) (4.32)

4(2p + 1)1’

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.2, iicgen esitsizliginin integral versiyonu yardimiyla

[ (e) + ey + 3 — )]

1( 3e; + ey
€3 —————

) o) = f(er + e = e)]

3
1
<— t —e|?|F"(t)|dt
Tem ef| PIF )

e1+e2—e3 > ey
e;te
+ f |t— 12 20 f It — e, |2|f" (t)|dt (4.33)
e3 ejtex;—e3

yazilir. (4.33)’teki esitsizligin sag tarafina Holder esitsizligi uygulanirsa

[f(e) + fles e~ e3)]

1 3e,+e
+2 (e = L) [ (e) = f(er + e — e
1 e 1
- — 2p " q
Z(ez_el) fu: er?Pdt f|f (©)]9dt
e
1 1
81+82—63 E €1+€2—€3 a
e; +e,|%?P
+ f |t— > dt f If"(®)]|9dt
es €3
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1 1
ey E ey q
+ j |t — e,|?Pdt f If"(®)]9dt (4.34)
ei+e,—e3 ejtex—es

elde edilir.

|f""19, [eq, e;] lizerinde r-konveks oldugundan (2.5)’teki esitsizlik yardimiyla

1 v

—— [ i@ de < LA @I I el (4.35)
) e1+e;—es

5 | ror
< £,(f"(er + €, — eI, 1" (e)|) (4.36)
ve
—— [ 1@< £ P eI e+ e — el (4.37)
3761 ey

yazilir. (4.35)-(4.37)’deki esitsizlikler (4.34)’teki esitsizlikte kullanilirsa ve gerekli
hesaplamalar yapilirsa (4.32)’deki esitsizlik elde edilir ve ispat tamamlanir.
Sonu¢ 4.2.2: Teorem 4.2.1'de f'(e;) = f'(e; + e, —e3) segilirse her e; €

[ eit+er] . .
el,%] icin

17 1
o | rode =3 lrte) + e+ e - )
1 s —e)? 1
= 2(e, — ey) G ° )1 I(Lr(lf”(el)lq: |f”(33)|q))q
27 (2p+ 1P
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+(L,(If" (er + €2 — ex)9, £ (ex)| D)7

N (e; +e,— 233)

(L (f" (eI 1f " (s + €5 — e3)|‘1)) (4.38)
4(2p + 1)1’

esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 4.2.3: Sonug 4.2.2°de f(e3) = f(e; + e, — e3) secilirse her e; € [81’e1+ez]
icin
f(es)
sﬂe{e)(% [@(V%ﬁNqV%%Nﬂy
2 U p+ 1)p

1
+(L,(If " (e1 + e, — ex)|%, |f” (e2)|q))ﬁl
L2 (eI ey + s — e D) (439)

42p + 1)P

esitsizligi elde edilir.
Teorem 4.2.4: f', [e;,e,] lizerinde mutlak siirekli ve f" € L[e;, ;] olmak flizere

f:leq, e;] = R* fonksiyonu verilsin. |f"], [e;, e;] tizerinde r-konveks ise her e; €

+
[el, ! ez] ve v > 1 i¢in

1
S[f(e) + fler + e, = €3)]

(e =22 7 e — s+ 2 — )]
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, 2r3
< m l(es —ey) ((1 +7r)(1+2r)(1+ 3r)

>(|f”(el)| +1f"(e2)D)

r r+r2+42r
+ ((eg - e (1537) + (e + ez — 267 (4(1 1A+ 200+ 3r)>>

X (If"(e3)| +|f"(e; + e, —e3)]) | (4.40)

esitsizligi saglanir.
Ispat: Lemma 3.2 ve iiggen esitsizliginin integral versiyonu yardimiyla (4.33)’teki
esitsizlik elde edilir.

|19, [eq,e,] lizerinde r-konveks oldugundan,

1

t—e —t r
OIS (== 1" el + = If (el ) e € [ees], (441)
3 1 3 1
N 1
el 62 - e3 -t )T
" < 17 i r " r
P15 (g e I (en ¥ ez = el + i (el )
t € (es,e; + e, —es], (4.42)
ve
1
" t— e ez + 63 " r 17; T
@l = £ (eI + ve,—el),
37
t € (e;+e,—e3 6] (4.43)

yazilir. (4.41)-(4.43)’teki esitsizlikler (4.33)’te kullanilirsa (2.8)’deki esitsizlik
yardimiyla

1
S[f(e) + fler + e, = €3)]

+%<e3_3€1+92> [f'(e3) — f'(e; + e, —e3)]
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1

sﬁl js(t—el)z (;3__6;1)%|f"<e3>|+(:33__;)7|f"<e1)| dt

e te,—e; , 1 1
e; + e2> ( t—e;3 )? " (e1 +e,—e;— t)r "
+ t— e, +e,—e +|——m e dt
f (22 <e1+ez—263 P (ex e = el + (2] I e

€3

3 1 1

+ f (t = e,)2 ((eez__et>%|f”(el+ez—e3)|+<t_ee3++e3> IF"(e 2)I>dt (4.44)

eitex—e3

elde edilir. Burada

f (t — e)>"r dt = j (t — e,)?(e, — O)F dt

eitex—e3

341
r(e3 —e)’T

4.4
1+3r ' (4.45)

f(t—el) (es — )7 dt = f (t — e)2(t — ey — e, + )7 dt

eitex—e3

1
2r3(e; —ey)3*r

T A+nA+2r+3n (4.46)

ve
eitey;—e3 )

f (t _a er eZ) (t — eg)% dt

€3

e1+e;—e3 ,
= f (t—e1;e2> (el+ez—e3—t)%dt

es
1

_(egtep— 2e)° 77 (r + 12 + 2r3) 4.47)

4(1+r)(Q+2r)(1+3r)
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dir. (4.45)-(4.47) esitlikleri (4.44)’teki esitsizlikte kullanilirsa (4.40)’daki esitsizlik
elde edilir.
Sonu¢ 4.2.5: Teorem 4.24te f'(e3) = f'(e; + e, —e3) secilirse her e; €

el+62]

:el, igin
1 ‘ 1
o e j f@)dt =5 1f(e3) + f(er + e, — e3)]

- 1 s 2r3
S 2oy —ep |7 ((1 + (A + 2 + 37)

>(|f”(el)| +1f"(e2)D)

b r+r?4+2r3
+ ((e3 - e’ (1537) + (e +ea = 2607 <4(1 1+ 200+ 3r)>>

X (If"(ex)| + |f"(e1 + ez —e3))] (4.48)
esitsizligi elde edilir.
Sonu¢ 4.2.6: Sonu¢ 4.2.5°te f(e3) = f(e; + e, — e3) secilirse her e; € [el,elzﬂ]
i¢in
ez
- f (O)dt — f(e3)
e, — e f f(es
€1

- 1 ( s 2r3
=2, —ep | \TEnarzoas3n

>(|f"(el)l +1f"(e2)D)

LT 5 r+ri42r
+ ((6’3 — e (75gp) + et ea—2e0) <4(1 T+ 200 + 3r)>>

X (If"(es)| + 1" (es + €2 — e3)])] (4.49)

esitsizligi elde edilir.
Sonu¢ 4.2.7: Teorem 4.2.4’te r =1 secilirse (4.40)’daki esitsizlik (2.22)’deki

esitsizlige indirgenir.
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Sonu¢ 4.2.8: Sonu¢ 4.2.5'te r =1 segilirse (4.48)’deki esitsizlik (2.23)’teki
esitsizlige indirgenir.

Sonu¢ 4.2.9: Sonu¢ 4.2.6’da r =1 secilirse (4.49)’daki esitsizlik (2.24)’teki
esitsizlige indirgenir.

Sonu¢ 4.2.10: Teorem 4.2.4’te e, =3e{% yazilip r = 1 segilirse (4.40)’daki
esitsizlik (2.25)’teki esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.2.11: Teorem 4.2.1’in sartlar1 altinda, r > 1 igin

1

€, — €&

[ F®at =315 + fley + e, = e

3e; + e,

1
+E(e3 T) [f'(e3) — f'(e; + ey —e3)]

1 AN LN . ) .
=2e, e 7 <2p + 1) {(93 —e)*[If" (e + I (e3)] ]
— 3
n (el + 324 233) [|f”(93)|q + |f”(el + e, — es)lq]%

1
+(es —e)?[If"(e; + e, —e3)|7 + If"(ez)lq]a} (4.50)

esitsizligi saglanir.
Ispat: Lemma 3.2, iiggen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi
yardimiyla (4.34)’teki esitsizlik elde edilir. |f"|9, e, e;] tlzerinde r-konveks

oldugundan (2.8)’deki esitsizlik yardimiyla

[1rr@rmar S 1 ere 171 (451
[ e
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r(e; + e, — 2e
<(1 2 3)

= T+7 [1f"(e)1?+ If" (es + e2 — e3)]9] (4.52)
ve

[ r@ea
ST e, e, — eI+ I (o] (453)
= 1+r LR 2 :

yazilir. (4.51)-(4.53) esitsizlikleri (4.34) esitsizliginde kullanilirsa ve (4.34)’teki
gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.50)’deki esitsizlik elde edilir.
Sonu¢ 4.2.12: Teorem 4.2.11°de f'(e3) = f'(e; + e, —e3) segilirse  her

e; € [el,el+e2] icin
e, 1
—— | r@de=31fe) + fer+es—e))

Q-

- 2(621— e1) G i 1)a <2p1+ 1) {(63 — e llf (el + If (el

e, +e,—2e;)3
+(1 24 3)

[If" ()| + |f"(es + €2 — e5)]9]4

+(es = e?1f (g + e, = eI + I (e)]T4] (454

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2.13: Sonug 4.2.12°de f(e3) = f (e, + e, — e3) segilirse her e; € [el,elzez]
i¢in
€2
— [ r@ae- ey
e, — e, f f(es
€1
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< Z(ezl_ e1) (T :_ 1)5 <2p1+ 1>5 {(63 —e)3[|f"(e)]? + |f”(e3)|q]%

NGk - 26 11 £ el + 1 ey + e — e |70

+ey = e [If"(er + e, = )| + I (e)|T4] (455)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2.14: Teorem 4.2.1’in sartlar1 altinda, r > 1 i¢in

1/ (ea) + ey + 2 — )]

1 3e; +

+E(€3 eq ez) [f (63) f (e1 +e,— 93)]
1 (e5 — 31)3 2r3 ., .,

= 2(e; — el){ 3 1+r(A+2r)(1+3r) F e+ 1+3r If (eg)lq]

(e1 +e;— 233)3 r+r2+42r3 ., . 7
T T laarnarmaren el e es)lq)]

( )? 3 1

374 " 2r " q
T [1 yar et e el s s a e (ez)lq] } (4.56)

esitsizligi saglanir.
Ispat: Lemma 3.2, iiggen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi

yardimiyla

1
S[f(e) + fler + e, = €3)]

+ (e =) [ (o) = £ + e, = )

38
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l 1
e3 q
- _ _ 2 14 q
< jkt eprae| | [ @-eifr@lva
€1
+ey— 2 ertes- 2
e e; + ey\? b e, + e,\? I
+ j (t— ) dt f (t— ) |f"(t)]|9dt
2 2
es €3
1 1
€2 P ez q
+ j (t = e,)? dt f (t = e,)? " ()]9dt (4.57)
ei+ey;—e3 ejtez;—e3

yazilir. |f"|7°nun [e,, e,] lizerinde r-konveks olusu kullanilarak (2.8)’deki esitsizlik

yardimiyla

f&—qfﬁ%ﬂwm

< (e3—ey)?

2r3
“la+na+2na+3n

If"(e)]? +

——If" (eI, (4:58)

eitey;—e3

J

]

+ e,\?2
12 2) If"(£)]9dt

r+1r2+2r3

< (e; + e, — 2e3)° 41+ 1)1+ 2r)(1+37)

X [1f"(es)? + |f" (e + €2 — e3)|7] (4.59)

ve

39



4. BULGULAR ve TARTISMA Ecem KANISIRIN

j (¢ — e)?|f" (D)]9de

ejt+ey;—es3
<(e3—ey)?

- |f" (e, + )|+ 2r If" (e,)|? 4.60
XNirar et e —el g saoaaran e (4.60)

esitsizlikleri yazilir. (4.58)-(4.60) esitsizlikleri (4.57)’deki esitsizlikte kullanilirsa ve
gerekli hesaplamalar yapilirsa (4.56)’daki esitsizlik elde edilir ve ispat tamamlanr.
Sonu¢ 4.2.15: Teorem 4.214te  f'(e3) = f'(e; + e, —e3)  segilirse

ejtey

her e; € [el, ] icin

e i o f f(®)dt - % [f(es) + f(er + e, — e3)]
3 3 1
= z(ezl— e1) {(63 ;;) 1+n@ err2r)(1 +3r) IF" el + 5 +r3r 'f”(e3)|q]q
1
ot 6122; S [4(1 + :)J(rlri JerZ)r(i ran I+ e e, - e3)|q)r
1
+ (es ;;1)3 [1 -:37” If"(ey + ey —eg)|? + DI err;)(l 3 If”(ez)lq]q} (4.61)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2.16: Sonug 4.2.15’te f(e3) = f(e; + e, — e3) secilirse her e; € [el,elzez]

i¢in

— [ r@ae- ey

€, — €1
€1
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1

If”(eg)lq]

lf" (e +

= 20e, —en) A+ +200 +30)

1 (e5 — 61)3 2r3
1+ 3r

3

+(el+ez—2e3)3[ r+1r?+2r3

1 41 +r)(1+2r)(1 + 3r)

(f" e+ 17" (ex + €2 — ez)lq)]q
12p

2r3

4 (e5 — e1)?
1+r)(@+2r)(1+37)

r
7 [1+3r If"(es + e, —e3)|? +

If”(ez)lq]q} (4.62)
3p

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2.17: Teorem 4.2.1’in sartlar1 altinda

1/ ea) + fles + 3~ )]

1 3
+= (0= L) 1 (e) — f(er + ey — )]
< 1 (2(33 —e)?P*t  (e;+ e, — 293)2p+1>%
- 2(e, — 31)1_% 2p+1 22r(2p + 1)
1
x (L. (If" (e |f" (e)]9))4 (4.63)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.2, iicgen esitsizliginin integral versiyonu ve Holder esitsizligi

yardimiyla

1

S[F(e) + fler + e, — €3)]
+ (e =T 2) (o) — £y + e = e3)
- 1
~ 2(e;—ey)

41



4. BULGULAR ve TARTISMA Ecem KANISIRIN

1

e3 e1+e2—e3 2 €2
e + ey
% j|t—e1|21’dt+ f |t— 12 2 de+ f |t — e,|?P dt
e; e3 ejtez—es
1
ey E
x j If"(6)]7 dt (4.64)
€1

yazilir. |f"'9, [e;, e,] lizerinde r-konveks oldugundan (2.5)’teki esitsizlik yardimiyla

1

€, — €&

f If"@©19dt < L.(If" (e, |f" (e2)|D) (4.65)

elde edilir. (4.65)’teki esitsizlik (4.64)’te kullanilirsa ve (4.64)’teki gerekli
hesaplamalar yapilirsa (4.63)’teki esitsizlik elde edilir.
Sonu¢ 4.2.18: Teorem 4.217°de f'(e3) = f'(e; + e, —e3) segilirse her

e1tey
2

e; € [el, ] icin

1 1
— | r@de=31e) + fer+es—e))
< 1 <Z(e3 —e)?*tl  (e; te, — 2e3)2p+1>%
 2e, - el)l_% 2p+1 220 (2p+1)
1
X (L (If" (e, 1" (€))7 (4.66)

esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 4.2.19: Sonug 4.2.18’de f(e;) = f(e, + e, — e3) seqilirse her e; € [el,elzez]

i¢cin
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1
— [ rodc- ey
< 1 <2(e3 —e)?* (e;+e;— 233)2p+1>%
- 2(e, — 61)1—% 2p+1 22r(2p + 1)
X (L.(If" (eI, If" (e)|D)a (4.67)

esitsizligi elde edilir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu c¢aligmada birinci ve ikinci mertebeden diferensiyellenebilir r-konveks
fonksiyonlar igin literatirde mevcut olan iki lemma yardimiyla yeni integral
esitsizlikler elde edilmistir. Elde edilen bu sonuglarin bazilarmin literatiirle uyumlu
sonuglar oldugu gozlemlenmistir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar, bu tez caligmasinda kullanilan lemmalar
yardimiyla konveks fonksiyonlarin farkli siniflari i¢in esitsizlikler elde edebilecekleri
gibi farkli lemmalar kullanarak r-konveks fonksiyonlar i¢in de yeni sonuglar
uretebilirler. Ayrica son zamanlarda c¢ogu arastirmacinin iizerinde yogunlastigi
Atangana-Baleanu operatorleri yardimiyla r-konveks fonksiyonlar igin farkli tipten

integral esitsizlikler iiretebilirler.
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