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Tez üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde Radon dönüşümü ve uygulamaları ile ilgili 

temel bilgiler verilmiş ve X-ışınının davranışı için temel bir matematiksel model ifade 

edilmiştir. İkinci bölümde, Radon dönüşümünün tanımı, temel özellikleri ve bazı 

fonksiyonların Radon dönüşümünün hesabına yönelik örnekler verilmiştir. Üçüncü bölümde 

Radon dönüşümünün tersinin elde edilmesine yönelik yöntemler araştırılmıştır. Radon 

dönüşümünün tersi için öncelikle geri-projeksiyon yöntemi ele alınmış, daha sonra Radon 

dönüşümü ile Fourier dönüşümü arasındaki temel ilişki merkezi kesit teoremi (Fourier kesit 

teoremi) yardımıyla ifade edilmiş ve filtrelenmiş geri-projeksiyon yöntemi incelenmiştir. 
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BÖLÜM 1

GİRİŞ

Mühendislik, medikal görüntüleme, astronomi, jeofizik ve optik gibi bilimin birçok farklı

alanında uygulamalara sahip olan Radon dönüşümü, adınıAvusturyalımatematikçi J. K.

August Radon’dan (1887 —1956) almaktadır. "On the determination of functions from

their integrals along certain manifolds (Fonksiyonların belli manifoldlar üzerindeki integ-

rallerinden bu fonksiyonların kendilerinin belirlenmesi)" (Radon 1917) adlıçalı̧smasında

Radon, iki deği̧skenli bir fonksiyonun düzlemdeki tüm doğrular boyunca eğrisel integral-

lerinden yararlanarak bu fonksiyonun kendisinin elde edilmesi ile ilgili bazısonuçlarıor-

taya koymuştur. Bu problem rekonstrüksiyon (yeniden yapılandırma) problemi olarak

bilinmektedir (Durrani and Bisset 1984, Epstein 2008, Helgason 1999, Kuchment 2014).

Medikal görüntüleme alanında kullanılan bilgisayarlıtomografi (CT - Computerized

Tomography) rekonstrüksiyon probleminin en bilinen uygulamalarından biridir. CT tara-

masıbir nesneye veya canlıya zarar vermeden, onu kesmeden veya kırmadan iç yapısını

anlamayıamaçlayan bir yöntemdir (Cierniak 2011, Herman 1980, 2009). Nesnenin deği̧sik

açılardan çok sayıda X-ı̧sınıgörüntüleri alınarak o nesnenin iç yapısının görüntüsü elde

edilmeye çalı̧sılır. Bilinen yoğunluktaki tek bir X-ı̧sını bir ortamdan geçerken (kemik,

kas, beyin dokusu vs.) ı̧sının içinde bulunan enerjinin bir kısmı ortam tarafından ab-

sorbe edilir; bir kısmıedilmez. Bu ı̧sının yoğunluğu bir dedektör ile ölçülebilir. İlk ve son

yoğunluk arasındaki fark ortamın enerjiyi absorbe edebilme oranınıgösterir. Örneğin kırık

bir kemiğin röntgen filmi dedektör tarafından ölçülen verilerin sonucu ile elde edilir. Bir

makine tarafından paralel, yelpaze veya koni şeklinde X-ı̧sınlarıyayılır ve kemik tarafın-

dan engellenmeyen veya absorbe edilmeyen fotonlar filmi ortaya çıkarır ve ortamın resmini

oluşturur. CT taramasının ana fikri farklıyönlerde ortamdan geçen X-ı̧sınlarının yoğun-

luklarındaki deği̧sikliği ölçerek bu ölçümleri kıyaslamak ve nerede daha fazla nerede daha

az absorbe edildiğine karar verebilmektir (Kak and Slaney 2001, Jiang and Wang 2003).

Güney Afrikalıfizikçi Allan McLeod Cormack (1924 - 1998) tarafından X-ı̧sınıteknolo-

1



jisi üzerine yapılan çalı̧smalar ile birlikte Radon’un yaptı̆gı çalı̧smaların uygulamalar

açısından önemi fark edilmi̧stir. Cormack, (Cormack 1963, 1964) çalı̧smalarında Radon

dönüşümünün radyolojik uygulamalarınıifade etmi̧s ve CT taramasının temellerinin oluş-

turulmasında etkili olmuştur. Bu çalı̧smalarıele alan İngiliz mühendis G. N. Hounsfield

(1919 - 2004) ilk CT tarama cihazınıicat etmi̧stir. Hounsfield, "Bir kutunun tüm açılar-

dan X-ı̧sını taraması (röntgen) yapılarak içerisindeki nesnenin ne olduğunu belirlemek

mümkün olabilir mi?" sorusu ile CT tarayıcısıüzerinde çalı̧smaya başlamı̧stır. Radon’un

çalı̧smalarından yararlanarak meslektaşlarıile birlikte Cormack’in teorik hesaplamalarını

gerçek bir uygulamaya taşıyarak ilk CT tarayıcısınıoluşturmuşlardır (Hounsfield 1972,

1973). Hounsfield çalı̧smalarınıtıp alanına yöneltmi̧s ve prototip bir kafa tarayıcısıoluş-

turmuştur. Bu prototip ilk olarak muhafaza edilmi̧s bir insan beyni üzerinde denenmi̧stir.

Daha sonra bir inek beyninde ve son olarak kendisi üzerinde denemeler yapmı̧stır. 1971

yılında İngiltere, Wimbeldon’da bir hastanede yatan serebral kist hastasıüzerinde yapılan

başarılı bir tarama sonucunda CT taraması tıp alanı ile tanı̧stırılmı̧stır. 1975 yılında

Hounsfield tüm vücut taramasınıgeli̧stirmi̧stir. Cormack ve Hounsfield, X-ı̧sınıtemelli

CT teknolojisinin geli̧stirilmesi üzerine yaptıklarıçalı̧smalardan ötürü 1979 yılında Nobel

tıp ödülünü almı̧slardır.

1.1 TEZİN KAPSAMI VE ÖNEMİ

Tanım kümesi düzlem olan bir f fonksiyonunun Radon dönüşümü

<f(t, θ) :=

∫
lt,θ

fds =

∞∫
−∞

f (t cos θ − s sin θ, t sin θ + s cos θ) ds

şeklinde tanımlanır. <f(t, θ) Radon dönüşümü f (x, y) nin düzlemdeki tüm lt,θ doğruları

boyunca alınan integralleridir. Radon dönüşümünün tersi ise lt,θ doğrularıboyunca in-

tegralleri alınan f (x, y) fonksiyonunun kendisinin yeniden elde edilmesidir. Dolayısıyla

Radon dönüşümünün tersinin hesaplanması, yani <f(t, θ) bilindiğinde f (x, y) fonksiyo-

nunun bulunmasıönemli bir problemdir. Bunun için kullanılabilecek yöntemlerden biri

geri-projeksiyon (back-projection) yöntemi olup bu yöntem ile<f(t, θ) verilerinden f (x, y)

fonksiyonu için bir yaklaşım yapmak mümkündür. Ancak bu yöntem f (x, y) fonksiyonu

için düzgünleştirilmi̧s/bulanık bir yaklaşım sağlar. Bir başka yöntem ise Radon dönüşümü

ile Fourier dönüşümü arasındaki ili̧skiyi ifade eden merkezi kesit teoremi (Fourier kesit
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teoremi) yardımıyla ortaya konulan filtrelenmi̧s geri-projeksiyon yöntemidir. Bu yöntemde

<f(t, θ) fonksiyonun Fourier dönüşümü bir filtre faktörü olarak adlandırılan bir çarpan

ile çarpıldıktan sonra ters Fourier dönüşümü hesaplanır ve sonrasında geri-projeksiyon

uygulanarak f (x, y) fonksiyonu elde edilir. Bu yöntem ile bulanıklık bir miktar giderile-

rek f (x, y) fonksiyonu için daha net bir yaklaşım elde etmek mümkündür.

Bu bölümün kalan kısmında X-ı̧sınının azalmasıile ı̧sının geçtiği maddenin özelliklerini

ili̧skilendiren Beer yasası yardımıyla X-ı̧sınının davranı̧sı için temel bir matematiksel

model ifade edilmi̧stir. İkinci bölümde, Radon dönüşümünün tanımının iki boyutlu ve

yüksek boyutlu formları ifade edilmi̧s, bazıtemel özellikleri verilmi̧s ve bazıfonksiyon-

ların Radon dönüşümünün hesabıve özelliklerinin uygulamalarına yönelik örnekler ele

alınmı̧stır. Üçüncü bölümde, Radon dönüşümünün tersinin elde edilmesine yönelik geri-

projeksiyon yöntemi ve filtrelenmi̧s geri-projeksiyon yöntemi araştırılmı̧stır. Ayrıca, çeşitli

örnekler yardımıyla Radon dönüşümünün tersi için geri-projeksiyon ve filtrelenmi̧s geri-

projeksiyon yöntemlerinin uygulamasıve kaŗsılaştırılmasıyapılmı̧stır.

1.2 X-IŞINININ DAVRANIŞI VE BEER YASASI

Puzzle, bulmaca ve sudoku gibi zeka oyunlarının bir benzeri nonogram (kare karalamaca)

olarak adlandırılan resimli mantık bulmacalarıdır. Nonogram, kare bir alan üzerinde oy-

nanır ve bu kare alan küçük karelerden oluşmaktadır. Her satır ve sütunun başında yer

alan sayılar o satır ve sütunda kaç siyah kare olduğunu gösterir. Oyunun amacıbu siyah

kareleri tamamlamak ve karalanan karelerin meydana getirdiği şekli bulmaktır (Şekil 1.1).

(a) (b)

Şekil 1.1 a) Nonogramın ilk (çözülmemi̧s) hali, b) nonogramın görüntü oluşturulan hali.
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Medikal alanda sıklıkla kullanılan bilgisayarlıtomograficihazının çalı̧sma prensibinin ben-

zer şekilde olduğu söylenebilir. Bilgisayarlıtomografide görüntü elde etmek için satır ve

sütunlardaki sayılar yerine X-ı̧sınlarıkullanılır; kare karalamak yerine ise nesnenin içinden

geçen her bir ı̧sının yoğunluk durumu araştırılır. Yeterli miktarda X-ı̧sınıiçin yoğunluk

deği̧sikliği hesaplanarak bir görüntü elde edilir. Beyaz kareler X-ı̧sınlarının absorbe edildiği

bölgeleri gösterirken siyah kareler X-ı̧sınlarının absorbe edilmediği bölgeleri göstermek-

tedir. Yani kemik gibi X-ı̧sınlarınıyoğun olarak absorbe eden yüksek atomlu ortamlar-

dan/maddelerden geçen yerlerin beyaz kareleri; hava gibi absorbe etme oranının daha az

olduğu ortamlardan/maddelerden geçen yerlerin siyah kareleri ifade ettiği söylenebilir.

(a) (b)

Şekil 1.2 X-ı̧sınlarının absorbe edilmesi şematik gösterimi; (a) Gönderilen ve ölçülen

enerji miktarı, (b) Elde edilen görüntü.

Bir kaynaktan gönderilen her bir X-ı̧sını, ortamın/maddenin içinden geçtikten sonra diğer

tarafta bir dedektör yardımıyla ölçülür. Şekil 1.2’de 9 adet birim kareden oluşan bir kare

üzerinde önce bir kaynak tarafından gönderilen ı̧sınlar ve bu ı̧sınların ortamdan geçtikten

sonra ölçülen enerji miktarları; sonra bu verilere göre elde edilen görüntü ifade edilmi̧stir.

Örneğin, 1. satırdan gönderilen 3 birimlik ı̧sın ortamdan çıktıktan sonra 1 değeri ile

ölçülmektedir. Yani ortam tarafından 2 birimlik ı̧sın absorbe edilmi̧stir. 1. sütundan gön-

derilen 3 birimlik ı̧sın ortamdan çıktıktan sonra 0 değeri ile ölçülmektedir. Bu sonuca

göre ortam tarafından 3 birimlik ı̧sın absorbe edilmi̧stir. Birim kareler tarafından absorbe
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edilen bölgeler beyaz renkle ifade edilirse bu durumda 1. sütundaki 3 karenin beyaz renkli

olmasıgerekmektedir. 1. satırda 2 birim karenin beyaz olmasıgerekmektedir ancak diğer

hangi karenin beyaz olacağının belirlenmesi için daha fazla veri yani daha fazla ı̧sının

yoğunluk deği̧simi hakkında bilgi edinilmesi gerekmektedir.

Ölçüm sonuçları sadece siyah ve beyaz ile sınırlandırılmadan bir "gri" renk skalasında

değerlendirilir. Örneğin 0-1 arasında numaralandırma yapılırsa 0 siyahı, 1 beyazıve bu

aralıkta kalanlar grinin farklıtonlarınıifade eder. X-ı̧sınıobjeden geçerken absorbe edilme

derecesine göre ı̧sının yoğunluğundaki deği̧sim sebebi ile gri bölgeler oluşturur. İyi bir

görüntü elde edebilmek için yeterli miktarda X-ı̧sınının yoğunluk deği̧siminin bilinmesi

gerekir. Bu durumun daha anlaşılır olmasıiçin X-ı̧sınının davranı̧sıiçin temel bir yaklaşım

aşağıdaki kısımda (Feeman 2015) çalı̧smasından yararlanarak ifade edilmi̧stir.

X-ı̧sınlarının fotonlardan meydana geldiği kabul edilir ve X-ı̧sınının “tek renkli”olduğu,

yani her fotonun aynıE enerji seviyesinde olduğu varsayılırsa, N(x), saniyede x noktasın-

dan geçen fotonların sayısıolmak üzere, x noktasındaki ı̧sın yoğunluğu

I(x) = EN(x)

şeklinde gösterilebilir. X-ı̧sınının üzerinden geçtiği ortamların/maddelerin her bir milimet-

resi belli miktarda fotonu absorbe eder ve ortamın fotonu absorbe etme oranıo maddenin

“azalma katsayısı(attenuation coeffi cient)”olarak ifade edilir. Genel olarak azalma kat-

sayısınegatif değildir ve her maddenin azalma katsayısıaynıdeğildir. Medikal alanda,

azalma katsayısıGodfrey Hounsfield tarafından geli̧stirilen “Hounsfield Birimi (HU)”ile

temsil edilir (Hounsfield 1973).

1.2.1 Hounsfield Birimi

Hounsfield birimi, bir ortamın azalma katsayısının, suyun azalma katsayısıile kıyaslan-

masıyla belirlenen bir sayıolarak tanımlanmaktadır. Hounsfield birimi, radyoyoğunluğunu

(radiodensity) tanımlayan nicel bir ölçektir. A, azalma katsayısınıifade etmek üzere;

Hortam =
Aortam − Asu

Asu
. (1.1)

Bazımaddelerin Hounsfield birimleri Tablo 1.1’de verilmi̧stir.
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Tablo 1.1 Bazımaddelerin Hounsfield birimleri.

Madde Hounsfield Birimi

Kemik 1000

Karaciğer 40 - 60

Beyaz Cisim 20 - 30

Gri Cisim 37 - 45

Kan 40

Kas 10 - 40

Böbrek 30

Su 0

Yağ −100 - −50

Hava −1000

Bir ortamdan geçen X-ı̧sınının, x ve x+∆x arasında bir yerde olduğu ve A(x) in ortamın

bu yerdeki azalma katsayısıolduğu varsayılsın. Bu durumda [x, x+∆x] aralı̆gında absorbe

edilen bütün fotonların oranı

p(x) = A(x)∆x

şeklinde gösterilir. [x, x+ ∆x] aralı̆gında ortam tarafından saniyede absorbe edilen foton-

ların sayısı

p(x)N(x) = A(x)N(x)∆x (1.2)

olur.

Şekil 1.3 Bir X-ı̧sınının homojen bir materyalin içinden geçi̧si.
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(1.2) eşitliğinin her iki tarafıE (her bir fotonun enerji seviyesi) ile çarpılırsa bu aralıktaki

X-ı̧sınının yoğunluk kaybı

∆I ≈ −A(x)I(x)∆x

şeklinde ifade edilir. Bu durumda ∆x→ 0 için, Beer Yasasıolarak da bilinen

dI

dx
= −A(x)I(x) (1.3)

diferensiyel denklemi elde edilir.

Beer YasasıX-ı̧sınının azalmasıile ı̧sının geçtiği maddenin özelliklerini ili̧skilendirir. Or-

tamdan geçen X-ı̧sınının yoğunluk deği̧sim oranı bu ı̧sın grubunun yoğunluğu ve or-

tamın azalma katsayısı ile orantılıdır ve (1.3) denklemi bu durumu ifade etmektedir.

I̧sın I0 = I(x0) yoğunluğu ile x0 noktasında başlar ve ortamıgeçtikten sonra I1 = I(x1)

son yoğunluğu ile x1 noktasında kontrol edilirse

x1∫
x0

dI

I
= −

x1∫
x0

A(x)dx

olur. Buradan

ln (I (x1))− ln (I (x0)) = −
∫ x1

x0

A (x) dx

veya∫ x1

x0

A (x) dx = ln

(
I0

I1

)
(1.4)

olduğu görülür. Sonuçtan görüldüğü üzere, X-ı̧sınının ölçülen yoğunluğundan A nın ken-

disinin değeri değil X-ı̧sınıboyunca A nın integralinin değeri hesaplanır.
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BÖLÜM 2

RADON DÖNÜŞÜMÜ

Bu bölümde Radon dönüşümünün öncelikle 2−boyutlu temel hali tanımlanacak ve daha

sonra bu tanımın yüksek boyutlar için genelleştirilmesi yapılacaktır. Bazı fonksiyon-

ların Radon dönüşümünün hesabına yönelik örnekler incelenecektir. Daha sonra Radon

dönüşümünün temel özellikleri verilerek bu özelliklere yönelik örnekler incelenecektir.

2.1 İKİ BOYUTLU RADON DÖNÜŞÜMÜ

İki deği̧skenli bir fonksiyonun Radon dönüşümü bu fonksiyonun düzlemdeki tüm doğrular

boyunca integralleri yardımıyla tanımlanır.

Şekil 2.1 lt,θ doğrusu.

Şekil 2.1’de gösterildiği üzere t, orijinden l ye indirilen dikmenin uzunluğu ve θ, bu dik-

menin x-ekseni ile yaptı̆gıpozitif yönlü açıolmak üzere düzlemdeki her bir doğru

lt,θ : (x (s) , y (s)) = (t cos θ − s sin θ, t sin θ + s cos θ), s ∈ R (2.1)

şeklinde verilsin. x = t cos θ − s sin θ

y = t sin θ + s cos θ
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eşitlikleri dikkate alınırsa lt,θ doğrusunun denklemi normal formda

t = x cos θ + y sin θ

olarak yazılabilir.

Tanım 2.1.1 (Radon dönüşümü) t ∈ R, θ = (cos θ, sin θ) ∈ S1 (birim çember) olmak

üzere, sürekli bir f (x, y) fonksiyonunun Radon dönüşümü düzlemdeki tüm lt,θ dŏgruları

boyunca

<{f(x, y)} (t, θ) =

∫
lt,θ

f (x, y) ds =

∫
lt,θ

f (t cos θ − s sin θ, t sin θ + s cos θ) ds (2.2)

integralleri ile tanımlanır; burada ds yay uzunlŭgu elemanıdır.

Dirac delta fonksiyonu kullanılarak Radon dönüşümü

<{f(x, y)} (t, θ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y) δ (t− x cos θ − y sin θ) dxdy (2.3)

şeklinde tanımlanır (Toft 1996).

2.2 YÜKSEK BOYUTLU RADON DÖNÜŞÜMÜ

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn olmak üzere, n-deği̧skenli bir f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) fonksiyo-

nunun Radon dönüşümü, bu fonksiyonun Rn deki tüm hiper düzlemler üzerinde alınan

integralleri ile tanımlanır.

ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn bir birim vektör olmak üzere, Rn de bir hiper düzlem

t = x.ξ = x1ξ1 + . . .+ xnξn

denklemi ile verilsin.

Tanım 2.2.1 t ∈ R ve ξ ∈ Rn birim vektör olmak üzere, n-dĕgişkenli bir f fonksiyonunun

Radon dönüşümü

<{f (x)} (t, ξ) = <f (t, ξ) =

∞∫
−∞

f (x) δ (t− x.ξ) dx

şeklinde tanımlanır. Burada dx = dx1dx2...dxn dir.

Tanımdan görüldüğü üzere f(x) in <f(t, ξ) Radon dönüşümü, Rn deki tüm hiper düzlem-

ler üzerinde tanımlıbir fonksiyondur ve bu fonksiyonun herhangi bir hiper düzlemdeki

değeri f(x) in o düzlem üzerindeki integraline eşittir (Debnath and Bhatta 2015).
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2.3 RADON DÖNÜŞÜMÜ ÖRNEKLERİ

Örnek 2.3.1 a > 0 olmak üzere, f (x, y) = e−a
2(x2+y2) fonksiyonunun <

{
e−a

2(x2+y2)
}

Radon dönüşümünü hesaplamak için (2.3) kullanıldı̆gında

<
{
e−a

2(x2+y2)
}

(t, θ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−a
2(x2+y2)δ (t− ξ1x− ξ2y) dxdy

olur ve ξ = {ξ1, ξ2} birim vektörü olmak üzere,

 u

v

 =

 ξ1 ξ2

−ξ2 ξ1

 x

y


u2 + v2 = (ξ1x+ ξ2y)2 + (−ξ2x+ ξ1y)2

= ξ2
1x

2 + 2ξ1xξ2y + ξ2
2y

2 + ξ2
2x

2 − 2ξ1xξ2y + ξ2
1y

2

= x2
(
ξ2

1 + ξ2
2

)
+ y2

(
ξ2

1 + ξ2
2

)
= x2 + y2.

Ortogonal lineer dönüşüm ile dĕgişken dĕgişimi yapıldı̆gında

<
{
e−a

2(x2+y2)
}

(t, θ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−a
2(u2+v2)δ (t− u) dudv

= e−a
2t2

∞∫
−∞

e−a
2v2dv

=

√
πe−a

2t2

a

elde edilir.

Özel olarak a = 1 için f (x, y) = e−x
2−y2 fonksiyonunun grafĭgi Şekil 2.2’de verilmiş olup

bu fonksiyonun Radon dönüşümü

<
{
e−x

2−y2
}

(t, θ) =
√
πe−t

2
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olur.
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Şekil 2.2 f(x, y) fonksiyonunun grafĭgi (Örnek 2.3.1 için).

(2.2) kullanılarak hesaplama yapıldı̆gında

<f (t, θ) =

∫
`t,θ

e−x
2−y2ds

=

∞∫
−∞

e−(t cos θ−s sin θ)2−(t sin θ+s cos θ)2ds

=

∞∫
−∞

e−t
2 cos2 θ+2ts cos θ sin θ−s2 sin2 θ−t2 sin2 θ−2ts cos θ sin θ−s2 cos2 θds

=

∞∫
−∞

e−t
2(cos2 θ+sin2 θ)−s2(cos2 θ+sin2 θ)ds

=

∞∫
−∞

e−t
2−s2ds

= e−t
2

∞∫
−∞

e−s
2

ds

=
√
πe−t

2

elde edilir.
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Örnek (2.3.1)’de elde edilen sonucu daha yüksek boyutlara geni̧sletmek mümkündür. n =

3 durumu Örnek (2.3.2)’de verilmi̧stir.

Örnek 2.3.2 (Deans 1983, s. 61) f (x, y, z) = e−x
2−y2−z2 fonksiyonunun <

{
e−x

2−y2−z2
}

Radon dönüşümü

<{e−x2−y2−z2} (t, ξ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−x
2−y2−z2δ (t− ξ1x− ξ2y − ξ3z) dxdydz

olup, q = (ξ2
1 + ξ2

3)1/2 ve |ξ| = (ξ2
1 + ξ2

2 + ξ2
3)1/2 = 1 birim vektörü olmak üzere

u

v

w

 =


ξ1 ξ2 ξ3

−ξ1ξ2/q q −ξ2ξ3/q

−ξ3/q 0 ξ1/q




x

y

z


ortogonal lineer dönüşüm ile dĕgişken dĕgişimi yapıldı̆gında

<{e−x2−y2−z2} (t, ξ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−u
2−v2−w2δ (t− u) dudvdw

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−t
2−v2−w2dvdw

= e−t
2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−v
2−w2dvdw

= e−t
2

∞∫
−∞

e−w
2

∞∫
−∞

e−v
2

dvdw

=
√
πe−t

2

∞∫
−∞

e−w
2

dw

= πe−t
2

n = 2 ve n = 3 durumlarında oldŭgu gibi pozitif bir n tam sayısı için ortogonal matris

dönüşümünün ilk satırıξ nin elemanlarından oluşur ve genel olarak

<
{
e−x

2
1−x22−...−x2n

}
(t, ξ) =

(√
π
)n−1

e−t
2

olur.

Örnek 2.3.3 (Feeman 2015, s. 15) Orijin merkezli, yarıçapı R > 0 olan Ω kapalı

dairesel bölgesinin karakteristik fonksiyonu

fΩ(x, y) :=

 1 , x2 + y2 ≤ R2 ise

0 , x2 + y2 > R2 ise
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olmak üzere

|t| > R olmasıdurumunda θ nın alabilecĕgi her bir dĕger için lt,θ dŏgrusu Ω diskiyle ke-

sişmedĭginden lt,θ nın her noktasında fΩ = 0 olup <fΩ(t, θ) = 0 elde edilir.

|t| ≤ R olmasıdurumunda ise lt,θ dŏgrusu Ω bölgesi ile kesişir. Bu durumda lt,θ dŏgrusu-

nun Ω bölgesinin içinde kalan, −
√
R2 − t2 ≤ s ≤

√
R2 − t2 aralı̆gındaki parametrik dĕger-

leri ile tanımlıparçasının uzunlŭgu 2
√
R2 − t2 dir. fΩ nın bu aralıktaki dĕgeri 1; aralık

dı̧sındaki dĕgeri ise 0 oldŭgundan <fΩ(t, θ) bu dŏgru parçasının uzunlŭguna eşit olur.

Böylece

<fΩ(t, θ) =

 2
√
R2 − t2 , |t| ≤ R ise

0 , |t| > R ise
.

Bu örnĕgin özel bir durumu olarak R = 1 seçilirse, grafĭgi Şekil 2.3’te verilen

f(x, y) :=

 1 , x2 + y2 ≤ 1 ise

0 , x2 + y2 > 1 ise

fonksiyonunun Radon dönüşümü

<f(t, θ) =

 2
√

1− t2 , |t| ≤ 1 ise

0 , |t| > 1 ise
.
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Şekil 2.3 fΩ(x, y) fonksiyonunun grafĭgi (Örnek 2.3.3 için).
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Örnek 2.3.4 (Deans 1983, s. 62) Bu örnekte birim kare üzerinde Radon dönüşümü

incelenecektir.

f(x, y) :=

 1, 0 < x < 1, 0 < y < 1

0, dĭger durumda

Şekil 2.4’te gösterildĭgi üzere f(x, y) fonksiyonu, 0 < x < 1, 0 < y < 1 için birim

(unity); dĭger durumlarda ise sıfır olarak tanımlanmı̧stır. Şekil 2.5’te birim kareden geçen

bir dŏgrunun durumu gösterilmektedir. Simetri özellĭginden θ yı0 < θ < π/4 aralı̆gında

düşünmek yeterli olacaktır. Bu durumda Radon dönüşümü

<f (t, θ) =


t

sin θ cos θ
, 0 < t < sin θ 1. bölge

1
cos θ

, sin θ ≤ t ≤ cos θ 2. bölge
sin θ+cos θ−t

sin θ cos θ
, cos θ < t < sin θ + cos θ 3. bölge

(2.4)

şeklinde gösterilebilir.
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Şekil 2.4 f(x, y) fonksiyonunun grafĭgi (Örnek 2.3.4 için).

Şekil 2.5 Birim kare ve kareden geçen dŏgru.
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Bölge 3 için hesaplama yöntemi aşăgıdaki gibi olup dĭger bölgeler için de benzer hesaplama

yöntemi kullanılabilir.

<f (t, θ) =

∫ ∫
bölge 3

f (x, y) δ (t− x cos θ − y sin θ) dxdy

=
1

cos θ

∫ ∫
bölge 3

f (x, y) δ (t sec θ − x− y tan θ) dxdy

=
1

cos θ

1∫
t csc θ−cot θ

f (t sec θ − y tan θ, y) dy

=
1− t csc θ + cot θ

cos θ

=
sin θ + cos θ − t

sin θ cos θ
, 0 < θ < π/4 ile bölge 3.

Şekil 2.6 t kesikli dŏgru boyunca dĕgişirken birim kare üzerindeki bölgeler.

Örnek 2.3.5 (Debnath 2007, s. 544) f (x, y) = xe−x
2−y2 ve g (x, y) = ye−x

2−y2

fonksiyonlarının Radon dönüşümleri

<
{
xe−x

2−y2
}

=

∞∫
−∞

(t cos θ − s sin θ) e−t
2−s2ds

=

∞∫
−∞

(
t cos θe−t

2−s2 − s sin θe−t
2−s2

)
ds

=

∞∫
−∞

t cos θe−t
2−s2ds−

∞∫
−∞

s sin θe−t
2−s2ds

= e−t
2

t cos θ

∞∫
−∞

e−s
2

ds−
∞∫

−∞

s sin θe−t
2−s2ds

=
√
πt cos θe−t

2
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ve benzer şekilde

<
{
ye−x

2−y2
}

=

∞∫
−∞

(t sin θ + s cos θ) e−t
2−s2ds

=
√
πt sin θe−t

2

.

olup, bu iki sonuç yardımıyla

<
{

(x+ y) e−x
2−y2

}
= <

{
xe−x

2−y2
}

+ i<
{
ye−x

2−y2
}

=
√
πteiθe−at

2

.

Örnek 2.3.6 (Feeman 2015, s. 16)

f (x, y) :=

 1−
√
x2 + y2 , x2 + y2 ≤ 1 ise

0 , x2 + y2 > 1 ise
(2.5)

fonksiyonu verilsin.
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Şekil 2.7 f(x, y) fonksiyonun grafĭgi (Örnek 2.3.6 için).

`t,θ dŏgrusu üzerinde

x2 + y2 = (t cos θ − s sin θ)2 + (t sin θ + s cos θ)2

= t2 cos2 θ − 2ts cos θ sin θ + s2 sin2 θ + t2 sin2 θ + 2ts cos θ sin θ + s2 cos2 θ

= t2
(
cos2 θ + sin2 θ

)
+ s2

(
cos2 θ + sin2 θ

)
= t2 + s2
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oldŭgundan

f (t cos θ − s sin θ, t sin θ + s cos θ) :=

 1−
√
t2 + s2 , t2 + s2 ≤ 1 ise

0 , t2 + s2 > 1 ise

elde edilir. Buradan görüldü̆gü üzere <f (t, θ) dĕgeri sadece t ye băgımlıolup θ ya băgımlı

dĕgildir ve |t| > 1 için <f (t, θ) = 0 dır. |t| ≤ 1 olacak şekilde uygun bir t dĕgeri için

t2 +s2 ≤ 1 koşulu săglanacaktır. Dolayısıyla herhangi bir θ dĕgeri ve |t| ≤ 1 olacak şekilde

uygun bir t dĕgeri için

f (t cos θ − s sin θ, t sin θ + s cos θ) :=

 1−
√
t2 + s2 , −

√
1− t2 ≤ s ≤

√
1− t2 ise

0 , dĭger durumda

olup

∫
`t,θ

fds =

√
1−t2∫

s=−
√

1−t2

(
1−
√
t2 + s2

)
ds.

Trigonometrik dĕgişken dĕgişimi yapılarak integral hesaplandı̆gında

√
1−t2∫

s=−
√

1−t2

(
1−
√
t2 + s2

)
ds =

√
1− t2 − 1

2
t2 ln

(
1 +
√

1− t2
1−
√

1− t2

)
.

Sonuç olarak f fonksiyonunun Radon dönüşümü

<f (t, θ) :=


√

1− t2 − 1
2
t2 ln

(
1+
√

1−t2
1−
√

1−t2

)
, −1 ≤ t ≤ 1 ise

0 , |t| > 1 ise

olarak elde edilir. <f, θ dan băgımsız olup, <f (t, θ) dĕgeri z = f (x, y) ile tanımlıkoninin

uygun bir dikey kesitinin altındaki bölgeye karşılık gelmektedir.

Örnek 2.3.7 (Deans 1983, s. 63) λ > 1 olmak üzere f fonksiyonu

f (x, y) :=

 (1− x2 − y2)
λ−1

, x2 + y2 < 1 ise

0 , x2 + y2 ≥ 1 ise
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şeklinde tanımlıolsun. Bu fonksiyonun Radon dönüşümü birim çember üzerindedir.

(2.2) den

<f (t, θ) =

√
1−t2∫

−
√

1−t2

(
1− t2 − s2

)λ−1
ds

olup, Beta ve Gamma fonksiyonlarıkullanılarak bu integral hesaplanabilir;

a∫
−a

(
a2 − t2

)λ−1
dt = a2λ−1B (1/2, λ)

=
a2λ−1

√
πΓ (λ)

Γ (λ+ 1/2)
,

eşitliklerinden yararlanıldı̆gında

<f (t, θ) =

√
πΓ (λ)

Γ (λ+ 1/2)

(
1− t2

)λ−1/2
, |t| ≤ 1

elde edilir.

Özel olarak λ = 2 durumu için grafĭgi Şekil 2.8’de verilen

f (x, y) :=

 (1− x2 − y2) , x2 + y2 < 1 ise

0 , x2 + y2 ≥ 1 ise

fonksiyonunun Radon dönüşümü

<f (t, θ) =

√
1−t2∫

−
√

1−t2

(
1− t2 − s2

)
ds

= 2

((
1− t2

)
s− s3

3

)√1−t2

0

=

((
1− t2

)√
1− t2 −

(√
1− t2

)3

3

)

= 2

((
1− t2

)3/2 − (1− t2)
3/2

3

)
=

4

3

(
1− t2

)3/2
, |t| ≤ 1

olur ve

<f (t, θ) =

 4
3

(1− t2)
3/2

, |t| ≤ 1 ise

0 , |t| > 1 ise
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elde edilir. Bu sonuç λ = 2 özel durumu için Gamma fonksiyonunun özellikleri yardımıyla

da elde edilebilir. Gamma fonksiyonu için

­2
­1

0
1

2

­2
­1

0
1

2
0

0.5

1

x
y

Şekil 2.8 f(x, y) fonksiyonun grafĭgi (Örnek 2.3.7 için).

Γ (n) = (n− 1)!,

Γ

(
1

2

)
=
√
π, Γ

(
3

2

)
=

1

2

√
π, Γ

(
5

2

)
=

3

4

√
π,

oldŭgu dikkate alınırsa

<f (t, θ) =

√
πΓ (λ)

Γ (λ+ 1/2)

(
1− t2

)λ−1/2
, |t| ≤ 1

=

√
πΓ (2)

Γ (5/2)

(
1− t2

)3/2

=

√
π

3
4

√
π

(
1− t2

)3/2

=
4

3

(
1− t2

)3/2
.

Örnek 2.3.8 (Deans 2000, s.20) f (x, y) = e−x
2−y2 fonksiyonunun Radon dönüşümünün

<{e−x2−y2} =
√
πe

−t2
oldŭgu bilinmektedir. (2.16) dan λ = 1

σ
√

2
olmak üzere

<{e
(
− x2

2σ2
− y2

2σ2

)
} = σ

√
2πe

(
− t2

2σ2

)

olur. Bu dönüşüm simetrik Gauss olasılık yŏgunluk fonksiyonunun Radon dönüşümüdür.

Daha standart bir formda

<
{

1

2πσ
e

(
− x2

2σ2
− y2

2σ2

)}
=

1

σ
√

2π
e

(
− t2

2σ2

)
(2.6)

olur.
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Örnek 2.3.9 (Deans 2000, s. 23) <f(x − a) = <f(t − a.ξ, ξ) öteleme özellĭgi (2.6)

eşitlĭgine a = (a, b) ve ξ = (cos θ, sin θ) olacak şekilde uygulanırsa t0 = a cos θ + b sin θ

iken

<
{

1

2πσ2
e

[
− (x−a)2

2σ2
− (y−b)2

2σ2

]}
=

1

σ
√

2π
e

[
− (t−t0)

2σ2

]

olur.

t = a cos θ+ b sin θ denklemi, t radyal koordinat ve θ açısal koordinat olmak üzere merkezi

(a/2, b/2) ve yarıçapı 1
2

(a2 + b2) olan bir dairenin denkleminin kutupsal formudur.

2.4 RADON DÖNÜŞÜMÜNÜN TEMEL ÖZELLİKLERİ

Önerme 2.4.1 Radon dönüşümü aşăgıdaki temel özelliklere sahiptir.

(1) Lineerlik: <{af(x) + bg(x)} = a<{f(x)}+ b<{g(x)}

(2) Öteleme:

a. <{f(x, y)} = <f(t, ξ1, ξ2) ise bu durumda <{f(x − a, y − b)} = <f(t − aξ1 − bξ2, ξ)

olur.

b. Genel olarak <f(x− a) = <f(t− a.ξ, ξ) olur.

(3) Ölçekleme:

a. <{f(x, y)} = <f(t, ξ1, ξ2) ise bu durumda <{f(ax, by)} = 1
|ab|<f(t, ξ1

a
, ξ2
b

) olur

b. <f(ax) = 1
an
<f(t, x

a
) = 1

an−1<f(at,x)

(4) Simetri:

a. <f(t, ξ) = <{f(x, y)} ise bu durumda a 6= 0 olmak üzere <f(at, aξ) = |a|−1<f(t, ξ)

olur.

b. <f(t, aξ) = |a|−1<f( t
a
, ξ)

İspat.

(1)

<{af(x) + bg(x)} =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

{af(x) + bg(x)} δ(t− x.ξ)dx

= a

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x)δ(t− x.ξ)dx+ b

∞∫
−∞

∞∫
−∞

g(x)δ(t− x.ξ)dx

= a<{f(x)}+ b<{g(x)} .
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Bu özellik herhangi x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, n ≥ 2 için de sağlanmaktadır.

(2)

x− a = u ve y − b = v (2.7)

olmak üzere

<{f(x− a, y − b)} =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x− a, y − b)δ(t− xξ1 − yξ2)dxdy

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(u, v)δ(t− (a+ u)ξ1 − (b+ v)ξ2)dudv

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(u, v)δ(t− aξ1 − bξ2 − uξ1 − vξ2)dudv

= <f(t− aξ1 − bξ2, ξ).

(3) a > 0, b > 0 olsun. ax = u, by = v olmak üzere

<{f(ax, by)} =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(ax, by)δ(t− xξ1 − yξ2)dxdy

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(u, v)δ(t− ξ1

a
u− ξ2

b
v)
dudv

ab

=
1

ab

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(u, v)δ(t− ξ1

a
u− ξ2

b
v)dudv

=
1

ab
<f(t,

ξ1

a
,
ξ2

b
)

olur. Benzer şekilde, eğer a < 0 ya da b < 0 ise

<{f(ax, by)} = − 1

ab
<f(t,

ξ1

a
,
ξ2

b
)

olup,

<{f(ax, by)} =
1

|ab|<f(t,
ξ1

a
,
ξ2

b
)

elde edilir.

(4)

a. Tanımdan <f(at, aξ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y)δ(at− axξ1 − ayξ2)dxdy olup

δ(at− axξ1 − ayξ2) =
1

|a|δ(t− xξ1 − yξ2)
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eşitliği kullanılarak

<f(at, aξ) =
1

|a|

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y)δ(t− xξ1 − yξ2)dxdy

=
1

|a|<f(t, ξ)

elde edilir. Dolayısıyla Radon dönüşümü −1. dereceden bir çift homojen fonksiyondur.

Özel olarak a = −1 alınırsa

<f(−t,−ξ) = <f(t, ξ)

olur. Yani <f bir çift fonksiyondur.

b.

<f(t, aξ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y)δ(t− axξ1 − ayξ2)dxdy

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y)δ(
t

a
a− axξ1 − ayξ2)dxdy

=
1

|a|

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y)δ(
t

a
− xξ1 − yξ2)dxdy

=
1

|a|<f
(
t

a
, ξ

)
.

2.4.1 Türevlerin Radon Dönüşümü

f(x) = f(x1, ..., xn) fonksiyonunun
∂f

∂xk
türevinin Radon dönüşümünü hesaplamak için

∂f

∂xk
= lim

ε→0

f
(
x+ ε

ξk

)
− f (x)

ε
ξk

(2.8)

türev tanımından yararlanılacaktır. Burada f(x+ ε/ξk) = f(x1, ...xk + ε/ξk, ..., xn) ve ξk,

ξ nin k. bileşenidir.

a = (0, 0, ..., ε/ξk, ..., 0) olmak üzere, öteleme özelliğinden faydalanarak (2.8) in Radon

dönüşümü

<
{
∂f

∂xk

}
= ξk lim

ε→0

[
<f (t+ ε, ξ)−<f (t, ξ)

ε

]
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olur. Böylelikle

<
{
∂f

∂xk

}
= ξk

∂<f (t, ξ)

∂t
(2.9)

elde edilir. Lineerlik özelliği kullanılarak
n∑
k=1

ak
∂f
∂xk

nın Radon dönüşümü, keyfi ak skaleri

için

<
{

n∑
k=1

ak
∂f

∂xk

}
= a.ξ

∂<f (p, ξ)

∂p
(2.10)

şeklindedir. n = 3 için ∇ = (∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3), gradyan operatörü olmak üzere

<{a.∇f} = a.ξ
∂<f (t, ξ)

∂p

yönlü türevin Radon dönüşümü olarak yorumlanabilir. (2.9) dan görüldüğü üzere f in xk

ya göre türevinin Radon dönüşümü, f in Radon dönüşümünün t ye göre türevinin ξk ile

çarpımıdır. Buna göre

<
{

∂2f

∂xl∂xk

}
= ξlξk

∂2<f (t, ξ)

∂t2

ve a,b ∈ Rn vektörleri için

<
{

n∑
l=1

n∑
k=1

albk
∂2f

∂xl∂xk

}
= (a.ξ) (b.ξ)

∂2<f (t, ξ)

∂t2
(2.11)

genellemeleri yapılabilir.

L
(

∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ..., ∂

∂xn

)
sabit katsayılılineer bir diferansiyel operatörü ise bu durumda

<{Lf} = L

(
ξ1

∂

∂t
, ..., ξn

∂

∂t

)
<f(t, ξ)

olur (Deans 1983).

Örnek 2.4.1 L = a ∂3

∂x21∂x2
+ b ∂

2

∂x22
+ c ∂

∂x3
lineer operatörü olmak üzere

<{Lf} = <
{(

a
∂3

∂x2
1∂x2

+ b
∂2

∂2
2

+ c
∂

∂x3

)
f

}
=

(
aξ2

1ξ2

∂3

∂t3
+ bξ2

2

∂2

∂t2
+ cξ3

∂

∂t

)
<f (t, ξ) .

Örnek 2.4.2 (Deans 1983, s. 78) (2.11) eşitlĭginin özel bir durumu olarak n = 3 ve

albk = δkl =

 1, l = k ise

0, l 6= k ise
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oldŭgu varsayılsın. Bu durumda (2.11) eşitlĭgi ∆xveya ∆ olarak gösterilen
3∑

k=1

∂2

∂x2k
Laplace

operatörüne dönüşür ve |ξ| = 1 için

<{∆xf(x)} = |ξ|2 ∂
2<f (t, ξ)

∂t2
=
∂2<f (t, ξ)

∂t2
(2.12)

haline gelir.

Örnek 2.4.3 (Deans 1983, s. 79) n = 3 için f = f(x, y, z; τ) olmak üzere f in bir

parametreye băglıoldŭgu varsayılarak

∂2f

∂τ 2
=
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂x2

3−boyutlu dalga denklemi verilsin. Bu denklemin her iki tarafına Radon dönüşümü uygu-

lanırsa (2.12) kullanılarak <f = <f(t, ξ; τ) = <f(x, y, z; τ) olmak üzere

∂2<f
∂τ 2

=
∂2<f
∂t2

olur.

Örnek 2.4.4 f = f(x, y) ve L = L( ∂
∂x
, ∂
∂y

) = 2 ∂3

∂x3
+ ∂3

∂x2∂y
− 3 ∂3

∂y3
operatörü olsun. Bu

durumda

<{Lf} =
(
2ξ3

1 + ξ2
1ξ2 − 3ξ3

2

) ∂3<f (t, ξ)

∂t3

olur.

2.4.2 Lineer Dönüşümün Radon Dönüşümü

Lineer dönüşümün Radon dönüşümünü hesaplamak için öncelikle uygun deği̧sken deği̧sim-

leri yapılmalıdır. ξ, x ∈Rn vektörlerinin iç çarpımı

ξ.x = ξ1x1 + ξ2x2 + ...+ ξnxn,

〈ξ,x〉 = ξ1x1 + ξ2x2 + . . .+ ξnxn

veya matris notasyonunda

ξTx = (ξ1ξ2 . . . ξn)


x1

x2

...

xn

 = ξ1x1 + ξ2x2 + . . .+ ξnxn
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olarak ifade edilsin, burada ξT , ξ nin transpozesidir. x,y ∈ Rn olmak üzere, reel elemanlı

tekil olmayan A matrisi için y = Ax olmak üzere

〈ξ,y〉 = 〈ξ, Ax〉 = 〈ATξ,x〉,

ξTy = ξTAx = (ATξ)Tx

veya

ξ.y = ξ.Ax = ATξ.x

yazılabilir.

A tekil olmayan bir matris ve

y = Ax

veya (k, l = 1, 2, . . . , n) için A nın reel elemanlarıAkl için

yk =
n∑
l=1

= Aklxl, k = 1, 2, . . . , n

olmak üzere <{f(Ax)} ele alınsın.

B = A−1 olarak alınırsa, bu durumda x = A−1y = By olur. Dönüşümün Jacobisi B nin

determinantının mutlak değeri olduğundan

<{f(Ax)} =

∫
f(Ax)δ(t− ξ.x)dx

= | detB|
∫
f(y)δ(t− ξ.By)dy

= | detB|
∫
f(y)δ(t−BTξ.y)dy

elde edilir. Dolayısıyla B = A−1 olduğundan

<{f(Ax)} = | detB|<f(t, BTξ) (2.13)

ve buna denk olarak

<{f(B−1x)} = | detB|<f(t, BTξ) (2.14)

olur. (2.13) eşitliğinde B ortogonal ise B−1 = BT = A, | detB| = 1 ve

<{f(Ax)} = <f(t, Aξ) (2.15)
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olur.

λ ∈ R olmak üzere, A = λI ise yani A, birim matrisin bir katıise bu durumda

<f(λx) =
1

λn
<f(t,

ξ

λ
)

veya

<f(λx) =
1

λn−1<f(λt, ξ) (2.16)

olur.

2.4.3 Hermite Polinomu İçeren Dönüşümler

f (x, y) = e−x
2−y2 fonksiyonunun Radon dönüşümü <

{
e−x

2−y2
}

=
√
πe−t

2
olduğundan

Hk(x), x deği̧skenli k. Hermite polinomu ve Hl(y), y deği̧skenli l. Hermite polinomu

olmak üzere

Hk(x)Hl(y)e−x
2−y2

formundaki fonksiyonların Radon dönüşümlerini bulmak için bu sonuçtan yararlanılır.

<{Hk(x)Hl(y)e−x
2−y2} dönüşümünü hesaplamak için Hermite polinomlarıiçin

e−t
2

Hk(t) = (−1)k
(
∂

∂t

)k
e−t

2

Rodrigues formülü kullanılır (Szegö 1939, Rainville 1960);

Hk(x)Hl(y)e−x
2−y2 = (−1)k+l

(
∂

∂x

)k (
∂

∂y

)l
e−x

2−y2 .

Türevin Radon dönüşümü özelliğinden

<
{(

∂

∂x

)k (
∂

∂y

)l
f (x, y)

}
= ξk1ξ

l
2

(
∂

∂t

)k+l

<f (t, ξ) (2.17)

olduğu bilinmektedir. Dolayısıyla f(x, y) = e−x
2−y2 nin Radon dönüşümü bilindiğinden

<
{
Hk(x)Hl(y)e−x

2−y2
}

= (−1)k+l<
{(

∂

∂x

)k (
∂

∂y

)l
e−x

2−y2
}

= (−1)k+lξk1ξ
l
2

(
∂

∂t

)k+l√
πe−t

2

olur. Rodrigues formülünden

(−1)k+l

(
∂

∂t

)k+l

e−t
2

= e−t
2

Hk+l (t)
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yazılırsa bu durumda ξ birim vektörü için ξ = (ξ1, ξ2) = (cos θ, sin θ) formu kullanılarak

<{Hk(x)Hl(y)e−x
2−y2} =

√
π(cos θ)k(sin θ)le−t

2

Hk+l(t) (2.18)

hesaplanmı̧s olur (Deans 1983).

Örnek 2.4.5 (Debnath 2007, s. 553) Hn (x) Hermite polinomunun derecesi

e−x
2

Hn (x) = (−1)n
(
∂

∂x

)n
e−x

2

Rodrigues formülü ile tanımlıolmak üzere, Hermite polinomlarının Radon dönüşümü

<
{
Hk (x)Hl (y) e−(x2+y2)

}
=
√
π (cos θ)k (sin θ)l e−t

2

Hk+l (t)

şeklindedir.

e−(x2+y2)Hk (x)Hl (y) = (−1)k+l

(
∂

∂x

)k (
∂

∂y

)l
e−(x2+y2) (2.19)

olur. Verilen formüllerden

<
{(

∂

∂x

)k (
∂

∂y

)l
f (x, y)

}
= (cos θ)k (sin θ)l

(
∂

∂t

)k+l

<f (t,u)

olur ve (2.19) un Radon dönüşümünün

<
{
e−(x2+y2)

}
=
√
πe−t

2

oldŭgu bilindĭginden

<
{
e−x

2−y2Hk (x)Hl (x)
}

= (cos θ)k (sin θ)l
(
∂

∂t

)k+l√
πe−t

2

olur.

Örnek 2.4.6 (Deans 1983, s. 81) Hk(λx)Hl(λy)e−λ
2(x2+y2) fonksiyonunun Radon

dönüşümü (2.18) eşitlĭginin săg kısmı<f(t, θ) ile tanımlıolacak şekilde

<f (λx) =
1

λn
<f
(
t,
ξ

λ

)
=

1

λn−1<f (λt, ξ)

lineer dönüşümün dönüşüm formülü ile hesaplanabilir. Bu durum (2.18) eşitlĭginin săg

kısmının <f(t, θ) olarak tanımlanmasıile (2.16) nın kullanılmasısonucu hesaplanabilir;

<
{
Hk(λx)Hl(λy)e−λ

2(x2+y2)
}

=

√
π

λ
(cos θ)k (sin θ)l e−λ

2t2Hk+l(λt). (2.20)
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ℵkl = ℵkl(λx, λy) =
λ√
π
Hk(λx)Hl(λy) (2.21)

olarak tanımlanırsa, Örnek 2.4.6’dan

<
{
ℵkl(λx, λy)e−λ

2(x2+y2)
}

= (cos θ)k (sin θ)l e−λ
2t2Hk+l(λt) (2.22)

olur ve (2.22) nin t ye göre türevinin alınmasısonucu

1

λm

(
− ∂

∂t

)m
<
{
ℵkl(λx, λy)e−λ

2(x2+y2)
}

= (cos θ)k (sin θ)l e−λ
2t2Hk+l+m(λt). (2.23)

(2.20) nin t ye göre türevi alındı̆gında

1

λm

(
− ∂

∂t

)m
<
{
ℵkl(λx, λy)e−λ

2(x2+y2)
}

= (cos θ)k (sin θ)l e−λ
2t2Hk+l+m(λt) (2.24)

formülü elde edilir.

1, x, y, x2, xy, y2, x3, x2y, . . .

dizisinin her bir terimi Hermite polinomlarıyardımıyla ifade edilebildĭginden

xkyle−x
2−y2

formundaki fonksiyonların Radon dönüşümü hesaplanabilir.

Örnek 2.4.7 xkyle−x
2−y2formundaki fonksiyonun k = 3 ve l = 2 olmak üzere <{x3y2e−x

2−y2}

Radon dönüşümünü hesaplamak için

x3 =
1

8
(H3(x) + 6H1(x))

y2 =
1

4
(2H0(y) +H2(y))

oldŭgundan

x3y2 =
1

8
(H3(x) + 6H1(x))

1

4
(2H0(y) +H2(y))

=
1

32
(2H3(x)H0(y) +H3(x)H2(y) + 12H1(x)H0(y) + 6H1(x)H2(y))

=
1

16
H3(x)H0(y) +

1

32
H3(x)H2(y) +

3

8
H1(x)H0(y) +

3

16
H1(x)H2(y)

=

√
π

16
ℵ30(x, y) +

√
π

32
ℵ32(x, y) +

3
√
π

8
ℵ10(x, y) +

3
√
π

16
ℵ12(x, y)
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olur. Bu durumda

<{x3y2e−x
2−y2} =

√
π

32
<
{

(2ℵ30 + ℵ32 + 12ℵ10 + 6ℵ12) e−x
2−y2

}
=

√
π

32

(
2 cos3 θ sin0 θe−t

2

H3 (t) + cos3 θ sin2 θe−t
2

H5 (t)

+12 cos1 θ sin0 e−t
2

H1 (t) + 6 cos1 θ sin2 θe−t
2

H3 (t)
)

=

√
π

16
cos3 θe−t

2

H3 (t) +

√
π

32
cos3 θ sin2 θe−t

2

H5 (t)

+
3
√
π

8
cos θe−t

2

H1 (t) +
3
√
π

16
cos θ sin2 θe−t

2

H3 (t)

olur. H1(t) = 2t, H3(t) = 8t3−12t ve H5(t) = 32t5−160t3 +120t Hermite polinomlarının

hesaplanmasıile

<{x3y2e−x
2−y2} =

√
π

16
cos3 θe−t

2 (
8t3 − 12t

)
+

√
π

32
cos3 θ sin2 θe−t

2 (
32t5 − 160t3 + 120t

)
+

3
√
π

8
cos θe−t

2

(2t) +
3
√
π

16
cos θ sin2 θe−t

2 (
8t3 − 12t

)
=

√
π

2
cos3 θe−t

2

t3 − 3
√
π

4
cos3 θe−t

2

t

+
√
π cos3 θ sin2 θe−t

2

t5 − 5
√
π cos3 θ sin2 θe−t

2

t3

+
15
√
π

4
cos3 θ sin2 θe−t

2

t+
3
√
π

8
cos θe−t

2

2t

+
3
√
π

2
cos θ sin2 θe−t

2

t3 − 9
√
π

4
cos θ sin2 θe−t

2

t

=
√
π cos3 θ sin2 θe−t

2

t5 +

√
π

2
cos θe−t

2

t3
(
cos2 θ − 10 cos2 θ sin2 θ + 3 sin2 θ

)
−3
√
π

4
cos θe−t

2

t
(
cos2 θ + 5 cos2 θ sin2 θ + 1− 3 sin2 θ

)
sonucuna ulaşılır.

2.4.4 Laguerre Polinomu İçeren Dönüşümler

l ve k negatif olmayan tam sayılar ve i =
√
−1 olmak üzere Llk (t) bir Laguerre polinomu

olsun.(
∂

∂x
± i ∂

∂y

)l(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)k
e−x

2−y2 = (−1)l+k 22k+lk! (x± iy)l e−x
2−y2Llk

(
x2 + y2

)
(2.25)

(2.25) ifadesi, tümevarım ve Rodrigues tipinde formül yardımıyla elde edilebilir (Szegö

1939, Rainville 1960).

e−ttlLlk (t) =
1

k!

(
∂

∂t

)(
e−ttl+k

)
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(2.25) in Radon dönüşümü Bölüm 2.4.1’de verilen yöntemlerden elde edilebilir;

Hl+2k(t), (l + 2k). dereceden Hermite polinomu olmak üzere

<f(t, θ) = <
{(

∂

∂x
± i ∂

∂y

)l(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)k
e
−x2−y2

}
= (−1)2k+l

√
πe±ilθe−t

2

Hl+2k(t). (2.26)

(2.25) ve (2.26) dan

<
{

(−1)k√
π

[
k!

(l + k)!

]1/2 (
x2 + y2

)l/2
e±ilθLlk

(
x2 + y2

)
e
−x2−y2

}

=

[
1

k! (l + k)!

]1/2
1

22k+l
e±ilθe−t

2

Hl+2k(t).

(2.25) teki (x± iy) terimi θ = tan−1
(
y
x

)
olmak üzere

(x± iy)l = (x2 + y2)l/2e±ilθ

olacak şekilde deği̧stirilmi̧stir.

<
{

(−1)k λ√
π

[
k!

(l + k)!

]1/2 [
λ2
(
x2 + y2

)]l/2
e±ilθLlk

[
λ2
(
x2 + y2

)]
e−λ

2(x2+y2)

}

=

[
1

k! (l + k)!

]1/2
1

22k+l
e±ilθe−λ

2t2Hl+2k(λt)

l ≥ 0 olmak üzere (l + 2k). dereceden

L±ll+2k (λx, λy) =
(−1)k λ√

π

[
k!

(l + k)!

]1/2 [
λ2
(
x2 + y2

)]1/2
e±ilθLlk

[
λ2
(
x2 + y2

)]
(2.27)

kompleks polinomu tanımlanır ve

N l
k =

[
1

k! (l + k)!

]1/2
1

2l+2k

olarak alınırsa daha kısa ve daha kullanı̧slıolan

<
{
L±ll+2k (λx, λy) e−λ

2(x2+y2)
}

= N l
ke
±ilθe−λ

2t2Hl+2k(λt) (2.28)

ifadesi elde edilir. (2.27) nin kompleks eşleniği dikkate alınırsa

[
L±ll+2k

]∗
= L∓ll+2k, l ≥ 0

olduğu görülmektedir.
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Örnek 2.4.8 (Deans 1983, s. 89) λ = 1 için (2.28) eşitlĭginden

<
{
L1

1e
−x2−y2

}
= N1

0 e
±ilθe−t

2

H1 (t)

=
1

2
eiθe−t

2

2t

= eiθ−t
2

t

<
{
L3

3e
−x2−y2

}
= N3

0 e
±3ilθe−t

2

H3 (t)

=
1

8
√

6
e3iθe−t

2 (
8t3 − 12t

)
<
{
L1

3e
−x2−y2

}
= N1

1 e
±ilθe−t

2

H3 (t)

=
1

8
√

2
eiθe−t

2 (
8t3 − 12t

)
.

Örnek 2.4.9 (Deans 1983, s. 89) f (x, y) = x2ye−x
2−y2 fonksiyonunun <

{
x2ye−x

2−y2
}

Radon dönüşümünü hesaplamak için

x2y = Im

(√
π

2
L1

1 +

√
6π

4
L3

3 +

√
2π

4
L1

3

)
eşitlĭginden yararlanılacaktır. Gerçekten, (2.27) den

L1
1 =

1√
π

(x+ iy) ,

L3
3 =

1√
π

1√
6

(x+ iy)3 ,

L1
3 =

−1√
π

1√
2

(x+ iy)
(
2− x2 − y2

)
,

olur ve gerekli işlemler yapıldı̆gında
√
π

2
L1

1 +

√
6π

4
L3

3 +

√
2π

4
L1

3 =
x3 − xy2

2
+ ix2y

oldŭgu görülür. Bu durumda

<
{
x2ye−x

2−y2
}

= <
{

Im

(√
π

2
L1

1 +

√
6π

4
L3

3 +

√
2π

4
L1

3

)
e−x

2−y2
}

= Im<
{(√

π

2
L1

1 +

√
6π

4
L3

3 +

√
2π

4
L1

3

)
e−x

2−y2
}
.

Böylece Örnek 2.4.8’den

<
{
x2ye−x

2−y2
}

=

√
π

4
Im
(
eiθ
)
e−t

2

H1 (t) +

√
π

32
Im
(
e3iθ
)
e−t

2

H3 (t) +

√
π

32
Im
(
eiθ
)
e−t

2

H3 (t)

=

√
π

4
sin θe−t

2

H1 (t) +

√
π

32
(sin 3θ + sin θ) e−t

2

H3 (t)

32



olur. Bu örnek

xkyle−x
2−y2 , ℵkl (x, y) e−x

2−y2 , L±ll+2k (x, y) e−x
2−y2

formundaki fonksiyonların Radon dönüşümleri arasındaki olası ilişkiyi ortaya koymak-

tadır.

2.4.5 Radon Dönüşümünün Türevleri

Radon dönüşümünün türevlerini hesaplamak için Dirac delta fonksiyonunun türevlerini

içeren

∂

∂x
δ (x− y) = − ∂

∂y
δ (x− y)

özelliğinden yararlanılacaktır. Bu formülde y yerine by yazılırsa

∂

∂ (by)
δ (x− by) =

1

b

∂

∂y
δ (x− by) = − ∂

∂x
δ (x− by)

olur. Benzer şekilde n−boyutlu durum için

∂

∂yj
δ (x− y) = − ∂

∂xj
δ (x− y)

olur. Böylece

∂

∂ξj
δ (t− ξ.x) = −xj

∂

∂t
δ (t− ξ.x)

elde edilir. Burada ξ.x terimindeki ξ birim vektör olmak zorunda değildir. Formül gös-

teriyor ki türevler ξ nin bileşenlerine göre hesaplanmı̧s ve ξ = u için hesaplanmı̧stır.

Radon dönüşümü tanımından

∂<f
∂uk

=

[
∂<f (t, ξ)

∂ξk

]
ξ=u

=

[∫
f (x)

∂

∂ξk
δ (t− ξ.x) dx

]
ξ=u

= − ∂

∂t

∫
xkf (x) δ (t− u.x) dx (2.29)

olur. Sonuç olarak Radon dönüşümünün türev formülü

∂<f (t,u)

∂uk
=

[
∂

∂ξk
<{f (x)}

]
ξ=u

= − ∂

∂t
<{xkf (x)} (2.30)
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olur. Daha genel olarak Radon dönüşümünün türevleri a ∈ Rn olmak üzere
n∑
k=1

ak
∂<f (t,u)

∂uk
= − ∂

∂t
<{(a.x) f (x)} (t,u) (2.31)

veya a. ∂
∂u

=

n∑
k=1

ak
∂
∂uk

gösterimi ile

(
a.
∂

∂u

)
<{f (x)} (t,u) = − ∂

∂t
<{(a.x) f (x)} (t,u)

şeklinde ifade edilir. Formül daha yüksek mertebeden türevler için

∂2<f (t,u)

∂ul∂uk
= (−1)2 ∂

2

∂t2
<{xlxkf (x)}

∂3<f (t,u)

∂ul∂2uk
= (−1)3 ∂

3

∂t3
<
{
xlx

2
kf (x)

}
şeklinde genelleştirilebilir. İkinci mertebeden türevler için genel durum
n∑

k,l=1

(akbl)
∂2<f (t,u)

∂uk∂ul
=

∂2

∂t2
<{(a.x) (b.x) f (x)} .

İki deği̧skenli bir f(x, y) fonksiyonu için Radon dönüşümünün türev formülü

∂k+l<f (t,u)

∂uk1∂u
l
2

=

(
− ∂

∂t

)k+l

<
{
xkylf (x)

}
(t,u) . (2.32)

Son olarak t ye göre Radon dönüşümünün integrali
∞∫

−∞

<f (t,u) dt =

∞∫
−∞

f (x) dx

şeklinde ifade edilir (Deans 1983, Debnath and Bhatta 2015).

Örnek 2.4.10 (Deans 1983, s. 92) f (x, y) = e−x
2−y2 olmak üzere

<f (t, ξ) =
√
π
(
ξ2

1 + ξ2
2

)−1/2
e

−t2
ξ21+ξ

2
2

olur. |ξ| = 1 için <f (t, ξ) =
√
πe−t

2
olur.

Radon dönüşümünün ξ1 bileşenine göre türevi alınırsa

∂<f
∂ξ1

=
√
π
(
ξ2

1 + ξ2
2

)−5/2
ξ1

(
2t2 − 1

)
e

−t2
ξ21+ξ

2
2

olur. Bu ifade |ξ| = 1 noktasında ξ = (cos θ, sin θ) iken

∂<f
∂ξ1

=
√
π cos θ

(
2t2 − 1

)
e−t

2

olur.
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Bir sonraki örnekte

∂<f
∂ξ1

=

√
π

2
cos θH2 (t) e−t

2

eşitliğinden yararlanılacaktır.

Örnek 2.4.11 (Deans 1983, s. 92) f (x, y) = e−x
2−y2 olmak üzere (2.30) dan

∂<f
∂ξ1

= − ∂

∂t
<
{
xe−x

2−y2
}
.

Ayrıca (2.21) den

x =
1

2
H1 (x) =

√
π

2
ℵ10 (x, y)

ve (2.22) den

<
{√

π

2
ℵ10 (x, y) e−x

2−y2
}

=

√
π

2
cos θe−t

2

H1 (t)

olur. Böylece

− ∂

∂t
<
{
xe−x

2−y2
}

= −
√
π

2
cos θ

∂

∂t

[
e−t

2

H1 (t)
]

=

√
π

2
cos θ

(
4t2 − 2

)
e−t

2

=

√
π

2
cos θH2 (t) e−t

2

olur.

Örnek 2.4.12 (Deans 1983, s. 93) R2 üzerinde f (x, y) bir fonksiyon olmak üzere (2.32)

eşitlĭgi

∂k+l

∂ξk1∂ξ
l
2

<f (t, ξ) =

(
− ∂

∂t

)k+l

<
{
xkylf (x, y)

}
şeklinde oldŭgundan, özel olarak k = 1 ve l = 1 için f (x, y) = xe

−x2−y2
fonksiyonunun

Radon dönüşümü (2.18) den ξ birim vektörü için

<f (t, ξ) =
√
πξ1te

−t2

olur. ξ birim vektör dĕgil ise

<f (t, ξ) =

√
πξ1te

−t2

(ξ21+ξ22)(
ξ2

1 + ξ2
2

)3/2
.
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|ξ| = 1 üzerinde ∂2<f
∂ξ1∂ξ2

türevi hesaplandı̆gında(
∂2<f
∂ξ1∂ξ2

)
|ξ|=1

= ξ2
1ξ2

(
15t− 20t3 − 4t5

)
e−t

2

+ ξ2

(
2t3 − 3t

)
e−t

2

.

olur. Aynısonuç ∂2

∂t2

(
<
{
x2ye

−x2−y2
})

türevinin hesaplanmasıyla da elde edilir.

Örnek 2.4.13 (Deans 2000, s. 30) f (x, y) = e−x
2−y2 fonksiyonu için <

{
e−x

2−y2
}

=
√
πe−t

2
oldŭgundan

η = sξ ve s =
(
η2

1 + η2
2

)1/2

uygulanırsa

<f (t,η) = <f (t, sξ) =

√
π

s
e−t

2/s2

olur.

∂

∂ηk
=

∂s

∂ηk

∂

∂s
, (k = 1, 2, ...)

yazılırsa

∂<f
∂ηk

=
√
π
ηk
s

∂

∂s

(
s−1e−t

2/s2
)

=
√
π
ηk
s5

(
2t2 − s2

)
e−t

2/s2

olur. η = ξ noktasında ya da ona denk olarak s = 1 için hesaplama yapılırsa istenilen

türev

∂<f
∂ξk

=
√
πξk

(
2t2 − 1

)
e−t

2

olarak elde edilir.

2.4.6 Konvolüsyon Teoremi

Teorem 2.4.2 <g, g fonksiyonunun Radon dönüşüm operatörü ve <h, h fonksiyonunun

Radon dönüşüm operatörü oldŭgu varsayılsın. x, y ∈ Rn ve g ile h nin konvolüsyonu

f (x) = (g ∗ h) (x) =

∫
g (y)h (x− y) dy

olmak üzere,

<f = <g ∗ <h. (2.33)
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İspat. Konvolüsyon ve Radon dönüşümünün tanımıyardımıyla

<f (t, ξ) = <{g ∗ h} (t, ξ)

=

∫
dx

∫
dyg (y)h (x− y) δ (t− ξ.x)

=

∫
dyg (y)

∫
dxh (x− y) δ (t− ξ.x)

olur. Bu durumda, z = x− y deği̧sken deği̧simi yapılarak

<f (t, ξ) =

∫
dyg (y)

∫
dzh (z) δ (t− ξ.y − ξ.z)

=

∫
dyg (y)<h (t− ξ.y, ξ)

=

∫
dyg (y)

∞∫
−∞

ds<h (t− s, ξ) δ (s− ξ.y)

=

∞∫
−∞

ds<h (t− s, ξ)

∫
dyg (y) δ (s− ξ.y)

=

∞∫
−∞

<g (s, ξ)<h (t− s, ξ) ds

elde edilir. Yani

<f = <g ∗ <h

olur.

Buradan görüldüğü üzere g ∗ h konvolüsyonunun Radon dönüşümü, <g ve <h Radon

dönüşümlerinin konvolüsyonuna eşittir;

<{g ∗ h} = <g ∗ <h.
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BÖLÜM 3

RADON DÖNÜŞÜMÜNÜN TERSİ

Bu bölümde Radon dönüşümünün tersine yönelik yöntemler incelenecektir. Öncelikle geri-

projeksiyon yöntemi anlatılacak ve örnekler üzerinden incelenecektir. Sonra merkezi kesit

teoremi ve merkezi kesit teoreminin genel hali anlatılarak Fourier dönüşümü ile Radon

dönüşümü arasındaki ili̧ski incelenecektir. Son olarak filtrelenmi̧s geri-projeksiyon yöntemi

incelenecek ve Hilbert dönüşümünden bahsedilecektir.

3.1 GERİ-PROJEKSİYON

Radon dönüşümünün tersi için Radon dönüşümü ile integralleri alınan fonksiyonun ken-

disinin bulunmasıgerekmektedir ancak bu i̧slem için verilen bir l doğrusu ile (x, y) nok-

talarının ili̧skilendirilmesi gerektiğinden ve (x, y) noktasından geçen sonsuz sayıda doğru

olduğundan bu hesaplamayıyapmak zordur.

(x0, y0), düzlemde bir nokta olmak üzere düzlemdeki pek çok doğru bu noktadan geçmek-

tedir. Her bir θ değeri için lt,θ doğrusu (x0, y0) dan geçecek şekilde yalnızca bir t reel sayısı

vardır. Özel olarak bu değer t = x0 cos θ + y0 sin θ olur ve herhangi bir x0, y0 ve θ değeri

için l(x0 cos θ+y0 sin θ),θ doğrusu (x0, y0) noktasından geçer (Feeman 2015).

Bir ortamda (x0, y0) noktasında hangi tip madde olursa olsun bu noktadan geçen herhangi

bir X-ı̧sınının yoğunluğunu etkiler. Bu ı̧sınların her biri bir θ açısıiçin l(x0 cos θ+y0 sin θ),θ for-

mundaki bir doğru boyunca ilerler. Yani (x0, y0) noktasında maddenin f (x0, y0) azalma

katsayısı her bir θ açısı için <f (x0 cos θ + y0 sin θ, θ) Radon dönüşümünün değerleri

yardımıile araştırılır. f (x0, y0) değerini elde etmek için ilk adım (x0, y0) dan geçen tüm

doğrular için ortalamasıalınan bu eğrisel integrallerin ortalama değerini, yani

1

π

π∫
θ=0

<f (x0 cos θ + y0 sin θ, θ) dθ
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integralini hesaplamaktır. Bu integral, geri-projeksiyon (back-projection BT) veya geri-

projeksiyon dönüşümü olarak adlandırılan bir dönüşümü tanımlamak için kullanılır. Geri-

projeksiyon operatörü B; (Rowland 1979) tarafından tanımlanmı̧stır.

Tanım 3.1.1 (Feeman 2015) h = h (t, θ) kutupsal koordinatlarda tanımlıbir fonksiyon

olsun. h nin (x, y) noktasındaki geri-projeksiyonu

Bh (x, y) :=
1

π

π∫
θ=0

h (x0 cos θ + y0 sin θ, θ) dθ

şeklinde tanımlanır. Burada h kutupsal koordinatlarda tanımlıiken Bh kartezyen koordi-

natlarda tanımlanmı̧stır.

Örnek 3.1.1 (Feeman 2015, s. 41)

f (x, y) :=

 1 , x2 + y2 ≤ 1

0 , x2 + y2 > 1

fonksiyonunun Radon dönüşümü

<f (t, θ) =

∫
lt,θ

fds =

 2
√

1− t2 , |t| ≤ 1

0 , |t| > 1

oldŭgundan her (x, y) noktasıve her 0 ≤ θ ≤ π için

<f (x cos θ + y sin θ, θ) =

 2
√

1− (x cos θ + y sin θ)2 , |x cos θ + y sin θ| ≤ 1

0 , |x cos θ + y sin θ| > 1

elde edilir.

Burada
√
x2 + y2 ≤ 1 eşitsizlĭgini săglayan (x, y) noktalarıile ilgilenildĭginden ve

|x cos θ + y sin θ| ifadesi
√
x2 + y2 ile sınırlıoldŭgundan |x cos θ + y sin θ| ≤ 1 eşitsizlĭgi

tüm (x, y) noktalarıiçin săglanır.

Geri-projeksiyon uygulanırsa
√
x2 + y2 ≤ 1 için

B<f (x, y) =
1

π

π∫
θ=0

<f (x cos θ + y sin θ, θ) dθ

=
1

π

π∫
θ=0

2

√
1− (x cos θ + y sin θ)2dθ

elde edilir.

40



Örnek 3.1.2 (Feeman 2015, s. 42)

f (x, y) :=

 1−
√
x2 + y2 , x2 + y2 ≤ 1 ise

0 , x2 + y2 > 1 ise

fonksiyonu ve −1 ≤ t ≤ 1 için

<f (t, θ) =

∞∫
−∞

f (t cos θ − sin θ, t sin θ + s cos θ) ds

=

√
1−t2∫

s=−
√

1−t2

(
1−
√
t2 + s2ds

)

=
√

1− t2 − 1

2
t2 ln

(
1 +
√

1− t2
1−
√

1− t2

)
.

Bir önceki örnekte oldŭgu gibi |x cos θ + y sin θ| ≤ 1 eşitsizlĭgi birim diskteki (x, y) nokta-

larıile ilgilenildĭgi sürece tüm θ dĕgerleri için săglandı̆gından tθ = x cos θ + y sin θ için

B<f (x, y) =
1

π

π∫
θ=0

<f (x cos θ + y sin θ, θ) dθ

=
1

π

π∫
θ=0

{√
1− t2θ −

1

2
t2θ ln

(
1 +

√
1− t2θ

1−
√

1− t2θ

)}
dθ

elde edilir.

Geri-projeksiyon yöntemi, fonksiyonun orijinalini geri getirmez; onun bulanık, düzgün-

leştirilmi̧s bir versiyonunu geri getirir.

Örnek 3.1.3 Shepp-Logan Phantom’un (Shepp and Logan 1974) geri-projeksiyon görün-

tüsü Şekil 3.1’de verilmiştir.
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Geri Projeksiyon
θ =0,20,40,...,160

Geri Projeksiyon
θ =0,10,20,...,170

Geri Projeksiyon
θ =0,1,2,...,179 Orjinal Shepp­Logan

Şekil 3.1 Shepp-Logan Phantom’un geri-projeksiyon görüntüsü.

Şekil 3.1’de görüldüğü üzere geri-projeksiyon resmi, orijinalinin bulanık bir versiyonudur.

Örnek 3.1.4 f (x, y) fonksiyonu,

Ci (x, y) =

 exp
(

−r2i
r2i−(x−ai)2−(y−bi)2

)
, (x− ai)2 + (y − bi)2 < r2

i ise

0 , dĭger durumda

olmak üzere Tablo 3.1’de verilen parametreler için

Tablo 3.1 Ci (x, y) için parametreler

i Merkez (ai − bi) Yarıçap ri

1 (0.5, 0.5) 0.2

2 (−0.5, 0.5) 0.4

3 (−0.5,−0.5) 0.1

4 (0.5,−0.5) 0.3

Ci (x, y) fonksiyonlarının toplamıolarak tanımlansın.
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­1
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1

­1
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0.5

1
0

0.2

0.4

x
y

Şekil 3.2 f(x, y) fonksiyonunun grafĭgi (Örnek 3.1.4 için).

Bu düzgün fonksiyon için geri-projeksiyon yaklaşımıŞekil 3.3’te verilmiştir.

Geri Projeksiyon
θ =0,20,40,...,160

Geri Projeksiyon
θ =0,10,20,...,170

Geri Projeksiyon
θ =0,1,2,...,179 Orjinal Fonksiyon

Şekil 3.3 Düzgün f(x, y) fonksiyonu için geri-projeksiyon görüntüsü.

3.2 MERKEZİ KESİT TEOREMİ

Fourier dönüşümü ve Radon dönüşümü arasındaki etkileşim merkezi kesit teoremi veya

Fourier kesit teoremi olarak ifade edilmektedir.
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Teorem 3.2.1 (Feeman 2015) F, 1−boyutlu Fourier dönüşüm operatörü; F2, 2−boyutlu

Fourier dönüşüm operatörü olmak üzere düzlemde tanımlıbir f fonksiyonu ve tüm S ve

θ reel sayılarıiçin

F2f (S cos θ, S sin θ) = F (<f) (S, θ)

olur.

İspat. Düzlemde tanımlıf ve s, θ reel sayılarıiçin 2-boyutlu Fourier dönüşümünün tanımı

F2f (S cos θ, S sin θ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y) e−iS(x cos θ+y sin θ)dxdy (3.1)

şeklindedir.

−∞ < x <∞ ve −∞ < y <∞ üzerinde ayrıayrıintegral almak yerine xy−düzlemindeki

noktalar x cos θ+y sin θ değerlerine göre dikkate alınabilir. Özel olarak her bir t reel sayısı

için x cos θ + y sin θ = t olacak şekilde düzlemdeki tüm (x, y) noktalarıele alınabilir. Bu

noktalar lt,θ doğrusu üzerindeki noktalardır. lt,θ üzerindeki her bir (x, y) noktası için

s = −x sin θ + y cos θ reel sayısı, x = t cos θ − s sin θ ve y = t sin θ + s cos θ eşitliklerini

sağlar. ∂x/∂t ∂x/∂s

∂y/∂t ∂y/∂s

matrisinin determinantı1 e eşit olduğundan deği̧sken deği̧simi yapılırsa
dsdt = dxdy olur. Bu deği̧siklikler sonucunda (3.1) in sağ kısmı

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (t cos θ − s sin θ, t sin θ + s cos θ) e−iStdsdt (3.2)

olur. (3.2) integralindeki e−iSt faktörü s ye bağımlıdeğildir. Bu yüzden ilk integralden

dı̧sarıçıkarılabilir. Böylece

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

f (t cos θ − s sin θ, t sin θ + s cos θ) ds

 e−iStdt (3.3)

olur. (3.3) ün iç integrali, (t, θ) noktasında hesaplanan f fonksiyonunun <f (t, θ) Radon

dönüşümünün tanımıolduğundan (3.3)

∞∫
−∞

(<f (t, θ)) e−iStdt (3.4)
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olarak yazılabilir. (3.4) integrali de <f Radon dönüşümünün (S, θ) noktasında hesaplanan

Fourier dönüşümünün tanımıdır ve (3.4)

F (<f) (S, θ)

olarak yazılabilir. Böylece F2f (S cos θ, S sin θ) = F (<f) (S, θ) eşitliği gösterilmi̧s olur.

Teorem; radyal bir doğru boyunca f (x, y) nin görüntüsünün 2−boyutlu Fourier dönüşümü

ile eğim açısıθ olan <f (t, θ) nın 1−boyutlu Fourier dönüşümünü ili̧skilendirir.

3.2.1 Merkezi Kesit Teoreminin Genel Hali

Teorem 3.2.2 (Deans 1983) Rn üzerindeki noktalar x = (x1, x2, ..., xn) şeklinde, Fourier

uzayındaki noktalar ise k = (k1, k2, ..., kn) şeklinde tanımlanmı̧s olsun. f (x) in n−boyutlu

Fourier dönüşümü Fnf olmak üzere

Fnf(k) = F<f(k).

Şekil 3.4 Merkezi kesit teoreminin şematik gösterimi.

Bu teorem yardımıyla Fnf bilindiğinde radyal yönde ters Fourier dönüşümü uygulayarak

<f elde edilebilir ve bu durum sembolik olarak

<f = F−1Fnf

şeklinde ifade edilir.
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Şekil 3.5 Radon dönüşümü için Fourier dönüşümü yönteminin şematik gösterimi.

Örnek 3.2.1 (Deans 1983, s. 98) f(x, y) = e−x
2−y2 fonksiyonu için F2f dönüşümü

hesaplandı̆gında

F2f(u, v) =

∞∫
−∞

e−x
2−y2e−i(ux+vy)dxdy = πe−

u2+v2

4

olur ve

F2f(Su, Sv) = πe−
S2(u2+v2)

4

yazılabilir. Eşitlĭgin her iki tarafına F−1
1 uygulandı̆gında

F−1
1 F2f =

1

2π

π ∞∫
−∞

e−
S2(u2+v2)

4 eiStdS


=

√
π√

u2 + v2
e

(
−t2
u2+v2

)

elde edilir. <f = F−1F2f oldŭgundan

<f (t;u, v) =

√
π√

u2 + v2
e

(
−t2
u2+v2

)

olur. u2 + v2 = 1 olmak üzere, ξ = (u, v) olarak tanımlandı̆gında

<f (t, ξ) =
√
πe−t

2

elde edilir.

Örnek 3.2.2 (Deans 1983, s. 99) f(x, y) = (x2 + y2) e−π(x
2+y2) fonksiyonun Radon

dönüşümünün hesabı, direkt olarak ve Fourier dönüşüm metodu ile aşăgıda verilmiştir.

46



i) Radon dönüşümü tanımıile:

<
{
x2e−x

2−y2
}

=
√
π

(
t2 cos2 θ +

1

2
sin2 θ

)
e−t

2

,

<
{
y2e−x

2−y2
}

=
√
π

(
t2 sin2 θ +

1

2
cos2 θ

)
e−t

2

oldŭgu dikkate alındı̆gında

<
{(
x2 + y2

)
e−(x2+y2)

}
=
√
π

(
t2 +

1

2

)
e−t

2

olur ve böylece

<
{(
x2 + y2

)
e−π(x

2+y2)
}

=

(
1

2π
+ t2

)
e−πt

2

elde edilir.

ii) Fourier dönüşüm metodu ile:

F2f (u, v) =

∞∫
−∞

(
x2 + y2

)
e−π(x

2+y2)e−i(ux+vy)dxdy

=

[
1

π
− u2 + v2

4π2

]
e−π

u2+v2

4π

olup, u2 + v2 = 1 üzerinde hesaplanan <f (Su, Sv) yardımıyla ξ = (u, v) ve |ξ| = 1 olmak

üzere

F2f (sξ) =

(
1

π
− S2

4π2

)
e−

S2

4π

olur. <f = F−1F2f oldŭgundan

<f (t, ξ) =
1

2π

∞∫
−∞

(
1

π
− S2

4π2

)
e−

S2

4π eiStdS

=
1

π
e−πt

2 −
(

1

2π
− t2

)
e−πt

2

=

(
1

2π
+ t2

)
e−πt

2

elde edilir.

3.3 FİLTRELENMİŞ GERİ-PROJEKSİYON

Geri-projeksiyon yöntemi yeniden yapılandırmada tatmin edici sonuçlar vermediğinden

Radon dönüşümünün tersini hesaplamada yetersiz kaldı̆gıyerleri tamamlamak için Filtre-

lenmi̧s geri-projeksiyon teoremi geli̧stirilmi̧stir. Bu teorem ile uygun bir filtre yardımıyla

geri-projeksiyon yönteminden elde edilen görüntünün bulanıklı̆gıortadan kaldırılır.
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Teorem 3.3.1 (Feeman 2015) f (x, y), düzlemde bir fonksiyon olmak üzere

f (x, y) =
1

2
B
{
F−1 [|S|F (<f) (S, θ)]

}
(x, y) .

İspat. f (x, y) , fonksiyonuna 2−boyutlu Fourier dönüşümü ve ters Fourier dönüşümü

uygulanırsa fonksiyonun kendisi elde edilir;

f (x, y) = F−1
2 F2f (x, y) .

Eşitliğin sağ kısmı, Fourier dönüşümü ve ters Fourier dönüşümü tanımlarıkullanılarak

tekrar yazılırsa

1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

F2f (X, Y ) e+i(xX+yY )dXdY

elde edilir.

X = S cos θ ve Y = S sin θ olacak şekilde (X, Y ) kartezyen koordinatlarından (S, θ)

kutupsal koordinatlarına deği̧sken deği̧simi yapılsın. 0 ≤ θ ≤ π ve −∞ ≤ S ≤ ∞ olmak

üzere dXdY = |S| dSdθ elde edilir. Bunun sonucunda integral

1

4π2

π∫
0

∞∫
−∞

F2f (S cos θ, S sin θ) eiS(x cos θ+y sin θ) |S| dSdθ

haline gelir. F2f (S cos θ, S sin θ) çarpanımerkezi kesit teoremine göre F (<f) (S, θ) ile

aynıdır. Bu yüzden integral

1

4π2

π∫
0

∞∫
−∞

F (<f) (S, θ) eiS(x cos θ+y sin θ) |S| dSdθ

ile aynıdır. İç integral, |S|F (<f) (S, θ) fonksiyonunun (x cos θ + y sin θ, θ) noktasında

hesaplanan ters Fourier dönüşümünün 2π katıdır. Yani, yukarıdaki ifade

1

2π

π∫
0

F−1 [|S|F (<f) (S, θ)] (x cos θ + y sin θ, θ) dθ

olarak yazılabilir ve geri-projeksiyon tanımıkullanıldı̆gında bu ifade

1

2
B
{
F−1 [|S|F (<f) (S, θ)]

}
(x, y)

ifadesine eşit olacağından, istenilen

f (x, y) =
1

2
B
{
F−1 [|S|F (<f) (S, θ)]

}
(x, y)
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eşitliği elde edilir.

|S| çarpanıolmadı̆gında bu formül Radon dönüşümü için daha önceden elde edilen geri-

projeksiyon formülü olur. Uygulamalar açısından bakıldı̆gında, verilerdeki gürültü ve

frekans deği̧siklikleri görüntü rekonstrüksiyonunun bozulabilmesine neden olabilmektedir.

F (<f) (S, θ) dönüşümü <f (S, θ) nın frekans spektrumu olup, |S| çarpanıile frekansın

geni̧sliği ölçeklendirilerek daha iyi bir görüntü elde edilmeye çalı̧sılır. Böylece, F (<f) (S, θ)

dönüşümü |S| çarpanıile filtrelenmi̧s olur ve bu nedenle yöntem filtrelenmi̧s geri-projeksiyon

yöntemi olarak adlandırılır (Feeman 2015).

3.3.1 Hilbert Dönüşümü

David Hilbert (1862-1943) tarafından ortaya konulan Hilbert dönüşümü, reel eksen üze-

rinde bir g fonksiyonu için, Cauchy esas değeri anlamında

Hg(t) =
1

π
p.v.

∫ ∞
−∞

g(ω)

t− ωdω

= lim
ε→0+

∫
|t−ω|>ε

g(ω)

t− ωdω

= lim
ε→0+

(∫ t−ε

−∞

g(ω)

t− ωdω +

∫ ∞
t+ε

g(ω)

t− ωdω
)

genelleştirilmi̧s integrali ile tanımlanır.

F

(
df

dx

)
(ω) = iωF (f) (ω)

ifadesi Radon dönüşümüne uygulandı̆gında

F

(
∂ (<f) (t, θ)

∂t

)
(S, θ) = iSF (<f) (S, θ) (3.5)

olur.

sgn(S) =


1, S > 0 ise

0, S = 0 ise

−1, S < 0 ise

olmak üzere

|S| = Ssgn (S) .
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Böylece (3.5) ten

isgn(S).F

(
∂ (<f) (t, θ)

∂t

)
(S, θ) = − |S|F (<f) (S, θ) .

Filtrelenmi̧s geri-projeksiyon formülü

f (x, y) = −1

2
B

{
F−1

[
isgn(S).F

(
∂ (<f) (t, θ)

∂t

)
(S, θ)

]}
(x, y) (3.6)

şeklinde yazılabilir. Bu ifade Hilbert dönüşümü yardımıyla daha kısa biçimde ifade edilebilir.

Hg Hilbert dönüşümü, Fourier dönüşümü isgnFg ifadesine eşit olan fonksiyon olarak

tanımlanabilir. Bu durumda, her bir t reel sayısıiçin Hilbert dönüşümü

Hg (t) = F−1 [isgn(ω)Fg(ω)] (t)

şeklinde de ifade edilebilir.

Bu tanım yardımıyla (3.6) ifadesi

f(x, y) = −1

2
B

[
H

(
∂ (<f) (t, θ)

∂t

)
(S, θ)

]
(x, y)

şeklinde daha sade bir hale gelir. Bu ifade Radon’un Radon dönüşümünün tersi için elde

ettiği orijinal formüldür.

Örnek 3.3.1 ve 3.3.2’de filtrelenmi̧s geri-projeksiyon yöntemi kullanılarak elde edilen

görüntülere yer verilmi̧stir. Bölüm 3.1’de verilen geri-projeksiyon yöntemi ile elde edilen

görüntülerde ortaya çıkan bulanıklı̆gın filtrelenmi̧s geri-projeksiyon yöntemi kullanıldı̆gında

ortadan kalktı̆gıve daha iyi bir yaklaşım sağlandı̆gıgörülmektedir.

Örnek 3.3.1 Shepp-Logan Phantom’un filtrelenmiş geri projeksiyon görüntüsü Şekil 3.6’da

verilmiştir.
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Filtrelenmiş Geri Proj.
θ =0,20,40,...,160

Filtrelenmiş Geri Proj.
θ =0,10,20,...,170

Filtrelenmiş Geri Proj.
θ =0,1,2,...,179 Orjinal Shepp­Logan

Şekil 3.6 Shepp-Logan Phantom’un filtrelenmiş geri-projeksiyon görüntüsü.

Örnek 3.3.2 Örnek 3.1.4’te tanımlanan f fonksiyonu için filtrelenmiş geri-projeksiyon

görüntüsü Şekil 3.7’de verilmiştir.

Filtrelenmiş Geri Proj.
θ =0,20,40,...,160

Filtrelenmiş Geri Proj.
θ =0,10,20,...,170

Filtrelenmiş Geri Proj.
θ =0,1,2,...,179 Orjinal Fonksiyon

Şekil 3.7 Düzgün f(x, y) fonksiyonu için filtrelenmiş geri-projeksiyon görüntüsü.
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