ZONGULDAK BULENT ECEVIT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

RADON DONUSUMU VE OZELLIKLERI

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZIi

GAMZE SEVIMLI

TEMMUZ 2019



ZONGULDAK BULENT ECEVIT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

RADON DONUSUMU VE OZELLIKLERI

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZIi

Gamze SEVIMLI

DANISMAN: Dog. Dr. Zekeriya USTAOGLU

ZONGULDAK
Temmuz 2019



KABUL:

Gamze SEVIMLI tarafindan hazirlanan “Radon Déniisiimii ve Ozellikleri” baslikli bu ¢alisma
jlirimiz tarafindan degerlendirilerek Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii, Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans Tezi olarak oybirligiyle kabul
edilmistir. 29/07/2019

Danisman: Dog. Dr. Zekeriya USTAOGLU
Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Bsliimii

Uye : Dr. Ogr. Uyesi Mustafa YILDIZ /\MV}/’% .......

Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik'Bolimii

Uye :Dr. Ogr. UyesiNejlaOZMEN N A S
Diizce Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii

ONAY:

Yukaridaki imzalarin, ad1 gegen 6gretim iiyelerine ait oldugunu onaylarim. 22./082019

Prof. Dr. Ahmet OZARSLAN

Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiirii

ii



“Bu tezdeki tiim bilgilerin akademik kurallara ve etik ilkelere uygun olarak elde
edildigini ve sunuldugunu; ayrica bu kurallarin ve ilkelerin gerektirdigi sekilde, bu
calismadan kaynaklanmayan biitiin atiflar: yaptigimi beyan ederim.”

Gamze SEVIMLL
/)




OZET

Yiiksek Lisans Tezi

RADON DONUSUMU VE OZELLIKLERI

Gamze SEVIMLI

Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Tez Damismani: Dog¢. Dr. Zekeriya USTAOGLU
Temmuz 2019, 55 sayfa

Tez tli¢ boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde Radon doniistimi ve uygulamalari ile ilgili
temel bilgiler verilmis ve X-ismmnin davranisi i¢in temel bir matematiksel model ifade
edilmistir. Ikinci béliimde, Radon doniisimiiniin tanimi, temel ozellikleri ve bazi
fonksiyonlarin Radon déniisiimiiniin hesabima yonelik drnekler verilmistir. Ugiincii boliimde
Radon doniistimiiniin tersinin elde edilmesine yonelik yontemler arastirilmistir. Radon
dontlisiimiiniin tersi igin Oncelikle geri-projeksiyon yontemi ele alinmis, daha sonra Radon
doniistimii ile Fourier doniistimii arasindaki temel iliski merkezi kesit teoremi (Fourier kesit
teoremi) yardimiyla ifade edilmis ve filtrelenmis geri-projeksiyon yontemi incelenmistir.

Ayrica, Radon doniigiimiiniin tersinin bulunmasina yonelik ¢esitli 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Radon Doniisiimii, Ters Radon Doniistimii, Geri Projeksiyon.

Bilim Kodu: 403.06.01






ABSTRACT

M. Sc. Thesis

RADON TRANSFORM AND ITS PROPERTIES

Gamze SEVIMLI

Zonguldak Biilent Ecevit University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Thesis Advisor: Assoc. Prof. Zekeriya USTAOGLU
July 2019, 55 pages

This thesis consists of three sections. In the first section some basic information about the
Radon transform and its applications are given and a basic mathematical model for the X-ray
behavior is introduced. The second section is devoted to the definition and properties of
Radon transform and to some examples on the computation of the Radon transform of some
functions. In the third section, some methods on the inversion of Radon transform are
investigated. In order to obtain the inversion of Radon transform, first, the back-projection
method is considered, then the relation between the Radon transform and Fourier transform is
given by the central slice theorem (Fourier slice theorem) and the filtered back-projection
method is investigated. Moreover, some examples on the inversion of Radon transform are

given.

Keywords: Radon Transform, Inverse Radon Transform, Back Projection.

Science Code: 403.06.01






TESEKKUR

Tezin tiim asamalarinda degerli vaktini esirgemeden bana ayiran, gorlis ve Onerileriyle
yardimcr olan ve beni yonlendiren degerli danisman hocam saymn Dog¢. Dr. Zekeriya

USTAOGLU’na (ZBEU) ¢ok tesekkiir ederim.
Hayatimin tiim agamalarinda oldugu gibi bu ¢alisma esnasinda da manevi desteklerini hep

yanimda hissettigim aileme ve arkadaslarima; Ozellikle benim her zaman daha iyisini

yapabilecegimi diisiinen ve beni buna inandiran anneme ¢ok tesekkiir ederim.

vii






ICINDEKILER

Sayfa

(NN = 1 PP PUPPRPTPRR I
OZET .ottt ettt ettt ettt bbbttt iii
ABSTRACT ettt b e bbb e n e nes v
TESEKKUR ....ooouiuitiiieieeeieceeceessss s ssssssss s ssssss s s ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssnes vii
ICINDEKILER.........coiitetetiteecetee e es st et esesses et es st eae et s s st es st ses et en s ssassesssennsesntasans iX
SEKILLER DIZINT.....ooiiiiiiiceiiiteees et sn sttt en st snssanas s s s enenens Xi
(@) VA2 5(€) 2355523 5) 141111 (O Xiii
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI......cccooiiiiiriiniiniiineniesseesse e XV
BOLUM 1 GIRIS oottt ettt sttt et sn sttt s s et snssn e 1
1.1 TEZIN KAPSAMI VE ONEMI .....ooiiiiiiniiniinine s 2
1.2 X-ISINININ DAVRANISI VE BEER YASASI ...t 3
1.2.1 HounsSfield BIrlmi ......ecciiiiiiiiiiiiiiie ettt e ittt e e etae e e e e envae e e s enbaeeeeea 5
BOLUM 2 RADON DONUSUMU ...t 9
2.1 IKi BOYUTLU RADON DONUSUMU ..o s 9
2.2 YUKSEK BOYUTLU RADON DONUSUMU ..o 10
2.3 RADON DONUSUMU ORNEKLERI ....coovoviiiiiviiieitciciceeteeeeeee et 11
2.4 RADON DONUSUMUNUN TEMEL OZELLIKLERT ......coovviviiiieeeeeeeeeeeene, 21
2.4.1 Tiirevlerin Radon DONUSTMIL ......c.eeiviiiiiiiiiiiie e 23
2.4.2 Lineer Dontlistimiin Radon DONUGSTUMIL ....ccvvvveivveeiiiieiiiesciie e 25
2.4.3 Hermite Polinomu Igeren DONUSHMIET ..........cevevevevireeeeeieeeieieeeeee e, 27
2.4.4 Laguerre Polinomu Igeren DONGSTMIET........c.ccoveveveveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee s 30
2.4.5 Radon DOontisiimUniin TUIrEVIETT.......cuviiiiiiiiiieiiie e 33
2.4.6 KONVOITUSYON TEOTEIMI ..cuviiiiiiiiiiiiiesiesies e 36



ICINDEKILER (devam ediyor)

Sayfa

BOLUM 3 RADON DONUSUMUNUN TERSI ..o, 39
3.1 GERI-PROJEKSIYON ...ttt 39
3.2 MERKEZI KESIT TEOREMI ....coovuiieiteeeeeceeceeee e 43
3.2.1 Merkezi Kesit Teoreminin Genel Hall ........c..ccoovviiiiiiiiiii e 45

3.3 FILTRELENMIS GERI PROJEKSIYON .....ocooiiieiiiircteieieeeeeeee e 47
3.3.1 Hilbert DONUSTMIL .....uvvveiiiiiiee et st e st e e s sare e e e e nnre e e e e snrn e e e s nnnneeas 49
KKAYNAKLAR. .....cocveteteieeeeetete et ee et es sttt es s sststa s s s esesetatasessesstesasensssetstesesnsnsnsesassnsnens 53
(07461 21 @11, 8 OO 55



SEKILLER DiZiNi

No Sayfa

Sekil 1.1 a) Nonogramin ilk (¢6ziilmemis) hali, b) nonogramin goriintii olusturulan hali. ....... 3

Sekil 1.2 X-1ginlarinin absorbe edilmesi sematik gosterimi; (a) Gonderilen ve 6lgiilen enerji

miktari, (b) Elde edilen @Ortntil..........cccveveiiueieeriesieieese e sie e 4
Sekil 1.3 Bir X-1sininin homojen bir materyalin i¢inden gegiSi.......ccovvvervrrieenienrierierenrieseeneenns 6
Sekil 2.1k g dOBIUSU. covvvvvveeii e 9
Sekil 2.2 f(x,y) fonksiyonunun grafigi (Ornek 2.3.1 iGin). c.c.cvovvrevereriiiceeieeeeeeeeee e 12
Sekil 2.3 f,(x,y) fonksiyonunun grafigi (Ornek 2.3.3 igin). .oovereereereenernineninieeneeneiseennees 14
Sekil 2.4 f(x,y) fonksiyonunun grafigi (Ornek 2.3.4 iGin). ....ooveverereeeriveeieeeeeseeeeeeeseseeeeens 15
Sekil 2.5 Birim kare ve kareden gegen dOZru. ...ocueererieieiiiesisieeee st 15
Sekil 2.6 t kesikli dogru boyunca degisirken birim kare {izerindeki bolgeler...............c.c........ 16
Sekil 2.7 f(x,y) fonksiyonunun (Ornek 2.3.6 1GiN).........cccoeueverieieereierieieeceeeee e 17
Sekil 2.8 f(x,y) fonksiyonunun grafigi (Ornek 2.3.7 i¢in). ......ccooveveveveeeeeeereeeeeeeeeeeeeas 20
Sekil 3.1 Shepp-Logan Phantom'un geri-projeksiyon gorintlisii..........coceeveevrerereiincreneninns 42
Sekil 3.2 f(x,y) fonksiyonunun grafigi (Ornek 3.1.4 i¢in). ......ccccoveveveveveeereeeeeeeee e 43
Sekil 3.3 Diizgiin f(x,y) fonksiyonu i¢in geri-projeksiyon gortintlisii. ..........ccocvrervevererereneenn. 43
Sekil 3.4 Merkezi kesit teoreminin sematik gOStErTMI. ......cocuveirieeiiiiieiiiie e 45
Sekil 3.5 Radon doniisiimii icin Fourier doniisiimii yonteminin sematik gosterimi. ............... 46
Sekil 3.6 Shepp-Logan Phantom’un filtrelenmis geri-projeksiyon gorintiisii............ccccevnee. o1
Sekil 3.7 Diizgiin f(x,y) fonksiyonu i¢in filtrelenmis geri-projeksiyon goriintiisii................... 51

Xi






CIZELGELER DIiZiNi

No Sayfa
Cizelge 1.1 Bazi maddelerin Hounsfield DIrmIeri...........ccoooiiiiiiiiiien, 6
Cizelge 3.1 C, (X, y) 1IN PArametreler. .........coviiiiiiiniiiiiiiieec s 42

Xiii






SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

SIMGELER
A(X) : Ortamin X noktasindaki azalma katsayisi
AT : A matrisinin transpozu
B : Geri projeksiyon operatorii
ds : Egrisel integral i¢in yay uzunlugu elemani
o(+) : Dirac delta
Al : Belirli araliktaki X-1s1n1inin yogunluk kaybi
E : Her bir fotonun enerji seviyesi
f =Rf : f fonksiyonunun Radon doniistimii
f = Ff . f fonksiyonunun Fourier doniisiimii
F, : N boyutlu Fourier doniisiim operatorii
Fn_l : n boyutlu Ters Fourier doniisiim operatorii
r : Gamma Fonksiyonu
H, : k. Hermite polinomu
H o : Ortamin Hounsfield birimi
| (X) : X noktasindaki fotonlarin yogunlugu
Ciy : Diizlemdeki t, 6 parametreli dogru
L (t) : Laguerre polinomu
N (x) : Saniyede x noktasindan gegen fotonlarin sayisi
p(x) : [X, X+ AX] araliginda absorbe edilen biitiin fotonlarin orani
R : Radon doniisiim operatorii
R™ : n-boyutlu Oklid uzay1
St : Birim ¢ember
g=*h . § ve h fonksiyonunun konvoliisyonu

XV



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZINi (devam ediyor)

KISALTMALAR

CT : Bilgisayarli Tomografi (Computerized Tomography)
HU : Hounsfield birimi

BT : Ters Projeksiyon (Back-Projection)

RT : Radon dontistimii

XVi



BOLUM 1

GIRIS

Miihendislik, medikal goriintiileme, astronomi, jeofizik ve optik gibi bilimin bircok farkli
alaninda uygulamalara sahip olan Radon doniigiimii, adin1 Avusturyali matematikgi J. K.
August Radon’dan (1887 — 1956) almaktadir. "On the determination of functions from
their integrals along certain manifolds (Fonksiyonlarin belli manifoldlar iizerindeki integ-
rallerinden bu fonksiyonlarin kendilerinin belirlenmesi)" (Radon 1917) adli ¢aligmasinda
Radon, iki degiskenli bir fonksiyonun diizlemdeki tiim dogrular boyunca egrisel integral-
lerinden yararlanarak bu fonksiyonun kendisinin elde edilmesi ile ilgili baz1 sonuglari or-
taya koymustur. Bu problem rekonstriiksiyon (yeniden yapilandirma) problemi olarak

bilinmektedir (Durrani and Bisset 1984, Epstein 2008, Helgason 1999, Kuchment 2014).

Medikal goriintiileme alaninda kullanilan bilgisayarli tomografi (CT - Computerized

Tomography) rekonstriiksiyon probleminin en bilinen uygulamalarindan biridir. CT tara-
masl1 bir nesneye veya canliya zarar vermeden, onu kesmeden veya kirmadan i¢ yapisini
anlamay1 amaglayan bir yontemdir (Cierniak 2011, Herman 1980, 2009). Nesnenin degisik
acilardan ¢ok sayida X-i1g1m1 goriintiileri alinarak o nesnenin i¢ yapisinin goriintiisii elde
edilmeye caligihr. Bilinen yogunluktaki tek bir X-1igm1 bir ortamdan gegerken (kemik,
kas, beyin dokusu vs.) 1 iginde bulunan enerjinin bir kismi ortam tarafindan ab-
sorbe edilir; bir kismi edilmez. Bu 1smin yogunlugu bir dedektor ile lciilebilir. 11k ve son
yogunluk arasindaki fark ortamin enerjiyi absorbe edebilme oranini gosterir. Ornegin kirik
bir kemigin rontgen filmi dedektor tarafindan olgiilen verilerin sonucu ile elde edilir. Bir
makine tarafindan paralel, yelpaze veya koni seklinde X-1ginlar1 yayilir ve kemik tarafin-
dan engellenmeyen veya absorbe edilmeyen fotonlar filmi ortaya ¢ikarir ve ortamin resmini
olusturur. CT taramasimin ana fikri farkli yonlerde ortamdan gecen X-1ginlarinin yogun-
luklarindaki degisikligi olgerek bu 6lciimleri kiyaslamak ve nerede daha fazla nerede daha
az absorbe edildigine karar verebilmektir (Kak and Slaney 2001, Jiang and Wang 2003).
Giiney Afrikali fizik¢i Allan McLeod Cormack (1924 - 1998) tarafindan X-15m1 teknolo-



jisi tizerine yapilan ¢alismalar ile birlikte Radon’un yaptig1 ¢alismalarin uygulamalar
agisindan 6nemi fark edilmigtir. Cormack, (Cormack 1963, 1964) galismalarinda Radon
doniigiimiiniin radyolojik uygulamalarini ifade etmis ve CT taramasinin temellerinin olus-
turulmasinda etkili olmustur. Bu calismalar: ele alan Ingiliz mithendis G. N. Hounsfield
(1919 - 2004) ilk CT tarama cihazim icat etmigtir. Hounsfield, "Bir kutunun tiim aglar-
dan X-151mm1 taramasi (réntgen) yapilarak icerisindeki nesnenin ne oldugunu belirlemek
miimkiin olabilir mi?" sorusu ile CT tarayicisi iizerinde ¢aligmaya baglamistir. Radon’un
caligmalarindan yararlanarak meslektaglar ile birlikte Cormack’in teorik hesaplamalarini
gercek bir uygulamaya tagiyarak ilk CT tarayicisini olusturmuglardir (Hounsfield 1972,
1973). Hounsfield ¢aligmalarimi tip alanina yoneltmis ve prototip bir kafa tarayicisi olus-
turmustur. Bu prototip ilk olarak muhafaza edilmis bir insan beyni iizerinde denenmistir.
Daha sonra bir inek beyninde ve son olarak kendisi {izerinde denemeler yapmistir. 1971
yilinda Ingiltere, Wimbeldon’da bir hastanede yatan serebral kist hastas: iizerinde yapilan
bagarili bir tarama sonucunda CT taramasi tip alam ile tamgtirilmigtir. 1975 yilinda
Hounsfield tiim viicut taramasini geligtirmigtir. Cormack ve Hounsfield, X-igin1 temelli
CT teknolojisinin gelistirilmesi tizerine yaptiklar: ¢alismalardan 6tiirii 1979 yilinda Nobel

tip odiiliinii almiglardir.
1.1 TEZIN KAPSAMI VE ONEMi

Tanim kiimesi diizlem olan bir f fonksiyonunun Radon doniisiimii

Rf(t,0) = /fds = /f(tcos@ — ssinf, tsinf + scosf) ds
lio S
seklinde tanimlanir. Rf(¢,0) Radon doniisiimii f (z,y) nin diizlemdeki tiim /; y dogrular
boyunca alinan integralleridir. Radon dontigiimiiniin tersi ise [,y dogrular1 boyunca in-
tegralleri alinan f (z,y) fonksiyonunun kendisinin yeniden elde edilmesidir. Dolayisiyla
Radon déniigiimiiniin tersinin hesaplanmasi, yani £ (¢, ) bilindiginde f (x,y) fonksiyo-
nunun bulunmasi énemli bir problemdir. Bunun i¢in kullanilabilecek yontemlerden biri
geri-projeksiyon (back-projection) yontemi olup bu yontem ile R f (¢, 0) verilerinden f (z,y)
fonksiyonu i¢in bir yaklagim yapmak miimkiindiir. Ancak bu yontem f (z,y) fonksiyonu
i¢in diizgiinlegtirilmig/bulanik bir yaklagim saglar. Bir bagka yontem ise Radon doniigiimii

ile Fourier doniigiimii arasindaki iligkiyi ifade eden merkezi kesit teoremi (Fourier kesit



teoremi) yardimiyla ortaya konulan filtrelenmis geri-projeksiyon yontemidir. Bu yontemde
Rf(t,0) fonksiyonun Fourier doniigiimii bir filtre faktorii olarak adlandirilan bir ¢arpan
ile carpildiktan sonra ters Fourier doniisiimii hesaplanir ve sonrasinda geri-projeksiyon
uygulanarak f (z,y) fonksiyonu elde edilir. Bu yontem ile bulaniklik bir miktar giderile-

rek f (z,y) fonksiyonu i¢in daha net bir yaklagim elde etmek miimkiindiir.

Bu boliimiin kalan kisminda X-1gininin azalmasi ile 1s1nin gectigi maddenin 6zelliklerini
iligkilendiren Beer yasasi yardimiyla X-1igininin davranmigi igin temel bir matematiksel
model ifade edilmistir. Ikinci boliimde, Radon déniistimiiniin taniminin iki boyutlu ve
yiiksek boyutlu formlar: ifade edilmis, baz1 temel 6zellikleri verilmis ve baz fonksiyon-
larin Radon doniisiimiiniin hesab1 ve ¢zelliklerinin uygulamalarina yonelik ornekler ele
almnustir. Uctincii boliimde, Radon doniistimiiniin tersinin elde edilmesine yonelik geri-
projeksiyon yontemi ve filtrelenmis geri-projeksiyon yontemi aragtirilmistir. Ayrica, gesitli
ornekler yardimiyla Radon doniigiimiiniin tersi i¢in geri-projeksiyon ve filtrelenmis geri-

projeksiyon yontemlerinin uygulamasi ve karsilagtirilmasi yapilmistir.
1.2 X-ISINININ DAVRANISI VE BEER YASASI

Puzzle, bulmaca ve sudoku gibi zeka oyunlarinin bir benzeri nonogram (kare karalamaca)
olarak adlandirilan resimli mantik bulmacalaridir. Nonogram, kare bir alan iizerinde oy-
nanir ve bu kare alan kiiciik karelerden olugsmaktadir. Her satir ve siitunun baginda yer
alan sayilar o satir ve siitunda kag siyah kare oldugunu gosterir. Oyunun amaci bu siyah

kareleri tamamlamak ve karalanan karelerin meydana getirdigi sekli bulmaktir (Sekil 1.1).

| || 1 |
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Sekil 1.1 a) Nonogramin ilk (¢oziilmemis) hali, b) nonogramin goriintii olugturulan hali.



Medikal alanda siklikla kullanilan bilgisayarli tomografi cihazinin ¢calisma prensibinin ben-
zer sekilde oldugu soylenebilir. Bilgisayarli tomografide goriintii elde etmek igin satir ve
stitunlardaki sayilar yerine X-1ginlar1 kullanilir; kare karalamak yerine ise nesnenin iginden
gecen her bir 1s51min yogunluk durumu aragtirilir. Yeterli miktarda X-igim i¢in yogunluk
degigikligi hesaplanarak bir goriintii elde edilir. Beyaz kareler X-iginlarinin absorbe edildigi
bolgeleri gosterirken siyah kareler X-isinlarinin absorbe edilmedigi bolgeleri gostermek-
tedir. Yani kemik gibi X-iginlarin1 yogun olarak absorbe eden yiiksek atomlu ortamlar-
dan/maddelerden gegen yerlerin beyaz kareleri; hava gibi absorbe etme oranimin daha az

oldugu ortamlardan/maddelerden gegen yerlerin siyah kareleri ifade ettigi stylenebilir.

(a) (b)
Sekil 1.2 X-igilarinin absorbe edilmesi sematik gosterimi; (a) Gonderilen ve dlgiilen

enerji miktari, (b) Elde edilen goriintii.

Bir kaynaktan gonderilen her bir X-1g1m1, ortamin/maddenin i¢inden gegtikten sonra diger
tarafta bir dedektor yardimiyla olgiiliir. Sekil 1.2’de 9 adet birim kareden olusan bir kare
iizerinde once bir kaynak tarafindan gonderilen isinlar ve bu iginlarin ortamdan gectikten
sonra Olciilen enerji miktarlari; sonra bu verilere gore elde edilen goriintii ifade edilmistir.
Ornegin, 1. satirdan gonderilen 3 birimlik 15mm ortamdan ciktiktan sonra 1 degeri ile
olgiilmektedir. Yani ortam tarafindan 2 birimlik 151n absorbe edilmistir. 1. stitundan gon-
derilen 3 birimlik 151n ortamdan c¢iktiktan sonra 0 degeri ile olciilmektedir. Bu sonuca

gore ortam tarafindan 3 birimlik 151n absorbe edilmistir. Birim kareler tarafindan absorbe



edilen bolgeler beyaz renkle ifade edilirse bu durumda 1. siitundaki 3 karenin beyaz renkli
olmasi gerekmektedir. 1. satirda 2 birim karenin beyaz olmasi gerekmektedir ancak diger
hangi karenin beyaz olacaginin belirlenmesi i¢in daha fazla veri yani daha fazla 1ginin
yogunluk degisimi hakkinda bilgi edinilmesi gerekmektedir.

Olciim sonuclan sadece siyah ve beyaz ile siirlandirilmadan bir "gri" renk skalasinda
degerlendirilir. Ornegin 0-1 arasinda numaralandirma yapilirsa 0 siyahi, 1 beyazi ve bu
aralikta kalanlar grinin farkli tonlarin ifade eder. X-1s1n1 objeden gecerken absorbe edilme
derecesine gore 1gmin yogunlugundaki degisim sebebi ile gri bolgeler olusturur. Iyi bir
goriintii elde edebilmek icin yeterli miktarda X-1smminin yogunluk degisiminin bilinmesi
gerekir. Bu durumun daha anlasilir olmasi i¢in X-1g1mninin davranisi i¢in temel bir yaklagim

asagidaki kisimda (Feeman 2015) calismasindan yararlanarak ifade edilmistir.

X-1gimlarimin fotonlardan meydana geldigi kabul edilir ve X-1igininin “tek renkli” oldugu,
yani her fotonun aym F enerji seviyesinde oldugu varsayilirsa, N (x), saniyede x noktasin-

dan gegen fotonlarin sayisi olmak iizere, x noktasindaki 1s1n yogunlugu

I(x) = EN(z)

seklinde gosterilebilir. X-1gininin iizerinden ge¢tigi ortamlarin/maddelerin her bir milimet-
resi belli miktarda fotonu absorbe eder ve ortamin fotonu absorbe etme orani o maddenin
“azalma katsayis1 (attenuation coefficient)” olarak ifade edilir. Genel olarak azalma kat-
sayist negatif degildir ve her maddenin azalma katsayis1 aymi degildir. Medikal alanda,
azalma katsayis1 Godfrey Hounsfield tarafindan geligtirilen “Hounsfield Birimi (HU)” ile
temsil edilir (Hounsfield 1973).

1.2.1 Hounsfield Birimi

Hounsfield birimi, bir ortamin azalma katsayisinin, suyun azalma katsayisi ile kiyaslan-
masiyla belirlenen bir say1 olarak tanimlanmaktadir. Hounsfield birimi, radyoyogunlugunu

(radiodensity) tanimlayan nicel bir 6lgektir. A, azalma katsayisini ifade etmek tizere;

Aortam - Asu

Hoppg = —221 =54 1.1
t As 4

Baz1 maddelerin Hounsfield birimleri Tablo 1.1’de verilmistir.



Tablo 1.1 Baz1 maddelerin Hounsfield birimleri.
Madde Hounsfield Birimi
Kemik 1000

Karaciger 40 - 60

Beyaz Cisim 20 - 30

Gri Cisim 37 - 45
Kan 40

Kas 10 - 40
Bobrek 30
Su 0

Yag —100 - =50
Hava —1000

Bir ortamdan gecen X-1igininin, = ve x + Az arasinda bir yerde oldugu ve A(z) in ortamin
bu yerdeki azalma katsayis1 oldugu varsayilsin. Bu durumda [z, x+ Ax] arahgimda absorbe

edilen biitiin fotonlarin oram

seklinde gosterilir. [z, z + Ax] araliginda ortam tarafindan saniyede absorbe edilen foton-

larin sayisi

p(z)N(z) = A(x)N(x)Az (1.2)

Az

Sekil 1.3 Bir X-1s1minin homojen bir materyalin i¢cinden gegisi.



(1.2) esitliginin her iki tarafi E' (her bir fotonun enerji seviyesi) ile ¢arpilirsa bu araliktaki

X-1giinin yogunluk kayb1
Al = —A(z)I(z)Az

seklinde ifade edilir. Bu durumda Ax — 0 i¢in, Beer Yasasi olarak da bilinen

I

o= —A@)(x) (1.3)

diferensiyel denklemi elde edilir.

Beer Yasas1 X-1igininin azalmasi ile 1gmnin gectigi maddenin ozelliklerini iligkilendirir. Or-
tamdan gegen X-1igininin yogunluk degisim orani bu igin grubunun yogunlugu ve or-
tamin azalma katsayisi ile orantihidir ve (1.3) denklemi bu durumu ifade etmektedir.
Isin Iy = I(zg) yogunlugu ile xy noktasinda baglar ve ortami gegtikten sonra I1 = ()

son yogunlugu ile x; noktasinda kontrol edilirse

/% = —/A(:c)dcc

olur. Buradan
In(I(z1)) —In({ (z9)) = — /xl A(x)dx

veya

/ A(z)dz = In <§—‘1)) (1.4)

oldugu goriiliir. Sonugtan goriildiigii tizere, X-1gininin olgiilen yogunlugundan A nin ken-

disinin degeri degil X-1s1m1 boyunca A nin integralinin degeri hesaplanir.






BOLUM 2
RADON DONUSUMU

Bu boliimde Radon doniigiimiiniin 6ncelikle 2—boyutlu temel hali tanimlanacak ve daha
sonra bu tamimin yiiksek boyutlar icin genellestirilmesi yapilacaktir. Bazi fonksiyon-
larin Radon doéniigiimiiniin hesabina yonelik ¢rnekler incelenecektir. Daha sonra Radon

doniigiimiiniin temel 6zellikleri verilerek bu 6zelliklere yonelik 6rnekler incelenecektir.
2.1 IKi BOYUTLU RADON DONUSUMU

Iki degiskenli bir fonksiyonun Radon déniisiimii bu fonksiyonun diizlemdeki tiim dogrular
boyunca integralleri yardimiyla tanimlanir.

y
N
N

Sekil 2.1 [; y dogrusu.

Sekil 2.1’de gosterildigi tizere t, orijinden [ ye indirilen dikmenin uzunlugu ve 6, bu dik-

menin z-ekseni ile yaptigi pozitif yonlii ag1 olmak iizere diizlemdeki her bir dogru
lig:(z(s),y(s)) = (tcosh — ssinf,tsinf + scosf), seR (2.1)

seklinde verilsin.

T =tcosf — ssinf

y =tsinf + scosf



esitlikleri dikkate alinirsa /; 9 dogrusunun denklemi normal formda
t =xcosf + ysinf
olarak yazilabilir.

Tanim 2.1.1 (Radon déniisiimii) ¢t € R, 6 = (cos6,sinf) € S* (birim ¢ember) olmak
tizere, strekli bir f (z,y) fonksiyonunun Radon donisimi dizlemdeki tim l;o dogrular

boyunca

R{f(z,y)} (t,0) = /f (x,y)ds = /f (tcos® — ssinf,tsinf + scosf)ds (2.2)
lt,o lt,o

integralleri ile tanymlanar; burada ds yay uzunlugu elemanidar.

Dirac delta fonksiyonu kullanilarak Radon dontistimii

%{f(:c,y)}(t,&)://f(:v,y)é(t—xcos&—ysin&)d:cdy (2.3)

—o0—00

seklinde tanimlanar (Toft 1996).

2.2 YUKSEK BOYUTLU RADON DONUSUMU

X = (21, %2, ...,%,) € R" olmak iizere, n-degigkenli bir f(x) = f(z1,22,...,2,) fonksiyo-
nunun Radon doniisiimii, bu fonksiyonun R™ deki tiim hiper diizlemler iizerinde alinan
integralleri ile tanimlanir.

£€=1(&,&,,...,&,) € R bir birim vektor olmak iizere, R™ de bir hiper diizlem
t=xE=x1&+ ... + 1,8,
denklemi ile verilsin.

Tanim 2.2.1 t € R ve & € R" birim vektor olmak tizere, n-degiskenli bir f fonksiyonunun

Radon déoniigtimyii
R{f (%)} (1.€) = R (t.€) = /f (%) 6 (t - x.£) dx

seklinde tanymlanir. Burada dx = dxidxs...dx, dir.

Tanimdan goriildiigii iizere f(x) in R f (¢, &) Radon doniigiimii, R” deki tiim hiper diizlem-
ler iizerinde tamimli bir fonksiyondur ve bu fonksiyonun herhangi bir hiper diizlemdeki

degeri f(x) in o diizlem iizerindeki integraline esittir (Debnath and Bhatta 2015).

10



2.3 RADON DONUSUMU ORNEKLERI

Ornek 2.3.1 a > 0 olmak iizere, f (x,y) = e~ (% +v%) fonksiyonunun %{67‘12(“52“”2)}

Radon déoniigiimini hesaplamak igin (2.3) kullanildiginda

R {67“2(12“’2)} (t,0) = 77 —a*(a%+4%) d(t—&x—Ey)dady

—00—00

olur ve & = {&,,&,} birim vektori olmak iizere,

U & & T
v =& & Yy
u 0P = (Gt E) + (—ber + E1y)°
= G’ +26,aby + E3y° + £52° — 26,26,y + 61y
= 2 (6 +8&) +y° (6 +6)

= 2 —i—y2.

Ortogonal lineer doniisim ile degisken degisimi yapildiginda

a%{e*f(zw)}(t,e) - 770 ~a?(w+%) 5 (¢ — ) dudv

e}

242 2.2
:eat/eavdv

—0o0

Jme et

a

elde edilir.

2

Ozel olarak a = 1 igin f (x,y) = e v fonksiyonunun grafigi Sekil 2.2°de verilmis olup

bu fonksiyonun Radon déniisiimii

R {e*"”2*y2} (t,0) = /re "

11



olur.

i/ W
(RN
NN
0 00““\\§“\\\$\\\\‘“‘
I
\\s&‘&»‘

RE
{7 '0"0 “:‘“‘:““\

Sekil 2.2 f(x,y) fonksiyonunun grafigi (Ornek 2.3.1 i¢in).

(2.2) kullamalarak hesaplama yapildiginda

Rf(t,0) = /e“Qdes

Li.0
o0

N2 . 2
_ /6—(tc050—ss1n0) —(tsin 6+scos ) ds

—00
o

/ e—t2 cos? 0+2ts cos 0 sin —s2 sin? —t2 sin? —2¢s cos 0 sin 0—s2 cos? edS

—o0
oo
2 2 2 2 2 2
— /e—t (cos 0—+sin 9)—5 (cos 0+-sin O)ds
—0
oo
422
= /e P=s"ds
—00
oo
42 2
= ¢t /e *ds
—o0

= Ve

elde edilir.

12



Ornek (2.3.1)’de elde edilen sonucu daha yiiksek boyutlara genisletmek miimkiindiir. n =

3 durumu Ornek (2.3.2)’de verilmistir.

Ornek 2.3.2 (Deans 1983, s. 61) f(x,y,2) = e "= fonksiyonunun R {6’12*?/2*22}

Radon dénitisimsii

oo o0

R{e™™ W=} (t,8) = / / / e VTS (= &yw — &yy — €52) dadyd:

—00—00—00

olup, ¢ = (& + &)Y ve €] = (67 + & + &)V? = 1 birim vektori olmak tizere

U &1 ) &3 Z
v = =6 /0 g =683/ Y
w —&3/q 0 §1/q %

ortogonal lineer doniisim ile degisken degigimi yapildiginda

Rie v 1(t,€) = 7]O/OOGU2U2WZ5 (t — u) dudvdw

—O00—00—00
o0

= //e‘t2_v2_w2dvdw

o0

x0T 0
_$2 22
:et//e”wdvdw

—00—00

o0 o0
42 2 2
:et/e“’/e”dvdw
—00 —0o0

o0
42 2
= Jre ™t [ eV dw

—00

42
:7T€t

n = 2 ven = 3 durumlarnda oldugu gibi pozitif bir n tam sayist i¢in ortogonal matris

dondistimaiiniin ilk satiry € nin elemanlarindan olusur ve genel olarak

R {e—x%—mg—...—x%} (t,&) = (ﬁ)nq ot
olur.
Ornek 2.3.3 (Feeman 2015, s. 15) Orijin merkezli, yaricapr R > 0 olan Q kapals
dairesel bolgesinin karakteristik fonksiyonu

1, 22 +y? < R? ise

fQ(xvy) =
0 , 22 +y?>> R? ise

13



olmak tizere

[t| > R olmast durumunda 0 min alabilecegi her bir deger igin l g dogrusu 2 diskiyle ke-
sigmediginden l, g man her noktasinda fo = 0 olup Rfo(t,0) =0 elde edilir.

It < R olmasi durumunda ise l; g dogrusu S bolgesi ile kesigir. Bu durumda l; o dogrusu-
nun Q bolgesinin i¢inde kalan, —v/R? — 12 < s < V/R? — 2 aralijindaki parametrik deger-
leri ile tanimb parcasvmn uzunlugu 2v/R2 — 2 dir. fo man bu arabiktaki degeri 1; aralik
digindaki degeri ise 0 oldugundan Rfq(t,0) bu dogru parcasiman uzunluguna esit olur.

Bdéylece

2VR2—12 | |t| < R ise

0 . |t] > R ise

Bu érnegin ézel bir durumu olarak R =1 segilirse, grafigi Sekil 2.3te verilen

1, 224+ y% <1 ise
f(z,y) =

0 , 22+y*>1 ise

fonksiyonunun Radon déniigiimsii

2vV1 =12 | |t <1 ise

Rf(t,0)= :
0 , |t > 1 ise

Sekil 2.3 fo(x,y) fonksiyonunun grafigi (Ornek 2.8.3 igin,).

14



Ornek 2.3.4 (Deans 1983, s. 62) Bu drnekte birim kare dizerinde Radon doniisimii

incelenecektir.
1, 0<z<l, O0<y<1

f(x,y) =

0, diger durumda
Sekil 2.4’te gosterildigi tizere f(x,y) fonksiyonu, 0 < z < 1, 0 < y < 1 id¢in birim
(unity); diger durumlarda ise sifir olarak tanimlanmagtur. Sekil 2.5te birim kareden gegen
bir dogrunun durumu gosterilmektedir. Simetri ozelliginden 6 y1 0 < 6 < 7/4 arahginda

diigiinmek yeterli olacaktir. Bu durumda Radon déniisimii

m , 0<t<sinf 1. bolge
Rf(t,0) = C0150 ; sinf <t < cosf 2. bolge (2.4)

sin 0+cos §—t ’ cosl <t <sinf +cosf 3. bolg@

sin 6 cos 0

seklinde gosterilebilir.

y
|
i
X
: X
0 1 =

Sekil 2.5 Birim kare ve kareden gecen dogru.

15



Bolge 3 i¢in hesaplama yontemi asagudaki gibi olup diger bolgeler i¢in de benzer hesaplama

yontemi kullanilabilir.

Rf(t,0) = //f(x,y)é(t—xcos@—ysin@)dxdy

bolge 3

1
= COSQ// f(z,y)d(tsechd —x — ytan @) dxdy
bélge 3
1
1
= / f (tsecO —ytanf,y)dy
cos
tcsc—cot O
B 1 —tcsch + cot b
N cos 0
= sm€‘+0089—t, 0 <0 <7/4 ile bolge 3.
sin 6 cos 8
/N
1
%
e\
ﬁ?:E'uz*
D_,. &

1

Sekil 2.6 t kesikli dogru boyunca degigirken birim kare tizerindeki bolgeler.

Ornek 2.3.5 (Debnath 2007, s. 544) f (z,y) = ze ="~ ve g (x,y) = ye =

fonksiyonlarinin Radon dontigiimler:

R {xe’xtyQ } = / (tcos® — ssinf) e~ ds
= / <t cosfe 7% _ ssin 96_t2_52> ds
= /t cos Be =" ds — /5 sin fe =% ds

(o) [e e}
_ 42 _ 2 . _42_ .2
= e ttcosé’/e Sds—/ssm@e =" ds

— 00 —00

= +/7tcos et

16



ve benzer sekilde

oo

R {ye’xzfyz} = / (tsinf + scosf) e ¥ ds

= mtsinfe ",

olup, bu iki sonu¢ yardimayla

2

R {(m +y) 6_362_3’2} = R {xe‘xz_yQ} + iR {ye_w _92}
= rtele .
Ornek 2.3.6 (Feeman 2015, s. 16)

1— a2 +9y? | 22 +9y2<1ise
f(z,y) = (2.5)

0 , 22+ y? > 1 dse

fonksiyonu verilsin.

‘/II'M\\\\
O
0“‘

(X

)
il
[

)
AN

U

Sekil 2.7 f(x,y) fonksiyonun grafigi (Ornek 2.8.6 icin).

Ui dogrusu tizerinde

2> +1? = (tcosl — ssinh)® + (tsin6 + scosh)”
= t*cos® 0 — 2tscossin @ + s%sin® § 4 t* sin? O + 2ts cos Osin O + 5% cos® 0
= 2 (cos2 6 + sin® 9) + 52 (0082 0 4 sin® 9)

— 24 g2
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oldugundan

f(tcosf — ssinf,tsinf + scosl) := LoV s < Lise

0 L 2452 > 1 ise
elde edilir. Buradan gorildigi tzere Rf (t,0) degeri sadece t ye bagimly olup 0 ya bagiml
degildir ve [t| > 1 igin Rf (t,0) = 0 dor. |t| < 1 olacak sekilde uygun bir t degeri i¢in
t2 4 5% < 1 kosulu saglanacaktir. Dolayusiyla herhangi bir 0 degeri ve |t| < 1 olacak sekilde
uygun bir t degeri i¢in

1—Vt2+s2 | —vV1—-12<s<+1-—1%ise

f(tcosf — ssinf, tsinf + scosf) :=

0 y diger durumda
olup
N
/ fds = / (1 — Vit + 32) ds.
Leo
s=—+/1—t2

Trigonometrik degisken degisimi yapilarak integral hesaplandiginda

V1—t?

[ (-vErR)ds=vi—a- e (%)

s=—+/1—t2

Sonug olarak f fonksiyonunun Radon doniisiimii

\ﬂ—ﬁ—H%%H“*),-Jgtglm
RS (t,0) := ? 1=vi=t?
0 , [t| > 1 ise

olarak elde edilir. Rf, 6 dan bagimsiz olup, Rf (t,0) degeri z = f (x,y) ile taniml koninin
uygun bir dikey kesitinin altindaki bolgeye karsilik gelmektedir.

Ornek 2.3.7 (Deans 1983, s. 63) )\ > 1 olmak dizere f fonksiyonu

o) (1—22— ™" | 22442 <1 ise
x,Y) =
0 , 224+ y? > 1 ise

18



seklinde tanimly olsun. Bu fonksiyonun Radon déniisimi birim ¢cember tzerindedir.

(2.2) den

1—¢2

RS (t,0) = / (1-1— )" "ds

—V1—¢2

olup, Beta ve Gamma fonksiyonlary kullanilarak bu integral hesaplanabilir;

a

/(a2—t2)“dt = a®'B(1/2,))

—a

a2)\—1ﬁr ()\)
T(A+1/2)

egitliklerinden yararlanildiginda

Rf (t,0) = % =) <t

elde edilir.

Ozel olarak X = 2 durumu i¢in grafigi Sekil 2.8’de verilen

(1—2?—y?) |, 22 +y*> <1 ise
f(x,y) = ,
0 , w2+ y? > 1 ise

fonksiyonunun Radon déndisimdii

\/7
Rf(t,0) = (1—¢>—s%)ds
lt2
N>
= 2<1—t2 s——)
0
3
_ <1—t2) 1—12— —('1_t2))
3

_1233/2
:2< 3/2 (1-1%) >
3

(1= <1

L W~

olur ve

R -4 3Q-E <1
’ 0 . |t] > 1 ise
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elde edilir. Bu sonu¢ A = 2 6zel durumu i¢in Gamma fonksiyonunun ozellikleri yardimayla

da elde edilebilir. Gamma fonksiyonu i¢in

Sekil 2.8 f(z,y) fonksiyonun grafigi (Ornek 2.3.7 igin).

T(n) = (n—1),
()-rn 1) 3 o(f) -3

oldugu dikkate alinirsa

Rf(1,0) = %(1—#)H”, It <1
_ \/7_TF(2) 2\3/2
= T 1)

_ %\\//_7; (1—2)*?
4

- —(1-)"%
o)
Ornek 2.3.8 (Deans 2000, s.20) f (z,y) = e *"Y fonksiyonunun Radon déniisiimiiniin
R{e v} = \/%e_t2 oldugu bilinmektedir. (2.16) dan \ = rlﬁ olmak tizere
) -
3‘3{6< 207 2"2)} =0V 271'6(72”72)

olur. Bu dioniisiim simetrik Gauss olasilik yogunluk fonksiyonunun Radon déoniigiimiidiir.

Daha standart bir formda

%{Le(ﬁfi)} _ \}_6(2222) (2.6)

2ro

olur.
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Ornek 2.3.9 (Deans 2000, s. 23) Rf(x —a) = Rf(t — a.£, &) Gteleme ozelligi (2.6)
esitligine a = (a,b) ve & = (cos@,sin@) olacak sekilde uygulanirsa to = acosf + bsin @
tken

a%{ 1 6[—(2;92—“’;32}}: L[]

2702 oV 2

olur.
t =acosf+0bsinf denklemi, t radyal koordinat ve 0 agisal koordinat olmak tizere merkezi

(a/2,b/2) ve yarigapr & (a* 4 b*) olan bir dairenin denkleminin kutupsal formudur.
2.4 RADON DONUSUMUNUN TEMEL OZELLIKLERI

Onerme 2.4.1 Radon déniisimi asafjidaki temel ézelliklere sahiptir.

(1) Lineerlik: R{af(x) +bg(x)} = aR {f(x)} + bR {g(x)}

(2) Oteleme:

a. R{f(z,y)} = Rf(t,&,8&;) ise bu durumda R{f(z — a,y — b)} = Rf(t — a&; — b3, )

olur.

b. Genel olarak Rf(x —a) = Rf(t — a.§, &) olur.

(3) Olgekleme:

a. R{f(x,y)} = Rf(t,&,,&,) ise bu durumda R{f(ax,by)} = ‘ab|§Rf( ;1 f) olur

b. Rf(ax) = ERf(t, %) = 5 Rf(at,x)

(4) Simetri:

a. Rf(t,€) = R{f(z,y)} ise bu durumda a # 0 olmak iizere Rf(at,a€) = |a| 7' Rf(t, &)

olur.

b. Rf(t,af) = |a| " Rf(L,€)

ispat.
(1)
R{af(x) +bg(x)} = fj{af(X)+bg(ﬂf)}5(t—x.£>dx
= a77f(x) t—xgdx+b77g 5(t —x.£)d

= aR{f(x)} + R {g(x)}.
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Bu ozellik herhangi x = (21, 3, ..., z,) € R", n > 2 igin de saglanmaktadir.

(2)
r—a=uvey—b=wv

olmak fizere

R{f(x —ay-0b)} = [z —a,y = b)o(t — x€,

/
[[re

8\8 8\8

—y&y)dxdy

flu —(a+u)&; — (b+v)&)dudy

- //ﬂ%WW-%rWQ—%rWQMM

—00—00

= Rf(t—a& —06,,€).

(3) a>0,b >0 olsun. ax = u, by = v olmak iizere

R {f(arby)} = / / F(az, by)S(t — wt, — y&,)dudy

—o0—00

= //f(u,v)&(t—%u—%v)%

—o0—00

= %/ /f(u,v)é(t — %u — %v)dudv

—0o0—00

= w2

olur. Benzer §ekilde eger a < 0 yadab <0 ise

& &

R{f (0, by)} = o RF( S 52)

olup,
R{f(az,by)} =

elde edilir.
(4)

a. Tamimdan Rf(at, a€) = / /f(:v, y)o(at — ax&y — ay,)drdy olup

—00—00

L5t — e, —ye)

(S(Gt - ax£1 - ay€2) = |a|
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esitligi kullanilarak

Rffat.a§) = oo / / ()8~ 28, — yés)drdy

—00—00

- m%f(t €)

elde edilir. Dolayisiyla Radon doniigiimii —1. dereceden bir ¢ift homojen fonksiyondur.

Ozel olarak a = —1 alimirsa

%f<_t7 _5) = éRf(tv 5)

olur. Yani R f bir ¢ift fonksiyondur.

b.
Rf(t.a€) = / / £ (2, )6(t — axt, — ayty)dady
= //f a—axfl—ayf’Q)dxdy
1
= m//f(fv,yﬁ(% — x&; — y&y)dxdy
)
|al a
||

2.4.1 Tiirevlerin Radon Do6niisiimii

0
f(x) = f(z1, ..., ) fonksiyonunun —— / tiirevinin Radon doniigiimiinii hesaplamak igin

(%k

ﬁ:limf<x+é>_f()()

(2.8)
axk e—0 a

tiirev tanimindan yararlanilacaktir. Burada f(x+¢/&,) = f(x1,..xx+£/&, ..., Tn) Ve &y,
& nin k. bilegenidir.

a = (0,0,..,e/,...,0) olmak iizere, tteleme ozelliginden faydalanarak (2.8) in Radon

doniigiimii
§R{af} ¢ lim {%f(tﬂ,&)—%f(t,&)
ox £—0 €
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olur. Boylelikle

U RS 29

elde edilir. Lineerlik 6zelligi kullanilarak Z akg—;; nin Radon doniigiimii, keyfi a; skaleri

o k=1
i¢in

{Z U } —aa%f aif’ ¢) (2.10)

seklindedir. n = 3 i¢in V = (9/0x1,0/0x4,0/0x3), gradyan operatorii olmak iizere

R{a.Vf} = a.ﬁa%“g—;t’g)

yonlii tiirevin Radon déniigiimii olarak yorumlanabilir. (2.9) dan goriildiigii tizere f in xy
ya gore tiirevinin Radon déniigiimii, f in Radon doniisiimiiniin ¢ ye gore tiirevinin ¢, ile
carpimidir. Buna gore

*f | _ .. O°Rf(E)
R {0$lal’k } N Slgk ot?

ve a, b € R" vektorleri icin

{ZZazbk T } ~ (a) (b.5) TR (1) (2.11)

=1 k=1

genellemeleri yapilabilir.

L (0%17 8%2, e %) sabit katsayili lineer bir diferansiyel operatorii ise bu durumda

RULFY = L (657 gy ) RI0.8

olur (Deans 1983).

Ornek 2.4.1 L =a-%— + b5 82 + Coon 8 lineer operatiri olmak vizere

61281

- PP AN [ P P D
RULY =R (0 405+ e ) 7| = (atagis + 680 + gy ) R (1),

Ornek 2.4.2 (Deans 1983, s. 78) (2.11) esitliginin ¢zel bir durumu olarak n = 3 ve

1, =k ise
0, l#Fkise

arby, = 0 =
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3
oldugu varsayilsin. Bu durumda (2.11) esitligi A veya A olarak gosterilen Z % Laplace
k
k=1
operatorine donisgir ve || = 1 i¢in
PR (t,€ OPRf (t, &
R{Af(2)} = |¢[* atﬁ ) ati ) (2.12)

haline gelir.

Ornek 2.4.3 (Deans 1983, s. 79) n = 3 icin f = f(x,y,2;7) olmak tizere f in bir
parametreye bagly oldugu varsaylarak

o2 2 2 2
f_f L 0 0
or? 0z 0y?>  Ox?

3—boyutlu dalga denklemi verilsin. Bu denklemin her iki tarafina Radon doniistimi uygu-

lanirsa (2.12) kullanilarak Rf = Rf(t,&€;7) = Rf(x,y, z;7) olmak tizere

PR f B PR f
or2 02
olur.

Ornek 2.4.4 f = f(z,y) ve L = L(%,%) = 33 + aﬁay -3 83 operatori olsun. Bu

durumda

RS (t,€)

R{Lf} = (261 + 676 - 363) — 5

olur.

2.4.2 Lineer Doniisiimiin Radon Doniistimii

Lineer doniisiimiin Radon doniisiimiinii hesaplamak i¢in éncelikle uygun degisken degisim-

leri yapilmalidir. &, x €R"™ vektorlerinin i¢ ¢arpimi

£Ex = §171 + §2$2 + ...+ fnxna

<§7 X> = §1$1 + 52172 +...+ gn'rn
veya matris notasyonunda

X

T2

€TX: (§1€2---€0) : =&r1 + 5T+ .+ §Tn

Tn
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olarak ifade edilsin, burada &7, € nin transpozesidir. x,y € R™ olmak iizere, reel elemanl

tekil olmayan A matrisi i¢in y = Ax olmak {izere

(€y) = (&Ax) = (A"€x),
gy = ¢ Ax=(AT¢)"x

veya
Ey=¢Ax=ATex

yazilabilir.

A tekil olmayan bir matris ve
y = Ax
veya (k,l =1,2,...,n) igin A nin reel elemanlar1 Ay, i¢in
yk:zn::Aklxl, E=r?. .. A0
=1

olmak iizere R{ f(Ax)} ele alinsin.
B = A7! olarak alinirsa, bu durumda x = A~'y = By olur. Doniistimiin Jacobisi B nin

determinantmnin mutlak degeri oldugundan
R} = [ 705 - €x)ix
— |det B] [ f(0)6(t - €.By)dy
— |det B [ f(5)3(t - B"x)dy
elde edilir. Dolayisiyla B = A~! oldugundan
R{f(Ax)} = | det B|Rf(t, BT¢) (2.13)
ve buna denk olarak
R{f(B~'x)} = | det B|Rf(t, BT€) (2.14)
olur. (2.13) esitliginde B ortogonal ise B~} = BT = A, |det B| = 1 ve
R{f(Ax)} = Rf(¢, AE) (2.15)
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olur.

A € R olmak iizere, A = A\ ise yani A, birim matrisin bir kat1 ise bu durumda

RFO) = R S)

veya

RIOX) = g BRI (2.16)
olur.

2.4.3 Hermite Polinomu Iceren Déniisiimler

flzy) = ey’ fonksiyonunun Radon doéniigtimii # {e*msz} = \/Ee*tzoldugundan
Hi(z), x degiskenli k. Hermite polinomu ve H;(y), y degiskenli /. Hermite polinomu

olmak {izere
a2 y?
Hy(z)H(y)e

formundaki fonksiyonlarin Radon doniigiimlerini bulmak i¢in bu sonugtan yararlanilir.

R{H(x)H,(y)e """} doniisiimiinii hesaplamak icin Hermite polinomlari icin
o\*
—t? k —t?
Hi(t) = (—1)F (2
) = (1F () ¢
Rodrigues formiilii kullanilir (Szegs 1939, Rainville 1960);
2y ON (0 ey
Hy(2)Hy(y)e—= = (1) [ 2L e
Tiirevin Radon doniisiimii 6zelliginden

0 { (2)(2) s y)} ~aa(2) wee 2.17)

oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla f(z,y) = e~**~%" nin Radon dontigtimii bilindiginden

s} = o (3) () )

[ 1\kHigkel 2 ! —t2
= ( 1) 162 ot \/E6

olur. Rodrigues formiiliinden

_1\k+ 2 o —t? _ _—t?
( 1) 8t € =€ Hk—H (t)
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yazilirsa bu durumda & birim vektorii igin € = (§;,&,) = (cos 8, sin #) formu kullamlarak
R{H,(z)H,(y)e ™ "} = /7 (cos 0)*(sin ) e ™" Hyy(t) (2.18)
hesaplanmig olur (Deans 1983).

Ornek 2.4.5 (Debnath 2007, s. 553) H,, (z) Hermite polinomunun derecesi

2 a " 2

U H, (x)=(-1)" | =— o
@) = (1" () ¢
Rodrigues formdilii ile tanamly olmak tizere, Hermite polinomlarinin Radon déntisimdii
R {Hk () Hi (1) e*(w2+y2)} — /7 (cos0) (sin§)' e~ Hysy (1)

seklindedir.

7(:(:2+ 2) k+1 0 g 0 J 7($2+ 2)
e Y JHy (z) H, (y) = (—1) — — ] e 4 (2.19)
olur. Verilen formaillerden

R { (aﬁ) (a%) f <x,y>} ~ (cos6)" (sin ) (%) Rf (1)

olur ve (2.19) un Radon donisimiiniin

R {e—(x2+y2)} _ \/;efﬁ

oldugu bilindiginden
2 2 8 k+l 2
R {e‘x YV Hy (z) H, (x)} = (cos0) (sin 6)’ (—) Ve
ot
olur.

Ornek 2.4.6 (Deans 1983, s. 81) Hy(A\x)H,(\y)e X+ fonksiyonunun Radon
dondigimi (2.18) esitliginin sag kisma Rf(t,0) ile taniml olacak sekilde

Rf (\x) = %w (t, %) _ )\nl_l%f (M, €)

lineer dondigimiin dontgim formili ile hesaplanabilir. Bu durum (2.18) egitliginin sag

kismanan R f(t,0) olarak tanimlanmast ile (2.16) nin kullanimast sonucu hesaplanabilir;
R {Hk(/\x)Hl()\y)e_)‘2(w2+y2)} - ? (cos 0)" (sin ) e~ Hy 1 (\t). (2.20)
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A
N = Ry (Az, \y) = ﬁHk()\l')Hl()\y)

olarak tanvmlamirsa, Ornek 2.4.6°dan
R {Nkl()\x, )\y)e”\Q(””2+y2)} — (cos )" (sin )’ e”\thHkH(/\t)
olur ve (2.22) nin t ye gore tirevinin alinmasi sonucu
1 a m _/\2 2+y2) k . I )22
i \ "o %{Nkl(/\m Ay)e } = (cos#)" (sinf) e Hivrim(AL).

(2.20) nin t ye gore tirevi alindiginda

1 o\" A2z . 12,2
i (_E) %{Nkz(/\x Ay)e X @y )} = (c0os0)" (sin0)' e " Hyppm(Mt)

formiilii elde edilir.

17 l’? y? ‘/’E27 xy’ y27 I37 'r2y7 A

dizisinin her bir terimi Hermite polinomlar:, yardimiyla ifade edilebildiginden
k1 —x2—y?

et Y

formundaki fonksiyonlarin Radon doniisimi hesaplanabilir.

Ornek 2.4.7 2*yle=*"~Y formundaki fonksiyonun k = 3 vel = 2 olmak iizere R{z3y%e

Radon déoniisiimiini hesaplamak i¢in

- é(H3($)+6H1(:L‘))
o= [2H) + )

oldugundan

Py = L(Hy(e) + 6H (1) (2Holy) + Hay))
= 5 (2Hy(x) Holy) + Ho(r) Fly) + 12 () Holy) + 61, (2)Ha ()
= S Hy () Holy) + 5 H()Haly) + SH () Holy) + 5 H () ily)
= \{—;N:ao(ﬂf y) + 3£N32(17 y) + ’ TR, y) + 31\2_?212(9073/)
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olur. Bu durumda
R{xdy2e w12} = g% {(2N30 + Ny + 1285 4 6Ry5) €_z2—y2}
— 3_\/2% (2 cos® §sin® 0" Hy (t) + cos® O sin® e~ H (t)

+12cos' Osin® e Hy (t) + 6 cos' O sin? e+ Hy (t))

= \1/_675? cos® e~ Hy () + g cos® 0 sin? e~ Hs (t)
3 3
f cosfe " Hy (t) + g cos 0 sin? e~ Hy (t)

olur. Hy(t) = 2t, H3(t) = 8t — 12t ve H5(t) = 32t° — 160t> 4+ 120t Hermite polinomlarimin

+

hesaplanmas: ile

R{zPyle 12} = \1/—(? cos® e~ (8t3 —12t) + g cos® § sin? e (32t° — 160¢> + 120t)

3 3 2
+ \8/E cosfe ¥ (2t) + \{j cosfsin® fe~" (8t° — 12t)
- ﬁ cos® fe 13 — M cos® et

4
/7 cos® Osin® fe ¥ t° — 51/ cos® Osin® fe " 13

15y/7

3
+ 1 cos® fsin? fe It + \g% cos fe "2t
3 9
+ T cos O sin? Pe 13 — g cos O sin? fe 't

= /7 cos® 0sin? Oe 45 + \/T% cos fe 3 (0082 6 — 10 cos? 0 sin? § + 3 sin? 9)

3
v cos et (0082 0+ 5cos?fsin®f + 1 — 3sin? 9)

sonucuna ulagilr.

2.4.4 Laguerre Polinomu Iceren Doniisiimler

[ ve k negatif olmayan tam sayilar ve i = \/—1 olmak {izere L. (¢) bir Laguerre polinomu

olsun.

0 ‘8182 an 2_ .2 I+k 2k+1 N 2211 (.2 2
(%ﬂa—y) (a_+@) e = (~ )RR (o ) e L (2 4 4?)

(2.25)

(2.25) ifadesi, tiimevarim ve Rodrigues tipinde formiil yardimiyla elde edilebilir (Szego

1939, Rainville 1960).

1 /0
—tyl 7l —tyl+k
e tth<t> = E (a) (6 tt+ )
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(2.25) in Radon doniisiimii Boliim 2.4.1’de verilen yontemlerden elde edilebilir;

Hior(t), (I + 2k). dereceden Hermite polinomu olmak iizere
o oN' [ 2\ o
pum— — :t ‘— —_— —
Rf(t,0) %{(ax Zay) (6x2+8y2> e }
= (=) met e Hy (1), (2.26)

(2.25) ve (2.26) dan

<_1)k ! i 2 N2 tagpl (o2 2\ —eiv’
UV {(zm'} S

1 v 1 +ilo  —t2
N {’f!(lJrk)!] st € Hiak(t).

(2.25) teki (z + iy) terimi § = tan~' (¥) olmak {izere
($ + Z-y)l _ ($2 + y2)l/26:til9

olacak gekilde degistirilmistir.

LS [+ k

1 2 1 +il6  — %2
= marmy e e Hewd)

Nk 1/2 A s
%{< )" A [( k! )'] [)\2 (x2+y2)}l/2ei”9Lf,€ [/\2 (I2+y2)] o (22+y )}

[ > 0 olmak iizere (I + 2k). dereceden

-" o= /2 4il071 142 (.2 2
it O = COA [ e P e e e eg)) 22

kompleks polinomu tanimlanir ve

Nl B 1 1/2 1
PRI 4 k) 2tk

olarak alinirsa daha kisa ve daha kullanigh olan

R {L’ﬁ% (Ax, \y) e_Az(xuyZ)} = N,lfeﬂwe”\QtQHHQk()\t) (2.28)
ifadesi elde edilir. (2.27) nin kompleks eglenigi dikkate alinirsa

(L] = Lfly 120

oldugu goriilmektedir.
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Ornek 2.4.8 (Deans 1983, s. 89) \ = 1 i¢in (2.28) esitliginden
R{Lle L = Nete Hy (1)
1 .
= et
2
eif—t*4

R {ﬁge—x —y } _ NgeiSilee_tQH?, ()
1 30 ,—1% (g3
= ——e” 8t7 — 12t
G ( )
%{E%e‘xtf} = Nlleiiwe_tQHg (t)
1
= e (885 — 121).

8v/2

Ornek 2.4.9 (Deans 1983, s. 89) f (z,y) = z%ye " " fonksiyonunun R {nye*‘”z*yz}

Radon doniistiimiini hesaplamak i¢in

2y =Im (‘/_,cl Vo s Vj_ﬁﬁ%,)

esitliginden yararlamlacaktir. Gergekten, (2.27) den

1
L = —(—=(z+iy
1 \/—( )
1 1
3 _ - \3
‘CS - \/7?\/6(x+2y)7
-1 1
L; = ——— (v +1y) (2—x2—y2),

VT2

olur ve gerekli iglemler yapildiginda

gﬁi \/67r£3+ \/27r _ x|,

oldugu goriliir. Bu durumda

R {x2yefx2—y2} = R {Im (_Trﬁi + \/6_7T£§ i mﬁé) emzyz}

2 4 4
_ Im%{(gci + \/f_ﬁzg ‘/j_wc;,) —at=y }

Béylece Ornek 2.4.8den
R {x2ye’x2’y2} = VT Im (e") e H, (t) + vr Im (%) e Hy (1) + vr Im (e) e ¥ Hy (t)
4 32 32
= g sin et H, () + \3{—2% (sin 36 + sin 0) e Hy (1)
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olur. Bu ornek

ko1 2 2

—p2_42 2 2
'ryex y: Nkl(xvy)ex yv‘C?fFle(mvy)ex Y

formundaki fonksiyonlarin Radon déndigiimleri arasindaki olasu iliskiyi ortaya koymak-

tadar.

2.4.5 Radon Doniisiimiiniin Tiirevleri

Radon doniigtimiiniin tiirevlerini hesaplamak i¢in Dirac delta fonksiyonunun tiirevlerini

iceren

50 =9) =53 )

ozelliginden yararlanilacaktir. Bu formiilde y yerine by yazilirsa

0 0 p
Wd(m —by) = ga—yﬂfﬂ —by) = —%5(33 —by)

olur. Benzer sekilde n—boyutlu durum icin

0 0
a—y]5(X—Y)——a—xj5(X—Y)

olur. Boylece

0
¥5(75—5X)

elde edilir. Burada £.x terimindeki & birim vektor olmak zorunda degildir. Formiil gos-

0

teriyor ki tiirevler & nin bilegenlerine gore hesaplanmis ve & = u ig¢in hesaplanmigtir.
Radon doniisiimii tanimindan

IRf {aﬁ%f(tf)}
8uk 85]@ é=u

= {/f a—gké t—{.x)dXL:u

= 815 zrf (x)0 (t — u.x)dx (2.29)

olur. Sonug olarak Radon doéniistimiiniin tiirev formiilii

0

ORf (B w) _ — at@ﬁ{%f( x)} (2.30)

s 1 Swien] -

£=u
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olur. Daha genel olarak Radon doéniigtimiiniin tiirevleri a € R olmak iizere

>0 LW O ase) £ 003 (1) (2.31)

veya a.g- g ai Osterimi ile
k=

(a%) R{f ()} (1) = — 2 {(ax) £ ()} (1)

seklinde ifade edilir. Formiil daha yiiksek mertebeden tiirevler igin

OPRf (¢, 8
OPRf (t,u) 5 O
g, — D gl ()

seklinde genellestirilebilir. Ikinci mertebeden tiirevler icin genel durum

kzz::1 (akbl)% aatQ%{(ax) (b.x) f(x)}.

Iki degiskenli bir f(x,y) fonksiyonu icin Radon doniisiimiiniin tiirev formiilii

ak—i—l% o k+1
Wi’u) = <—§) R{z"y'f (0} (t,0). (2.32)

Son olarak t ye gére Radon doniisiimiiniin integrali

7§Rf (t,u)dt = 7f(x) dx

seklinde ifade edilir (Deans 1983, Debnath and Bhatta 2015).

Ornek 2.4.10 (Deans 1983, s. 92) f(z,y) = e~V olmak dizere

2

RF (€)= V7 (& +6) Tl

olur. |&| = 1 igin Rf (t,&) = /me ™ olur.
Radon doniisiimiiniin £, bilesenine gére tiirevi alinirsa

VR @) (2 1) oS

9&;
olur. Bu ifade |&| = 1 noktasinda & = (cos 6, sin0) iken
oRf 2
=/mcosh (22 —1) et
5%, 21
olur.
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Bir sonraki érnekte

oM 7
%, 2 cosOH, (t)e

esitliginden yararlanilacaktir.

Ornek 2.4.11 (Deans 1983, s. 92) f (z,y) = e " ¥ olmak iizere (2.30) dan

8632” = —%?R {xe_IQ_yQ} .

Ayrica (2.21) den

1
x = §H1 (z) = g?‘ho (.9)

ve (2.22) den

§R {gz\tlo <x7 y) e_IQ_yQ} ~ g COs 66_t2H1 (t)

olur. Boylece

a 2 2 \/E a 2
- —T -y SV~ — et
at% {:Ue } 5 Co8 9(‘315 [e H, (t)]
= ﬁ cos 6 (4t2 - 2) et
2
= \/7% cosOH, (t) e
olur.

Ornek 2.4.12 (Deans 1983, s. 93) R? dizerinde f (x,y) bir fonksiyon olmak iizere (2.32)
esitligi
k+l o k+1 .
—Rf(t, €)= ——= Rz x,
e 0= (~5) RI)
geklinde oldugundan, ézel olarak k = 1 ve | = 1 i¢in f(x,y) = ge = fonksiyonunun

Radon doniigiimi (2.18) den & birim vektori i¢in

Rf (t,€) = Vr&yte™

olur. & birim vektor degil ise
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02Rf
0,06,

|&] =1 dzerinde tirevi hesaplandiginda

( PR f

T = €3¢, (15t — 206° — 4t%) ™" + &, (2° — 3t) e
661862)|£1 152 ( ) 2 ( )

—’IT2— 2 .. . . R
olur. Ayni sonug 88—:2 <§R {x2y6 o }) tirevinin hesaplanmaswyla da elde edilir.

Ornek 2.4.13 (Deans 2000, s. 30) f(z,y) = eV fonksiyonu icin %{6*332*92} =
Ve oldujundan

n=stves= (2 +n2)"

uygulanirsa

RS (t,m) = Rf (t,5€) = VT g

s
olur.
0 ds 0
— = — |4
oy, omeos B
yazilirsa
ORf _ N 9 -1 —t2/s2
on, \/Es Os (S ¢ )

ﬁ% (2% — %) e /s

olur. n = & noktasinda ya da ona denk olarak s = 1 i¢in hesaplama yapilirsa istenilen

tiirev

OR 2
WZ =& (262 = 1) e

olarak elde edilir.

2.4.6 Konvoliisyon Teoremi

Teorem 2.4.2 Rg, g fonksiyonunun Radon dontisim operatori ve Rh, h fonksiyonunun

Radon doniisiim operatori oldugu varsayilsin. x, y € R™ ve g ile h nin konvoliisyonu

£09= (g1 ) = [ 9(3)hx—y)dy
olmak tizere,

Rf = Rg * Rh. (2.33)
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Ispat. Konvoliisyon ve Radon doniisiimiiniin tanimi yardimiyla

Rf(E,E) = R{gxh}(t€)

— [ix [dyg)hix- a6

= [avgy /dxh (x—¥)d(t— €x)
olur. Bu durumda, z = x — y degisken degisimi yapilarak
RO = [dvo(y) [dah )5~y -2

= /dyg () Rh(t — &y, €)

[e.o]

= /dyg(y) /ds%h(t—s,§)5(5—£-Y>

—00
[e.e]

_ / dsRh (t — 5.€) / dyg ()0 (s — £y)

= /éRg E)Rh(t—s,€)ds
elde edilir. Yani
Rf = Rg = RNh
olur. m

Buradan goriildiigii iizere g * h konvoliisyonunun Radon doniisiimii, 8g ve A Radon

doniigiimlerinin konvoliisyonuna egittir;

R{g=*h} =Rg*Rh.
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BOLUM 3
RADON DONUSUMUNUN TERSI

Bu boliimde Radon déniistimiiniin tersine yonelik yontemler incelenecektir. Oncelikle geri-
projeksiyon yontemi anlatilacak ve 6rnekler iizerinden incelenecektir. Sonra merkezi kesit
teoremi ve merkezi kesit teoreminin genel hali anlatilarak Fourier doniisiimii ile Radon
doniistimii arasindaki iligki incelenecektir. Son olarak filtrelenmis geri-projeksiyon yontemi

incelenecek ve Hilbert doniisiimiinden bahsedilecektir.
3.1 GERI-PROJEKSIYON

Radon doniigiimiiniin tersi icin Radon doniigtimii ile integralleri alinan fonksiyonun ken-
disinin bulunmasi gerekmektedir ancak bu iglem i¢in verilen bir [ dogrusu ile (x,y) nok-
talariin iligkilendirilmesi gerektiginden ve (z,y) noktasindan gegen sonsuz sayida dogru

oldugundan bu hesaplamay1 yapmak zordur.

(%0, Yo), diizlemde bir nokta olmak {iizere diizlemdeki pek ¢ok dogru bu noktadan ge¢mek-
tedir. Her bir 6 degeri icin I; y dogrusu (o, yo) dan gececek sekilde yalmzca bir ¢ reel sayisi
vardir. Ozel olarak bu deger t = x( cos § + o sin § olur ve herhangi bir z¢, 3, ve 6 degeri

i¢in (g cos 0440 sin0),0 dogrusu (o, yo) noktasindan gecer (Feeman 2015).

Bir ortamda (g, yo) noktasinda hangi tip madde olursa olsun bu noktadan gegen herhangi
bir X-151m1n1in yogunlugunu etkiler. Bu 1sinlarn her biri bir 6 agis1 i¢in /(4 cos g-+yo sin 6,6 fO1-
mundaki bir dogru boyunca ilerler. Yani (zy, yo) noktasinda maddenin f (z¢,yo) azalma
katsayist her bir 6§ agst i¢in Rf (rgcos€ + ypsinf,0) Radon doniigiimiiniin degerleri
yardimi ile aragtirilir. f (zg,yo) degerini elde etmek i¢in ilk adim (xg,yo) dan gegen tiim

dogrular icin ortalamasi alinan bu egrisel integrallerin ortalama degerini, yani

1 ™
—/%f(xgcose—i-yosinﬁ,@)dé’
7r
6=0
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integralini hesaplamaktir. Bu integral, geri-projeksiyon (back-projection BT) veya geri-
projeksiyon doniisiimii olarak adlandirilan bir déniigiimii tanimlamak icin kullanilir. Geri-

projeksiyon operatorii B; (Rowland 1979) tarafindan tanimlanmigtir.

Tanim 3.1.1 (Feeman 2015) h = h (t,0) kutupsal koordinatlarda tanimly bir fonksiyon

olsun. h nin (x,y) noktasindaki geri-projeksiyonu

T

1
Bh (z,y) := ;/h(zo cos 0 + yosin 6, 0) do

6=0
seklinde tanimlanir. Burada h kutupsal koordinatlarda tamamly iken Bh kartezyen koordi-

natlarda tamimlanmastir.

Ornek 3.1.1 (Feeman 2015, s. 41)

1, 224+42<1
fla,y) =
0, 22+9y*>1
fonksiyonunun Radon doniigimii
2v1—t2 | Jt| <1
RS (t,0)= | fds= é
ly,o 0 s ‘t| >1

oldugundan her (x,y) noktast ve her 0 < 0 < 7 i¢in

2+/1 — (x cos @ + y sin 0)* , cos@ +ysinf| <1
Rf (rcosh +ysind,0) = \/ (z ysin0) B ysinf] <

0 , |rcosf+ysinh| > 1

elde edilir.

Burada /2% 4+ y? < 1 egitsizligini saglayan (z,y) noktalar ile ilgilenildiginden ve
|z cos @ + ysinb| ifadesi \/x? + y? ile sinwrly oldugundan |z cos@ + ysinf| < 1 egitsizligi
tim (x,y) noktalar: i¢in saglanar.

Geri-projeksiyon uygulanirsa v/ x? + y? < 1 igin

BRf (xz,y) = %/%f(xcos@—i—ysin@,@)d&

0=0
m

1 M2
= — [ 24/1-—
7r/ \/ (xcos + ysinh)"do

0=0

elde edilir.
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Ornek 3.1.2 (Feeman 2015, s. 42)

1— /a2 +92 |, 224+ 9? <1 ise

0 , o2+ 9% > 1 ise

f(z,y) =

fonksiyonu ve —1 <t <1 i¢in

Rf(t,0) = /f(tcos@—sin@,tsin@—l—scosﬁ)ds

Vi
= / (1 — V2 + SZdS)
s=—+/1—1t2

1 1 1—1¢2
- Vime-gen (D).
2 1—+v1—1¢2

Bir onceki drnekte oldugu gibi |x cosf + ysin 0| < 1 egitsizligi birim diskteki (z,y) nokta-

lary ile ilgilenildigi stiirece tiim 6 degerleri i¢in saglandigindan tyg = x cos + ysin 0 i¢in

BRf (z,y) = %/?Rf(xcos@—kysin@,@)d@

6=0

1V 1 1+/1-2
T — /1 —
6=0 0

elde edilir.

Geri-projeksiyon yontemi, fonksiyonun orijinalini geri getirmez; onun bulanik, diizgiin-

lestirilmis bir versiyonunu geri getirir.

Ornek 3.1.3 Shepp-Logan Phantom un (Shepp and Logan 1974) geri-projeksiyon gorin-

tiist Sekil 3.1°de verilmistir.
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Geri Projeksiyon Geri Projeksiyon
g =0,20,40,...,160

Geri Projeksiyon
q=0,1,2,...,179 Orjinal Shepp-Logan

Sekil 3.1 Shepp-Logan Phantom’ un geri-projeksiyon gorintiisii.

Sekil 3.1°de goriildiigii iizere geri-projeksiyon resmi, orijinalinin bulanik bir versiyonudur.

Ornek 3.1.4 f (x,y) fonksiyonu,

—r2

2 2 .
exp (r?f(xfai);f(yfbif) , (r—a)” + (y—b)" <r?ise

0 , diger durumda

olmak tizere Tablo 3.1°de verilen parametreler i¢in

Tablo 3.1 C; (x,y) i¢cin parametreler

i | Merkez (a; — b;) Yaricap r;
1 (0.5,0.5) 0.2
2| (~0.5,0.5) 0.4
3| (-0.5,-0.5) 0.1
4 (0.5,-0.5) 0.3

C; (z,y) fonksiyonlarinin toplama olarak tanamlansin.
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Sekil 3.2 f(x,y) fonksiyonunun grafigi (Ornek 3.1.4 i¢in).
Bu diizgiin fonksiyon ic¢in geri-projeksiyon yaklasima Sekil 3.3te verilmastir.

Geri Projeksiyon Geri Projeksiyon
g =0,20,40,...,160 g =0,10,20,...,170

ad G

Geri Projeksiyon
q=0,1,2,...,179 Orjinal Fonksiyon

]

Sekil 3.8 Diizgiin f(x,y) fonksiyonu i¢in geri-projeksiyon gorintisi.

3.2 MERKEZi KESIT TEOREMIi

Fourier dontistimii ve Radon doniistimii arasindaki etkilesim merkezi kesit teoremi veya

Fourier kesit teoremi olarak ifade edilmektedir.
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Teorem 3.2.1 (Feeman 2015) F, 1—boyutlu Fourier doniigiim operatiri; Fy, 2— boyutlu
Fourier doniisiim operatori olmak tizere diizlemde tanimly bir f fonksiyonu ve tim S ve

0 reel sayplar: i¢in
Fyf (Scosf,Ssinf) = F (Rf)(S,0)

olur.

Ispat. Diizlemde tanimli f ve s, 0 reel sayilari icin 2-boyutlu Fourier doniisiimiiniin tanimi

o0

Fyf (Scosf,Ssinf) = / /f (z,y) e~ S @eosbtysing) go. 7y, (3.1)

seklindedir.

—o0 < x < oove—00 <y < oo lizerinde ayri ayr1 integral almak yerine xy—diizlemindeki
noktalar z cos f +ysin f degerlerine gore dikkate almabilir. Ozel olarak her bir ¢ reel say1s1
i¢in x cosf + ysinf = t olacak sekilde diizlemdeki tiim (z,y) noktalar: ele alinabilir. Bu
noktalar [,y dogrusu tizerindeki noktalardir. [, tizerindeki her bir (x,y) noktasi igin
s = —xsinf + ycosf reel sayisi, x = tcosf — ssinf) ve y = tsinf + scosf esitliklerini

saglar.

dx /0t Ox/0s

dy/ot 0y/0s
dsdt = dxdy olur. Bu degisiklikler sonucunda (3.1) in sag kismi

matrisinin determinanti 1 e esit oldugundan degisken degisimi yapilirsa

/ /f (tcosf — ssinf, tsin  + s cos 0) e " dsdt (3.2)
olur. (3.2) integralindeki =™ faktorii s ye bagimh degildir. Bu yiizden ilk integralden
disar1 gikarilabilir. Boylece

/ /f (tcos® — ssinf,tsind + scosf) ds | e *dt (3.3)

olur. (3.3) iin i¢ integrali, (¢, ) noktasinda hesaplanan f fonksiyonunun $f (¢,0) Radon
doniigtimiiniin tanimi oldugundan (3.3)

o

/ (Rf (t,0)) e 5tdt (3.4)

—0o0
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olarak yazilabilir. (3.4) integrali de R f Radon doéniigiimiiniin (5, ) noktasinda hesaplanan

Fourier déniistimiiniin tanimidir ve (3.4)

FRf)(5,0)

olarak yazilabilir. Boylece Fyf (S cosf, Ssinf) = F (Rf) (.9, 0) esitligi gosterilmis olur. m
Teorem; radyal bir dogru boyunca f (z, y) nin gériintiisiiniin 2—boyutlu Fourier déniigiimii

ile egim acis1 6 olan Rf (¢,6) nin 1—boyutlu Fourier doniigiimiinii iligkilendirir.

3.2.1 Merkezi Kesit Teoreminin Genel Hali

Teorem 3.2.2 (Deans 1983) R" dzerindeki noktalarx = (x4, x, ..., x,) seklinde, Fourier
uzayindaki noktalar ise k = (ky, ka, ..., k) seklinde tanimlanmas olsun. f (x) in n—boyutlu

Fourier doniisimi F,, f olmak tizere

F.f(k) = FRf(k).

S
k.,:]

Sekil 3.4 Merkezi kesit teoreminin sematik gosterimi.

Bu teorem yardimiyla F}, f bilindiginde radyal yonde ters Fourier doniisiimii uygulayarak

Rf elde edilebilir ve bu durum sembolik olarak

Rf=F'F,f

seklinde ifade edilir.
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Sekil 3.5 Radon doéniigiimii i¢in Fourier doniigiimii yonteminin sematik gosterimi.

Ornek 3.2.1 (Deans 1983, s. 98) f(x,y) = e ¥ fonksiyonu i¢in Fof doniigimii

hesaplandiginda

_$2_y2 —i(ux-i—'uy) _u2+v2
Eyf(u,v)= [e e dxdy = me™ 4
olur ve

52 (u2+1;2)

Fyf(Su,Sv) =me™ 4

yazlabilir. Esitligin her iki tarafima F;' uygulandijinda

o0

L 1 PE) s
FIEBf = oyl I T e”dS

_ VT (a5
IRV

elde edilir. Rf = F7'F,f oldugundan
(e
%f (t,u,v) = \/ﬁe(u +v )

olur. u* +v? = 1 olmak tizere, £ = (u,v) olarak tammlandiginda

Rf (t,6) = Vme™

elde edilir.

Ornek 3.2.2 (Deans 1983, s. 99) f(z,y) = (2% +y?) e (=7 7) fonksiyonun Radon

doniigtimiinitin hesabi, direkt olarak ve Fourier doniisiim metodu ile asagida verilmaistir.
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i) Radon déntisimi tanvma ile:
2 2 ]. 2
R {xze’x Y } = 7 <t2 cos® 0 + 5 sin? 9) e,
2 2 1 2
R {yze_m Y } = 7 (t2 sin? 6 + 3 cos? 0) et
oldugu dikkate alindiginda
2 2 1
%{(:pz +y?) e (#h >} — /T (t2 + —) et
2
olur ve boylece
2 2 1
R { (* + %) e (= )} = (% + t2) e

elde edilir.

it) Fourier donigim metodu ile:

[e.e]

B f (u’ U) _ / (ZL‘2 + y2) efﬂ(szryz)e—i(uz-l-vy)dxdy
]_ U,2 _|_ U2 _7_(_71.2+'u2
— _—— e 47
T 472

olup, u? +v? = 1 dizerinde hesaplanan Rf (Su, Sv) yardimayla & = (u,v) ve |£| = 1 olmak

uzere

1 S? 2
Fyf (56) = (; - —) e
olur. Rf = F7'F,f oldugundan

oo 9 -
R(te) = — (1—S—> st

o T A4r?

1 o (1 L\ _p
— _ s _ . _t ™
. <27T )e
1 2
— . t2 —mt

elde edilir.

3.3 FILTRELENMIS GERI-PROJEKSIYON

Geri-projeksiyon yontemi yeniden yapilandirmada tatmin edici sonuglar vermediginden
Radon doniigiimiiniin tersini hesaplamada yetersiz kaldig: yerleri tamamlamak i¢in Filtre-
lenmis geri-projeksiyon teoremi geligtirilmistir. Bu teorem ile uygun bir filtre yardimiyla

geri-projeksiyon yonteminden elde edilen goriintiiniin bulanikligi ortadan kaldirilir.
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Teorem 3.3.1 (Feeman 2015) f (z,vy), dizlemde bir fonksiyon olmak tizere
(o) = SB{E S| F (RD) (S,0)]} (5,3)

Ispat. f(z,y), fonksiyonuna 2—boyutlu Fourier doniisiimii ve ters Fourier déniistimii

uygulanirsa fonksiyonun kendisi elde edilir;

f(l'7y) = F2_1F2f (ZL‘,y) :

Esitligin sag kismi, Fourier dontistimii ve ters Fourier doniisimii tanimlar: kullamlarak

tekrar yazilirsa

1 [ +i(z X +yY)
4—7{_2//F2f(X,Y)6 YdXdY

—00—00

elde edilir.

= Scosf ve Y = Ssinf olacak sekilde (X,Y) kartezyen koordinatlarindan (S, 60)
kutupsal koordinatlarina degisken degisimi yapilsin. 0 < 0 < 7 ve —oo < § < 0o olmak
iizere dXdY = |S|dSdf elde edilir. Bunun sonucunda integral

1 ™ 00 ' .
e / / Fyf (Scosf, Ssin @) eS@eosbtysing) | g 1549

0 —oco
haline gelir. Fyf (S cosf, Ssinf) carpani merkezi kesit teoremine gore F (Rf) (S, 0) ile

aynidir. Bu yiizden integral
1 [ ] cos sin
yme / / F (Rf) (S, 0) ¢¥@eosttysing) 15| 15d0
0 —o0

ile aymdir. Ig integral, |S|F (Rf)(S,6) fonksiyonunun (z cosf + ysinf, ) noktasinda

hesaplanan ters Fourier doniigiimiiniin 27 katidir. Yani, yukaridaki ifade
—/ [|S|F (Rf)(S,0)] (xcosf +ysinb,H)do

olarak yazilabilir ve geri-projeksiyon tanimi kullanildiginda bu ifade

—B{F S| F (Rf) (S,0)]} (=.y)

ifadesine esit olacagindan, istenilen

flzy) = —B{F [1S] F (Rf) (S,0)]} (z,y)
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esitligi elde edilir. m

|S| garpam olmadiginda bu formiil Radon doniigiimii i¢in daha énceden elde edilen geri-
projeksiyon formiilii olur. Uygulamalar acisindan bakildiginda, verilerdeki giiriiltii ve
frekans degisiklikleri goriintii rekonstriiksiyonunun bozulabilmesine neden olabilmektedir.
F(Rf)(S,0) doniigiimii Rf (S,0) nin frekans spektrumu olup, |S| garpan ile frekansin
genigligi 6lgeklendirilerek daha iyi bir goriintii elde edilmeye galigilir. Boylece, F' (R f) (.S, 6)
doniigiimii | S| garpani ile filtrelenmis olur ve bu nedenle yontem filtrelenmis geri-projeksiyon

yontemi olarak adlandirihir (Feeman 2015).

3.3.1 Hilbert Doniisiimii

David Hilbert (1862-1943) tarafindan ortaya konulan Hilbert doniigiimii, reel eksen iize-
rinde bir g fonksiyonu igin, Cauchy esas degeri anlaminda

1 o
Hg(t) = —p.v./ de

s N — (4

= lim _g(w) d

e=0F Jlt—wse T — W

t—e o)
= lim </ de +/ de)
e=0t \J_ o T —w tre t—w

genellestirilmisg integrali ile tanimlanir.

W

F(E) @ =ior ()@

ifadesi Radon doniigiimiine uygulandiginda

F <W> (S,0) =iSF (Rf)(S,0) (3.5)
olur.
1, S>0ise
sgn(S) = 0, S=0ise
-1, S <0ise

olmak tizere
|S| = Ssgn (S).
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Boylece (3.5) ten

isgn(S).F <W) (S,0) = —|S| F (Rf) (S,0).

Filtrelenmis geri-projeksiyon formiilii

Floy) = —%B {F—l [isgn(S).F (W) (s, 9)} } (z,7) (3.6)

seklinde yazilabilir. Bu ifade Hilbert doniisiimii yardimiyla daha kisa bigimde ifade edilebilir.

Hg Hilbert doniistimii, Fourier donitistimii isgnF'g ifadesine esit olan fonksiyon olarak

tanimlanabilir. Bu durumda, her bir ¢ reel sayisi i¢in Hilbert doniisiimii
Hg (t) = F~" [isgn(w) Fg(w)] (1)

seklinde de ifade edilebilir.

Bu tanim yardimiyla (3.6) ifadesi

Flo,y) = —%B [H <W) (s, 9)} (z,9)

seklinde daha sade bir hale gelir. Bu ifade Radon’un Radon doniigiimiiniin tersi icin elde

ettigi orijinal formiildiir.

Ornek 3.3.1 ve 3.3.2'de filtrelenmis geri-projeksiyon yéntemi kullamilarak elde edilen
goriintiilere yer verilmistir. Bolim 3.1°de verilen geri-projeksiyon yontemi ile elde edilen
goriintiilerde ortaya ¢ikan bulanikligin filtrelenmis geri-projeksiyon yontemi kullanildiginda

ortadan kalktigi ve daha iyi bir yaklagim saglandigi goriilmektedir.

Ornek 3.3.1 Shepp-Logan Phantom’un filtrelenmis geri projeksiyon gorintiisi Sekil 3.6’da

verilmastir.
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Filtrelenmis Geri Proj. Filtrelenmig Geri Proj.
q =0,20 40, ,160 g =0,10,20,...,170

N B

;‘% B .
’5”' K LY
AN N
B e N S

Filtrelenmis Geri Proj.
g=01.2,..179 Orjinal Shepp-Logan

Sekil 3.6 Shepp-Logan Phantom’ un filtrelenmis geri-projeksiyon gorintiisi.

Ornek 3.3.2 Ornek 3.1.4’te tanamlanan f fonksiyonu icin filtrelenmis geri-projeksiyon

gorintiisi Sekil 3.7’de verilmastir.

Filtrelenmis Geri Proj. Filtrelenmis Geri Proj.
g =0,20,40,...,160 g =0,10,20,...,170

O o
o O

Filtrelenmis Geri Proj.
q=0,1,2,...,179 Orjinal Fonksiyon

O o O o

o O o O

Sekil 3.7 Diizgiin f(x,y) fonksiyonu igin filtrelenmis geri-projeksiyon gorintiisi.
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