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BÖLÜM 1

GİRİŞ

Radon dönüşümünün temeli, Johann Radon’un yayınladı̆gı ünlü eseri "Fonksiyonların

belirli manifoldlar boyunca integrallerinden fonksiyonların kendisinin elde edilmesi (On

the determination of functions from integrals along certain manifolds)" (Radon 1917)

ünlü çalı̧smasına dayanır. Bu çalı̧smasında Radon, düzlemdeki tüm düz doğrular boyunca

eğrisel integrallerden yararlanarak bir fonksiyonun nasıl oluşturulacağınıgöstermi̧stir. Bu

problem rekonstrüksiyon problemi olarak adlandırılmaktadır. Ayrıca Radon, tüm hiper

düzlem üzerindeki integrallerden n deği̧skenli bir fonksiyonun yeniden rekonstrüksiyonunu

içeren Radon dönüşümünün diğer genelleştirmelerini de yapmı̧stır (Debnath and Bhatta

2006).

Bir fonksiyonun Radon dönüşümü bilindiğinde, dönüşüm verileri yardımıyla bu fonksi-

yonun kendisinin elde edilmesi için birçok yöntem ortaya konulmuştur. Bu yöntemler

arasında filtrelenmi̧s geri projeksiyon algoritmaları en yaygın olarak kullanılanıdır. Bu

amaçla kullanılan diğer yöntemler arasında cebirsel iteratif yaklaşımlar ve seri yaklaşım-

larıyer alır. Seri yaklaşımlarıyapılırken dairesel veya daha yüksek boyutlu küresel har-

monikler kullanılır.

Üç boyutlu Öklid uzayında birim küre üzerinde tanımlanan klasik küresel harmonikler,

birim çember üzerindeki trigonometrik fonksiyonların geni̧slemesidir (Atkinson and Han,

2012). Küresel harmonikler, ilk olarak Laplace ve Legendre tarafından yerçekimi teorisi

hakkındaki çalı̧smalarda ortaya konulmuştur. Yer bilimleri, nötron taşınımı, astronomi,

ısıtransferi, optik, kuantum mekanik, atmosfer ve okyanus fiziği gibi doğa bilimleri ve

mühendisliğin birçok probleminin çözümüne yönelik araştırmalarda kullanılmı̧stır.

Radon dönüşümü bilinen bir fonksiyonun kendisinin elde edilmesinde dairesel harmonik

dönüşüm (CHT-Circular Harmonic Transform) yardımıyla bir nesnenin projeksiyon ve-

rilerinden yararlanarak, bu nesnenin görüntüsünün rekonstrüksiyonu için yeni bir algo-
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ritma, A. M. Cormack tarafından elde edilmi̧stir (Cormack 1963, Cormack 1964). Ayrıca

CHT algoritmasını, bağımsız olarak R. B. Marr da elde etmi̧stir (Marr 1974). Bu algo-

ritma, hem analitik hem de cebirsel bir yöntem olduğu için teorik olarak önemlidir. G.

Herman, Cormack ve Marr tarafından geli̧stirilen CHT algoritmasının rekonstrüksiyon

problemini tanımlayan cebirsel denklemler sisteminin köşegenleştirilmesi olduğunu göster-

mi̧stir (Herman 1980). Bu köşegenleştirme nedeniyle, CHT algoritmalarıhızlıolmalarına

rağmen genel olarak filtrelenmi̧s geri projeksiyon yöntemleri, CHT algoritmalarından daha

iyi görüntü kalitesi sunmuştur (Hawkins and Barrett 1986). Dairesel harmonik açılımın

üstel Radon projeksiyon verilerinin rekonstrüksiyonu için başarılıbir algoritma geli̧sti-

rilmi̧stir ve bu algoritma tek foton emisyonlu bilgisayarlıtomografiye (SPECT) uygulan-

mı̧stır (Hawkins 1988). Cormack ve Quinto tarafından küresel harmonikleri kullanarak bu

dönüşümün tersi için bir formül elde edilmi̧stir (Cormack 1963, Cormack 1964). Küresel

Radon dönüşüm ile normal Radon dönüşümünün geri projeksiyonu ili̧skilendirilmi̧stir ve

bunu göstermek için yeni bir ters dönüşüm formülü bulunmuştur (Yagle 1992).

1.1 TEZİN KAPSAMI VE ÖNEMİ

Bir f fonksiyonunun Radon dönüşümü, düzlemdeki tüm lt,θ doğrularıboyunca bu fonksi-

yonun eğrisel integralleri yardımıyla

<f (t, θ) = f̌ (p, ξ) =

∫
lt,θ

fds =

∞∫
−∞

f (t cos θ − s sin θ, t sin θ + s cos θ) ds

şeklinde tanımlanır. f fonksiyonunun lt,θ doğrularıboyunca integralleri, yani <f (t, θ),

bilindiğinde bu fonksiyonun kendisinin elde edilmesi problemi Radon dönüşümünün tersini

bulma problemidir. Bu problemin çözümü için filtrelenmi̧s geri projeksiyon yöntemi ve ce-

birsel iteratif yaklaşım yöntemleri yaygın olarak kullanılmaktadır. Bu yöntemlerden farklı

olarak bu tez çalı̧smasında, rekonstrüksiyon probleminin çözümü için dairesel veya küresel

harmonikler yardımıyla yapılan seri yaklaşımlarıincelenerek bu yöntemlerin uygulanıla-

bilirliğinin ve etkinliğinin çeşitli örnekler üzerinde gösterilmesi amaçlanmı̧stır.

Bu çalı̧sma kapsamında Radon dönüşümünün tersinin elde edilmesinde kullanılan seri

yaklaşımlarıaraştırılmı̧stır. Bu seri yaklaşımlarında kullanılan Tchebycheff polinomları,

Legendre polinomları, Legendre polinomlarının geni̧slemesi olan Gegenbauer polinomları

ve küresel harmonikler tanımlanmı̧s, bu fonksiyonların önemli temel özellikleri ve bazıözel
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durumlar için grafikleri verilmi̧stir. Ayrıca, Radon dönüşümünün Gegenbauer dönüşümü

ile ili̧skisi gösterilmi̧s olup bu ili̧ski ortaya konulan seri yaklaşımlarının temelini oluştur-

maktadır. Bu çalı̧smada Radon dönüşümünün tersi için ele alınan seri yaklaşımlarıdairesel

harmonik seri açılımlarıve daha yüksek boyutlardaki küresel harmonik seri açılımlarıdır.

Bu yaklaşımların uygulamalarıile ili̧skili olan Abel dönüşüm çifti, Legendre dönüşüm çifti

ve Tchebycheffdönüşüm çifti ifade edilmi̧stir. Son olarak dairesel harmonik ve küresel har-

monik seri açılımlarıkullanılarak Radon dönüşümünün tersinin elde edilmesine yönelik

örnekler verilmi̧stir.
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BÖLÜM 2

BAZI ÖZEL FONKSİYONLAR VE KÜRESEL HARMONİKLER

Bu bölümde Tchebycheff polinomları, Legendre polinomları ve Gegenbauer polinom-

larıgibi bazıözel fonksiyonlar tanımlanacak ve bu fonksiyonların özellikleri verilecektir.

Ayrıca küresel harmoniklerin tanımıverilecek ve küresel harmoniklerin özelliklerinden

bahsedilecektir.

2.1 GAMA FONKSİYONU

Tanım 2.1.1 x > 0 olmak üzere

Γ (x) =

∞∫
0

tx−1e−tdt (2.1)

Euler integraliyle tanımlanan fonksiyona, gama fonksiyonu denir (Arfken and Weber

2005).

Bu tanımda x = 1 yazılırsa

Γ (1) =

∞∫
0

e−tdt = 1 (2.2)

elde edilir.

x− 1 > 0 olmak üzere (2.1) integraline kısmi integrasyon uygulanırsa

Γ (x) =
[
−e−ttx−1

]∞
0

+ (x− 1)

∞∫
0

e−ttx−2dt (2.3)

= (x− 1) Γ (x− 1)

elde edilir. Daha sonra bu eşitlikte x yerine x+ 1 yazılırsa

Γ (x+ 1) = xΓ (x) (2.4)
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temel bağıntısı elde edilir. x pozitif tam sayılar için bu bağıntı aşağıdaki eşitliğin sağ

tarafında yazılırsa

Γ (x+ 1) = xΓ (x) = x (x− 1) Γ (x− 1) = · · ·

= x (x− 1) (x− 2) · · · 3.2.1.Γ (1) = n!

elde edilir.

(2.1) de t yerine u2 yazılırsa

Γ (x) = 2

∞∫
0

exp (−u2)u2x−1du, x > 0 (2.5)

elde edilir. Bu eşitlikte x = 1
2
olarak alındı̆gında

Γ

(
1

2

)
= 2

∞∫
0

exp
(
−u2

)
du = 2

√
π

2
=
√
π

olur. (2.4) bağıntısıdikkate alındı̆gında

Γ

(
3

2

)
=

1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2

olarak bulunur. Aynı şekilde (2.5) kullanılarak Γ
(

5
2

)
, Γ
(

7
2

)
,. . . , Γ

(
2n+1

2

)
değerleri elde

edilebilir. Negatif x değerleri için de tanımlıolan gama fonksiyonu, (2.4) bağıntısıkul-

lanılarak

Γ (x) = Γ(x+1)
x

, x 6= 0,−1,−2, . . .

formunda yazılır. Bu eşitlikte sırasıyla x = −1
2
ve x = −3

2
yazılırsa

Γ

(
−1

2

)
=

Γ
(

1
2

)
−1

2

= −2Γ

(
1

2

)
= −2

√
π

Γ

(
−3

2

)
=

Γ
(
−1

2

)
−3

2

= −2

3
Γ

(
−1

2

)
=

4

3

√
π

olarak bulunur.

Tam sayıolmayan x değerleri için gama fonksiyonu,

Γ (x) Γ (1− x) =
π

sin πx
(2.6)

özelliğine sahiptir.
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22x−1Γ (x) Γ

(
x+

1

2

)
=
√
πΓ (2x) (2.7)

Burada n = 0, 1, . . . için x = n yazılırsa

Γ

(
n+

1

2

)
=

√
π (2n)!

22nn!

elde edilir.

2.2 TCHEBYCHEFF POLİNOMLARI

Tanım 2.2.1(
1− x2

)
y′′ − xy′ + l2y = 0(

1− x2
)
y′′ − 3xy′ + l (l + 2) y = 0

ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerine Tchebycheff diferansiyel denklemleri denir.

Bu denklemlerin çözümlerine Tchebycheff polinomlarıadıverilir.

Tanım 2.2.2 x ∈ [−1, 1], θ ∈ [0, π] ve x = cos θ olmak üzere

Tl (x) = cos lθ (2.8)

şeklinde tanımlanan polinomlara birinci çeşit Tchebycheff polinomlarıdenir. Birinci çeşit

Tchebycheff polinomları, Tl (x) ile gösterilir (Mason and Handscomb 2003).

(2.8) de sırasıyla l = l + 1, l = l − 1 yazılırsa

Tl+1 (cos θ) = cos [(l + 1) θ] = cos (lθ) cos θ − sin (lθ) sin θ (2.9)

Tl−1 (cos θ) = cos [(l − 1) θ] = cos (lθ) cos θ + sin (lθ) sin θ

olur ve bu eşitlikler taraf tarafa toplanırsa

Tl+1 (cos θ) + Tl−1 (cos θ) = 2 cos θ cos (lθ)

Tl+1 = 2xTl − Tl−1 (2.10)

elde edilir. Birinci çeşit Tchebycheff polinomlarının sırasıyla birinci ve ikinci türevleri

alındı̆gında,(
1− x2

)
T ′l = lTl−1 − lxTl
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(
1− x2

)
T ′′l − xT ′l + l2Tl = 0

yineleme bağıntılarıelde edilir.

(2.8) ve (2.10) dikkate alınarak l = 0, 1, 2, ..., 5 için birinci çeşit Tchebycheff polinomları

Çizelge 2.1’de verilmi̧stir.

Çizelge 2.1 Birinci çeşit Tchebycheff polinomları

l Tl (x)

0 1

1 x

2 2x2 − 1

3 4x3 − 3x

4 8x4 − 8x2 + 1

5 16x5 − 20x3 + 5x

−1 < x < 1 ve |z| < 1 olmak üzere birinci çeşit Tchebycheff polinomlarının üreteci,

1− z2

1− 2xz + z2
= 1 + 2

∞∑
l=1

Tl (x) zl (2.11)

olarak tanımlanır. Birinci çeşit Tchebycheff polinomları,

Tl (x) = 1
2

[(
x+
√
x2 − 1

)l
+
(
x−
√
x2 − 1

)l]
, 0 < x <∞.

şeklinde de tanımlanmaktadır.

Birinci çeşit Tchebycheff polinomları,

Tl (x) = cos (l arccosx) , 0 < x < 1

Tl (x) = cosh (l arccoshx) , 1 < x <∞

trigonometrik polinomlar cinsinden de tanımlanabilir. x = 0 ve x = 1 için birinci çeşit

Tchebycheff polinomları,

Tl (1) = 1

Tl (0) = cos
lπ

2

olarak bulunur.
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Birinci çeşit Tchebycheff polinomlarısimetri koşulunu sağladı̆gından

Tl (−x) = (−1)l Tl (x)

olarak yazılır.

Birinci çeşit Tchebycheff polinomlarının ortagonalliği,

∫ 1

−1

Tl (x)Tm (x)
(
1− x2

)−1/2
dx =


0 , l 6= m

π
2

, l = m 6= 0

π , l = m = 0

(2.12)

şeklinde gösterilir. (2.8) ve (2.10) dikkate alınarak l = 0, 1, 2, ..., 5 için elde edilen birinci

çeşit Tchebycheff polinomlarının grafikleri Şekil 2.1’de verilmi̧stir.

­1 ­0.5 0 0.5 1
­1

­0.5

0

0.5

1

T0(x) T1(x) T2(x) T3(x) T4(x) T5(x)

Şekil 2.1 Birinci çeşit Tchebycheff polinomları

Tanım 2.2.3 x ∈ [−1, 1], θ ∈ [0, π] ve x = cos θ olmak üzere

Ul (x) =
sin (l + 1) θ

sin θ
(2.13)

şeklinde tanımlanan polinomlara ikinci çeşit Tchebycheff polinomlarıdenir. İkinci çeşit

Tchebycheff polinomları, Ul (x) ile gösterilir (Mason and Handscomb 2003).

İkinci çeşit Tchebycheff polinomları,

Ul (x) =
(x+
√
x2−1)

l+1−(x−
√
x2−1)

l+1

2(x2−1)1/2
, 0 < x <∞ , x 6= 1 (2.14)

Ul−1 (x) = sin(l arccosx)

(1−x2)1/2
, 0 < x < 1

Ul−1 (x) = sin(l arccoshx)

(x2−1)1/2
, 1 < x <∞

şeklinde tanımlanabilir.
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Ul (x) polinomlarınıelde edebilmek için

sin 1θ = sin θ (2.15)

sin 2θ = 2 sin θ cos θ

sin 3θ = sin θ
(
4 cos2 θ − 1

)
sin 4θ = sin θ

(
8 cos3 θ − 4 cos θ

)
sin 5θ = sin θ

(
16 cos4 θ − 12 cos2 θ + 1

)
sin 6θ = sin θ

(
32 cos5 θ − 32 cos3 θ + 6 cos θ

)
...

formülleri kullanılmaktadır.

(2.13) ve (2.15) dikkate alınarak l = 0, 1, 2, ..., 5 için ikinci çeşit Tchebycheff polinomları

Çizelge 2.2’de verilmi̧stir.

Çizelge 2.2 İkinci çeşit Tchebycheff polinomları

l Ul (x)

0 1

1 2x

2 4x2 − 1

3 8x3 − 4x

4 16x4 − 12x2 + 1

5 32x5 − 32x3 + 6x

Trigonometrik özdeşliklerin toplamından yararlanılarak

sin (l + 1) θ + sin (l − 1) θ = 2 cos θ sin (l) θ (2.16)

elde edilir. U0 (x) = 1 ve U1 (x) = 2x başlangıç koşullarıkabul edilerek tanımda verilen

eşitlikte yerine yazıldı̆gında

Ul (x) sin θ + Ul−2 (x) sin θ = 2xUl−1 (x) sin θ (2.17)

Ul (x) + Ul−2 (x) = 2xUl−1 (x)

Ul (x) = 2xUl−1 (x)− Ul−2 (x)
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yineleme bağıntılarıelde edilir. Trigonometrik özdeşliklerin farkıalındı̆gında

sin (l + 1) θ − sin (l − 1) θ = 2 sin θ cos (l) θ (2.18)

Ul (x) sin θ − Ul−2 (x) sin θ = 2 sin θTl (x)

Ul (x)− Ul−2 (x) = 2Tl (x)

elde edilir. Birinci çeşit Tchebycheff polinomlarıve ikinci çeşit Tchebycheff polinomları

arasındaki ili̧ski,

Ul−1 = 1
l
T ′l , l ≥ 1

Tl = Ul − xUl−1 , l ≥ 1

(1− x2)Ul = xTl+1 − Tl+2 ,

Tl
(x2−1)1/2

− Ul−1 =
(x−
√
x2−1)

l

(x2−1)1/2
=

(x+
√
x2−1)

l

(x2−1)1/2
, x 6= 1

(2.19)

bağıntılarıile verilir. x = 0 ve x = 1 için ikinci çeşit Tchebycheff polinomları,

Ul (1) = l + 1

Ul (0) = cos
lπ

2

olarak bulunur.

|x| < 1 ve |z| < 1 olmak üzere ikinci çeşit Tchebycheff polinomlarının üreteci,

1

(1− 2xz + z2)
=
∞∑
l=0

Ul (x) zl (2.20)

şeklinde tanımlanır.

Ul+1 = 2xUl (x)− Ul−1, (2.21)

(
1− x2

)
U
′

l = (l + 1)Ul−1 − lxUl, (2.22)(
1− x2

)
U
′′

l − 3xU ′l + l (l + 2)Ul = 0 (2.23)

bağıntıları, Ul (x) için birinci ve ikinci türev alındı̆gında elde edilen yineleme bağıntılarıdır.

İkinci çeşit Tchebycheff polinomlarısimetri koşulunu sağladı̆gından

Ul (−x) = (−1)l Ul (x)

olarak yazılır.
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İkinci çeşit Tchebycheff polinomlarının ortogonalliği,∫ 1

−1

(
1− x2

) 1
2 Ul (x)Um (x) dx =

π

2
δlm (2.24)

şeklinde ifade edilir, burada δlm, Kronecker deltadır.

(2.13) ve (2.21) dikkate alınarak l = 0, 1, 2, ..., 5 için elde edilen ikinci çeşit Tchebycheff

polinomlarının grafikleri Şekil 2.2’de verilmi̧stir.

­1 ­0.5 0 0.5 1
­4

­3

­2

­1

0

1

2

3

4

U0(x) U1(x) U2(x) U3(x) U4(x) U5(x)

Şekil 2.2 İkinci çeşit Tchebycheff polinomları

2.3 LEGENDRE POLİNOMLARI

Tanım 2.3.1(
1− t2

)
y′′ − 2ty′ + l (l + 1) y = 0 (2.25)

ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerine Legendre diferansiyel denklemleri denir. Bu

denklemlerin çözümlerine Legendre polinomlarıadıverilir ve Pl (x) ile gösterilir (Poularikas

1999).

Legendre polinomları,

[l�2] =

 l�2 , l çift sayı

(l − 1)�2 , l tek sayı

olmak üzere

Pl (x) =

[l�2]∑
k=0

(−1)k (2l − 2k)!xl−2k

2lk! (l − k)! (l − 2k)!

şeklinde tanımlanır.

Legendre yineleme bağıntıları,

Pl+1 (x) =
2l + 1

l + 1
xPl (x)− l

l + 1
Pl−1 (x) (2.26)
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P ′l+1 (x)− P ′l−1 (x) = (2l + 2)Pl (x) (2.27)(
x2 − 1

)
P ′l (x) = lxPl (x)− lPl−1 (x) (2.28)

ile verilir. (2.25) ve (2.26) dikkate alınarak l = 0, 1, 2, ..., 5 için Legendre polinomları

Çizelge 2.3’te verilmi̧stir.

Çizelge 2.3 Legendre Polinomları

l Pl (x)

0 1

1 x

2 1
2

(3x2 − 1)

3 1
2

(5x3 − 3x)

4 1
8

(35x4 − 30x2 + 3)

5 1
8

(63x5 − 70x3 + 15x)

Bütün durumlarda Pl (1) = 1, Pl (−1) = (−1)l dir. P4 (x) ve P5 (x) polinomları kul-

lanılarak (2.26) yineleme bağıntısında l = 6 yazıldı̆gında

P6 (x) =
11

6
xP5 (x)− 5

6
P4 (x)

=
11

6
x

[
1

8

(
63x5 − 70x3 + 15x

)]
− 5

6

[
1

8

(
35x4 − 30x2 + 3

)]
=

231

16
x6 − 315

16
x4 +

105

16
x2 − 5

16

elde edilir. l = 0, 1, 2.., 5 için Legendre polinomlarının grafikleri Şekil 2.3’te gösterilmi̧stir.

­1 ­0.5 0 0.5 1
­1

­0.5

0

0.5

1

P0(x) P1(x) P2(x) P3(x) P4(x) P5(x)

Şekil 2.3 Legendre polinomları

Legendre polinomu aynızamanda Rodrigues formülü olarak bilinen

Pl (x) = 1
2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)

l
, l = 0, 1, 2, ... (2.29)

formülü ile de ifade edilir (Poularikas 1999).
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|x| ≤ 1 ve |t| < 1 olmak üzere Legendre polinomlarının üreteci,

1√
1− 2xt+ t2

=
∞∑
l=0

Pl (x) tl (2.30)

şeklinde tanımlanır (Poularikas 1999).

|x| < 1 ve l = 1, 2, ... için ikinci çeşit Legendre fonksiyonları,

Ql (x) = Pl (x)Q0 (x)−
[ 12 (l−1)]∑
k=0

2l − 4k − 1

(2k + 1) (l − k)
Pl−2k−1 (x) (2.31)

şeklinde tanımlanır, burada l = 0 için Q0 (x) = 1
2

ln 1+x
1−x ve l = 1 için

Q1 (x) =
1

2
x ln

1 + x

1− x − 1

bulunur. Ayrıca Ql (x) ikinci çeşit Legendre fonksiyonları, Pl (x) Legendre polinomlarının

tüm yineleme bağıntılarınısağlar. İkinci çeşit Legendre fonksiyonları,

1

x− t =
∞∑
l=0

(2l + 1)Pl (t)Q1 (x)

özelliğine sahiptir (Poularikas 1999).

Legendre polinomlarının ortogonalliği,

1∫
−1

Pl (x)Pm (x) dx = 0 ; l 6= m

1∫
−1

[Pl (x)]2 dx = 2
2l+1

; l = m

(2.32)

ile verilir. (2.32) deki birinci eşitlik, farklı iki Legendre polinomunun [−1, 1] aralı̆gında

ortogonal olduğunu gösterir.

f(x), [−1, 1] aralı̆gında integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun seri açılımı,

al = 2l+1
2

1∫
−1

f (x)Pl (x) dx l = 0, 1, 2, ... (2.33)

olmak üzere

f (x) =
∞∑
l=0

alPl (x) −1 < x < 1 (2.34)
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formuna sahiptir. Eğer f(x) çift fonksiyon ise seri açılımında, indisi çift sayıolan Pl (x)

terimleri, f(x) tek fonksiyon ise seri açılımında sadece indisi tek sayıolan Pl (x) terimleri

elde edilir. f(x), (−1, 1) aralı̆gında parçalıdüzgün (smooth) ve karesi integrallenebilen bir

reel fonksiyon ise f(x) in sürekli olduğu her noktada bu seri yakınsaktır. Süreksiz olduğu

bir x noktasında ise bu seri [f (x+ 0) + f (x− 0)]�2 değerine yakınsar (Poularikas 1999).

Tanım 2.3.2(
1− x2

)
y′′ − 2xy′ +

[
l (l + 1)− m2

1− x2

]
y = 0 (2.35)

diferansiyel denklemlerine assosiye Legendre diferansiyel denklemleri denir ve denklem-

lerin çözümlerine assosiye Legendre polinomlarıdenir (Poularikas 1999).

(2.35) denklemi, m = 0 için Legendre diferansiyel denklemine indirgenir. m ≥ 0 için

(2.35) denkleminin genel çözümü

y = C1P
m
l (x) + C2Q

m
l (x)

olur, burada Pm
l (x), birinci çeşit assosiye Legendre fonksiyonlarıve Qm

l (x) ise ikinci çeşit

assosiye Legendre fonksiyonlarınıifade eder.

m < 0 için Pm
l ve P−ml arasında

P−ml (t) = (−1)m
(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (t)

ili̧skisi vardır.

Pm
l (x) assosiye Legendre polinomlarının, [−1, 1] aralı̆gında ortogonalliği,

1∫
−1

Pm
l (x)Pm

k (x) dx = 0 , l 6= k

1∫
−1

[Pm
l (x)]2 dx = 2

2l+1
(l+m)!
(l−m)!

, l = k

(2.36)

ile verilir.

Assosiye Legendre polinomlarıiçin

Pm
l (−x) = (−1)l+m Pm

l (x)

bağıntısıverilir. (2.35) dikkate alınarak l = 0, 1, ..., 4 vem = 0, 1, 2, 3 değerleri için assosiye

Legendre polinomlarıÇizelge 2.4’te verilmi̧stir.
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Çizelge 2.4 Assosiye Legendre polinomları

l m Pm
l (x)

0 0 1

1 0 x

1 1 − (1− x2)
1/2

2 0 1
2

(3x2 − 1)

2 1 −3x (1− x2)
1/2

2 2 3 (1− x2)

3 0 1
2

(5x3 − 3x)

3 1 −3
2

(5x2 − 1) (1− x2)
1/2

3 2 15x (1− x2)

3 3 −15 (1− x2)
3/2

4 0 1
8

(35x4 − 30x2 + 3)

4 1 −5
2

(7x3 − 3x) (1− x2)
1/2

4 2 15
2

(7x2 − 1) (1− x2)

4 3 −105x (1− x2)
3/2

Assosiye Legendre polinomlarında x = cos θ yazılırsa, trigonometrik assosiye Legendre

polinomlarıelde edilir. l = 0, 1, ..., 4 ve m = 0, 1, 2, 3 için trigonometrik assosiye Legendre

polinomlarıÇizelge 2.5’te verilmi̧stir. m = 0, m = 1 ve m = 2 için assosiye Legendre

polinomlarının grafikleri Şekil 2.4’te verilmi̧stir.

2.4 GEGENBAUER POLİNOMLARI

Tanım 2.4.1

(
1− x2

)
y′′ − (2v + 1)xy′ + l (l + 2v) y = 0 (2.37)

ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerine Gegenbauer diferansiyel denklemleri denir.

Bu denklemlerin özel çözümlerine Gegenbauer polinomları adı verilir. Gegenbauer poli-

nomları, Cv
l (x) ile gösterilir. Ultraküresel polinomlar olarak da adlandırılmaktadır.
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(b)
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2(x) P5

2(x) P6
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(c)

Şekil 2.4 Assosiye Legendre polinomlarının grafikleri; (a) m=0, l=0,1,..,4,

(b) m=1, l=1,2,..,5, (c) m=2, l=2,3,..,6

(2.37) denkleminde v = 1
2
olarak alındı̆gında bu denklem Legendre denklemine dönüşür

ve Gegenbauer polinomlarıile Legendre polinomlarıarasındaki ili̧ski,

Pl (x) = C
1/2
l (x)

ile verilir.

17



Çizelge 2.5 Trigonometrik assosiye Legendre polinomları

l m Pm
l (cos θ)

0 0 1

1 0 cos θ

1 1 − sin θ

2 0 1
2

(3 cos2 θ − 1)

2 1 −3 cos θ sin θ

2 2 3 sin2 θ

3 0 1
2

cos θ (5 cos2 θ − 3)

3 1 −3
2

(5 cos2 θ − 1) sin θ

3 2 15 cos θ sin2 θ

3 3 −15 sin3 θ

4 0 1
8

(35 cos4 θ − 30 cos2 θ + 3)

4 1 −5
2

cos θ sin θ (7 cos2 θ − 3)

4 2 15
2

(7 cos2 θ − 1) sin2 θ

4 3 −105 cos θ sin3 θ

(2.37) de v = 1 olarak alındı̆gında ise eşitlik Tchebycheff diferansiyel denklemine dönüşür

ve Gegenbauer polinomlarıile ikinci çeşit Tchebycheff polinomlarıarasındaki ili̧ski,

Ul (x) = C1
l (x)

ile verilir. Ayrıca Gegenbauer polinomlarıve birinci çeşit Tchebycheffpolinomlarıarasında

Tl (x) =
l

2
C0
l (x)

ili̧skisi vardır. Gegenbauer polinomlarıile Jacobi polinomlarının arasındaki ili̧ski,

Cv
l (x) =

Γ (2v + 1)

Γ (2v)

Γ
(
v + 1

2

)
Γ
(
v + 1

2
+ l
)P (v−1/2,v−1/2)

l (x)

ile verilir.

x ∈ [−1, 1], t ∈ (−1, 1) olmak üzere v. dereceden Gegenbauer polinomlarının üreteci,

∞∑
l=0

Cv
l (x) tl =

(
1− 2xt+ t2

)−v
(2.38)

şeklinde tanımlanır, burada v > −1
2
, v 6= 0 dır.
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Gegenbauer polinomlarının yineleme bağıntıları,

(l + 1)Cv
l+1 = 2 (l + v)xCv

l − (l + 2v − 1)Cv
l−1 (2.39)

2v
(
1− x2

)
Cv+1
l−1 = (2v + l − 1)Cv

l−1 − lxCv
l (2.40)

= (l + 2v)xCv
l − (l + 1)Cv

l+1

ile verilir. (2.39) dikkate alınarak l = 0, 1, 2, ..., 5 için Gegenbauer polinomlarıÇizelge

2.6’da verilmi̧stir.

Çizelge 2.6 Gegenbauer polinomları

l Cv
l (x)

0 1

1 2vx

2 2v (v + 1)x2 − v

3 4
3
v (v + 1) (v + 2)x3 − 2v (v + 1)x

4 2
3
v (v + 1) (v + 2) (v + 3)x4 − 2v (v + 1) (v + 2)x2 + 1

2
v (v + 1)

5 4
15
v (v + 1) (v + 2) (v + 3) (v + 4)x5 − 4

3
v (v + 1) (v + 2) (v + 3)x3 + v (v + 1) (v + 2)x

VerilenCv
4 (x) veCv

5 (x) polinomlarından yararlanılarak (2.39)Gegenbauer yineleme bağın-

tısında l = 5 yazılırsa,

6Cv
6 (x) = 2 (v + 5)xCv

5 (x)− (2v + 4)Cv
4 (x)

=

2 (v + 5)x 4
15
v (v + 1) (v + 2) (v + 3) (v + 4)x5 − 4

3
v (v + 1) (v + 2) (v + 3)x3

+v (v + 1) (v + 2)x− (2v + 4) 2
3
v (v + 1) (v + 2) (v + 3)x4

−2v (v + 1) (v + 2)x2 + 1
2
v (v + 1)

=

8
15
v (v + 1) (v + 2) (v + 3) (v + 4) (v + 5)x6 − 8

3
v (v + 1) (v + 2) (v + 3) (v + 5)x4

+2v (v + 1) (v + 2) (v + 5)x2 − 2
3
v (v + 1) (v + 2) (v + 3) (2v + 4)x4

+2v (v + 1) (v + 2) (2v + 4)x2 − 1
2
v (v + 1) (2v + 4)

=
8
15
v (v + 1) (v + 2) (v + 3) (v + 4) (v + 5)x6 − 4v (v + 1) (v + 2) (v + 3) (v + 4)x4

+6v (v + 1) (v + 2) (v + 3)x2 − v (v + 1) (v + 2)

Cv
6 (x) = 8

90
v (v + 1) (v + 2) (v + 3) (v + 4) (v + 5)x6 − 4

6
v (v + 1) (v + 2) (v + 3) (v + 4)x4

+v (v + 1) (v + 2) (v + 3)x2 − 1
6
v (v + 1) (v + 2)
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polinomu elde edilir.

Gegenbauer polinomlarının birinci türevi alındı̆gında,

DCv
l = 2vCv+1

l−1

elde edilir, burada D = d
dx
türev operatörüdür. Bu ifade (2.40) da yerine yazılırsa,

(
1− x2

)
DCv

l = (2v + l − 1)Cv
l−1 − lxCv

l (2.41)

= (l + 2v)xCv
l − (l + 1)Cv

l+1

sonucuna ulaşılır. (2.41) eşitliğinin her iki tarafının ikinci türevi alındı̆gında,

(
1− x2

)
D2Cv

l − (2v + 1)xDCv
l + l (l + 2v)Cv

l = 0

Gegenbauer diferansiyel denklemleri elde edilir.

Bazıözel Gegenbauer polinomları,

C0
0 (1) = 1

C0
l (1) =

2

l

C0
l (x) = lim

v→0

1

v
Cv
l (x)

Cv
2l+1 (0) = 0

Cv
2l (0) =

(−1)l

l!

Γ (2v + 1)

Γ (v)

Cv
l (1) =

Γ (2v + 1)

l!Γ (2v)

Cv
l (−x) = (−1)v Cv

l (x)

şeklindedir.

Gegenbauer polinomlarının ortogonalliği,∫ 1

−1

Cv
l (x)Cv

m (x)
(
1− x2

)v−1/2
dx =

π2l−2vΓ (2v + 1)

l! (v + 1) Γ (v) Γ (v)
δlm

eşitliği ile gösterilir.

(2.39) dikkate alınarak v = 1, 2, 3 ve l = 0, 1, ..., 5 için elde edilen Gegenbauer polinom-

larının grafikleri Şekil 2.5’te verilmi̧stir.
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Şekil 2.5 Gegenbauer polinomlarının grafikleri; (a) v=1, l=0,1,...,5,

(b) v=2, l=0,1,...,5, (c) v=3, l=0,1,...,5

2.5 KÜRESEL HARMONİKLER

Pl (t) ile gösterilen Legendre polinomları,

Pl (t) =
1

2ll!

(
d

dt

)l (
t2 − 1

)l
(2.42)

şeklinde tanımlanır. Assosiye Legendre polinomları cinsinden yazılabilen küresel har-

monikler,

Ylm (θ, φ) = (−1)m
[

(2l+1)
4π

(l−m)!
(l+m)!

]1/2

Pm
l (cos θ) eimφ , 0 ≤ m ≤ l (2.43)

21



biçiminde gösterilir. Burada θ ve φ sırasıyla kutupsal ve azimut açılardır. (2.43), küresel

harmonikler için Condon-Shortley fazıolarak bilinmektedir. l = 0, 1, 2 vem = −2,−1, ..., 2

için küresel harmonikler Çizelge 2.7’de verilmi̧stir (Arfken and Weber 2005).

Çizelge 2.7 Küresel Harmonikler

l m Slm

0 0 1√
4π

1 1 -
√

3
8π

sin θeiφ

1 0
√

3
4π

cos θ

1 −1
√

3
8π

sin θe−iφ

2 2
√

5
96π

3 sin2 θe2iφ

2 1 -
√

5
24π

3 sin θ cos θeiφ

2 0
√

5
4π

(
3
2

cos2 θ − 1
2

)
2 −1

√
5

24π
3 sin θ cos θe−iφ

2 −2
√

5
96π

3 sin2 θe−2iφ

Ylm, simetri koşulunu sağladı̆gından

Yl,−m (θ, φ) = (−1)m Y ∗lm (θ, φ) (2.44)

şeklinde yazılır. Eşitlikte geçen ∗ karmaşık eşleniği ifade eder. Ortogonallik özelliğinden

yararlanılarak

〈Ylm, Yl′m′〉 =

∫ 2π

0

∫ π

0

Y ∗lm (θ, φ)Yl′m′ (θ, φ) sin θdθdφ = δll′δmm′ (2.45)

elde edilir.

Slm ve Ylm arasındaki ili̧skiyi göstermenin bir yolu; Slm fonksiyonlarını,N (n, l) = N (3, l) =

2l + 1 tane fonksiyon ile tanımlamaktır. Slm ve Ylm arasındaki ili̧ski

Scl,m =
Ylm+Y ∗lm√

2
= (−1)m

[
(2l+1)

2π
(l−m)!
(l+m)!

]1/2

Pm
l (cos θ) cosmφ, m = 1, 2, . . . , l (2.46)

Stl,m =
Ylm−Y ∗lm
i
√

2
= (−1)m

[
(2l+1)

2π
(l+m)!
(l−m)!

]1/2

P−ml (cos θ) sinmφ, m = −l,−2, . . . ,−1

(2.47)
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Sl0 = Yl0 =
√

(2l+1)
4π

Pl (cos θ) , m = 0. (2.48)

eşitlikleri ile verilir. Reel küresel harmoniklerin türlerini belirlerken, çift sayılar için c ve

tek sayılar için t üst indisleri kullanılır. Önceki denklemlerin Ylm ve Y ∗lm e göre çözülebilmesi

için aşağıdaki ifade göz önünde bulundurulmalıdır.

Stl,−m =
Yl,−m − Y ∗l,−m

i
√

2
= (−1)m

(Y ∗lm − Ylm)

i
√

2

Burada Yl,−m = (−1)m Y ∗lm (θ, φ) ve Y ∗l,−m = (−1)m Ylm dir. Seri açılımlarında Slm veya

Ylm den herhangi birinin kullanılabileceği açıktır. Slm yi kullanmanın avantajı, reel ve

ortonormal olmasıdır. Ancak Ylm daha yaygın olarak kullanılır.

Tanım 2.5.1 Hl (x1, x2,..., xn) , l. dereceden (x1, x2,..., xn) dĕgişkenlerine sahip homojen

bir polinom,

Hl (tx1, tx2,..., txn) = tlHl (x1, x2,..., xn) (2.49)

şeklinde tanımlanır. l ve n sabit dĕgerleri için sadece sonlu sayıda lineer băgımsız homojen

polinom vardır (Hoschdath 1971).

Teorem 2.5.2 K (n, l), l. dereceden n dĕgişkenli lineer băgımsız homojen polinomların

sayısınıbelirtsin. Bu durumda,

K (n, l) =
(n+ l − 1)!

l! (n− 1)!
(2.50)

olur (Hochstadt 1971).

Teorem 2.5.3 N (n, l), l. dereceden n dĕgişkenli lineer băgımsız homojen harmonik poli-

nomların sayısıolsun. Bu durumda,

N (n, l) =
2l + n− 2

l

(
l + n− 3

l − 1

)
hesaplanır (Hochstadt 1971).

Örnek 2.5.1 n = 2 için l. dereceden iki dĕgişkenli lineer băgımsız homojen harmonik

polinomların sayısı,

N (2, l) =
2l + 2− 2

l

(
l + 2− 3

l − 1

)
= 2

(
l − 1

l − 1

)
= 2
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olarak bulunur. Bu l. dereceden iki dĕgişkenli lineer băgımsız homojen harmonik polinom-

lar,

(x+ iy)l + (x− iy)l = 2rl cos lθ

(x+ iy)l − (x− iy)l = 2irl sin lθ

şeklinde yazılabilir.

Örnek 2.5.2 n = 3 için l. dereceden üç dĕgişkenli lineer băgımsız homojen harmonik

polinom sayısı,

N (3, l) =
2l + 3− 2

l

(
l + 3− 3

l − 1

)
=

2l + 1

l

(
l

l − 1

)
= 2l + 1

olarak bulunur. Bu (2l + 1) tane l. dereceden üç dĕgişkenli lineer băgımsız homojen har-

monik polinom, küresel koordinatlar kullanılarak

rlPm
l (cos θ) eimφ , m = −l,−l + 1, ..., l − 1, l

formülüyle elde edilir.

Tanım 2.5.4 Hl, l. dereceden, n boyutlu homojen bir polinom ve X = (x1, x2, ..., xn)

bir vektör olmak üzere

∆nHl (X) = 0 (2.51)

biçiminde tanımlansın. Bu durumda

Sl (ξ) =
1

rl
Hl (rξ) = Hl (ξ) (2.52)

eşitlĭgini săglayan Sl (ξ), l. dereceden n boyutlu küresel harmonikleri ifade eder, burada

ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) birim vektördür (Muller 1966).

Lemma 2.5.5

Sl (−ξ) = (−1)l Sl (ξ) . (2.53)

Hl (x) ve Hm (x) , l. ve m. dereceden iki homojen harmonik polinomlar olsun. Green teo-

reminden

0 =

∫
|x|≤1

(Hl∆nHm −Hm∆nHl) dV =

∫
Ωn

Hl (ξ)Hm (ξ) (m− l) dω (2.54)
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elde edilir. Ωn üzerindeki Hm ve Hl harmonik polinomlarının türevleri sırasıyla{
∂
∂r
Hm (rξ)

}
r=1

= mHm (ξ) ve
{
∂
∂r
Hl (rξ)

}
r=1

= lHl (ξ)

bulunur (Muller 1966).

f (r) bir fonksiyon olmak üzere n boyutlu birim kürenin yüzey alanınıbulmak için ilk

önce

In =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

f (r) dx1dx2 · · · dxn (2.55)

olarak yazılır. Bu integrasyon, f (r) nin küresel simetri özelliği kullanılarak yapılır ve

r =
√∑n

1
x2
i dir. Birim kürenin yüzey alanıan olarak tanımlansın. (2.55) eşitliğindeki

integral,

In = an

∫ ∞
0

f (r) rn−1dr (2.56)

küresel kabuk yöntemi ile hesaplanır, burada anrn−1, r yarıçaplıbir kürenin yüzey alanını

ifade eder. (2.56) da an yalnız bırakılırsa

an =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

f (r) dx1dx2 · · · dxn∫ ∞
0

f (r) rn−1dr

elde edilir. Eşitliğin sağ tarafı, seçilen herhangi bir f (r) fonksiyonundan bağımsızdır. Bu

yüzden,

f (r) = e−r
2

= e−(x21+x22+···+x2n)

olarak alınırsa

an =

[∫ ∞
−∞

e−x
2
dx

]n
∫ ∞

0

e−r2rn−1dr

=
[
√
π]
n

1
2
Γ (n�2)

=
2πn�2

Γ (n�2)

elde edilir. n = 1, ..., 4 için an,

a1 = 2, a2 = 2π, a3 = 4π, a4 = 2π2

değerleri bulunur. n = 5 için hesaplanırsa

a5 =
2π5�2

Γ (5�2)
=

2π5�2

3
4
π1�2

=
8

3
π2
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elde edilir.

Sl(ξ) ve Sk(ξ) küresel harmonik fonksiyonlar olmak üzere, ortogonallik∫
|ξ|=1

Sl(ξ)Sk(ξ)dan = 0, l 6= k (2.57)

ile gösterilir. Böylece küre üzerinde dereceleri farklıolan küresel harmonik fonksiyonlar

ortogonaldir (Hochstadh 1971).

Önerme 2.5.6 Sl (ξ) , l. dereceden küresel harmonik fonksiyon olmak üzere R herhangi

bir dönme matrisi için

S ′l (ξ) = Sl (Rξ) (2.58)

l. dereceden küresel harmonik olur (Frye and Efthimiou 2012).

{Sl (ξ)}, N (n, l) lineer bağımsız reel küresel harmoniklerin bir kümesi,

Sl1 (ξ) , Sl2 (ξ) , ...SlN (n,l) (ξ) (2.59)

olsun. Gram Schmidt metodundan yararlanılarak ortonormal bir küme oluşturulursa,∫
|ξ|=1

Slj (ξ)Slk (ξ) dan = δjk (2.60)

biçiminde yazılabilir. Ayrıca R, koordinat sisteminde rotasyonu temsil eden bir ortogonal

matris olsun. Tüm rotasyon matrisleri için∫
|ξ|=1

Slj (Rξ)Slk (Rξ) dan = δjk (2.61)

yazılır. {Sl (ξ)} kümesinin lineer bağımsız olmasıkullanılarak ve ayrıca sadece N (n, l),

l. dereceden lineer bağımsız küresel harmoniklerin sayısıolduğundan

Slj (Rξ) =

N (n,l)∑
i=1

CijSli (ξ) (2.62)

elde edilir. (2.61) eşitliğindeki ifadenin içine (2.62) eklendikten sonra (2.60) da kullanılırsa

N (n,l)∑
i=1

CijCik = δjk (2.63)

olur. Böylece C = (Cij) matrisinin de ortogonal olduğu elde edilir.
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Lemma 2.5.7 ξ, η iki birim vektör olmak üzere,

Fl (ξ,η) =

N (n,l)∑
i=1

Sli (ξ)Sli (η) (2.64)

şeklinde tanımlanan Fl fonksiyonu, koordinatların rotasyonu altında dĕgişmezdir (Frye

and Efthimiou 2012).

İspat. R, bir rotasyon matrisi olsun. C, ortogonal matrisi kullanılarak

Fl (Rξ, Rη) =

N (n,l)∑
i=1

Sli (Rξ)Sli (Rη)

=

N (n,l)∑
i=1

N (n,l)∑
k=1

CkiSlk (ξ)

N (n,l)∑
m=1

CmiSlm (η)


Fl (Rξ, Rη) =

N (n,l)∑
k,m=1

Slk (ξ)Slm (η)

N (n,l)∑
i=1

CkiC
t
im


=

N (n,l)∑
k=1

Slk (ξ)Slk (η) = Fl (ξ,η) (2.65)

elde edilir.

Tanım 2.5.8 Ll, aşăgıdaki özelliklere sahip l. dereceden homojen harmonik bir polinom

olsun.

a) ξq vektörünü aynıbırakan tüm A ortogonal dönüşümleri için Ll (Ax) = Ll (x) olur.

b) Ll
(
ξq
)

= 1

Bu durumda

1

tl
Ll (x) = Ll (ξ) (2.66)

ifadesi l. dereceden Legendre polinomlarıolarak adlandırılır (Muller 1966).

Teorem 2.5.9 Ll(ξ) Legendre polinomları,

Ll(ξ) = Pl (t)

olarak tanımlansın. Pl (t) , l. dereceden polinom olmak üzere

Pl (1) = 1 ; Pl (−t) = (−1)l Pl (t)

eşitliklikleri elde edilir (Muller 1966).
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Lemma 2.5.10 {Slj (η)} , k ≤ N (n, l) olarak tanımlanan lineer băgımsız küresel har-

moniklerin bir kümesi olsun. k × k determinantısıfırdan farklıolmak üzere,

|Slj (η)| 6= 0 (2.67)

k birim vektöre sahip, bir {ηi } kümesi vardır (Hochstadt 1971).

Teorem 2.5.11 Pl (t), l. dereceden n boyutlu Legendre polinomlar ve ηk, birim vektörlerin

bir kümesi olmak üzere her küresel harmonik

Sl (ξ) =

N (n,l)∑
k=1

AkPl ((ξ, ηk)) (2.68)

şeklinde yazılır (Hochstadt 1971).

İspat. İlk olarak (2.67) yi sağlayan bir {ηi} kümesi seçilir. Bu denklem,

Pl ((ξ, ηk)) = an−1
N (n,l)

N (n,l)∑
j=1

Slj (ξ)Slj (ηk) k = 1, 2, ...,N (n, l)

tersinir olduğundan

Slj (ξ) =

N (n,l)∑
k=1

AkPl ((ξ, ηk))

olarak yazılır. Ayrıca keyfi bir küresel harmonik,

Sl (ξ) =

N (n,l)∑
j=1

bjSlj (ξ)

olarak ifade edilir ve eşitliğin sağ tarafındaki

bj =

∫
|ξ|=1

Sl (ξ)Slj (ξ) dn

olarak yazılır.

Teorem 2.5.12 (Toplam Teoremi) Slj (ξ) , l. mertebeden n boyutlu N (n, l) küresel har-

moniklerin ortonormal bir kümesi olarak tanımlansın ve Pl (t), l. dereceden n boyutlu

Legendre polinomlar olmak üzere

N (n,l)∑
j=1

Slj (ξ)Slj (η) =
N (n, l)

an
Pl (ξ,η) (2.69)

eşitlĭgi yazılır (Muller 1966).
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Lemma 2.5.13 Her küresel harmonik Sl (ξ) için

Sl (ξ) =
N (n, l)

an

∫
|η|=1

Sl (η)Pl ((ξ, η)) dan (2.70)

eşitlĭgi vardır (Hochstadt 1971).

Teorem 2.5.14 Sl (ξ) , küresel harmonikler ve Pl (t) , l. dereceden Legendre polinomlar

olarak tanımlansın. Bu durumda,

|Sl (ξ)| ≤
[
N (n, l)

an

∫
|η|=1

S2
l (η) dan

]1�2

(2.71)

|Pl (t)| ≤ 1 |t| ≤ 1 (2.72)∫
|ξ|=1

P 2
l (ξ, η) dan =

an
N (n, l)

(2.73)

eşitlikleri săglanır (Hochstadt 1971).

İspat. İlk olarak (2.72) yi göstermek için (2.69) daki toplam teoremi kullanılır. Daha

sonra Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa,

P 2
l ((ξ, η)) ≤

 an
N (n, l)

N (n,l)∑
j=1

S2
lj (ξ)

 an
N (n, l)

N (n,l)∑
j=1

S2
lj (η)

 = P 2
l (1) = 1

olduğu görülür. (2.73) eşitliğini ispatlamak için önce (2.69) daki eşitliğin her iki tarafının

karesi alınır. Daha sonra her iki tarafın ξ deği̧skenine göre integrali alınırsa∫
|ξ|
P 2
l ((ξ,η)) dan =

a2
n

N 2 (n, l)

∫
|ξ|=1

N (n,l)∑
j,k=1

Slj (ξ)Slj (η)Slk (ξ)Slk (η) dan

=
a2
n

N 2 (n, l)

N (n,l)∑
j=1

S2
lj (η)

=
an

N (n, l)
Pl (1)

=
an

N (n, l)

elde edilir. Geriye sadece (2.71) deki eşitsizliği göstermek kalır. Bunun için önce (2.70)

eşitliğine Cauchy-Schwarz uygulanır ve sonra (2.73) eşitliği kullanılırsa,

|Sl (ξ)|2 ≤ N 2 (n, l)

a2
n

∫
|η|=1

S2
l (η) dan

∫
|η|=1

P 2
l ((ξ,η)) dan

=
N (n, l)

an

∫
|η|=1

S2
l (η) dan
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elde edilir. Son olarak da eşitsizliğin her iki tarafının karekökü alınırsa,

|Sl (ξ)| ≤
[
N (n, l)

an

∫
|η|=1

S2
l (η) dan

]1�2

olur.

(2.73) eşitliğindeki integral, integrali alınmasıistenen fonksiyonun simetrisi kullanılarak

tek boyutlu integrale indirgenebilir. Bu durumda,∫
|η|=1

P 2
l ((ξ, η)) dan = an−1

∫ 1

−1

P 2
l (t)

(
1− t2

)(n−3)�2
dt

olur. Aynızamanda bu eşitlik,∫ 1

−1

P 2
l (t)

(
1− t2

)(n−3)�2
dt =

an
an−1N (n, l)

olarak da yazılır.

Teorem 2.5.15 (Hecke-Funk Teoremi) f (t) , [−1, 1] aralı̆gında sürekli bir fonksiyon ol-

mak üzere l. dereceden küresel harmonikler,∫
|η|=1

f ((ξ,η))Sl (η) dan = an−1Sl (ξ)

∫ 1

−1

f (t)Pl (t)
(
1− t2

)(n−3)�2
dt (2.74)

şeklinde ifade edilir (Hochstadt 1971).

İspat. İlk olarak Sl (η) = Pl ((η, ζk)) olarak kabul edelim. Burada ζk, sabit birim vek-

tördür. Bu fonksiyon için

F (ξ, ζk) =

∫
|η|=1

f ((ξ,η))Pl ((η, ζk)) dan (2.75)

yazılır ve (2.65) eşitliğinden yararlanılarak

F (Aξ, Aζk) = F (ξ, ζk)

olduğu görülür. Daha sonra ξ = (1, 0, 0, ..., 0) ve ζk = (τ , 1− τ 2, 0, ..., 0) olarak seçilir ve

(2.74), l. dereceden τ ya bağlıbir polinom olmak üzere

F (ξ, ζk) = cPl (τ)

biçiminde tanımlanır. Burada c, sabit sayıdır. τ = 1 için∫
|η|=1

f ((ξ,η))Pl ((η, ξ)) dan = c = an−1

∫ 1

−1

f (t)Pl (t)
(
1− t2

)(n−3)�2
dt
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eşitliğine ulaşılır, burada τ , η nin birinci bileşenidir. Böylece∫
|η|=1

f ((ξ,η))Pl ((η, ζk)) dan = an−1Pl ((ξ, ζk))

∫ 1

−1

f (t)Pl (t)
(
1− t2

)(n−3)�2
dt

elde edilir. Sonuç olarak, (2.74) ün Sl (η) = Pl ((η, ζk)) için özel bir durum olduğu görülür.

Ayrıca her küresel harmonik, (2.74) gibi özel durumların lineer kombinasyonu şeklinde

ifade edilir.
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BÖLÜM 3

RADON DÖNÜŞÜMÜNÜN TERSİ İÇİN SERİ YAKLAŞIMI

Bu bölümde, öncelikle Gegenbauer dönüşüm çifti tanımlanmı̧s daha sonra Radon dönüşü-

mü ve Gegenbauer dönüşüm çifti arasındaki ili̧ski kullanılarak Radon dönüşümünün tersi

için bazıseri yöntemleri (Deans 1983) çalı̧smasından yararlanılarak ifade edilmi̧stir. Bi-

linmeyen bir fonksiyona bu fonksiyonun dairesel veya daha yüksek boyutlardaki küresel

harmonikler kullanılarak yapılan seri açılımlarıyardımıyla yaklaşımlar araştırılacaktır.

3.1 RADON DÖNÜŞÜMÜNÜN GEGENBAUER DÖNÜŞÜMÜ İLE İLİŞ-

KİSİ

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn olmak üzere, n-deği̧skenli bir f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) fonksi-

yonunun Radon dönüşümü, bu fonksiyonun Rn deki tüm hiper düzlemler üzerinde alınan

integralleri ile tanımlanır.

Tanım 3.1.1 p ∈ R ve ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn birim vektör olmak üzere, Rn de

p = ξ·x = ξ1x1 + ξ2x2 . . .+ ξnxn

hiper düzlemleri üzerinde bir f fonksiyonunun integralleri, yani f fonksiyonunun Radon

dönüşümü, δ fonksiyonu kullanılarak

f̌ (p, ξ) = <{f (x)} =

∫
f (x) δ (p− ξ·x) dx

şeklinde tanımlanır, burada dx = dx1dx2...dxn hacim elemanıdır.

Bu bölümde, radyal ve açısal kısmın çarpımıolarak

f (x) = gl (r)Slm (ω) (3.1)

şeklinde yazılabilen f (x) fonksiyonunun Radon dönüşümünün bulunmasıproblemi ele

alınacaktır. Burada x ∈ Rn, r = |x| ≥ 0, ω= x
|x| ve Slm (ω) , Rn de tanımlıl. dereceden
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reel küresel harmonikleri (yüzey harmonikleri) ifade etmektedir (Erdélyi et al. 1953b,

Hochstadt 1971). Küresel harmonikler, Slm (ω), ve özellikleri Bölüm 2’de verilmi̧stir.

Slm (ω), elemanlarıN = N (n, l) olan ortonormal bir kümeden gelmektedir. Elemanları,

{Sl1, Sl2, . . . , SlN}

olan bir küme, ortonormallik koşulunu sağladı̆gından∫
|ω|=1

Slm (ω)Sl′m′ (ω) dω = δll′δmm′ (3.2)

şeklinde yazılır, burada δij Kronecker deltayı, dω hiperküresel koordinatlardaki birim küre

üzerindeki yüzey elemanınıve
∫
|ω|=1

ise bu yüzey üzerindeki integrali gösterir. Daha açık

ifade etmek gerekirse, r, θ1, θ2, . . . , θn−2, φ hiper küresel polar koordinatlar,

x1 = r cos θ1,

x2 = r sin θ1 cos θ2,

x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3,

...

xn−2 = r sin θ1 sin θ2 . . . sin θn−3 cos θn−2,

xn−1 = r sin θ1 sin θ2 . . . sin θn−2 cosφ,

xn = r sin θ1 sin θ2 . . . sin θn−2 sinφ

şeklinde tanımlansın. S (ω) yerine S (θ1, θ2, . . . , θn−2, φ) yazılırsa, r ≥ 0, 0 ≤ θj ≤ π,

j = 1, 2, . . . , n − 2 ve 0 ≤ φ ≤ 2π olmak üzere birim küre üzerinde n boyutlu yüzey

elemanı,

dω = (sin θ1)n−2 (sin θ2)n−3 . . . (sin θn−2) dθ1 . . . dθn−2dφ

şeklinde ifade edilir. Ayrıca Slm (ω) simetri koşulunu sağladı̆gından

Slm (−ω) = (−1)l Slm (ω) (3.3)

şeklinde yazılır.

N = N (n, l) tam sayısı, hem n uzay boyutuna hem de küresel harmoniklerin derecesi

olan l ye bağlıolup bu sayı, her bir küresel harmoniğin n−1 tane θ1, θ2, . . . , θn−2, φ açısal
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koordinatlarına bağlıolduğu l. dereceden lineer bağımsız küresel harmoniklerin sayısını

ifade eder. Bu N değeri,

N = N (n, l)) =
2l + n− 2

l

(
l + n− 3

l − 1

)
şeklinde tanımlanır (Hochstadt 1971). Burada kullanılan binom katsayısı,(
p

q

)
=

p!

q! (p− q)!

formülü ile hesaplanır.

(3.1) eşitliğinin her iki tarafına Radon dönüşümü uygulandı̆gında,

f̌ (p, ξ) = <{gl (r)Slm (ω)} (3.4)

=

∫
gl (r)Slm (ω) δ (p− ξ·x) dx

elde edilir. Genelliği kaybetmeden, ξ bir birim vektör olarak kabul edilir ve p ≥ 0 dır.

f̌ (p, aξ) = |a|−1 f̌
(p
a
, ξ
)

eşitliğinde a = −1 olarak alınırsa

f̌ (p,−ξ) = f̌ (−p, ξ) (3.5)

elde edilir. p < 0 durumunda ise Radon dönüşümünün simetri koşulundan yararlanılarak

elde edilen (3.5) kullanılır ve (3.4) eşitliğindeki integral, küresel koordinatlarda yazılırsa

f̌ (p, ξ) =

∫ ∞
0

rn−1gl (r)

∫
|ω|=1

Slm (ω) δ (p− rξ·ω) dωdr (3.6)

elde edilir, burada x = rω dır. (3.6) daki δ, Dirac delta, fonksiyonu,

δ (p− rξ·ω) =
1

r
δ
(p
r
− ξ·ω

)
(3.7)

δ (p− rξ·ω) =
δ
(

p
ξ·ω − r

)
|ξ·ω| (3.8)

şeklinde yazılabilir ve bu eşitliklerden (3.7), (3.6) da yerine konulursa

f̌ (p, ξ) =

∫ ∞
0

1

r
rn−1gl (r)

∫
|ω|=1

Slm (ω) δ
(p
r
− ξ·ω

)
dωdr

=

∫ ∞
0

rn−2gl (r)

∫
|ω|=1

Slm (ω) δ
(p
r
− ξ·ω

)
dωdr (3.9)
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elde edilir. 0 ≤ r < |p| için bu integral,∫ |p|
0

δ
(p
r
− ξ·ω

)
dr = 0

olur, burada |ξ·ω| ≤ 1 ve p
r
−ξ·ω > 0 dır. Sonuç olarak r ≥ |p| olmak üzere, yani p/r, -1

ile 1 arasında değer aldı̆gından

f̌ (p, ξ) =

∫ ∞
|p|
rn−2gl (r)

∫
|ω|=1

Slm (ω) δ
(p
r
− ξ·ω

)
dωdr (3.10)

olur.

Birim küre üzerinde integral almak için ilk olarak, yüzey integrali

Slm (ξ) Il (p/r) =

∫
|ω|=1

Slm (ω) δ
(p
r
− ξ·ω

)
dω (3.11)

şeklinde yazılır, burada Il (p/r) bilinmediğinden Slm (ξ) ancak simetri koşulundan yarar-

lanılarak elde edilir. (3.11) eşitliğinin her iki tarafıSlm (ξ) ile çarpıldıktan sonra eşitliğin

her iki tarafının
N∑
m=1

toplamıalınır ve son olarak, bu eşitlikte toplam teoremi (Erdelyi

1953b, Hochstadt 1971) kullanılırsa

Cv
l (ξ·ω) =

an
N Cv

l (1)
N∑
m=1

Slm (ξ)Slm (ω) (3.12)

elde edilir. Burada Cv
l (t), Gegenbauer polinomudur, v = (n− 2) /2 ve an, n boyutlu bir

kürenin yüzey alanınıifade eder. Böylelikle (3.11) den

N∑
m=1

Slm (ξ)Slm (ξ) Il

(p
r

)
=

∫
|ω|=1

N∑
m=1

Slm (ξ)Slm (ω) δ
(p
r
− ξ·ω

)
dω (3.13)

elde edilir. Bu eşitliğin sol tarafı(3.12) eşitliğinde ω = ξ yazılarak hesaplanabilir ve sağ

tarafı(3.12) kullanılarak

N
an
Il

(p
r

)
=

N
anCv

l (1)

∫
|ω|=1

Cv
l (ξ·ω) δ

(p
r
− ξ·ω

)
dω

veya

Il

(p
r

)
=

1

Cv
l (1)

∫
|ω|=1

Cv
l (ξ·ω) δ

(p
r
− ξ·ω

)
dω

elde edilir. Sağ taraftaki integralin hesaplanabilmesi için

F (ξ·ω) = Cv
l (ξ·ω) δ

(p
r
− ξ·ω

)
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∫
|ω|=1

F (ξ·ω) dω = an−1

∫ +1

−1

(
1− t2

)(n−3)/2
F (t) dt (3.14)

özdeşliği kullanılır (Courant and Hilbert 1962, John 1955), burada ξ·ω = t dir. Böylece

Il

(p
r

)
=

an−1

Cv
l (1)

∫ +1

−1

Cv
l (t)

(
1− t2

)(n−3)/2
δ
(p
r
− t
)
dt

olur. Sonuç olarak, p/r, −1 ile 1 arasında değer aldı̆gından

Il

(p
r

)
=

an−1

Cv
l (1)

Cv
l

(p
r

)(
1− p2

r2

)v−1/2

(3.15)

elde edilir, burada v = (n− 2) /2 dir. Daha sonra (3.15), (3.11) de yerine yazılırsa (3.10)

eşitliğinden∫
|ω|=1

Slm (ω) δ
(p
r
− ξ·ω

)
dω =

an−1Slm (ξ)

Cv
l (1)

Cv
l

(p
r

)(
1− p2

r2

)v−1/2

f̌ (p, ξ) =
an−1Slm (ξ)

Cv
l (1)

∫ ∞
|p|
r2vgl (r)C

v
l

(p
r

)(
1− p2

r2

)v−1/2

dr (3.16)

elde edilir. Böylece (3.4) te tanımlanan f (x) fonksiyonunun Radon dönüşümü,

f̌ (p, ξ) = <{gl (r)Slm (ω)} = ǧl (p)Slm (ξ) (3.17)

olarak yazılır ve bu eşitlikteki ǧl (p), Gegenbauer dönüşümünden yararlanılarak

ǧl (p) =
an−1

Cv
l (1)

∫ ∞
|p|
r2vgl (r)C

v
l

(p
r

)(
1− p2

r2

)v−1/2

dr (3.18)

ile verilir.

(3.3) teki simetri koşulu, f̌ (−p, ξ) = f̌ (p, ξ) özelliği ile birlikte ǧl (−p) fonksiyonunun

ǧl (−p) = (−1)l ǧl (p) (3.19)

şeklinde tanımlanabilmesini sağlayan başka bir simetri sonucunu ortaya çıkarır. Bu sonuç,

ǧl (−p) değerlerinin hesaplanmasında kullanılır. ǧl (p) negatif deği̧skenler için tanımlan-

masına rağmen sadece r ≥ 0 durumu dikkate alındı̆gından dolayıgl (r) henüz tanımlan-

mamı̧stır. Bazıdurumlarda, gl (r) yerine u (r) gl (r) yazmak;

gl (r) −→ u (r) gl (r) (3.20)

daha kullanı̧slıve tutarlıolacaktır. Burada u,

u (r) =

 0 , r < 0

1 , r ≥ 0
(3.21)

şeklinde tanımlıbirim adım fonksiyonudur.
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Uyarı1 an için açık bir ifade elde etmenin kolay bir yolu, x ∈ Rn, t ∈ R1 için şu

adımlarıizlemektir:∫
e−x.xdx =

∫ ∞
0

rn−1e−r
2

∫
|ω|=1

dωdr

(∫ ∞
−∞

e−t
2

dt

)n
= an

∫ ∞
0

rn−1e−r
2

dr(√
π
)n

=
1

2
anΓ

(π
2

)
Böylece

an =
2 (
√
π)

n

Γ
(
π
2

) (3.22)

olur. Burada gama fonksiyonu,

Γ (z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt

şeklinde tanımlanır. (3.22) eşitlĭginden yararlanılarak n = 1, 2, . . . , 6 için an dĕgerleri,

a1 = 2, a2 = 2π, a3 = 4π, a4 = 2π2, a5 = 8π2/3, a6 = π3 olur (Schwartz 1966).

Uyarı2 (3.18) eşitlĭgindeki katsayı(3.20),

Cv
l (1) = C

(n−2)/2
l (1) =

(
l + n− 3

l

)
ve gama fonksiyonu için var olan bazıözdeşlikler kullanılarak

an−1

Cv
l (1)

=
(4π)v l!Γ (v)

(l + 2v − 1)!
(3.23)

şeklinde hesaplanabilir (Hochsdath 1971).

Hecke-Funk teoremi uygulandı̆gında,∫
|ω|=1

F (ξ·ω)Slm (ω) dω =
an−1Slm (ξ)

Cv
l (1)

∫ +1

−1

F (t)Cv
l (t)

(
1− t2

)v−1/2
dt (3.24)

elde edilir (Erdélyi et al. 1953b, Hochsdath 1971).

Diğer yöntem ise (3.16) temel sonucu (3.24) kullanılarak ve farklıbir integral sıralaması

ile de elde edilir. (3.6) daki delta fonksiyonu çarpanlara ayrılıp önce r deği̧skenine göre

integral alınırsa

f̌ (p, ξ) =

∫
|ω|=1

Slm (ω)

∫ ∞
0

rn−1u (r) gl (r)
δ
(

p
ξ·ω − r

)
|ξ·ω| drdω (3.25)

=

∫
|ω|=1

(
p

ξ·ω

)n−1

u

(
p

ξ·ω

)
gl

(
p

ξ·ω

)
Slm (ω)

|ξ·ω| dω (3.26)
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elde edilir. Bu noktada, (3.24) eşitliğinden yararlanmak uygun olacaktır. Ancak dikkate

alınmasıgereken p > 0 veya p < 0 olma durumlarıdır. Eğer (3.26) da p > 0 olursa, (3.24)

eşitliğinden yararlanılarak

f̌ (p, ξ) = κvl Slm (ξ)

∫ +1

−1

(p
t

)n−1

u
(p
t

)
gl

(p
t

)
Cv
l (t)

(
1− t2

)v−1/2 dt

|t|

= κvl Slm (ξ)

∫ 1

0

(p
t

)n−1

gl

(p
t

)
Cv
l (t)

(
1− t2

)v−1/2 dt

t

elde edilir, burada kolaylık olması amacıyla κvl = an−1
Cvl (1)

gösterimi kullanılmı̧stır. Daha

sonra t = p/r deği̧sken deği̧simi yapılırsa,

f̌ (p, ξ) = κvl Slm (ξ)

∫ ∞
p

rn−2gl (r)C
v
l

(p
r

)(
1− p2

r2

)v−1/2

dr (3.27)

sonucuna ulaşılır. Eğer (3.26) da p < 0 olursa, p = − |p| yazılır ve (3.24),

f̌ (p, ξ) = κvl Slm (ξ)

∫ +1

−1

(
− |p|
t

)n−1

u

(
− |p|
t

)
gl

(
− |p|
t

)
Cv
l (t)

(
1− t2

)v−1/2 dt

|t|

= κvl Slm (ξ)

∫ 0

−1

(
− |p|
t

)n−1

gl

(
− |p|
t

)
Cv
l (t)

(
1− t2

)v−1/2 dt

|t|
olur. Bu durumda t yerine −t yazılarak deği̧sken deği̧simi yapılırsa,

f̌ (p, ξ) = κvl Slm (ξ)

∫ 1

0

(
|p|
t

)n−1

gl

(
|p|
t

)
Cv
l (−t)

(
1− t2

)v−1/2 dt

t

elde edilir. Daha sonra p < 0 için t = |p|
r
yazılır ve Cv

l (−t) = (−1)l Cv
l (t) bağıntısı

kullanılırsa,

f̌ (p, ξ) = (−1)l κvl Slm (ξ)

∫ ∞
|p|
rn−2gl (r)C

v
l

(
|p|
r

)(
1− p2

r2

)v−1/2

dr

sonucuna ulaşılır. (3.27) deki integral alt sınırı |p| ile deği̧stirildiğinde, bu eşitlik hem

negatif hem de pozitif p için kullanılabilir ve beklendiği gibi (3.16) daki eşitlik yeniden

elde edilmi̧stir.

3.1.1 Gegenbauer Dönüşüm Çifti

f (x) fonksiyonu,

f (x) =
∑
l,m

Almgl (r)Slm (ω) (3.28)

şeklinde yazılsın, buradaAlm katsayıları, sabit sayılardır.
∑

l,mtoplamı,
∑N

m=1

∑∞
l=0 toplamını

göstermektedir. Uygulamalarda bu toplam sonludur ve f (x) fonksiyonuna yapılan bir

yaklaşımıifade eder.
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Bu durumda f (x) fonksiyonunun Radon dönüşümü,

f̌ (p, ξ) =
∑
l,m

Almǧl (p)Slm (ξ) (3.29)

biçiminde yazılır. Bu eşitlikte f̌ (p, ξ) nin bilindiği kabul edilir. Alm katsayıları, açısal

integrasyon yapılarak ve Slm (ξ) nin ortogonalliğinden yararlanılarak∫
|ξ|=1

f̌ (p, ξ)Sl′m′ (ξ) dξ =

∫
|ξ|=1

∑
l,m

Almǧl (p)Slm (ξ)Sl′m′ (ξ) dξ

=
∑
l,m

Almǧl (p) δll′δmm′

= Al′m′ ǧl′ (p)

Almǧl (p) =

∫
|ξ|=1

f̌ (p, ξ)Slm (ξ) dξ (3.30)

şeklinde belirlenebilir.

(3.28) deki gl (r) radyal fonksiyonlar ve (3.30) daki ǧl (p) fonksiyonları, Gegenbauer dönüşüm

çiftidir. Daha açık olarak bu dönüşüm çifti

ǧl (p) =
(4π)v Γ (l + 1) Γ (v)

Γ (l + 2v)

∫ ∞
p

r2vgl (r)C
v
l

(p
r

)(
1− p2

r2

)v−1/2

dr (3.31)

gl (r) =
(−1)2v+1 Γ (l + 1) Γ (v)

2πv+1Γ (l + 2v) r

∫ ∞
r

ǧ
(2v+1)
l (p)Cv

l

(p
r

)(p2

r2
− 1

)v−1/2

dp (3.32)

şeklinde yazılır, burada r ≥ 0, p ≥ 0 ve ǧ(2v+1)
l = (d�dp)2v+1 ǧl (p) dir.

0 < s ≤ t için (3.32) nin (3.31) eşitliğini sağladı̆gı,∫ p

s

x2v−1Cv
l

( s
x

)
Cv
l

(p
x

)[
1− s2

x2

]v−1�2 [
p2

x2
− 1

]v−1�2

dx (3.33)

=
π

22v−1

[
Γ (l + 2v)

Γ (l + 1) Γ (v)

]2
(p− s)2v

Γ (2v + 1)
(3.34)

formülü kullanılarak doğrudan gösterilebilir (Deans 1978, Montaldi 1979).

İlk önce (3.30) dan Almǧl (p) belirlenir ve (3.34) kullanılarak Almgl (r) elde edilir. Daha

sonra (3.28) den f(x) için bir yaklaşım elde edilir. Ancak bu prosedürün sayısal uygula-

malarında p
r
oranının bazıdeğerleri için ortaya çıkabilen büyük zorluklarıvardır.
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3.2 DAİRESEL HARMONİK SERİ AÇILIMI

İki boyutlu uzayda, l. dereceden lineer bağımsız küresel harmoniklerin sayısı, Teorem

2.5.3 ten yararlanılarak N (2, l) = 2 olarak bulunur. n = 2 için küresel harmonikler, açısal

koordinata sahiptir ve bu açısal koordinat ω = (cos θ, sin θ) biçiminde tanımlandı̆gında,

özel olarak m = 1 ve m = 2 için Slm dairesel fonksiyonları

Sl1 = 1√
π

cos lθ , Sl2 = 1√
π

sin lθ (3.35)

biçiminde yazılır. İki boyutlu uzayda Slm dairesel fonksiyonlarının,

√
π (Sl1 + iSl2) = eilθ ve

√
π (Sl1 − iSl2) = e−ilθ (3.36)

gibi bilinen bazıkombinasyonlarından faydalanmak daha uygun olacaktır. Ayrıca hem

f (r, θ) fonksiyonu hem de f̌ (p, φ) dönüşümü 2π periyodu ile periyodiktir. Sonuç olarak,

f (r, θ) fonksiyonu

f (r, θ) =
∞∑

l=−∞

gl (r) e
ilθ (3.37)

formunda yazılır. Dikkat edilirse eilθ terimini vermek için Slm nin uygun lineer kombinas-

yonuyla (3.28) eşitliğinin aynıformda olduğu görülür. (3.28) deki Alm katsayıları, (3.37)

deki gl (r) içinde yer almaktadır. f (r, θ) fonksiyonun Radon dönüşümü,

f̌ (p, φ) =
∞∑

l=−∞

ǧl (p) e
ilφ (3.38)

olarak yazılır. ǧl (p) fonksiyonunu hesaplamak için∫ 2π

0

f̌ (p, φ) e−il
′φdφ =

∞∑
l=−∞

ǧl (p)

∫ 2π

0

eilφe−il
′φdφ

=
∞∑

l=−∞

ǧl (p) 2πδll′ = 2πǧl′ (p) (3.39)

olarak yazılır ve

δll′ =

 1 , l = l′

0 , l 6= l′

olduğu için∫ 2π

0

f̌ (p, φ) e−il
′φdφ =

 2πǧl′ (p) , l = l′

0 , l 6= l′
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elde edilir. Buna göre l = l′ olduğundan

ǧl (p) =
1

2π

∫ 2π

0

f̌ (p, φ) e−ilφdφ (3.40)

şeklinde yazılır. ǧl (p) ve gl (r) arasındaki ili̧skiyi veren denklemi bulmak için (3.32) de

n = 2 yazılır. gl (r) nin hesaplanabilmesi için yöntem basittir. Önce (3.32) , v
v
ile çarpılır

ve v −→ 0 için limiti alınır. Daha sonra

lim
v→0

Cv
l (z) =

2

l
Tl (z)

olduğundan yararlanılarak

gl (r) =
−1

πr

∞∫
r

ǧ
′

l (p)Tl

(p
r

)(p2

r2
− 1

)−1/2

dp (3.41)

elde edilir. Sonuç, bir Tchebycheff dönüşümüdür, burada ǧ
′
l (p) = d

dp
ǧl (p) ve r > 0 dır.

gl (r) ve ǧl (p) arasındaki ili̧skiyi veren denklemin tersi, aynıyöntem (3.31) eşitliğine uygu-

lanarak

ǧl (p) = 2

∞∫
p

gl (r)Tl

(p
r

)(
1− p2

r2

)−1/2

dr (3.42)

elde edilir, burada p ≥ 0 dır. (3.41) de r = 0 olduğuna dikkat edilmelidir. Bu durumda,

f (0, θ) için sadece (3.37) eşitliğinin l = 0 olma durumu gelmektedir. İlk önce r = 0, (3.38)

eşitliğinde

f (r, θ) =
−1

2π2

∫ π

0

∫ ∞
−∞

f̌p (p, ξ)

p− r cos (φ− θ)dpdφ

yerine yazılır. l = 2, 4, 6, ... için φ deği̧skenine göre integrasyon ve l = 1, 3, 5, ... için p

deği̧skenine göre integrasyon yapıldıktan sonra (3.19) daki simetri koşulu kullanılırsa,

l = 0 durumu gösterilmi̧s olur.

3.2.1 Abel Dönüşüm Çifti

Abel dönüşüm çiftini elde etmek için (3.41) ve (3.42) de l = 0 yazılırsa

g0 (r) =
−1

πr

∞∫
r

ǧ
′

0 (p)T0

(p
r

)(p2

r2
− 1

)−1/2

dp

=
−1

πr

∞∫
r

ǧ
′

0 (p) r
(
p2 − r2

)−1�2
dp

=
−1

π

∞∫
r

ǧ
′

0 (p)
(
p2 − r2

)−1�2
dp (3.43)
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ve

ǧ0 (p) = 2

∞∫
p

g0 (r)T0

(p
r

)(
1− p2

r2

)−1/2

dr

= 2

∞∫
p

rg0 (r)
(
r2 − p2

)−1/2
dr (3.44)

elde edilir, burada T0

(
p
r

)
= 1 dir. Ayrıca l = 0, dairesel simetrik olma durumudur. (3.43)

ve (3.44) eşitliklerinde r = 0 için f (0, θ) değeri, sıfırdan farklıdır. Örneğin; ǧ0 (p) =
√
πe−p

2
ise g0 (0) = 1 ve f (0, θ) = 1 olur (Bracewell 1978).

3.2.2 Radon Formülü

gl (r) ile ǧl (p) arasındaki ili̧skiyi göstermenin bir başka yolu, Radon dönüşümünün tersini

alma formülünü doğrudan uygulamaktır. Önce f (r, θ) fonksiyonu,

f (r, θ) = −1
2π2

∫ π

0

∫ 1

−1

∂f̌�∂p
p−r cos(φ−θ)dpdφ, 0 < r ≤ 1 (3.45)

biçiminde yazılır. Burada, yarıçapı1 olan diskin dı̧sında f = 0 olduğu varsayılır. Ayrıca

birim disk olması şart değildir. Çünkü istenilen şekilde bölge büyütülebilmekte veya

küçültülebilmektedir. Birim diski kullanmak ve f ∈ D olduğunu varsaymak i̧slemleri

daha kolaylaştıracaktır.

(3.45) te f̌ (p, φ) yerine ǧl (p) eilφ yazılırsa

f (r, θ) =
−1

2π2

∫ π

0

∫ 1

−1

∫ r

−r

1

p− t
∂ǧl (p)

∂p
eilφ [t− r cos (φ− θ)] dtdpdφ (3.46)

elde edilir, burada |t�r| ≤ 1 dir. Ayrıca ǧl (−p) = (−1)l ǧl (p) olduğu unutulmamalıdır.

J =

∫ π

0

eilφδ [t− r cos (φ− θ)] dφ (3.47)

olsun. cos (φ− θ) = x deği̧sken deği̧simi yapılırsa

J =

∫ cos θ

− cos θ

exp [ilθ + il cos−1 (x)] δ (t− rx)

(1− x2)1/2
dx (3.48)

olur. 0 < r ≤ 1 ve |t�r| ≤ 1 olmak üzere δ (t− rx) yerine (1�r) δ (t�r − x) yazılırsa

J =

∫ cos θ

− cos θ

exp [ilθ + il cos−1 (x)] 1
r
δ (t�r − x)

(1− x2)1/2
dx

=
1

r

∫ cos θ

− cos θ

exp [ilθ + il cos−1 (x)] δ (t�r − x)

(1− x2)1/2
dx
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elde edilir. δ fonsiyonu üzerinde integral alındı̆gında

J =
1

r

exp [ilθ + il cos−1 (t�r)]
(1− t2�r2)1/2

(3.49)

olur ve buradaki üstel ifade

eilθ
{

cos

[
l cos−1

(
t

r

)]
+ i sin

[
l cos−1

(
t

r

)]}
şeklinde yazılır. Bu eşitliği, (3.49) eşitliğinde yerine koyulursa

J =
1

r

eilθ
{

cos
[
l cos−1

(
t
r

)]
+ i sin

[
l cos−1

(
t
r

)]}
(1− t2�r2)1/2

J = eilθ

{
Tl
(
t
r

)
(r2 − t2)1/2

+
i

r
Ul−1

(
t

r

)}
(3.50)

elde edilir, burada Tl
(
t
r

)
= cos

[
l cos−1

(
t
r

)]
ve Ul−1

(
t
r

)
=

sin[l cos−1( tr )]
(1−t2�r2)1/2

dir. φ deği̧skenine

göre integral alınır ve (3.46) eşitliğinde deği̧skenler farklısırayla yazıldı̆gında

f (r, θ) = gl (r) e
ilθ =

−1

2π2

∫ 1

−1

ǧ
′

l (p)

∫ r

−r

J

p− tdtdp (3.51)

elde edilir. (3.51) de t = rx, −1 ≤ x ≤ 1 deği̧sken deği̧simi yapıldıktan sonra J , (3.50)

eşitliğinde yerine yazılırsa

gl (r) e
ilθ =

−1

2π2

∫ 1

−1

ǧ
′

l (p)

∫ 1

−1

eilθ

−
(
x− p

r

) { Tl (x)

r (1− x2)1/2
+
i

r
Ul−1 (x)

}
dxdp (3.52)

=
eilθ

2π2r

∫ 1

−1

ǧ
′

l (p)

∫ 1

−1

1(
x− p

r

) { Tl (x)

(1− x2)1/2
+ iUl−1 (x)

}
dxdp

olarak bulunur. gl (r) reel olduğu için, Ul−1 (x) in sıfır olduğunu göstermek kolaydır.

K =

∫ 1

−1

ǧ
′

l (p)

∫ 1

−1

Ul−1 (x)(
x− p

r

)dxdp (3.53)

olsun. (3.53) te x yerine −x ve p yerine −p yazılırsa

K =

∫ 1

−1

[ǧl (−p)]′
∫ 1

−1

Ul−1 (−x)(
−x− (−p)

r

)dxdp (3.54)

=

∫ 1

−1

− [ǧl (−p)]′
∫ 1

−1

Ul−1 (−x)(
−x− (−p)

r

)dxdp
=

∫ 1

−1

−
[
(−1)l ǧl (p)

]′ ∫ 1

−1

(−1)l−1 Ul−1 (x)

−
(
x− p

r

) dxdp

= −
∫ 1

−1

ǧ
′

l (p)

∫ 1

−1

Ul−1 (x)(
x− p

r

)dxdp
= −K
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elde edilir, burada Ul−1 (−x) = (−1)l−1 Ul−1 (x) ve [ǧl (−p)]′ = −
[
(−1)l ǧl (p)

]′
dir. Sonra

eşitliğin her iki tarafıeilθ ortak çarpanına bölünür ve Ul−1 (x) terimi yok edilirse

gl (r) =
1

2π2r

∫ 1

−1

ǧ
′

l (p)

∫ 1

−1

1(
x− p

r

) Tl (x)

(1− x2)1/2
dxdp (3.55)

elde edilir. Daha sonra x deği̧skenine göre integral alınan kısım

Il

(p
r

)
=

∫ 1

−1

(
x− p

r

)−1 (
1− x2

)−1/2
Tl (x) dx (3.56)

biçiminde tanımlanırsa

gl (r) =
−1

2π2r

∫ 1

−1

I
(p
r

)
ǧ
′

l (p) dp (3.57)

elde edilir. Ayrıca (3.57) eşitliğini basitleştirmek mümkündür. Ancak Il (p�r) değeri,

|p�r| < 1 veya |p�r| > 1 olmasına bağlıolarak

gl (r) = 1
2π2r

{∫ −r
−1

Il
(
p
r

)
ǧ
′
l (p) dp +

∫ 0

−r
Il
(
p
r

)
ǧ
′
l (p) dp

+

∫ r

0

Il
(
p
r

)
ǧ
′
l (p) dp

∫ 1

r

Il
(
p
r

)
ǧ
′
l (p) dp

}
biçiminde yazılır. Sağ taraftaki ilk iki integralde x yerine −x, p yerine −p yazılarak

deği̧sken deği̧simi yapılırsa

gl (r) =
1

π2r

{∫ r

0

Il

(p
r

)
ǧ
′

l (p) dp+

∫ 1

r

Il

(p
r

)
ǧ
′

l (p) dp

}
(3.58)

elde edilir. 0 < r < 1 ve f (r, θ) = f (−r, θ + π) eşitliğinden gl (−r) = (−1)l gl (r)

olduğu anlaşılır. (3.58) eşitliğinin ilk integralinde p�r ≤ 1 ve ikinci integralinde p�r ≥ 1

olduğundan Il (p�r), (Luke 1969, s. 299) ve (3.56) daki eşitliklerden yararlanılarak

−
1∫

−1

(z − x)−1 (1− x2)
−1�2

Tl (x) = πe−lϕ

sinhϕ
= −π(z+

√
z2−1)

−l

√
z2−1

, ϕ > 0 (3.59)

Il

(p
r

)
=

1∫
−1

(
x− p

r

)−1 (
1− x2

)−1�2
Tl (x) dx (3.60)

= −
π

(
p
r

+
√

p2

r2
− 1

)−l
√

p2

r2
− 1

= −π
(
p2

r2
− 1

)−1�2
(
p

r
+

√
p2

r2
− 1

)−l
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bulunur. (3.59) ve (3.60) dikkate alınarak Il
(
p
r

)
, (3.58) de yazılırsa

gl (r) =
1

πr

∫ r

0

ǧ
′

l (p)Ul−1

(p
r

)
dp

− 1

πr

∫ 1

r

(
p2

r2
− 1

)−1�2
(
p

r
+

√
p2

r2
− 1

)−l
ǧ
′

l (p) dp (3.61)

elde edilir (Deans 1977, Minerbo and Sanderson 1977, Perry 1975).

Tchebycheff polinomlarının (2.19) daki son bağıntısıkullanılarak, (3.61) yeniden yazılırsa

gl (r) =
1

πr

∫ 1

0

ǧ
′

l (p)Ul−1

(p
r

)
dp− 1

πr

∫ 1

r

ǧ
′

l (p)
Tl
(
p
r

)(
p2

r2
− 1
)1�2

dp (3.62)

elde edilir. Geriye sağ taraftaki integralin

K =

∫ 1

0

ǧ
′

l (p)Ul−1

(p
r

)
dp, (3.63)

sıfır olduğunu göstermek kalır. Temel fikir, ǧ
′
l deki türevi, Ul−1 ile deği̧stirmek ve ǧl (p) ye

(3.42) eklendikten sonra kısmi türev almaktır. Son olarak bazıcebirsel i̧slemler yapıldıktan

sonra Tl (x) in [−1, 1] aralı̆gında l den küçük herhangi bir polinoma ortogonal olması, K

nın sıfır olduğunu göstermek için yeterlidir. Böylece üst limit 1 için (3.41), (3.61) e eşit

olur.

Cormack’tan sonra gl (r) nin alternatif bir formu elde edilmi̧stir. Bunu göstermek için

ǧl (p) = 2

∫ 1

p

rgl (r)Tl
(
p
r

)
dr

(r2 − p2)1/2
(3.64)

eşitliğinin her iki tarafı(t�p) (p2 − t2)
−1�2

Tl
(
p
t

)
ile çarpılır. Daha sonra alt sınır p = t

ve üst sınır p = 1 olacak şekilde her iki tarafın integrali alınarak∫ 1

t

tǧl (p)Tl
(
p
t

)
p (p2 − t2)1�2

dp = 2

∫ 1

t

dp

∫ 1

p

dr
trgl (r)Tl

(
p
r

)
Tl
(
p
t

)
dp

p (r2 − p2)1/2 (r2 − t2)1/2
(3.65)

elde edilir. Sağ taraftaki çift katlıintegralde integrasyon sırasıdeği̧stirilerek∫ 1

t

tǧl (p)Tl
(
p
t

)
dp

p (p2 − t2)1�2
= 2

∫ 1

t

gl (r) dr

∫ r

t

trTl
(
p
r

)
Tl
(
p
t

)
dp

p (r2 − p2)1/2 (r2 − t2)1/2
(3.66)

sonucuna ulaşılır. Eşitliğin sağ tarafındaki p integrali, Gegenbauer polinomlarını(Deans

1978) ve Jacobi polinomlarını(Koornwinder 1982) içeren daha genel sonuçların özel bir

durumudur. Bu integrali hesaplayabilmek için önce (3.34), v = 0 durumuna indirgenir.

Daha sonra x yerine 1�x yazılarak deği̧sken deği̧simi yapılır. Son olarak da istenilen
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formu elde etmek için s ve t sabitleri yeniden tanımlandı̆gında sağ taraftaki p integrali

π�2 sonucunu verir.

π

∫ 1

t

gl (r) dr =

∫ 1

t

tǧl (p)Tl
(
p
t

)
dp

p (p2 − t2)1�2
(3.67)

Son adım ise t ye göre türev almaktır. Eşitliğin sol tarafı, gl (1) = 0 olduğundan −πgl (t)

olur ve gl (t) için çözüm yapıldıktan sonra

gl (t) =
−1

π

d

dt

∫ 1

t

tǧl (p)Tl
(
p
t

)
dp

p (p2 − t2)1�2
(3.68)

elde edilir. Burada t bağımsız deği̧skeni yerine r yazıldı̆gında

gl (r) =
−1

π

d

dr

∫ 1

r

rǧl (p)Tl
(
p
r

)
dp

pr
(
p2

r2
− 1
)1�2

=
−1

π

d

dr

∫ 1

r

ǧl (p)Tl
(
p
r

)
dp

p
(
p2

r2
− 1
)1�2

(3.69)

elde edilir ve bu eşitlik

gl (r) =
−1

πr

∫ 1

r

ǧ
′
l (p)Tl

(
p
r

)
dp(

p2

r2
− 1
)1�2

ile kaŗsılaştırılabilir.

3.3 KÜRESEL HARMONİK SERİ AÇILIMI

Üç boyutlu bir uzayda, Slm reel ortonormal fonksiyonlarıile daha yaygın olarak kullanılan

Ylm küresel harmonikleri arasında bir ili̧ski kurulabilmektedir. Bu ili̧skiyi açıklamadan

önce, Ylm nin tanımlanabilmesi için bazıtemel bağıntıların verilmesi gerekmektedir. Bu

tanım ve verilen aşamalar standart kullanımla aynıdır (Arfken 1970, Condon and Shortley

1970, Jackson 1975).

3.3.1 Legendre Dönüşüm Çifti

f (x) = f (r, θ, φ) fonksiyonu

f (r,ω) =

l∑
m=−l

∞∑
l=0

Almgl (r)Ylm (θ, φ) (3.70)
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şeklinde tanımlansın. Bu fonksiyonun Radon dönüşümü,

f̌ (p, ξ) =
l∑

m=−l

∞∑
l=0

Almǧl (p)Ylm (θ′, φ′) . (3.71)

olarak yazılır. Burada kullanılan ω ve ξ birim vektörlerdir.(3.30) da Alm katsayılarıve

ǧl (p) fonksiyonu,

Almǧl (p) =

∫ 2π

0

∫ π

0

f̌ (p, ξ)Ylm (θ′, φ′) sin θ′dθ′dφ′ (3.72)

şeklinde açısal integral alınarak bulunur. Genel olarak, Slm yerine Ylm kullanıldı̆gı için

Alm katsayıları, karmaşık sayıolarak elde edilir. (3.31) ve (3.32) de
(
n = 3, v = 1

2

)
olarak

alındı̆gında elde edilen ǧl (p) ve gl (r), Legendre dönüşüm çiftini oluşturur.

ǧl (p) =
(4π)1/2 Γ (l + 1) Γ

(
1
2

)
Γ (l + 1)

∫ ∞
p

rgl (r)C
1/2
l

(p
r

)(
1− p2

r2

)0

dr

= 2π

∫ ∞
p

rgl (r)Pl

(p
r

)
dr, (3.73)

burada C1/2
l

(
p
r

)
= Pl

(
p
r

)
ve Γ

(
1
2

)
=
√
π dir.

gl (r) =
(−1)2 Γ (l + 1) Γ

(
1
2

)
2π3/2Γ (l + 1) r

∫ ∞
r

ǧ
′′

l (p)C
1/2
l

(p
r

)(
1− p2

r2

)0

dp

=
1

2πr

∫ ∞
r

ǧ
′′

l (p)Pl

(p
r

)
dp, (3.74)

burada ǧ
′′
l (p) = (d/dp)2 ǧl (p) dir.

3.3.2 TchebycheffDönüşüm Çifti

Dört boyutlu problemler, iki atomlu moleküllerin incelenmesiyle bağlantılıolarak ortaya

çıkmı̧stır. Slm (ω) ile dört boyutlu küresel harmonikler ili̧skilendirilmi̧stir (Judd 1975). Seri

açılımları, dairesel ve küresel harmoniklerin seri açılımları ile aynıolup en büyük fark,

radyal fonksiyonların ikinci çeşit Tchebycheff dönüşüm çifti olmasıdır. n = 4 olduğunda

v = 1 dir ve Gegenbauer polinomları,

C1
l (t) = Ul (t) .

şeklinde ikinci çeşit Tchebycheff polinomlarıcinsinden yazılır. Bu eşitlik, gl (r) ve ǧl (p)

Gegenbauer dönüşüm çiftinde yerine yazıldı̆gında

ǧl (p) =
(4π) Γ (l + 1) Γ (1)

Γ (l + 2)

∫ ∞
p

r2gl (r)C
1
l

(p
r

)(
1− p2

r2

)1/2

dr

=
4π

(l + 1)

∫ ∞
p

r2gl (r)Ul

(p
r

)(
1− p2

r2

)1/2

dr, (3.75)
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gl (r) =
(−1)3 Γ (l + 1) Γ (1)

2π2Γ (l + 2) r

∫ ∞
r

ǧ
′′′

l (p)C1
l

(p
r

)(p2

r2
− 1

)1/2

dp

=
−1

2π2 (l + 1) r

∫ ∞
r

ǧ
′′′

l (p)Ul

(p
r

)(p2

r2
− 1

)1/2

dp (3.76)

ikinci çeşit Tchebycheff dönüşüm çifti elde edilir.

3.4 RADON DÖNÜŞÜMÜNÜN TERSİ İÇİN SERİ YAKLAŞIM ÖRNEK-

LERİ

Örnek 3.4.1 f(x, y) = e−x
2−y2 olmak üzere

<f = f̌(p, φ) =
√
πe−p

2

olur (Deans 1983). Bu durumda (3.40) ve (3.41) eşitlikleri dikkate alınarak

ǧl (p) =
1

2π

2π∫
0

f̌(p, φ)e−ilφdφ

=
1

2π

2π∫
0

√
πe−p

2

e−ilφdφ

=

√
πe−p

2

2π

2π∫
0

e−ilφdφ

ve∫ 2π

0

e−ilφdφ =

 2π , l = 0

0 , l ∈ Z \ {0}

oldŭgundan

ǧl (p) =


√
πe−p

2
, l = 0

0 , l ∈ Z \ {0}

elde edilir. Buna göre ǧ
′
0 (p) = −2

√
πpe−p

2
ve T0

(
p
r

)
= 1 oldŭgundan yararlanılarak

gl (r) = − 1

πr

∫ ∞
r

ǧ
′

l (p)Tl

(p
r

)(p2

r2
− 1

)− 1
2

dp

olup

gl (r) =

 − 1
πr

∫∞
r
ǧ
′
0 (p)T0

(
p
r

) (
p2

r2
− 1
)− 1

2
dp , l = 0

0 , l ∈ Z \ {0}
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veya

gl (r) =


2
π

∫∞
r
pe−p

2 1√
p2−r2

dp , l = 0

0 , l ∈ Z \ {0}

elde edilir. Bu durumda x = r cos θ, y = r sin θ olmak üzere

f (r, θ) =

∞∑
l=−∞

gl (r) e
ilθ = g0 (r) =

2√
π

∫ ∞
r

pe−p
2√

p2 − r2
dp

elde edilir. Burada r = 0 durumu için f (0, θ) = g0 (0) = 2√
π

∫∞
0
e−p

2
dp = 2√

π

√
π

2
= 1

oldŭgu direkt olarak hesaplanabilir. r > 0 durumu için yukarıdaki seri açılımında yer

alan integral p = r noktasında singüleriteye sahip olup bu integral uygun sayısal yöntem-

lerle yaklaşık olarak hesaplanabilir.

r ∈ [0, 2] ve θ ∈ [0, 2π] olmak üzere, p ∈ [r + ε, 10], ε > 0, için yamuk kuralıkullanılarak

yaklaşımlar yapılmı̧stır. Bu yaklaşımlarda ∆r, ∆θ ve ∆p ilgili aralıkların parçalanı̧slarında

kullanılan adım büyüklüklerini göstermek üzere, ∆r = 0.01 ve ∆θ = 1, ∆p = 0.001 sabit

tutularak ε = 0.01 ve ε = 0.0001 dĕgerleri için elde edilen yaklaşım sonuçlarıŞekil 3.1’de

verilmiştir.

Şekil 3.1 Örnek 3.4.1 için seri yaklaşımı

Örnek 3.4.2 f (x, y) = xe−x
2−y2 olmak üzere

<f = f̌(p, φ) =
√
πpe−p

2

cosφ
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olur (Deans 1983). Bu durumda (3.40) ve (3.41) eşitlikleri dikkate alınarak

ǧl (p) =
1

2π

2π∫
0

f̌(p, φ)e−ilφdφ

=
1

2π

2π∫
0

√
πpe−p

2

cosφe−ilφdφ

=

√
πe−p

2

2π

2π∫
0

cosφe−ilφdφ

ve

∫ 2π

0

cosφe−ilφdφ =


π , l = −1

π , l = 1

0 , l ∈ Z \ {−1, 1}

oldŭgundan

ǧl (p) =


√
π

2
pe−p

2
, l = −1

√
π

2
pe−p

2
, l = 1

0 , l ∈ Z \ {−1, 1}

elde edilir. Buna göre ǧ
′
−1 (p) = ǧ

′
1 (p) =

√
π

2
(1− 2p2) e−p

2
ve T−1

(
p
r

)
= T1

(
p
r

)
= p

r

oldŭgundan yararlanılarak r > 0 için

gl (r) = − 1

πr

∫ ∞
r

ǧ
′

l (p)Tl

(p
r

)(p2

r2
− 1

)− 1
2

dp

olup

gl (r) =


− 1
πr

∫∞
r
ǧ
′
−1 (p)T−1

(
p
r

) (
p2

r2
− 1
)− 1

2
dp , l = −1

− 1
πr

∫∞
r
ǧ
′
1 (p)T1

(
p
r

) (
p2

r2
− 1
)− 1

2
dp , l = 1

0 , l ∈ Z \ {−1, 1}

veya

gl (r) =


1

2
√
πr

∫∞
r

(2p3 − p) e−p2 1√
p2−r2

dp , l ∈ {−1, 1}

0 , l ∈ Z \ {−1, 1}

elde edilir. Bu durumda g−1 (r) = gl (r) oldŭgundan, x = r cos θ, y = r sin θ olmak üzere

r > 0 için

f (r, θ) =
∞∑

l=−∞

gl (r) e
ilθ

51



oldŭgundan

f (r, θ) = g−1 (r) e−iθ + g1 (r) eiθ

veya

f (r, θ) =
e−iθ + eiθ

2
√
πr

∞∫
r

(
2p3 − p

)
e−p

2 1√
p2 − r2

dp

yazılabilir. Böylece

f (r, θ) =
cos θ√
πr

∞∫
r

(
2p3 − p

)
e−p

2 1√
p2 − r2

dp

hesaplanır. r = 0 durumunda (3.43) ile (3.44) de verilen Abel dönüşüm çifti ve ǧ0 (p) = 0

oldŭgu göz önüne alınarak f (0, θ) = g0 (0) = 0 olur.

r ∈ [0, 2] ve θ ∈ [0, 2π] olmak üzere, p ∈ [r + ε, 10], ε > 0, için yamuk kuralıkullanılarak

yaklaşımlar yapılmı̧stır. ∆r = 0.01 ve ∆θ = 1, ∆p = 0.001 sabit tutularak ε = 0.01 ve

ε = 0.0001 dĕgerleri için elde edilen yaklaşım sonuçlarıŞekil 3.2’de verilmiştir.

Şekil 3.2 Örnek 3.4.2 için seri yaklaşımı

Örnek 3.4.3 f (x, y) = e−x
2−y2−z2 olmak üzere

<f = f̌(p, φ) = πe−p
2
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olur (Deans 1983). Bu durumda (3.72) dikkate alınarak

Almǧl (p) =

∫ 2π

0

∫ π

0

f̌ (p, ξ)Ylm (θ′, φ′) sin θ′dθ′dφ′

= f̌ (p, ξ)

∫ π

0

sin θ′
∫ 2π

0

Ylm (θ′, φ′) dφ′dθ′

= πe−p
2

∫ π

0

sin θ′
∫ 2π

0

Ylm (θ′, φ′) dφ′dθ′

elde edilir. m = 0 için

Al0ǧl (p) = πe−p
2

∫ π

0

sin θ′
∫ 2π

0

Yl0 (θ′, φ′) dφ′dθ′

=

√
2l + 1

4π
πe−p

2

∫ π

0

P 0
l (cos θ′) sin θ′dφ′dθ′

=

√
2l + 1

4π
πe−p

2

∫ π

0

P 0
l (cos θ′) sin θ′2πdθ′

=

√
2l + 1

4π
2π2e−p

2

∫ π

0

P 0
l (cos θ′) sin θ′dθ′

=

√
2l + 1

π
π2e−p

2

∫ π

0

P 0
l (cos θ′) sin θ′dθ′

olur. m 6= 0 durumunda

Almǧl (p) = 0

olur.

Almǧl (p) =


√

2l+1
π
π2e−p

2

∫ π

0

P 0
l (cos θ′) sin θ′dθ′ , m = 0

0 , m 6= 0

eşitlĭginden yararlanılarak A00ǧ0 (p) = 2
√
π3e−p

2
elde edilir. İkinci türevi hesaplandı̆gında

(A00ǧ0 (p))′ = −4
√
π3pe−p

2

(A00ǧ0 (p))′′ = 4
√
π3
(
2p2 − 1

)
e−p

2

sonucuna ulaşılır.

gl (r) =
1

2πr

∫ ∞
r

ǧ′′0 (p)Pl

(p
r

)
dp

eşitlĭgi yardımıyla l = 0 ve m = 0 için

A00g0 (r) =
1

2πr

∫ ∞
r

ǧ′′0 (p)P0

(p
r

)
dp

=
1

2πr

∫ ∞
r

4
√
π3
(
2p2 − 1

)
e−p

2

dp

=
2
√
π

r

∫ ∞
r

(
2p2 − 1

)
e−p

2

dp

= 2
√
πe−r

2
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olur. Benzer şekilde

Almgl (r) =

 2
√
πe−r

2
, l = 0,m = 0

0 , l,m ∈ Z \ {0}

olarak bulunur.

Bu durumda x = sin θ cosφ, y = sin θ sinφ, z = cos θ olmak üzere

f (r, θ, φ) =

l∑
m=−l

∞∑
l=0

Almgl (r)Ylm (θ, φ)

= A00g0 (r)Y00 (θ, φ)

= A00g0 (r)
1√
4π

= 2
√
πe−r

2 1

2
√
π

= e−r
2

elde edilir.

Bazıl ve m dĕgerleri için Almǧl (p) dĕgerlerinin hesaplanmasıaşăgıdaki gibidir:

A00ǧ0 (p) =

∫ 2π

0

∫ π

0

f̌ (p, ξ)Y00 (θ′, φ′) sin θ′dθ′dφ′

=
1√
4π

∫ 2π

0

∫ π

0

πe−p
2

P0 (cos θ′) sin θ′dθ′dφ′

=
1√
4π

∫ 2π

0

∫ π

0

πe−p
2

1 sin θ′dθ′dφ′

=
1√
4π
πe−p

2

∫ π

0

sin θ′
∫ 2π

0

dφ′dθ′

=
1

2
√
π

2π2e−p
2

∫ π

0

sin θ′dθ′

= 2π
√
πe−p

2

sonucuna ulaşılır.

A11ǧ1 (p) =

∫ 2π

0

∫ π

0

f̌ (p, ξ)Y11 (θ′, φ′) sin θ′dθ′dφ′

=

∫ 2π

0

∫ π

0

πe−p
2

(−1)

[
3

4π

0!

2!

]1/2

P 1
1 (cos θ′) eiφ

′
sin θ′dθ′dφ′

=

∫ 2π

0

∫ π

0

πe−p
2

(−1)

[
3

4π

0!

2!

]1/2

(− sin θ′) eiφ
′
sin θ′dθ′dφ′

= πe−p
2

√
3

8π

∫ 2π

0

∫ π

0

sin2 θ′eiφ
′′dθ′dφ′

= πe−p
2

√
3

8π

π

2

∫ 2π

0

eiφ
′′dφ′

= 0
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Burada
∫ 2π

0

eiφ
′
dφ′ = 0 oldŭgundan A11ǧ1 (p) = 0 elde edilir.

A32ǧ3 (p) =

∫ 2π

0

∫ π

0

f̌ (p, ξ)Y32 (θ′, φ′) sin θ′dθ′dφ′

=

∫ 2π

0

∫ π

0

πe−p
2

(−1)2

[
7

4π

1!

5!

]1/2

P 2
3 (cos θ′) e2iφ′ sin θ′dθ′dφ′

=

∫ 2π

0

∫ π

0

πe−p
2

(−1)2

[
7

4π
.
1!

5!

]1/2 (
15 cos θ′ sin2 θ′

)
e2iφ′ sin θ′dθ′dφ′

= 15

√
7

480π
πe−p

2

∫ 2π

0

e2iφ′
∫ π

0

(
cos θ′ sin3 θ′

)
dθ′dφ′

= 0

elde edilir.

Radon dönüşümünün tersinin bulunmasıproblemi görüntüleme ile ilgili önemli bir ters

problemdir. Bu problemin ve genelleştirilmelerinin çözümüne yönelik filtrelenmi̧s geri pro-

jeksiyon ve cebirsel iteratif yöntemler bilgisayarlı tomografi gibi pratik uygulamalarda

kullanılmaktadır. Bu çalı̧smada Radon dönüşümünün tersi ile ilgili temel bilgiler verilmi̧s

olup daha sonra dairesel ve küresel harmonikler kullanılarak problemin çözümüne yönelik

seri yaklaşımlarıincelenmi̧stir. Bu seri yaklaşımlarının uygulamalarına ili̧skin olarak bazı

örnekler verilmi̧stir. Ele alınan örnekler için seri yaklaşımlarıkullanılarak yeni sonuçlar

elde edilmi̧s ve kullanılan yöntemlerin uygulanabilir olduğu görülmüştür.
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