ZONGULDAK BULENT ECEVIT UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

RADON DONUSUMUNUN TERSI iCIN BAZI SERi YONTEMLERI

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZIi

BUSRA SAADET MUMCU

AGUSTOS 2022



ZONGULDAK BULENT ECEVIT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

RADON DONUSUMUNUN TERSI iCIN BAZI SERI YONTEMLERI

MATEMATIK ANABILIiM DALI
YUKSEK LiSANS TEZi

Biisra Saadet MUMCU

DANISMAN: Dog. Dr. Zekeriya USTAOGLU

ZONGULDAK
Agustos 2022



KABUL:

Biisra Saadet MUMCU tarafindan hazirlanan “Radon Déniisiimiiniin Tersi I¢in Bazi Seri
Yontemleri” baslikli bu ¢alisma jiirimiz tarafindan degerlendirilerek Zonguldak Biilent Ecevit
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans Tezi olarak

oybirligiyle kabul edilmistir. 25/08/2022

Damsman: Dog. Dr. Zekeriya USTAOGLU s
Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Béliimii

Uye: Dr. Ogr. Uyesi Sedat CEVIKEL e,
Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii

Uye: Dr. Ogr. Uyesi Miicahit AKBIYIK L,
Beykent Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Béliimii

ONAY:

Yukaridaki imzalarin, ad1 gegen dgretim iiyelerine ait oldugunu onaylarim. v ...12022

Prof. Dr. Fikret GOLGELEYEN

Fen Bilimleri Enstitiisit Muduri



“Bu tezdeki tiim bilgilerin akademik kurallara ve etik ilkelere uygun olarak elde
edildigini ve sunuldugunu, ayrica bu kurallarin ve ilkelerin gerektirdigi sekilde, bu
calismadan kaynaklanmayan biitiin atiflar: yaptigimi beyan ederim.”

Biisra Saadet MUMCU



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

RADON DONUSUMUNUN TERSI ICIN BAZI SERI YONTEMLERI

Biisra Saadet MUMCU

Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Tez Damismani: Doc. Dr. Zekeriya USTAOGLU
Agustos 2022, 61 sayfa
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BOLUM 1

GIRIS

Radon doniigiimiiniin temeli, Johann Radon’un yayinladig: iinlii eseri "Fonksiyonlarin
belirli manifoldlar boyunca integrallerinden fonksiyonlarin kendisinin elde edilmesi (On
the determination of functions from integrals along certain manifolds)" (Radon 1917)
iinlii calismasina dayanir. Bu ¢aligmasinda Radon, diizlemdeki tiim diiz dogrular boyunca
egrisel integrallerden yararlanarak bir fonksiyonun nasil olusturulacagini gostermistir. Bu
problem rekonstriiksiyon problemi olarak adlandirilmaktadir. Ayrica Radon, tiim hiper
diizlem tizerindeki integrallerden n degiskenli bir fonksiyonun yeniden rekonstriiksiyonunu
igeren Radon doniigiimiiniin diger genellegtirmelerini de yapmisgtir (Debnath and Bhatta

2006).

Bir fonksiyonun Radon doéniigiimii bilindiginde, doniigiim verileri yardimiyla bu fonksi-
yonun kendisinin elde edilmesi i¢in bir¢ok yontem ortaya konulmustur. Bu yontemler
arasinda filtrelenmis geri projeksiyon algoritmalar: en yaygin olarak kullanilamidir. Bu
amagcla kullanilan diger yontemler arasinda cebirsel iteratif yaklagimlar ve seri yaklagim-
lar1 yer alir. Seri yaklagimlari yapilirken dairesel veya daha yiiksek boyutlu kiiresel har-

monikler kullamlir.

Uc boyutlu Oklid uzayinda birim kiire tizerinde tanimlanan klasik kiiresel harmonikler,
birim gember iizerindeki trigonometrik fonksiyonlarin geniglemesidir (Atkinson and Han,
2012). Kiiresel harmonikler, ilk olarak Laplace ve Legendre tarafindan yergekimi teorisi
hakkindaki calismalarda ortaya konulmustur. Yer bilimleri, notron tasinimi, astronomi,
181 transferi, optik, kuantum mekanik, atmosfer ve okyanus fizigi gibi doga bilimleri ve

miihendisligin bir¢ok probleminin ¢oziimiine yonelik aragtirmalarda kullanilmigtir.

Radon doniisiimii bilinen bir fonksiyonun kendisinin elde edilmesinde dairesel harmonik
doniigiim (CHT-Circular Harmonic Transform) yardimiyla bir nesnenin projeksiyon ve-

rilerinden yararlanarak, bu nesnenin goriintiisiiniin rekonstriiksiyonu i¢in yeni bir algo-



ritma, A. M. Cormack tarafindan elde edilmistir (Cormack 1963, Cormack 1964). Ayrica
CHT algoritmasini, bagimsiz olarak R. B. Marr da elde etmigtir (Marr 1974). Bu algo-
ritma, hem analitik hem de cebirsel bir yontem oldugu icin teorik olarak énemlidir. G.
Herman, Cormack ve Marr tarafindan gelistirilen CHT algoritmasinin rekonstriiksiyon
problemini tanimlayan cebirsel denklemler sisteminin kosegenlestirilmesi oldugunu goster-
mistir (Herman 1980). Bu kogegenlestirme nedeniyle, CHT algoritmalar: hizli olmalarina
ragmen genel olarak filtrelenmis geri projeksiyon yontemleri, CHT algoritmalarindan daha
iyi goriintii kalitesi sunmustur (Hawkins and Barrett 1986). Dairesel harmonik ac¢ilimin
iistel Radon projeksiyon verilerinin rekonstriiksiyonu ic¢in bagarili bir algoritma gelisti-
rilmistir ve bu algoritma tek foton emisyonlu bilgisayarli tomografiye (SPECT) uygulan-
nugtir (Hawkins 1988). Cormack ve Quinto tarafindan kiiresel harmonikleri kullanarak bu
doniiglimiin tersi i¢in bir formiil elde edilmigtir (Cormack 1963, Cormack 1964). Kiiresel
Radon doniigiim ile normal Radon doniisiimiiniin geri projeksiyonu iligkilendirilmistir ve

bunu gostermek igin yeni bir ters doniigiim formiilii bulunmustur (Yagle 1992).
1.1 TEZIN KAPSAMI VE ONEMI

Bir f fonksiyonunun Radon doniisiimii, diizlemdeki tiim [, p dogrular: boyunca bu fonksi-

yonun egrisel integralleri yardimiyla
Rf(t,0) = f(p, &) = /fds = /f(tcos@ — ssinf, tsinf + scosf) ds
li,0 —00

seklinde tamimlanir. f fonksiyonunun /;y dogrulari boyunca integralleri, yani Rf (¢,6),
bilindiginde bu fonksiyonun kendisinin elde edilmesi problemi Radon doniisiimiiniin tersini
bulma problemidir. Bu problemin ¢6ziimii icin filtrelenmis geri projeksiyon yontemi ve ce-
birsel iteratif yaklagim yontemleri yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu yontemlerden farkl
olarak bu tez calismasinda, rekonstriiksiyon probleminin ¢oziimii i¢in dairesel veya kiiresel
harmonikler yardimiyla yapilan seri yaklagimlar: incelenerek bu yontemlerin uygulanila-

bilirliginin ve etkinliginin cesitli 6rnekler {izerinde gosterilmesi amaglanmigtir.

Bu calisma kapsaminda Radon doniistimiiniin tersinin elde edilmesinde kullanilan seri
yaklagimlar1 aragtirilmigtir. Bu seri yaklagimlarinda kullanilan Tchebycheff polinomlari,
Legendre polinomlari, Legendre polinomlarinin geniglemesi olan Gegenbauer polinomlari

ve kiiresel harmonikler tanimlanmig, bu fonksiyonlarin énemli temel 6zellikleri ve bazi 6zel



durumlar i¢in grafikleri verilmistir. Ayrica, Radon doniigiimiiniin Gegenbauer déniigiimii
ile iligkisi gosterilmis olup bu iligki ortaya konulan seri yaklagimlarinin temelini olugtur-
maktadir. Bu ¢aligmada Radon doniisiimiiniin tersi i¢in ele alinan seri yaklagimlar: dairesel
harmonik seri acilimlar1 ve daha yiiksek boyutlardaki kiiresel harmonik seri acilimlaridir.
Bu yaklagimlarin uygulamalar ile iligkili olan Abel doniisiim ¢ifti, Legendre doniisiim c¢ifti
ve Tchebycheff doniisiim ¢ifti ifade edilmistir. Son olarak dairesel harmonik ve kiiresel har-
monik seri acilimlari kullanilarak Radon doniistimiiniin tersinin elde edilmesine yonelik

ornekler verilmistir.






BOLUM 2
BAZI OZEL FONKSIiYONLAR VE KURESEL HARMONIKLER

Bu boliimde Tchebycheff polinomlar1, Legendre polinomlar1 ve Gegenbauer polinom-
lar1 gibi bazi 6zel fonksiyonlar tanimlanacak ve bu fonksiyonlarin ozellikleri verilecektir.
Ayrica kiiresel harmoniklerin tanimi verilecek ve kiiresel harmoniklerin 6zelliklerinden

bahsedilecektir.
2.1 GAMA FONKSiYONU

Tanmim 2.1.1 = > 0 olmak tizere

o0

I'(z) = /tmletdt (2.1)

Euler integraliyle tanimlanan fonksiyona, gama fonksiyonu denir (Arfken and Weber

2005).

Bu tanimda x = 1 yazilirsa
ra = /e_tdt =1 (2.2)
0

elde edilir.

x — 1 > 0 olmak iizere (2.1) integraline kismi integrasyon uygulanirsa

['(x) = [—e_ttm_l};o + (z—1) /e_tt”_2dt (2.3)
= (z—1)T'(x—-1)

elde edilir. Daha sonra bu egitlikte = yerine x + 1 yazilirsa

I'(z+1) =2l (x) (2.4)



temel bagmtisi elde edilir. z pozitif tam sayilar icin bu baginti1 agsagidaki esitligin sag

tarafinda yazilirsa

T(z+1) = aT(@)=z(@-)T(z—-1)=--

= z(z—1)(r—2)---321I (1) =n!
elde edilir.

(2.1) de t yerine u? yazilirsa

[e.e]

['(z)= 2/ exp (—u?) u**1du, = >0 (2.5)

0
elde edilir. Bu egitlikte x = % olarak alindiginda

r G) = 27exp (—u?) du = 2‘/7% =T

olur. (2.4) bagintis1 dikkate alindiginda

(ORTOR

olarak bulunur. Aym sekilde (2.5) kullanilarak T' (2), I (I),..., T'(2%2) degerleri elde

edilebilir. Negatif = degerleri i¢in de tanimh olan gama fonksiyonu, (2.4) bagmtis1 kul-

lanmilarak

olarak bulunur.

Tam say1 olmayan = degerleri i¢in gama fonksiyonu,

™

T (z)T(1—2) = (2.6)

sin Tx

ozelligine sahiptir.



22011 ()T (3: + %) _ /AT (22) (2.7)

Buradan =0,1,... i¢in x = n yazilirsa
1 V7 (2n)!
r — | = —
(" - 2) 92n )

elde edilir.
2.2 TCHEBYCHEFF POLINOMLARI

Tanim 2.2.1
(1 —ZBQ) y// —xy’+l2y = 0
(1-2?)y" —3ay +1(1+2)y = 0

ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerine Tchebycheff diferansiyel denklemleri denir.

Bu denklemlerin ¢oziimlerine Tchebycheff polinomlary ady verilir.
Tamm 2.2.2 z € [—1,1], § € [0, 7] ve x = cos@ olmak tzere
1) (x) = coslf (2.8)

seklinde tanymlanan polinomlara birinci ¢egit Tchebycheff polinomlary denir. Birinci ¢egit

Tchebycheff polinomlar, T; (x) ile gosterilir (Mason and Handscomb 2003).

(2.8) de swrasiyla [ =1+ 1,1 =1 — 1 yazilirsa

Ti41(cosf) = cos|(l+1)60] = cos(lf) cos® — sin (16) sin 6 (2.9)
Ti—1(cosf) = cos[(l —1)0] = cos(l0)cosf + sin (10) sin O

olur ve bu egitlikler taraf tarafa toplanirsa

Tii1(cosO) +T;_1 (cosf) = 2cosbcos(16)

T = 22T, — T4 (2.10)

elde edilir. Birinci cesit Tchebycheff polinomlarinin sirasiyla birinci ve ikinci tiirevleri

alindiginda,

(1 -2 T =Ty — I,



(1-2*)T) —2T) + PT, =0

yineleme bagintilar: elde edilir.

(2.8) ve (2.10) dikkate alinarak [ = 0,1, 2, ...,5 i¢in birinci gesit Tchebycheff polinomlar:
Cizelge 2.1’de verilmigtir.

Cizelge 2.1 Birinci cesit T'chebycheff polinomlar:

l T (z)

0 1

1 T

2 222 — 1

3 42% — 3z

4 8zt — 8% + 1
5) 162° — 2023 + 5x

—1 <z <1 ve|z| <1 olmak iizere birinci gesit Tchebycheff polinomlarimin iireteci,

o0

1 — 22 ;
=1

olarak tanmimlanir. Birinci gesit Tchebycheff polinomlari,
Tl(x):%[(ac—km)l—i-(m—\/my] , 0<x<o0.
seklinde de tanimlanmaktadir.
Birinci gegit Tchebycheff polinomlari,
T (xz) = cos (larccosz) , 0<x <1

T) (xz) = cosh (larccoshz) , 1<z < oo

trigonometrik polinomlar cinsinden de tanimlanabilir. x = 0 ve x = 1 i¢in birinci gesit

Tchebycheff polinomlari,

T,(1) = 1
lm

T,(0) = cos -

olarak bulunur.



Birinci ¢esit Tchebycheff polinomlar: simetri kosulunu sagladigindan
T (—x) = (=1)' Ty ()
olarak yazilir.

Birinci ¢esit Tchebycheff polinomlarinin ortagonalligi,

. 0, [#m
/C/}(:E)Tm(x)(l—x2)l/2dm: T l=m#£0 (2.12)
—1
7™ , l=m=0

seklinde gosterilir. (2.8) ve (2.10) dikkate alinarak [ = 0,1,2,...,5 i¢in elde edilen birinci

gesit Tchebycheff polinomlarinin grafikleri Sekil 2.1’de verilmigtir.

[— 7o) — T — T, — T, — 7,00 — T,0]

IV/ <

ok

-05

By

Sekil 2.1 Birinci gesit Tchebycheff polinomlar

Tamm 2.2.3 v € [-1,1], § € [0, 7] ve x = cos @ olmak tizere

sin(l+1)6
sin ¢

U (x) = (2.13)

seklinde tanymlanan polinomlara ikinci cesit Tchebycheff polinomlar: denir. Ikinci cesit

Tchebycheff polinomlari, U, (x) ile gésterilir (Mason and Handscomb 2003).

Ikinci gesit Tchebycheff polinomlar,

(x—f—x/ﬁ)”l—(x— x2—1)l+1
2(z2—1)1/2 ’

Ui (z) = O<z<oo , o1 (2.14)

Ui (o) = Bl g <p<t

in(l h
U (z) = —Sm((mfff)‘is/zx) 1<z <o

seklinde tanimlanabilir.



U, (z) polinomlarii elde edebilmek igin

sin 16
sin 26
sin 30
sin 46
sin 50

sin 660

sin 6
2sin 0 cos 0
sin 6 (4 cos? 6 — 1)

sin @ (8 cos® @ — 4 cos 9)

(2.15)

(
sin 0 (16 cos*f — 12 cos? 6 + 1)
(

sin @ (32 cos® 6 — 32 cos® O + 6 cos 9)

formiilleri kullanmilmaktadar.

(2.13) ve (2.15) dikkate alinarak [ = 0,1,2,...,5 icin ikinci gesit Tchebycheff polinomlar:

Cizelge 2.2’de verilmistir.

Cizelge 2.2 Ikinci cesit Tchebycheff polinomlar:

l U (z)

0 1

1 2z

2 42% — 1

3 83 — 4dx

4 162* — 1222 + 1
) 3225 — 3223 + 62

Trigonometrik 6zdesliklerin toplamindan yararlanilarak

sin(l+1)f+sin(l —1)0 =2cosfsin ()0 (2.16)

elde edilir. Uy (z) = 1 ve Uy (x) = 2x baglangi¢ kogullar1 kabul edilerek tanimda verilen

esitlikte yerine yazildiginda

U (z)sinf + Up_o (z)sinf = 2zU;_; (x)sinb (2.17)

U () 4+ U_s(x) = 22U, (x)

U (x) = 2zU_4(x) = U2 ()

10



yineleme bagintilar: elde edilir. Trigonometrik 6zdesliklerin farki: alindiginda

sin(l4+1)0 —sin(l—1)0 = 2sinfcos(l)6 (2.18)
U (z)sinf — U5 (x)sinf = 2sin07; (x)
U(z)=U_s(z) = 2T (z)

elde edilir. Birinci gesit Tchebycheff polinomlar: ve ikinci ¢esit Tchebycheff polinomlar:

arasindaki iligki,

U = 1T} c 1>
T =U —2U_, , 1>1

(1 - l’Q) U =2l — T )

l l
T z—Vr?i-1 V221
(xQ_:ll)l/Z _ Ul—l = ((I2—1)1/2) = ((Iz—l)l/Q) 3 T % 1

(2.19)

bagintilar ile verilir. x = 0 ve x = 1 igin ikinci g¢egit Tchebycheff polinomlari,

U = 1+1
l
U (0) = cos g

olarak bulunur.

|z| < 1 ve |z| < 1 olmak iizere ikinci gesit Tchebycheff polinomlarmin iireteci,

= = > Ui(x) 2 (2.20)

(1 —2xz+ 22

seklinde tanimlanir.

U1+1 = 21‘Ul (iL‘) — Ulfl, (221)
(1-=2?) U, = (1+1) Uy — 12U, (2.22)
(1—2?) U, — 32U/ +1(1+2)U; =0 (2.23)

bagintilari, U; () igin birinci ve ikinci tiirev alindiginda elde edilen yineleme bagmtilaridir.
Ikinci cesit Tchebycheff polinomlar: simetri kosulunu sagladigindan

Ui(=z) = (=1)' Ui (x)

olarak yazilir.
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Ikinci cesit Tchebycheff polinomlarinim ortogonalligi,

/ (1~ 42)* Us () U () di = gélm (2.24)

1

seklinde ifade edilir, burada d;,,, Kronecker deltadir.

(2.13) ve (2.21) dikkate almmarak [ = 0,1,2,...,5 i¢in elde edilen ikinci gesit Tchebycheff

polinomlarinin grafikleri Sekil 2.2’de verilmigtir.

‘_ Ugfo) —— U, () —— U(x) —— U (x) — U, () U5(x)‘

2= C
>

2
L
0 05 1

e - T T IS

Sekil 2.2 Ikinci gesit Tchebycheff polinomlar:

2.3 LEGENDRE POLINOMLARI

Tanim 2.3.1
(1-8)y" =2ty +1(1+1)y=0 (2.25)

tkinci mertebeden diferansiyel denklemlerine Legendre diferansiyel denklemleri denir. Bu
denklemlerin ¢éziimlerine Legendre polinomlar: adu verilir ve P, (x) ile gosterilir (Poularikas

1999).

Legendre polinomlar,

/2 , L cift say1
[L2] =
(l—1),2 , [tek say

olmak tizere

[L2] k -
(—1)" (21 — 2k)la! 2+
P (z) = Z 2N (1 — k)L (1 — 2k)!

k=0

seklinde tanimlanir.

Legendre yineleme bagintilari,

20+1 [

Pia (@) = T Pi(@) -

1 Py (z) (2.26)

12



Ploy (1)~ Py () = (214 2) B (1) (227)
(2 = 1) P/ (z) = laP, (z) — 1P (2) (2.28)

ile verilir. (2.25) ve (2.26) dikkate alinarak [ = 0,1,2,...,5 i¢in Legendre polinomlar

Cizelge 2.3’te verilmigtir.

Cizelge 2.3 Legendre Polinomlar:

! by (x)

0 1

1 x

2 (327 - 1)

3 5 (ba® — 3x)

4 £ (352 — 302% + 3)
5 § (632° — 7023 4 15x)

Biitiin durumlarda P, (1) = 1, B (=1) = (—1)" dir. Py(z) ve Ps(x) polinomlar: kul-
lanilarak (2.26) yineleme bagintisinda [ = 6 yazildiginda,

1 51
= 573 (632° — 702 + 15:1:)} -5 lg (352" — 302” + 3)
231 ¢ 315 , 105 , 5

167 " 16" 16 16

elde edilir. [ = 0,1, 2..,5 i¢in Legendre polinomlarinin grafikleri Sekil 2.3’te gosterilmistir.

‘_PD{X)_PI(X)_PZ(X) P —P,x) PS(X)‘

N

Sekil 2.3 Legendre polinomlar:

-1

-05

1

Legendre polinomu ayni zamanda Rodrigues formiilii olarak bilinen

P(2)= g5 L (2>~ 1), 1=0,1,2,.. (2.29)

formiilii ile de ifade edilir (Poularikas 1999).
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|z] <1 ve |t| <1 olmak iizere Legendre polinomlarmin iireteci,

1 . l
Ner e SR (2:30)
=0

seklinde tanimlanir (Poularikas 1999).

|z| <1vel=1,2,... igin ikinci gesit Legendre fonksiyonlari,

[30-D)]

Qi (z) = P (z) Qo () — Z 2l — 4k — 1

2k +1) (k)

Pop1 () (2.31)

seklinde tamimlamr, burada [ = 0 i¢in Qg (z) = $In 122 ve [ =1 i¢in

bulunur. Ayrica Q; () ikinci gesit Legendre fonksiyonlari, P, (x) Legendre polinomlarinin

tiim yineleme bagmtilarini saglar. Ikinci cesit Legendre fonksiyonlar,

LS @+ A0 @)

x—t
1=0

ozelligine sahiptir (Poularikas 1999).

Legendre polinomlarinin ortogonalligi,

1

/Pz(iv)Pm(x)dx:O cl#m
(2.32)

-1

1

/[Pz(x)]zdrr—ﬁ ; l=m
-1

ile verilir. (2.32) deki birinci egitlik, farkh iki Legendre polinomunun [—1,1] araliginda

ortogonal oldugunu gosterir.

f(z), [-1, 1] araligimda integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun seri agilimi,
1

o = Z‘l—;l/f () P ()dze 1=0,1,2,.. (2.33)
el

olmak tizere

f(x)= ialPl () -l<zx<l1 (2.34)

14



formuna sahiptir. Eger f(z) ¢ift fonksiyon ise seri agihminda, indisi ¢ift say1 olan P, ()
terimleri, f(x) tek fonksiyon ise seri agiliminda sadece indisi tek say1 olan P, (x) terimleri
elde edilir. f(z), (—1, 1) arahiginda pargali diizgiin (smooth) ve karesi integrallenebilen bir
reel fonksiyon ise f(z) in siirekli oldugu her noktada bu seri yakimsaktir. Siireksiz oldugu

bir 2 noktasinda ise bu seri [f (z 4+ 0) + f (z — 0)] /2 degerine yakinsar (Poularikas 1999).

Tanim 2.3.2

2

1 — 22

(1—2?)y" — 22y + [L(1+1)— y=0 (2.35)

diferansiyel denklemlerine assosiye Legendre diferansiyel denklemleri denir ve denklem-

lerin ¢oziimlerine assosiye Legendre polinomlar: denir (Poularikas 1999).

(2.35) denklemi, m = 0 i¢in Legendre diferansiyel denklemine indirgenir. m > 0 igin

(2.35) denkleminin genel ¢oziimii
y =" (z) + CQp" ()
olur, burada P (z), birinci ¢esit assosiye Legendre fonksiyonlar1 ve Q}" (x) ise ikinci gesit

assosiye Legendre fonksiyonlarini ifade eder.

m < 0 i¢in P ve P, arasinda

(I —m)!

iligkisi vardir.

P/ (x) assosiye Legendre polinomlariim, [—1, 1] araliginda ortogonalligi,

1
[rr@rr@ia=o 12k
- (2.36)
[P @rae = 2=k
~1
ile verilir.
Assosiye Legendre polinomlar: i¢in

P (—a) = (=) B (2)

bagintisi verilir. (2.35) dikkate ahmarak [ = 0,1, ...,4 ve m = 0, 1, 2, 3 degerleri i¢in assosiye

Legendre polinomlar1 Cizelge 2.4’te verilmigtir.
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Cizelge 2.4 Assosiye Legendre polinomlar:

—15(1 — 2?)*?
% (352 — 3022 + 3)
1 —3 (723 — 32) (1 — 22)'?
2 15 (742 — 1) (1 — 22)
3 —105z (1 — 22)*?

S | W | N

L m P ()

0] 0 1
1010 T
11 —(1—a2?)"?
2 [ o 1 (322 - 1)
201 —32 (1 — 22)"/?
2 2 3(1 - 22)
310 5 (52 — 3x)
31 —3 (522 — 1) (1 — 2?)"?
3 15z (1 — 2?%)
3

4

4

4

4

Assosiye Legendre polinomlarinda x = cos@ yazilirsa, trigonometrik assosiye Legendre
polinomlar elde edilir. [ = 0,1, ...,4 ve m = 0, 1, 2, 3 i¢in trigonometrik assosiye Legendre
polinomlar1 (izelge 2.5’te verilmigtir. m = 0, m = 1 ve m = 2 i¢in assosiye Legendre

polinomlarinin grafikleri Sekil 2.4’te verilmigtir.

2.4 GEGENBAUER POLINOMLARI

Tanim 2.4.1

(1-2?)y" = Qu+1Day +1(1+20)y=0 (2.37)

tkinci mertebeden diferansiyel denklemlerine Gegenbauer diferansiyel denklemleri denir.
Bu denklemlerin ozel ¢oziimlerine Gegenbauer polinomlar: ady verilir. Gegenbauer poli-

nomlar, C} (x) ile gosterilir. Ultrakiiresel polinomlar olarak da adlandirilmaktadar.
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—— Py(x) —— P —— P3x) —— P(x) —— F(x)

05F

-0.5 -

—— Pl —— Pi) — PLx) — Pl) — PL(x)

—— P —— P —— P(x) —— P —— Pux)

Sekil 2.4 Assosiye Legendre polinomlarimin grafikleri; (a) m=0, 1=0,1,..,4,
(b) m=1, 1=1,2,..,5, (¢c) m=2, 1=2,3,..,6

(2.37) denkleminde v = 1 olarak alindiginda bu denklem Legendre denklemine déniisiir

ve Gegenbauer polinomlari ile Legendre polinomlar: arasindaki iligki,

P (z) = C}* ()

ile verilir.
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Cizelge 2.5 Trigonometrik assosiye Legendre polinomlar

L | m P (cos6)

0] 0 1

1] 0 cos 6

1)1 —sinf

210 2 (3cos?0 — 1)
21 —3cosfsinf

20 2 3sin? 0

310 s cosf (5cos? 0 — 3)
31 —2(5cos?0 — 1) sin

3 2 15 cos fsin? 4

31 3 —15sin®6

410 £ (35 cos* 6 — 30 cos?  + 3)
41 —2 cosfsinf (7cos? 6 — 3)
41 2 2 (Tcos?f — 1) sin*6

41 3 —105 cos 0 sin® #

(2.37) de v = 1 olarak alindiginda ise esitlik Tchebycheff diferansiyel denklemine déniigiir

ve Gegenbauer polinomlari ile ikinci gesit Tchebycheff polinomlar: arasindaki iligki,
Ui (2) = C) (x)

ile verilir. Ayrica Gegenbauer polinomlari ve birinci gesit Tchebycheff polinomlar: arasinda

iligkisi vardir. Gegenbauer polinomlar ile Jacobi polinomlarinin arasindaki iligki,

ru+1) T (U + %) (v—1/2,v—1/2)
b ()
['(20) T (v+3+1)

Cy (z) =
ile verilir.

x € [—1,1],t € (—1,1) olmak iizere v. dereceden Gegenbauer polinomlarinin iireteci,
d ()t = (1— 20t + %) (2.38)
1=0

seklinde tanimlanir, burada v > —%, v # 0 dir.
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Gegenbauer polinomlarinin yineleme bagintilari,

(l+1)CPy =2(+v)2C) —({+2v-1)C7, (2.39)

20(1—2*) O = (Qu+1-1)C, — laCy (2.40)
= ([+2v)2Cy — (1+1)C}4

ile verilir. (2.39) dikkate alimarak [ = 0,1,2,...,5 i¢in Gegenbauer polinomlar1 Cizelge

2.6’da verilmigtir.

Cizelge 2.6 Gegenbauer polinomlar

! ¢y (x)

0 1

1 20

2 20(v+1)a? —v

3 v+ (w+2)at —2ww+1)z

4 2p(w+1) (v+2) (v+3)z* =20 (w+1) (v+2) 22+ v (v+1)

5 v+ (v+2)(v+3)(v+4)2® —3v(w+1)(v+2)(v+3)a®* +v(v+1)(v+2)z

Verilen C} (x) ve C¥ (z) polinomlarindan yararlanilarak (2.39) Gegenbauer yineleme bagin-

tisinda [ = 5 yazilirsa,

6Cs () = 2(v+5)2C8 (z) — (2v+4) CY (z)
2(w+5)zv(v+1)(v+2) (v+3)(v+4)2® — 30 (v+1) (v+2) (v+3)a?
= v+ (v+2)z—(2v+4)2v(w+1)(v+2)(v+3)z
20 (v+1)(v+2)2? + v (v+1)
v+ 1) (w+2) (v +3) (v+4)(v+5)a® —Jv(w+1)(v+2) (v+3)(v+5)a!
= +2(w+1)(v+2)(v+5)2>—2v(w+1)(v+2)(v+3)(2v+4) 2
+20 (v+1) (v+2) (2v+4) 2% — sv(v+1) (20 + 4)
Svw+1)(v+2)(v+3) (v+4) (v+5)2® —dv(v+1) (v+2) (v+3) (v+4) 2
+6v(v+1)(v+2)(v+3) 22 —v(v+1) (v+2)
Co(@) = Svw+D)(w+2)(v+3)(v+4)(v+5)a8—2v(w+1)(v+2)(v+3)(v+4)z!
)

+o(v+1)(v+2)(v+3)a? — v (v+1)(v+2)
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polinomu elde edilir.

Gegenbauer polinomlariin birinci tiirevi alindiginda,

DC} = 2007+

elde edilir, burada D = % tiirev operatoriidiir. Bu ifade (2.40) da yerine yazilirsa,

(1-2*)DCy = (v+1-1)Cy, —1zCy (2.41)

= (I+2v)2Cy — (1 +1)C},4
sonucuna ulagilir. (2.41) esitliginin her iki tarafinin ikinci tiirevi alindiginda,
(1-2*)D*Cy — (2v+1)2DCY + 1 (1+20) Cf =0
Gegenbauer diferansiyel denklemleri elde edilir.

Baz1 6zel Gegenbauer polinomlari,

(1) =1

coa) = 3

(@) = lm-C} (2)
w1 (0) = 0

o (0) = <—“1>1F<§v(v+)1>
¢ = Fzﬁv(;;)l)

C(=z) = (=1)"C} (2)
seklindedir.

Gegenbauer polinomlarinin ortogonalligi,

CY (z) Cp (z) (1 — 2?) dr = Oim

/1 v—1/2 7272 (20 + 1)
1 S v+ 1)T ()T (v)

esitligi ile gosterilir.

(2.39) dikkate alimarak v = 1,2,3 ve [ = 0,1, ...,5 i¢in elde edilen Gegenbauer polinom-

lariin grafikleri Sekil 2.5’te verilmistir.
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—— Chp) — i) — o) — i) — Cap) — i)

A
e
j :,1/ s 0 05 1

(a)

‘ — G —— i) —— Co() —— Co) —— i) C§(x)‘

J /
)

1 \\/‘3(\

1

(b)

| — oo — clw— ciow— i —cioo— i

y
N /
| IR
/76 <Y/

()
Sekil 2.5 Gegenbauer polinomlarimin grafikleri; (a) v=1, 1=0,1,...,5,
(b) v=2, 1=0,1,...,5, (c) v=3, 1=0,1,...,5

2.5 KURESEL HARMONIKLER

P, (t) ile gosterilen Legendre polinomlari,

Pi(t) = 21%, (%) (1) (2:42)

seklinde tanimlanir. Assosiye Legendre polinomlar: cinsinden yazilabilen kiiresel har-

monikler,

1/2 A
Vi (0,0) = (=1)" [ S22 G0 P (cos) e 0 <m < (2.43)
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bigiminde gosterilir. Burada 6 ve ¢ sirasiyla kutupsal ve azimut aglardir. (2.43), kiiresel

harmonikler i¢in Condon-Shortley fazi olarak bilinmektedir.l = 0,1,2vem = -2, —1,...,2
i¢in kiiresel harmonikler Cizelge 2.7’de verilmistir (Arfken and Weber 2005).
Cizelge 2.7 Kiiresel Harmonikler
) m Slm
1
0 O e
11 -/ & sin fe’®
3
1] 0 1 cost
1] —1 8% sin fe ¢
5 a2 0,2
2 2 5e-3sin” e*?
5 0 i
2 1 -\/ 343 sin 0 cos fe ¢
20 0 V2 (3cos?f - 1)
5 : i
2| -1 713 sin f cos e ¢
5 ) 7
2| -2 5= 3sin” e~ 2¢
Yim, simetri kogulunu sagladigindan

seklinde yazilir. Esitlikte gegen * karmagik eglenigi ifade eder. Ortogonallik 6zelliginden

yararlanilarak
27 pm
<Y2m, Y/m/> = / / Y;n (9, ¢) Y}/m/ (9, ¢) sin 9d9d¢ = 5”/(5mm/ (245)
o Jo
elde edilir.

Sim ve Yy, arasidaki iligkiyi gostermenin bir yolu; Sy, fonksiyonlarimi, N (n, 1) = N (3,1) =

2l + 1 tane fonksiyon ile tanimlamaktir. S, ve Y}, arasindaki iligki

* r 7 1/2
Sim = ]Tl = (—-1) _(2;;1) 8+m§!_ P (cosf) cosmp, m=1,2,...,1 (2.46)
gt Y=Y o qym @D @em)t] 1/2 p-m 0)si _ | o )
Lm = T2 = (-1 |2r m)l | ;" (cosO) sinmep, m=—1,-2,...,—

(2.47)
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S =Y = %PI (cos@), m =0. (2.48)

esitlikleri ile verilir. Reel kiiresel harmoniklerin tiirlerini belirlerken, ¢ift sayilar icin ¢ ve
tek sayilar igin ¢ tist indisleri kullanilir. Onceki denklemlerin Y, ve Y}*, e gore ¢oziilebilmesi

icin agagidaki ifade g6z 6niinde bulundurulmaldir.

l,—m — sz—m m (Y;;kn - YZm)
iv2 iv/2

Burada Y} _,,, = (=1)" Y}, (0,0) ve V", = (=1)" Y}, dir. Seri agihmlarinda S, veya

Slt,—m = = (_1)

Yim den herhangi birinin kullanilabilecegi aciktir. S, yi kullanmanin avantaji, reel ve

ortonormal olmasidir. Ancak Y;,, daha yaygin olarak kullanilir.

Tanim 2.5.1 H, (z1,2,...,%,), l. dereceden (x1,2s....,x,) degiskenlerine sahip homojen

bir polinom,
H, (tay, tog,..., tr,) = t'Hy (21, To,..., Tp) (2.49)

seklinde tanimlanar. | ve n sabit degerleri i¢in sadece sonlu saynda lineer bagimsiz homojen

polinom vardwr (Hoschdath 1971).

Teorem 2.5.2 K (n,l), . dereceden n degiskenli lineer bagimsiz homojen polinomlarin

sayrsine belirtsin. Bu durumda,

(n+1—-1)!

K l) = S =

(2.50)

olur (Hochstadt 1971).

Teorem 2.5.3 N (n,l), l. dereceden n degiskenli lineer bagimsiz homojen harmonik poli-

nomlarin sayist olsun. Bu durumda,

204+n—-—2(l+n—-3
N(n,l):—l ( 1 >

hesaplanir (Hochstadt 1971).

Ornek 2.5.1 n = 2 icin l. dereceden iki degiskenli lineer bajimsiz homojen harmonik

polinomlarin sayist,

2042 —-2/1+2-3 [—1
Ve
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olarak bulunur. Bu l. dereceden iki degiskenli lineer bagimsiz homojen harmonik polinom-

lar,
(z+iy) + (x —iy) = 2rlcoslf
(z+iy) — (x —iy) = 2ir'sinlf

seklinde yazilabilir.

Ornek 2.5.2 n = 3 i¢in I. dereceden ¢ degiskenli lineer bajumsiz homojen harmonik

polinom sainst,

A +3-2/1+3-3\ 2A+1[( I
3,0)= 2272 _ 2 —ol41
N 3:1) z < -1 ) z (1—1> i

olarak bulunur. Bu (21 + 1) tane [. dereceden g degiskenli lineer bagimsiz homojen har-

monik polinom, kiiresel koordinatlar kullanilarak
rtP™ (cosf) e™® | m=—l,—1+1,..,1—1,1
formiiliyle elde edilir.

Tanim 2.5.4 H,, [. dereceden, n boyutlu homojen bir polinom ve X = (x1, x2, ..., Tp)

bir vektor olmak tizere
A H (X)) =0 (2.51)

bictminde tanimlansin. Bu durumda

51(€) = 1 Hi(r€) = Hi (€) (2.52)

esitligini saglayan Sy (€), . dereceden n boyutlu kiiresel harmonikleri ifade eder, burada

€= (1,8, ..., E,) birim vektordir (Muller 1966).

Lemma 2.5.5

S (=€) = (=1)'$1(€). (2:53)

H, (z) ve H,, (z), l. ve m. dereceden iki homojen harmonik polinomlar olsun. Green teo-

reminden

0= [ (A, — oA ) AV = [ H(€) H (€) (m 1) do (2.5
2] <1 o
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elde edilir. €2, tzerindeki H,, ve H; harmonik polinomlarinin tirevleri sirasiyla

{2H, (r€)},_, =mH, (&) ve {ZH(r€)},_, =1H (&)

bulunur (Muller 1966).

f (r) bir fonksiyon olmak iizere n boyutlu birim kiirenin yiizey alanini bulmak igin ilk

once

L= [ [ o) deds - da, (2.55)
NN

olarak yazilir. Bu integrasyon, f (r) nin kiiresel simetri 6zelligi kullanilarak yapilir ve
r = ,/ZT x? dir. Birim kiirenin yiizey alam a,, olarak tammlansin. (2.55) esitligindeki

integral,

= an/ooof (r)r"Ldr (2.56)

kiiresel kabuk yontemi ile hesaplanir, burada a,7"~!, r yarigaplh bir kiirenin yiizey alanini

ifade eder. (2.56) da a, yalmz birakilirsa

/ / / f(r)dzidzs - - - dxy,
[

elde edilir. Egitligin sag tarafi, segilen herhangi bir f (r) fonksiyonundan bagimsizdir. Bu

yiizden,
Fir) = e = et

olarak alimirsa

Uoo“ ‘““"} _ WA e
/Ooer27=n1d7“ %F (n/2) TI'(n/2)
0

elde edilir. n =1, ...,4 i¢in a,,

Ay =

a1 =2, ay=2m, as=4m, a4 = 27>

degerleri bulunur. n = 5 i¢in hesaplanirsa

275/2 2572 8 9
as — = =T

r(5,2) 372 3
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elde edilir.

Si1(€) ve Sk(&) kiiresel harmonik fonksiyonlar olmak iizere, ortogonallik
/ Si(€)Sk(€)dan = 0, 1 £k (2.57)
|€l=1

ile gosterilir. Boylece kiire iizerinde dereceleri farkli olan kiiresel harmonik fonksiyonlar

ortogonaldir (Hochstadh 1971).

Onerme 2.5.6 S, (&), . dereceden kiiresel harmonik fonksiyon olmak tizere R herhangi

bir dénme matrist i¢in

S (§) = Si (RE) (2.58)

l. dereceden kiiresel harmonik olur (Frye and Efthimiou 2012).
{S, (&)}, N (n,l) lineer bagimsiz reel kiiresel harmoniklerin bir kiimesi,

Sll (5) 7512 (E) ) '-'Sl./\/'(n,l) (5) (259)

olsun. Gram Schmidt metodundan yararlanilarak ortonormal bir kiime olugturulursa,

S ) Siu ) don = (2.60)

bi¢giminde yazilabilir. Ayrica R, koordinat sisteminde rotasyonu temsil eden bir ortogonal

matris olsun. Tiim rotasyon matrisleri i¢in

¢ Slj (Rﬁ) Slk (Ré) dCLn = 5jk (261)
=1

yazilir. {S; (€)} kiimesinin lineer bagimsiz olmasi kullanmilarak ve ayrica sadece N (n, 1),

[. dereceden lineer bagimsiz kiiresel harmoniklerin sayis1 oldugundan

N(n,l

)
S (RE) = Y CisSii (€) (2.62)
i=1

elde edilir. (2.61) esitligindeki ifadenin icine (2.62) eklendikten sonra (2.60) da kullanilirsa
N(n,l)

> CiCik = 6jn (2.63)
i=1

olur. Boylece C' = (Cj;) matrisinin de ortogonal oldugu elde edilir.
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Lemma 2.5.7 &, 1 ikt birim vektor olmak tizere,

N(n,l)

Z Sy (€) Sy (m (2.64)

seklinde tanimlanan F; fonksiyonu, koordinatlarn rotasyonu altinda degismezdir (Frye
and Efthimiou 2012).

Ispat. R, bir rotasyon matrisi olsun. C, ortogonal matrisi kullanilarak
N(n,l)
F(R¢ Rm) = Y Si(RE) S (Rn)

=1
N(n,l) [N(nl) N(n,l)

= Z Z C]mSlk (f) szSlm (77)

i=1 k=1 m=1

km=1 i=1
N(n,l)

= Z Slk Slk Fl (E, 'r)) (265)
elde edilir. m

Tanim 2.5.8 L;, asagidaki ozelliklere sahip [. dereceden homojen harmonik bir polinom
olsun.

a) &, vektorini ayna birakan tim A ortogonal dondisiimleri igin Ly (Ax) = L; () olur.

b) L (€,) =1

Bu durumda

(@) = L (§) (2.66)
ifadesi l. dereceden Legendre polinomlar: olarak adlandirilir (Muller 1966).

Teorem 2.5.9 L;(&) Legendre polinomlars,

Li(§) = P (1)

olarak tanwmlansin. P, (t), l. dereceden polinom olmak tizere

P =1 ; R(-t)=(-1) A

esitliklikleri elde edilir (Muller 1966).
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Lemma 2.5.10 {S;; (n)}, k < N (n,l) olarak tanwmlanan lineer bagimsiz kiresel har-

momniklerin bir kiimesi olsun. k X k determinanty sifirdan farkly olmak tzere,

|51 ()] # 0 (2.67)

k birim vektore sahip, bir {n, } kiimesi vardwr (Hochstadt 1971).

Teorem 2.5.11 P, (t), [. dereceden n boyutlu Legendre polinomlar ve n,,, birim vektéorlerin
bir kiimesi olmak tizere her kiiresel harmonik

N(n,l)
= Z ArE ((€,m1)) (2.68)
k=1

seklinde yazilir (Hochstadt 1971).

Ispat. Ik olarak (2.67) yi saglayan bir {n,} kiimesi secilir. Bu denklem,

N(n,l)

((S nk annll) Z Slj Sl] nk) k= 1727"'aN(n7l)

tersinir oldugundan

N(n,l)
S5 = 3 AP ((Eny)

k=1

olarak yazilir. Ayrica keyfi bir kiiresel harmonik,

N,
Z 3 (€

olarak ifade edilir ve egitligin sag tarafindaki
b = . Si(€) Sy (&) dn
g=1

olarak yazilir. m

Teorem 2.5.12 (Toplam Teoremi) Si; (€), . mertebeden n boyutlu N (n,1) kiiresel har-
moniklerin ortonormal bir kiimesi olarak tanimlansin ve Py (t), l. dereceden n boyutlu

Legendre polinomlar olmak 1izere

N(n,
Z &5 = "D p e ) (2.69)

n

esitligi yazilor (Muller 1966).
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Lemma 2.5.13 Her kiiresel harmonik S; (§) igin

N (n,1)

Qn

S (€) = /| S0 A& ) o, (2.70)

esitligi vardwr (Hochstadt 1971).

Teorem 2.5.14 S (§), kiiresel harmonikler ve P (t), . dereceden Legendre polinomlar

olarak tamimlansin. Bu durumda,

n 1,2
@< [T [ st )
RIS <1 272
[ B Emdn = s .73

egitlikleri saglanyr (Hochstadt 1971).

Ispat. Ilk olarak (2.72) yi gostermek icin (2.69) daki toplam teoremi kullamilir. Daha

sonra Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

N(n,l) N(n,l)

PE((&m) < A%;sm Vol ZSU | =P =1

oldugu goriiliir. (2.73) esitligini ispatlamak i¢in énce (2.69) daki esitligin her iki tarafinin
karesi alinir. Daha sonra her iki tarafin £ degiskenine gore integrali alinirsa

N(n,l)

[ E € dan = g [ ST 515 (6) Sl tn) S 6) i)

= k=1
2 N(n,l)

- i 2

= N—(n,l)Pl (1)

G

N (n,1)
elde edilir. Geriye sadece (2.71) deki esitsizligi gostermek kalir. Bunun igin 6nce (2.70)

esitligine Cauchy-Schwarz uygulanir ve sonra (2.73) esitligi kullanilirsa,

2 Nz(”al) 2 2
S B e— Sl da, P, ) day,
SO < . | stdn| P
= —(n,l) 52 da
. /| 2 () da,
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elde edilir. Son olarak da egitsizligin her iki tarafinin karekokii alinirsa,

e {M /lmzls? (n) dan} i

an
olur. m

(2.73) esitligindeki integral, integrali alinmas: istenen fonksiyonun simetrisi kullanilarak

tek boyutlu integrale indirgenebilir. Bu durumda,

/ PP (& m)) dan = an_l/lpf () (1 =) 4t
Inl=1 1

olur. Ayni zamanda bu esitlik,

1
PPy -) " g =
/_1 ! ()( ) an N (n,l)

olarak da yazilir.

Teorem 2.5.15 (Hecke-Funk Teoremi) f (t), [—1,1] arabiginda siirekli bir fonksiyon ol-

mak tizere l. dereceden kiiresel harmonikler,

£ ((€m)) St () day = an 15 (€) / RIOEICICS 2)" 7 at (2.74)

In|=1

geklinde ifade edilir (Hochstadt 1971).

Ispat. 1k olarak S; (n) = P ((n,¢,)) olarak kabul edelim. Burada ¢, sabit birim vek-

tordiir. Bu fonksiyon i¢in

F(&,¢) = f((&m)) Fi((n,¢y)) dan (2.75)

[n|=1

yazilir ve (2.65) esitliginden yararlamlarak

oldugu goriiliir. Daha sonra & = (1,0,0,...,0) ve ¢, = (7,1 — 72,0, ...,0) olarak segilir ve

(2.74), l. dereceden 7 ya bagh bir polinom olmak iizere

F(&,¢) = chi(7)

bigiminde tanimlanir. Burada ¢, sabit sayidir. 7 = 1 igin

f((&mn)P((n§)da, =c= an_l/lf (t) P (t) (1 _ tz)(n—3)/2 &t

In|=1
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esitligine ulagilir, burada 7,  nin birinci bilesenidir. Boylece
' (n—3),/2
) A6 da = iR (&) [ FORO0-8) a
nl=1 -1
elde edilir. Sonug olarak, (2.74) iin S; (n) = P, ((n, {},)) icin 6zel bir durum oldugu goriiliir.
Ayrica her kiiresel harmonik, (2.74) gibi 6zel durumlarin lineer kombinasyonu seklinde

ifade edilir. =
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BOLUM 3
RADON DONUSUMUNUN TERSI ICIN SERI YAKLASIMI

Bu boliimde, 6ncelikle Gegenbauer doniigiim ¢ifti tanimlanmig daha sonra Radon doniisii-
mii ve Gegenbauer doniigiim ¢ifti arasindaki iligki kullanilarak Radon doniigtimiiniin tersi
i¢in bazi seri yontemleri (Deans 1983) ¢aligmasindan yararlanilarak ifade edilmistir. Bi-
linmeyen bir fonksiyona bu fonksiyonun dairesel veya daha yiiksek boyutlardaki kiiresel

harmonikler kullanilarak yapilan seri acilimlar: yardimiyla yaklagimlar arastirilacaktir.

3.1 RADON DONUSUMUNUN GEGENBAUER DONUSUMU iLE iLis-
Kisi

x = (1,T9,...,2,) € R™ olmak iizere, n-degiskenli bir f(x) = f(x1,za,...,z,) fonksi-
yonunun Radon doniigiimii, bu fonksiyonun R" deki tiim hiper diizlemler tizerinde alinan

integralleri ile tanmimlanir.
Tanim 3.1.1 p € R ve & =(&,,&,,...,&,) € R™ birim vektor olmak tizere, R™ de

p=E&x=§x1 + 622+ T

hiper diizlemleri tizerinde bir f fonksiyonunun integralleri, yani f fonksiyonunun Radon

dondigiimii, 6 fonksiyonu kullanilarak

0.8 =R} = [ 16050~ &x)ax

seklinde tanymlamir, burada dx = dxidxs...dx, hacim elemanadar.
Bu boéliimde, radyal ve agisal kismin ¢arpimi olarak

f(x) = g1 (r) Sim (w) (3.1)

seklinde yazilabilen f (x) fonksiyonunun Radon déniigiimiiniin bulunmasi problemi ele

alinacaktir. Burada x € R", r = |x| > 0, w= o Ve Sim (w), R™ de tanumli . dereceden
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reel kiiresel harmonikleri (yiizey harmonikleri) ifade etmektedir (Erdélyi et al. 1953b,

Hochstadt 1971). Kiiresel harmonikler, S, (w), ve 6zellikleri Boliim 2’de verilmigtir.
Sim (w), elemanlart N' = N (n, 1) olan ortonormal bir kiimeden gelmektedir. Elemanlari,
{Su, Sy, Sivh

olan bir kiime, ortonormallik kosulunu sagladigindan

/ |7151m (W) Sy (W) dw = 61 Sy (3.2)

seklinde yazilir, burada 9;; Kronecker deltay1, dw hiperkiiresel koordinatlardaki birim kiire

tizerindeki yiizey elemanini ve / ise bu ytlizey tizerindeki integrali gosterir. Daha acik

|w|=1
ifade etmek gerekirse, r, 01,05, ...,60, 2, ¢ hiper kiiresel polar koordinatlar,
r1 = rcosby,
Ty = rsinf; cos b,
r3 = rsinf;sinfycosbs,
Tp_o = rsinfisinfy...sinf,_3cos6,,_o,
Tp_1 = rsinfysinfy...sinf,_5cos o,
T, = rsinf;sinf,...sinf, ,sin ¢

seklinde tammlansin. S (w) yerine S (61,60, ...,0,_2,¢) yazilirsa, r > 0, 0 < 0; < ,
7 =12....n—2ve 0 < ¢ < 27 olmak iizere birim kiire tizerinde n boyutlu yiizey

elemani,

dw = (sin 91)"_2 (sin (92)”_3 ... (sinf,_5)dby ...db, odo

seklinde ifade edilir. Ayrica Sj,, (w) simetri kogulunu sagladigindan

Sim (—w) = (=1)" S (w) (3.3)
seklinde yazilir.

N =N (n,l) tam sayisi, hem n uzay boyutuna hem de kiiresel harmoniklerin derecesi

olan [ ye bagl olup bu sayi, her bir kiiresel harmonigin n — 1 tane 64,6, ...,0,_2, ¢ acisal
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koordinatlarina baglh oldugu [. dereceden lineer bagimsiz kiiresel harmoniklerin sayisini

ifade eder. Bu NV degeri,

N—N(n,l))—2l+n_2<l+n_3)

[ -1

seklinde tanimlanir (Hochstadt 1971). Burada kullanilan binom katsayist,

(o) =5

formiilii ile hesaplanir.

(3.1) esitliginin her iki tarafina Radon doéniistimii uygulandiginda,

f(paf) = 3%{Qz(7“)51771(‘—0)}
= / 01 (1) Sim (@) 8 (p — €) dx

elde edilir. Genelligi kaybetmeden, & bir birim vektor olarak kabul edilir ve p > 0 dir.

J(p.ag) = ol ] (5.€)

esitliginde a = —1 olarak alinirsa

f(p, =€) =F(-p¢

(3.5)

elde edilir. p < 0 durumunda ise Radon doniigiimiiniin simetri kogulundan yararlanilarak

elde edilen (3.5) kullanihir ve (3.4) esitligindeki integral, kiiresel koordinatlarda yazlirsa

f(p, €)= /Ooorn_lgl (T)/| ‘:lslm (w)d (p— réw)dwdr

elde edilir, burada x = rw dir. (3.6) daki ¢, Dirac delta, fonksiyonu,
L. /p

d(p—ré&w)=-4 (— - Ew)
ro\r

o <€% — 7’)
|§-wl
seklinde yazilabilir ve bu egitliklerden (3.7), (3.6) da yerine konulursa

o(p—réw) =

foe - | Lt ) /lwlzlslm@)a(f;_g.w) deodr

_ /O g, () /w|:1s,m (w) o (1;’ - gw) dwdr
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elde edilir. 0 < r < |p| i¢in bu integral,

/Opla (B-gw)dr=0

olur, burada |§-w| < 1 ve 2—{-w > 0 dir. Sonug olarak r > |p| olmak iizere, yani p/r, -1

ile 1 arasinda deger aldigindan

3 . > n—2 p

Fo.= [ 200) [ S w)d (2 gw) dodr (3.10)
Ip| |w|=1 r

olur.

Birim kiire tizerinde integral almak icin ilk olarak, yiizey integrali

S (€)1 (pr) = /

\w|:151m (w) o <§ - €-w> dw (3.11)

seklinde yazilir, burada I; (p/r) bilinmediginden S, (§) ancak simetri kogulundan yarar-

lanilarak elde edilir. (3.11) esitliginin her iki tarafi S;,, (§) ile carpildiktan sonra esitligin
N

her iki tarafinin Z toplam1 alimir ve son olarak, bu egitlikte toplam teoremi (Erdelyi

m=1
1953b, Hochstadt 1971) kullanihirsa

N
CF (€w) = 07 (1) Y St (€) St () (3.12)

elde edilir. Burada C7 (t), Gegenbauer polinomudur, v = (n — 2) /2 ve a,, n boyutlu bir
kiirenin yiizey alammni ifade eder. Boylelikle (3.11) den

r

N N
> S €5 (©)1(7) = [ 80 (€) S ()9 (£~ g) e (313)

elde edilir. Bu esitligin sol tarafi (3.12) esitliginde w = £ yazilarak hesaplanabilir ve sag
tarafl (3.12) kullanilarak

g” (7) = ané\f/’(l) T Ew)d (5~ &) e
veya

I (§> - %/wl:lc;’ (&-w)o (2;9 - g-w) dw

elde edilir. Sag taraftaki integralin hesaplanabilmesi i¢in
(v p
F(gw) = Cf (§w)d (2 - gw)
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/ F(§w) dw = apy / R (1 -2 F (t)at (3.14)
jw]=1 -

1
ozdesgligi kullanilir (Courant and Hilbert 1962, John 1955), burada &-w = ¢ dir. Boylece

n(B) =g, aou-0" s (¢

olur. Sonug olarak, p/r, —1 ile 1 arasinda deger aldigindan

n(2) =St (B) (1 P (3.15)
") o)t 2 '
elde edilir, burada v = (n — 2) /2 dir. Daha sonra (3.15), (3.11) de yerine yazilirsa (3.10)

esitliginden

a1 m() : o\ v—1/2
[, e (7 - gw) o= 0 (7) (1)

7.0 = 228l g gy (2) (1-2) (310

1o r r?

elde edilir. Boylece (3.4) te tanimlanan f (z) fonksiyonunun Radon déniigiimii,

F (0. &) =R{g (1) Sim (W)} = G (p) Sim (€) (3.17)

olarak yazilir ve bu esitlikteki g; (p), Gegenbauer doniisiimiinden yararlanilarak

9 (p) = g; a) / iy (r)C} <§> (1 —~ p—Q)v_m dr (3.18)

2
Ip| r

ile verilir.
(3.3) teki simetri kosulu, f (—p, &) = f (p, &) zelligi ile birlikte g (—p) fonksiyonunun

a(=p) = (=1)" o (p) (3.19)

seklinde tanimlanabilmesini saglayan bagka bir simetri sonucunu ortaya ¢ikarir. Bu sonug,
g1 (—p) degerlerinin hesaplanmasinda kullanilir. §; (p) negatif degiskenler i¢in tanimlan-
masina ragmen sadece r > 0 durumu dikkate alindigindan dolay1 g; (r) heniiz tanimlan-

mamigtir. Bazi1 durumlarda, g, (r) yerine wu (r) g; (1) yazmak;

gi(r) — u(r)g(r) (3.20)
daha kullanigh ve tutarh olacaktir. Burada u,

0, r<0
u(r) = (3.21)
1, >0

seklinde tanimli birim adim fonksiyonudur.
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Uyar1 1 a, icin agk bir ifade elde etmenin kolay bir yolu, x € R", t € R! i¢in su

adimlar: izlemektir:

/ex'xdx = / 7‘”167”2/ dwdr
0 |w|=1
(/ e_t2dt) = an/ e dr
—00 0

W = ()

Bovylece

an = 2;‘@” (3.22)

2

olur. Burada gama fonksiyonu,

F(z):/ e 't dt
0

geklinde tanimlanur. (3.22) egitliginden yararlamilarak n = 1,2,...,6 i¢in a, degerleri,

ay =2, ay = 27, az = 4w, ay = 272, a5 = 872/3, ag = 7 olur (Schwartz 1966).
Uyar1 2 (3.18) egitligindeki katsayr (3.20),

" n— l+n—-3
crm=cr = (77

ve gama fonksiyonu i¢in var olan baz 6zdeslikler kullanilarak

(p_1 (4m)" I'T (v)

_ 3.23
cr(1)  (I+2v-1) (3:23)
seklinde hesaplanabilir (Hochsdath 1971).
Hecke-Funk teoremi uygulandiginda,
n— Sm 1 v—
/ F (£-w) Sim (W) dw = al—l@/ Fyoy ) (1—2)""a (3.24)
|w|=1 C1l (1) -1

elde edilir (Erdélyi et al. 1953b, Hochsdath 1971).

Diger yontem ise (3.16) temel sonucu (3.24) kullanmlarak ve farkli bir integral siralamasi
ile de elde edilir. (3.6) daki delta fonksiyonu garpanlara ayrilip énce r degiskenine gore

integral alinirsa

G

fp.€ = /w1Szm(w)/ooo7""1U(7")gz(7“)5(£;—w>drdw (3.25)

L&) (@) () e

38




elde edilir. Bu noktada, (3.24) esitliginden yararlanmak uygun olacaktir. Ancak dikkate
alinmasi gereken p > 0 veya p < 0 olma durumlaridir. Eger (3.26) da p > 0 olursa, (3.24)

esitliginden yararlanilarak
+1

F(.€) = KiSum(€) /_ 1 (%)Hu BYa (B)erm (- tZ)U_1/2%
= K;/Sim (g)/o (E)”_lgl (%9) or (0 (1 B 752)1;—1/2%

t
elde edilir, burada kolaylik olmasi amaciyla ] = gﬁ—(*ll) gosterimi kullanilmigtir. Daha
l

sonra t = p/r degisken degigimi yapilirsa,

r 72

1.0 =5 [amc (D) (1-5) @ 5.27)

sonucuna ulagilir. Eger (3.26) da p < 0 olursa, p = — |p| yazilir ve (3.24),

Feo = msn© [ (FE)u (F2) 0 (S gy ey
= K| Sim (§) /(1 (#)nlgz (#) Cy(t)(1— tz)”*”%

olur. Bu durumda ¢ yerine —t yazilarak degisken degisimi yapilirsa,

F0.6) = visu () | 1 (iz;;l)”‘lgl ( b ) G ooy (1 -y

elde edilir. Daha sonra p < 0 icin t = % yazilir ve CY (—t) = (=1)' C¥ (t) bagmtisi
kullanilirsa,

oo 2\ v—1/2
P8 =0 wsee [ () (1-5)

p

sonucuna ulagilir. (3.27) deki integral alt sinir1 |p| ile degistirildiginde, bu esitlik hem
negatif hem de pozitif p igin kullanilabilir ve beklendigi gibi (3.16) daki esitlik yeniden
elde edilmigtir.

3.1.1 Gegenbauer Doniisiim Cifti

f (x) fonksiyonu,
F&) =" Apgi (r) Sim (w) (3.28)

seklinde yazilsin, burada Ay, katsayilari, sabit sayilardir. ), toplamu, Efnle Y oo toplamin
gostermektedir. Uygulamalarda bu toplam sonludur ve f (x) fonksiyonuna yapilan bir

yaklagimi ifade eder.
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Bu durumda f (x) fonksiyonunun Radon déniigiimii,

ZAlmgl ) Sim (£) (3.29)

biciminde yazilir. Bu esitlikte f (p, &) nin bilindigi kabul edilir. A, katsayilari, acisal

integrasyon yapilarak ve Sy, (€) nin ortogonalliginden yararlamlarak

F0.8) S (©d€ = [ 3 it (0) S €) S (€) 6

1€l=1 1€1=1"
= ZAlmgl 511' mm/
= Azfm/ng (p)

seklinde belirlenebilir.

(3.28) deki g; (r) radyal fonksiyonlar ve (3.30) daki g, (p) fonksiyonlari, Gegenbauer dniigiim
¢iftidir. Daha acgik olarak bu doéniigiim ¢ifti

g1 (p) = <4W)UFF(EZ :23“@) /p 007“2”91 (r)C¢ (g) <1 — f—z)v_l/z dr (3.31)
)= S (Sl: 213)3@) [ we () <p_ - 1>H/2 o (3:32)

seklinde yazilir, burada r > 0, p > 0 ve ¢ V(%H) =(d/ dp)2v+l 1 (p) dir.

0 < s < ticin (3.32) nin (3.31) esitligini sagladig,

[=a@a@-5] [ e o
S o G s o3

formiilii kullanilarak dogrudan gosterilebilir (Deans 1978, Montaldi 1979).

Ik once (3.30) dan Ay, (p) belirlenir ve (3.34) kullanilarak Ay,,g; () elde edilir. Daha
sonra (3.28) den f(x) i¢in bir yaklagim elde edilir. Ancak bu prosediiriin sayisal uygula-

malarmnda £ oranmm bazi degerleri i¢in ortaya ¢ikabilen biiyiik zorluklar: vardir.
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3.2 DAIRESEL HARMONIK SERIi ACILIMI

Iki boyutlu uzayda, I. dereceden lineer bagimsiz kiiresel harmoniklerin sayisi, Teorem
2.5.3 ten yararlamlarak A (2,1) = 2 olarak bulunur. n = 2 igin kiiresel harmonikler, agisal
koordinata sahiptir ve bu agisal koordinat w = (cos#, sin ) bigiminde tamimlandiginda,

ozel olarak m =1 ve m = 2 i¢in S}, dairesel fonksiyonlar:
S; = \/LE coslf , Sp= \/L; sin 16 (3.35)

biciminde yazilir. Iki boyutlu uzayda S;,, dairesel fonksiyonlarinin,

VT (S +iSp) = ve /7 (Sy —iSp) =" (3.36)

gibi bilinen baz1 kombinasyonlarindan faydalanmak daha uygun olacaktir. Ayrica hem
f (r,0) fonksiyonu hem de f (p, ¢) doéniisiimii 27 periyodu ile periyodiktir. Sonug olarak,
f (r,0) fonksiyonu

Fr0)=>" g(r)e"” (3.37)

l=—00

formunda yazilir. Dikkat edilirse €?? terimini vermek icin S, nin uygun lineer kombinas-
yonuyla (3.28) esitliginin aym formda oldugu goriiliir. (3.28) deki Ay, katsayilari, (3.37)
deki g; (r) icinde yer almaktadir. f (r,0) fonksiyonun Radon dontigiimii,

o0

fp.o)=> ap)e* (3.38)

l=—00

olarak yazilir. §; (p) fonksiyonunu hesaplamak icin

2 oo 2
Fnoye s = 3 a) [ ey
0 l=—o00 0
= Z 91 (p) 2w = 27 gy (p) (3.39)
l=—00

olarak yazilir ve
, =1
0, I#£1

oldugu i¢in

6[[’ =

2y (p) . 1=1

27
/ f(p,d) e dp =
0 0 , AT
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elde edilir. Buna gore [ = [’ oldugundan

1 2

~ 21

9 (p) f(p, ) e "dg (3.40)

seklinde yazilir. g, (p) ve g, (r) arasindaki iligkiyi veren denklemi bulmak igin (3.32) de

n = 2 yazilr. g; (r) nin hesaplanabilmesi i¢in yontem basittir. Once (3.32), ¥ ile carpihr

ve v — 0 icin limiti alinir. Daha sonra

lim G} (=) = 2T, (2)

v—0 l

oldugundan yararlanilarak

air)=— 70 i (D) (5-1) (3.41)

T

elde edilir. Sonug, bir Tchebycheff doniigtimiidiir, burada g, (p) = %gl (p) ve r > 0 dir.

g1 (r) ve g; (p) arasindaki iligkiyi veren denklemin tersi, ayni yontem (3.31) esitligine uygu-

lanarak
i (p) =2 79, ()T (g) <1 . %) 7 (3.42)

elde edilir, burada p > 0 dir. (3.41) de r = 0 olduguna dikkat edilmelidir. Bu durumda,
1 (0,0) i¢in sadece (3.37) esitliginin [ = 0 olma durumu gelmektedir. {1k énce r = 0, (3.38)
esitliginde

f(r0) _1//oop—7{t[():o§7¢ 6)dpd¢

yerine yazilir. [ = 2,46, ... i¢cin ¢ degiskenine gore integrasyon ve [ = 1,3,5,... i¢in p

degiskenine gore integrasyon yapildiktan sonra (3.19) daki simetri kogulu kullanilirsa,

[ = 0 durumu gosterilmis olur.

3.2.1 Abel Doniisiim Cifti

Abel doniigiim ¢iftini elde etmek igin (3.41) ve (3.42) de [ = 0 yazilirsa

go(r) = - OOQ(I) (p) To (22) (]9—2 - 1) o dp

r T r2
- = e - dp
™r 0
-1 [ 2 2\-12
= — [ 4P (p*—r*) " “dp (3.43)
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ve

o

do(p) = 2 / g0 (r) Ty (g) (1 _ 1;_2)1/2 dr
= 2 7 rgo (r) (r* —p?) " dr (3.44)

elde edilir, burada T (g) = 1 dir. Ayrica [ = 0, dairesel simetrik olma durumudur. (3.43)
e (3.44) esitliklerinde r = 0 i¢in f(0,0) degeri, sifirdan farkhdir. Ornegin; go (p) =
Ve ise go (0) =1 ve £(0,0) = 1 olur (Bracewell 1978).

3.2.2 Radon Formiilii

g1 (r) ile g (p) arasmdaki iligkiyi gostermenin bir bagka yolu, Radon déniigiimiiniin tersini

alma formiiliinii dogrudan uygulamaktir. Once f (r, #) fonksiyonu,

=52 / / AR dpdg, 0 <7 <1 (3.45)

bi¢iminde yazilir. Burada, yarigapi 1 olan diskin diginda f = 0 oldugu varsayilir. Ayrica
birim disk olmasi sart degildir. Ciinkii istenilen sekilde bolge biiyiitiilebilmekte veya
kiiciiltiilebilmektedir. Birim diski kullanmak ve f € D oldugunu varsaymak iglemleri

daha kolaylastiracaktir.

(3.45) te f (p, ¢) yerine g (p) €™ yazilirsa
27r2/ / / : agl " [t — rcos (¢ — 0)] dtdpdg (3.46)

elde edilir, burada |t,/r| < 1 dir. Ayrica §; (—p) = (—1)" § (p) oldugu unutulmamaldur.

J= / 95t — 1 cos (6 — 0)] do (3.47)
0

olsun. cos (¢ — 0) = x degisken degisimi yapilirsa

s /COSO exp [il0 + il cos™! (x)] 0 (t — rz)
—cosf (1 - 332)1/2

dx (3.48)

olur. 0 < r <1 ve [t/r] <1 olmak iizere § (t — rz) yerine (1,/7)d (t/r — z) yazilirsa

st exp [il + il cos™t (x)] L5 (t /1 — x)
J = / ar dx
—cos (1 - .TQ)
B 1/"030 exp [il0 + il cos™! (2)] 6 (t /1 — a:)d
a T J—cos6 (1 —ZC2>1/2
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elde edilir. ¢ fonsiyonu iizerinde integral alindiginda

I Lexp [il0 + il cos™t (t,/7)]
T (1= 2)

olur ve buradaki iistel ifade

o oo (£)] s s (4)])

seklinde yazilir. Bu esitligi, (3.49) esitliginde yerine koyulursa

I 1e" {cos [lcos™ (£)] +isin [lcos™ (£)]}
= (1—12,72)72

J = eile {% —+ ;Ul—l (;) } (350)

elde edilir, burada T; (£) = cos [lcos™ ()] ve Uy (%) = % dir. ¢ degiskenine

gore integral alimir ve (3.46) esitliginde degiskenler farkli sirayla yazildiginda

re0 == g [ L (3:51)

elde edilir. (3.51) de t = rz, —1 < 2 < 1 degisken degisimi yapildiktan sonra .J, (3.50)

(3.49)

esitliginde yerine yazﬂlrsa

o 1 eil@ 1 (z i
g (r)e — 12 g; (p)/_ y {T (1T (z) 7+ ;Ul_1 (x)} daxdp (3.52)

27 1— (-t — z2)

eilo 1 . 1 ' (z .
- m/_lgl (p) /_1 ($ i 2) { (1 j: :(L‘2;1/2 + U1 (:U)} dxdp

olarak bulunur. g; (r) reel oldugu i¢in, U;_; (x) in sifir oldugunu gostermek kolaydir.

K = / /U;i<_)>d zdp (3.53)

olsun. (3.53) te x yerine —x ve p yerine —p yazilirsa

K= [ | Z%dms (3.54)

1 _x_ﬂ

-/ o) [ 1%@@

= /_11 - [(—len (p)]//_ll(_l_)l; lil_;)(x)da:dp

- -/ 1192 w [ 11 ((];‘if)) drdp

T
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elde edilir, burada U_; (—z) = (=1)""' U1 (z) ve [§ (—=p)] = — [(—1)l i (p)}, dir. Sonra

esitligin her iki tarafi "’ ortak carpanina boliiniir ve U;_; (z) terimi yok edilirse

R | T, (v)
g (r)= ﬁ/lgz (p) /1 (m — g) 1 $2)1/2d:vdp (3.55)

elde edilir. Daha sonra x degiskenine gore integral alinan kisim

I, (13) = /11 (x — ]—)>1 (1- x2)_1/2 T, (z) dx (3.56)

T T

bigiminde tanimlanirsa

a(r) = — / g () 4 (o) dp (3.57)

2m2r ], \r

elde edilir. Ayrica (3.57) esitligini basitlegtirmek miimkiindiir. Ancak I; (p,/r) degeri,
lp/r| < 1 veya |p,/r| > 1 olmasina bagh olarak

at) == {[ 1@ g0 + [ @50

+/01TIZ (%) 9, () dp /fll (B4 @) dp}

bi¢giminde yazilir. Sag taraftaki ilk iki integralde x yerine —x, p yerine —p yazilarak
degigken degisimi yapilirsa

00) =5 { [1() s 0w+ [ 1 ()i wa) (3.59)

elde edilir. 0 < r < 1 ve f(r,0) = f(—r,0+n) esitliginden g, (—r) = (1) g, (r)
oldugu anlagilir. (3.58) esitliginin ilk integralinde p,/r < 1 ve ikinci integralinde p,/r > 1
oldugundan I; (p,/r), (Luke 1969, s. 299) ve (3.56) daki esitliklerden yararlanilarak

1
_ _ re—le m(z4+vV22—1 !
[ e-0 A= ) = g = - eso (3.59)

I, (13> _ /(x_ N1 -V (@) da (3.60)




bulunur. (3.59) ve (3.60) dikkate almarak [; (£), (3.58) de yazilrsa

1 Tv/ p
g (r) = ) (p) Ui (;) dp
—l
1 [P 2 p? :
= Y v Y 1) 4 (nd 3.61
-y} (7,2 ) SRRVl g, (p)dp (3.61)

elde edilir (Deans 1977, Minerbo and Sanderson 1977, Perry 1975).

Tchebycheff polinomlarinin (2.19) daki son bagintis1 kullanilarak, (3.61) yeniden yazilirsa

g (r) = L ; 3 (p) Uiy (g) dp — 1 a3 (p) 7 (%)

r ), (p2 1>1/2
B —

elde edilir. Geriye sag taraftaki integralin

dp (3.62)

K = /0 50U (2) b (3.63)

sifir oldugunu gostermek kalir. Temel fikir, g; deki tiirevi, U;_; ile degigtirmek ve g, (p) ye
(3.42) eklendikten sonra kismi tiirev almaktir. Son olarak bazi cebirsel iglemler yapildiktan
sonra T} (z) in [—1, 1] araliginda [ den kiigiik herhangi bir polinoma ortogonal olmasi, K
nin sifir oldugunu gostermek icin yeterlidir. Boylece iist limit 1 igin (3.41), (3.61) e esit
olur.

Cormack’tan sonra g; () nin alternatif bir formu elde edilmigtir. Bunu gostermek igin

g (p) = 2/ ron () T3 () dr (3.64)

(r? = p*)'?

esitliginin her iki tarafi (t,/p) (p* — t2)71/ T (%) ile carpilir. Daha sonra alt sinir p = ¢

ve {ist sinir p = 1 olacak sekilde her iki tarafin integrali alinarak

ta )T (f) tmz T, (2) T (3) dp
/t p(p*— / P / 1/2( 2y (3.65)

elde edilir. Sag taraftaki ¢ift kath integralde integrasyon sirasi degistirilerek

Ytgi (p) T, (2) dp ! T T (B) T (2) dp
/t 2)172 —Q/t a1 (T)d?“/t o (3.66)

p(p?— r2 — p2)'/% (r2 —12)"/?

sonucuna ulagilir. Esitligin sag tarafindaki p integrali, Gegenbauer polinomlarimi (Deans
1978) ve Jacobi polinomlarini (Koornwinder 1982) igeren daha genel sonuglarin 6zel bir
durumudur. Bu integrali hesaplayabilmek igin énce (3.34), v = 0 durumuna indirgenir.

Daha sonra x yerine 1z yazilarak degisken degisimi yapilir. Son olarak da istenilen
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formu elde etmek ic¢in s ve ¢ sabitleri yeniden tamimlandiginda sag taraftaki p integrali

T /2 sonucunu verir.

g () dr = /tltgl( DT (3.67)

p(p?—t2)"?

Son adim ise ¢ ye gore tiirev almaktir. Esitligin sol tarafi, g, (1) = 0 oldugundan —mg; (t)

olur ve g; (t) i¢in ¢oziim yapildiktan sonra

at)=—5 | oty ()) (3.68)

mdt) p(p*—t

elde edilir. Burada ¢ bagimsiz degiskeni yerine r yazildiginda

—1d [*rap) T (2)dp
qa(r) = ——
m dr ), 24

(3.69)

—_1i/1§ll(p)Tz(
.

m dr ),

elde edilir ve bu esitlik

oL [fa )T () dp
gl() 7TT/T (1)_2_1>1/2

r2

ile karsilagtirilabilir.

3.3 KURESEL HARMONIK SERi ACILIMI

Ug boyutlu bir uzayda, S, reel ortonormal fonksiyonlar: ile daha yaygin olarak kullanilan
Y., kiiresel harmonikleri arasinda bir iligski kurulabilmektedir. Bu iligkiyi agiklamadan
once, Y, nin tanimlanabilmesi i¢in baz1 temel bagintilarin verilmesi gerekmektedir. Bu
tanim ve verilen agamalar standart kullanimla aymdir (Arfken 1970, Condon and Shortley

1970, Jackson 1975).

3.3.1 Legendre Doniisiim Cifti

f(x)=f(r,0,¢) fonksiyonu

l )

m=—1 =0
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seklinde tanimlansin. Bu fonksiyonun Radon doéniigiimii,

l 00
FP.&) =" Aumi(p)Yim (0. ¢). (3.71)
m=—1 1=0

olarak yazilir. Burada kullanilan w ve & birim vektorlerdir.(3.30) da Ay, katsayilar ve

g1 (p) fonksiyonu,

27 T
At (p) = /0 /0 F(9.€) Yin (0. sin 00/ (3.72)

seklinde agisal integral alinarak bulunur. Genel olarak, S;,, yerine Y, kullanildig: icin
Apm katsayilari, karmagik say1 olarak elde edilir. (3.31) ve (3.32) de (n = 3, v = 3) olarak

alindiginda elde edilen g, (p) ve g; (r), Legendre doniigiim ¢iftini olugturur.

a(p) = )t UT (%)/oorgz (r) C}/* (g) (1 4 p_2>0d’r’

r'(+1) 72
= 27r/oo7“gl (r) B (§> dr, (3.73)

burada C’ll/2 (2) =P (2) veI' (3) = /7 dir.

b = CUTLOT0 gy (2) (-2) o

- o [ G wr(®)w (3.74)

2rr J,

burada g, (p) = (d/dp)* g (p) dir.

3.3.2 Tchebycheff Doniisiim Cifti

Dort boyutlu problemler, iki atomlu molekiillerin incelenmesiyle baglantili olarak ortaya
gikmugtir. Sy, (w) ile dort boyutlu kiiresel harmonikler iligkilendirilmigtir (Judd 1975). Seri
acilimlari, dairesel ve kiiresel harmoniklerin seri agilimlar: ile ayni olup en biiyiik fark,
radyal fonksiyonlarin ikinci gesit Tchebycheff doniisiim c¢ifti olmasidir. n = 4 oldugunda

v = 1 dir ve Gegenbauer polinomlari,
CHt)="U(t).

seklinde ikinci gegit Tchebycheff polinomlar: cinsinden yazilir. Bu esitlik, g; (r) ve g, (p)

Gegenbauer doniisiim ¢iftinde yerine yazildiginda

W) = (4m)T (1 + 1)F(1)/p°°r2gl (r) O (§> (1 - p_Q) 1/2 .

T(l+2)

_ (zéfn /p REOY () (1 = %)W dr, (3.75)




alr) = (_12);21;(51112))1;=<1)/er2/' (p)C} (Z;) <f—z - 1) " dp

-1  m p\ [ p? 172
= — -l [{=-1 d )
22 (I + 1)7“/T g () Ul (7") (7“2 ) p (3.76)

ikinci cegit Tchebycheff doniigiim cifti elde edilir.

3.4 RADON DONUSUMUNUN TERSI ICIN SERiI YAKLASIM ORNEK-
LERI

Ornek 3.4.1 f(z,y) = e =Y olmak iizere
Rf = f(p.o) = Ve

olur (Deans 1983). Bu durumda (3.40) ve (3.41) esitlikleri dikkate alinarak

2m
e
0

2m
1 .
= / Ve P e dg
0

27

Te?’ i
_ _\/_2 ] / e 9dg
0

ve

CL 2r =0
/ e "Pdg =

0

oldugundan

Jre | =0
0 , lez\ {0}

a1 (p) =
elde edilir. Buna gére g, (p) = —2y/mpe " ve Ty (g) = 1 oldugundan yararlamilarak

0 =L [Cawn(2) (5-1) o

r 72

N|=
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veya

oy d e e 120
q\r)=
0 L lez)\ {0}

elde edilir. Bu durumda v = rcos@, y = rsin€ olmak tizere

[e.e]

fr0) =Y a(r)e" =g

l=—0

)= / g
r)=— ————dp
LR /p2 — 12
elde edilir. Burada r = 0 durumu igin f(0,0) = go(0) = \%rfooo e Pdp = \%\/TE =1
oldugu direkt olarak hesaplanabilir. r > 0 durumu i¢in yukaridaki seri agilimanda yer

alan integral p = r noktasinda singiileriteye sahip olup bu integral uygun sayrsal yontem-

lerle yaklasik olarak hesaplanabilir.

r € [0,2] ve 6 € [0,27] olmak iizere, p € [r + £,10], € > 0, i¢in yamuk kuraly kullanalarak
yaklasimlar yapimastir. Bu yaklasimlarda A, Ay ve A, ilgili araliklarin parcalanislarinda
kullandan advm biyikliklerini gostermek tizere, A, = 0.01 ve Ay = 1, A, = 0.001 sabit
tutularak € = 0.01 ve ¢ = 0.0001 degerleri i¢in elde edilen yaklasim sonuclary ekil 3.1°de

verilmastir.

Kesin f Seri Yaklasimi £=0.01 Seri Yaklagimi e=0.0001

Sekil 3.1 Ornek 3.4.1 icin seri yaklagimi

Ornek 3.4.2 f (x,y) = ze Y olmak tizere

Rf = f(p,6) = V7pe ™ cos ¢

20



olur (Deans 1983). Bu durumda (3.40) ve (3.41) esitlikleri dikkate alinarak
2

/ fil¢d¢

0

/ pe 7 cos e~ dg

0

2
—p? '
= Ve /cos¢ed¢’d¢
0

;)
=
=
I
[\D|H

M||—t

ve

3
Il
—_

2w
/ cos e dp =
0

oldugundan
\/TEpe_pQ ) [=-1
g (p) = ‘/77?]96_”2 , I=1
0 , lezZ\{-1,1}

elde edilir. Buna gére §_, (p) = §, (p) = ‘/7;(1 —2p%) e ve T4 (&) =Ty () =2

oldugundan yararlaniarak r > 0 i¢in

7r /., r/ \r?

olup
1

AT T () (B-1) T 1=

9=y “L[ZaenE) (5-1) A =1
0 , leZ\{-1,1}
veya
L (2 —p)e? —2—dp , le{-1,1}

a1 ¥ Vi

0 , leZ\{-1,1}

elde edilir. Bu durumda g1 (r) = g (r) oldugundan, x = rcosf, y = rsinf olmak tzere

r >0 i¢cin
o

f(r,0) = Z g (r) e’

l=—0
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oldugundan
fr,0)=g1(r) e + g (r)e”

veya

o0

671’0 + 82'0 ) 1
f(r.0)= /(2p3 —p)eV ———dp

2,/ VP2 —r?

T

yazilabilir. Béylece

hesaplanar. r = 0 durumunda (3.43) ile (3.44) de verilen Abel dondisim ¢ifti ve go (p) =0
oldugu goz ontine alinarak f (0,0) = go (0) =0 olur.

r € [0,2] ve 6 € |0,27] olmak tizere, p € [r + ¢,10], € > 0, i¢in yamuk kuraly kullanalarak
yaklagimlar yapumagtir. A, = 0.01 ve Ay = 1, A, = 0.001 sabit tutularak ¢ = 0.01 ve
e = 0.0001 degerleri i¢in elde edilen yaklasim sonuglary Sekil 3.2°de verilmistir.

Kesin f Seri Yaklasimi £=0.01 Seri Yaklagimi £=0.0001

Sekil 3.2 Ornek 3.4.2 icin seri yaklagim

Ornek 3.4.3 f(z,y) = e V"% olmak tizere

Rf = f(p,¢) = me ™
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olur (Deans 1983). Bu durumda (3.72) dikkate alinarak

21 T
At (9) = / / F (0. €) Yim (0, &) sin 0'd0'df

T 2
s / sin ¢’ / Vi (0, 8') dd'dtf
0 0
T 27
= me / sin 6’ / Vi (0, ¢") dd'do’
0 0

elde edilir. m = 0 i¢in

Apag (p) = / sm@'/ Yio (0, ¢") dg'do’
0

[ /

ore V" Plo cos0') sin 0'd6’

0
™

e PP (cos @) sin 0'do’
0

[\]
_|_

1

PP (cos §) sin §'d¢’ e/

[\]
=~
+
;_\

Plo cos §') sin 027 dl’

21—1—1

ET

olur. m # 0 durumunda

Almgl (p) =0
olur.
e 2”1 m2e™P / PP (cos @) sin@'dd’ , m=0
Almgl 0
0 , m#0

esitliginden yararlanilarak Agogo (p) = WT3e P elde edilir. Ikinci tirevi hesaplandiginda
(Aodo (p)) = —4v/mépe ™

(Aoogo ()" = 4Vrd(2p* —1)e?

sonucuna ulasilar.

w1= 2 [0 7 (2) b

egithgt yardimayla | = 0 ve m = 0 i¢in

A (r) = % a0 R () ar
— % 4\/_( —1) e P dp
= 2\/_/ e = dp
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olur. Benzer sekilde

20/me™ , 1=0,m=0

Alml )=
o) 0, Lmez\{0}

olarak bulunur.

Bu durumda x = sin cos ¢, y = sinfsin ¢, z = cos olmak 1izere

l 0o
F,0,0) = Y Apgi (1) Yim (9, 0)
m=—1 1=0
= Aggo (7’) Yoo (97 ¢)
1
= Apogo (7") \/E

2 1
= 9 -t~
Ve N

e

= €

elde edilir.

Bazi 1 ve m degerleri icin Ap,g (p) degerlerinin hesaplanmasi asagidaki gibidir:

21 T
Awoio (p) = / / F (9. €) Yoo (¢', &) sin 0'd0/de)

1 27 pm )
= — e P Py (cos ') sin 0'd0’ dg’
Y% 47r/o /0

1 2T T )
= — me P 1sin0'do'dg’
V 47T/0 /0
1 ) T 2r
= we P sin ' / d¢'do’
A 0 0

1 v
= ﬁQT('erQ/(; sin0'dd’

= 27r\/E(fp2

sonucuna ulagilr.

21 T
Augs (p) = / / F(0.€) Yar (0, &) sin 0'de/dg)

2 T 2 3 O' 1/2 - 1!
— / / e P (1) [4—5] P! (cos®') e sin0'df'd¢’
0 0 7]— .

2r  pm ) 3 0! 1/2 »
= /0 /0 e P (—1) [Eg] (_ Sin@l) ez(b Sin@'d@'d¢'

2 pm
= m*pﬁ/i / / sin® 0" do' de’
8t Jo Jo
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Burada / e de’ = 0 oldugundan Ay1g1 (p) = 0 elde edilir.
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elde edilir.

Radon doniigtimiiniin tersinin bulunmasi problemi goriintiilleme ile ilgili 6nemli bir ters
problemdir. Bu problemin ve genellegtirilmelerinin ¢dziimiine yonelik filtrelenmis geri pro-
jeksiyon ve cebirsel iteratif yontemler bilgisayarli tomografi gibi pratik uygulamalarda
kullanilmaktadir. Bu caligmada Radon doniigiimiiniin tersi ile ilgili temel bilgiler verilmis
olup daha sonra dairesel ve kiiresel harmonikler kullanilarak problemin ¢oziimiine yonelik
seri yaklagimlar: incelenmistir. Bu seri yaklagimlarinin uygulamalarina iligkin olarak bazi
ornekler verilmistir. Ele alinan ¢rnekler icin seri yaklagimlar: kullanilarak yeni sonuclar

elde edilmis ve kullanilan yontemlerin uygulanabilir oldugu goriilmiistiir.
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