T.C.
GUMUSHANE UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGIiTiM ENSTITUSU

MATEMATIK MUHENDISLiGi ANA BiLiM DALI

RASTGELE ELIiPTIK, PARABOLIK VE HIPERBOLIK KISMI
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN FOURIER DONUSUMU ILE ANALIZI

YUKSEK LiSANS

Hatice EZBER

HAZIRAN-2025
GUMUSHANE



GUMUSHANE UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGITIiM ENSTITUSU

MATEMATIK MUHENDISLIiGi ANA BiLiM DALI

RASTGELE ELIiPTIiK, PARABOLIK VE HIPERBOLIK KISMi
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN FOURIER DONUSUMU iLE ANALIZI

FOURIER TRANSFORM ANALYSIS OF RANDOM ELLIPTIC, PARABOLIC
AND HYPERBOLIC PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

YUKSEK LiSANS

Hatice EZBER

HAZIRAN-2025
GUMUSHANE



T.C.
GUMUSHANE UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGIiTiM ENSTITUSU

MATEMATIK MUHENDISLiGi ANA BiLiM DALI

RASTGELE ELIiPTIiK, PARABOLIK VE HIPERBOLIK KISMi
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN FOURIER DONUSUMU iLE ANALIZI

FOURIER TRANSFORM ANALYSIS OF RANDOM ELLIPTIC, PARABOLIC

AND HYPERBOLIC PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

YUKSEK LiSANS

Hatice EZBER

Damisman: Prof. Dr. Mehmet MERDAN

HAZIRAN-2025
GUMUSHANE






BILIMSEL ETiGE UYGUNLUK BEYANI

Yiiksek Lisans Tezi olarak hazirlamis oldugum “Rastgele Degisken Katsayil
Diferansiyel Denklemlerin Fourier Doniisiimii ve Serisi Yontemi ile Coziimii” isimli
bu tezimin, tamamen kendi ¢alismam oldugunu, her alintiya kaynak gosterdigimi, alinti
yaptigim tiim calismalar1 kaynakcada belirtigimi ve Giimiishane Universitesi’nin lisansl
kullanicisi oldugu intihal yazilim programui ile LisanstistEgitim Enstitiisii’niin belirledigi
kistaslara uygun olarak raporladigimi taahhiit ederim. Tezimin kagit ve elektronik
kopyalarmin  Giimiishane Universitesi Lisansiisti Egitim Enstitiisii  arsivinde
saklanmasina izin verdigimi onaylarim.

Lisansiistii Egitim ve Ogretim Y&netmeligi’nin ilgili maddeleri uyarinca gereginin

yapilmasini arz ederim.

13/06/2025

Hatice EZBER



TESEKKUR

Yaptigim calismamin her asamasinda , engin bilgi ve tecriibesiyle beni
destekleyen,yonlendiren ve degerli vaktini ayiran kiymetli danigman hocam Prof. Dr.

Mehmet MERDAN’a tesekkiirlerimi borg bilirim.

Hatice EZBER
GUMUSHANE - 2025



OZET

Fonksiyonun bilinmeyeni ile fonksiyonun tiirevleri arasindaki bagintiy1 ifade eden
denkleme diferansiyel denklem denir. Diferansiyel denklemler, fiziksel durumu ifade
ederler ve matematiksel model seklinde adlandirilirlar. Diferansiyel denklemleri
¢6zmenin temel amaci fizik problemlerini ifade eden matematiksel modeller hakkinda bir
seyler 6grenmeye ¢alismaktir. Bu diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in de birgok integral
dontistiimleri kullanilir. Bunlardan bir tanesi de Fourier dontistimiidiir. Fourier dontistimii
uygulamali matematik, fizik, 1s1 akimi, kismi tiirevli denklemlerin ¢6ziimii, frekans
spektrumun belirlenmesi gibi bir¢ok alanda kullanilan integral doniisimiidiir. Fourier
doniistimii, integrallerin hesabi, serilerin toplanmasi, kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin sinir deger problemlerinin ¢éztimleri gibi modern bilimin uygulamalarinda
sik¢a kullanilmaktadir.

Calismada kismi diferansiyel denklemlerin siniflandirilmasi ile ilgili bilgilendirme
yapilmustir. Fourier doniistimiiniin tanim1 ve 6zellikleri, literatiir taramasi, bazi olasilik
dagilimlar ile ilgili tanimlara yer verilmistir. Rastgele degisken ve sabit katsayili adi
diferansiyel denklemlerin Fourier donisiimii yardimiyla ¢oztimleri incelenmis,
katsayilar1 ve baslangi¢ kosullar rastgele hale getirilen bir ve iki boyutlu hiperbolik,
parabolik ve eliptik kismi diferansiyel denklemlerin degiskenlere ayirma metodu, Fourier
dontisimii ve serisi yardimiyla ¢éziimlenmesi, olasilik karakterlerinin (beklenen deger,
varyans, degisim katsayisi ve giiven araliklari) hesaplanmasi, Matlab programi
yardimiyla bulunan olasilik degerlerinin grafikleri ¢izilerek grafiksel davranislarinin

incelenmesi yapilmaistir.

Anahtar Kelimeler: Beklenen deger, Fourier doniisiimii, Giiven araligi, Olasilik

karakteristikler, VVaryans,

Vi



SUMMARY

The equation that expresses the relationship between the unknown of the function
and the derivatives of the function is called a differential equation.. Differential equations
refer to a physical condition and are called mathematical models. The main purpose of
solving differential equations is to try to learn something about mathematical models that
express physics problems. Many integral transformations are also used to solve these
differential equations. One of them is the Fourier transform. Fourier transform is an
integral transform used in many fields such as applied mathematics, physics, heat flow,
solution of partial differential equations, determination of frequency spectrum, etc. The
Fourier transform is frequently used in applications of modern science, such as the
calculation of integrals, the addition of series, and the solution of boundary value
problems of partial differential equations.

In the study, information was given about the classification of partial differential
equations. The definition and properties of the Fourier transform, literature review, and
definitions of some probability distributions are included. The solutions of ordinary
differential equations with random variables and constant coefficients were examined
with the help of Fourier transform, the one and two dimensional hyperbolic, parabolic
and elliptic partial differential equations with randomized coefficients and initial
conditions were solved with the help of separation of variables method, Fourier transform
and series, the probability characters (expected value, variance, coefficient of variation
and confidence intervals) were calculated, the graphical behaviors of the probability
values found with the help of Matlab program were examined by drawing graphs.

Keywords: Expected value, Fourier transform, Confidence interval Probability

characteristics, VVariance,
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1. GIRIS
1.1. Tezin Amaci ve Kapsam
Bilinmeyen fonksiyon ile onun tiirevleri arasindaki bagintiy1 ifade eden denkleme
diferansiyel denklem denir. Boylece akigkan hareketi, elektrik devresindeki akimi, kati
bir nesnedeki 1s1 transferi, sismik dalgalarin belirlenmesi, poplilasyon artimi veya
azalmas1 ve daha bircok benzeri problemleri anlamak ve onlar1 incelemek igin
diferansiyel denklemler hakkinda bilgi sahibi olmak gerekmektedir. Diferansiyel
denklemler, fiziksel modeli ifade ederler ve matematiksel model seklinde adlandirilirlar.
Diferansiyel denklemleri ¢6zmenin temel amaci fiziksel yontemi ifade eden matematiksel
model hakkinda bir seyler 6grenmeye caligmaktir. Bilinmeyen fonksiyon ¢ok degiskenli
ise kismi diferansiyel denklem denir. (Erdem, 2009) Kismi diferansiyel denklemler {ig tip
olarak siniflandirilir.
x ve y degiskenlerine bagl olarak
Ax? + Bxy + Cy*+Dx+Ey+ F =0

seklinde tanimlanan ikinci dereceden bir polinomun egrisi kuadrik bir egridir. Bu egri:
B2 — 4AC < 0 ise bir elipstir.
B%? — 4AC = 0 ise bir paraboldiir.
B2 — 4AC > 0 ise bir hiperboldiir (Koca, 2001).

Tezin amaci1 kismi diferansiyel denklemleri siniflandirarak, Fourier Dontisiimii
hakkinda bilgi vermek ve Fourier doniisimii yardimiyla siniflandirilan KDD’in
¢oziimlerini elde etmektir. Parametreler ve baslangic kosullar1 farkli olasilik
dagilimlarindan segilerek rastgele hale getirilen eliptik, hiperbolik ve parabolik kismi ve
adi diferansiyel denklemlerine Fourier doniisiimii uygulanarak elde edilen ¢6ziimlerinin
olasilik karakterleri arasinda literatiirde cok yaygin kullanilan beklenen deger, varyans ve
giiven araligimin Matlab paket programi yardimiyla grafikleri gizilerek davranislari
incelenecektir. Ulusal ve uluslararasi literatiirde, Fourier doniisiimii yonteminin adi ve
kismi diferansiyel denklemlere uygulamasi var olup rastgele eliptik, hiperbolik ve
parabolik adi ve kismi diferansiyel denklemlere uygulamasi yapilmamistir.
Elektrokimya, biyoloji, fizik, biyomiihendislik, mekatronik-mekanik gibi miihendisligin
ve matematigin bir¢cok problemi diferansiyel denklem olarak ifade edildiginden, Fourier
doniisim yonteminin kullanilmasinin daha hizli ¢6ziim elde edilmesine yonelik olarak

yeni bir bakis acgis1 getirecegi diisiiniilmektedir.



1.2. Literatiir Ozeti

Fourier doniisiimii matematik, fizik, 1s1 akimi, kismi tiirevli denklemlerin ¢oziimii,
frekans spektrumun belirlenmesi gibi bir¢ok alanda kullanilan integral dontisiimiidiir. Bu
alanda yapilan son ¢alismalar;

Alp vd. tarafindan 2008 yilinda yapilan ¢alismada jeofizik verilerin analizinde yaygin
olarak  kullanilan  Fourier doniisimii ile dalgacik doniisimii  yontemleri
karsilastirilmistir. Dalgacik doniisiim yontemi, jeofizik verilerdeki belirli fonksiyonlara
uygulanarak Fourier doniisimii ile elde edilen sonuglarla karsilastirmali olarak
degerlendirilmistir (Alp vd.,2008). Ceylan tarafindan 2016 yilinda yapilan ¢alismada
dogrusal olmayan gecikmeli parabolik denklemi baglangi¢ kosullar1 alinarak degiskenlere
ayirma ve Fourier Serisi metodu ile ¢6zmistiir (Ceylan, 2016). Hanbay vd. tarafindan
2017 yilinda yapilan ¢aligmada gergek zamanli kumas hatasi tespit sistemi gelistirilmis
ve yuvarlak oOrgili makinesi ilizerinde test edilmistir. Kumas goriintlisiiniin dokusal
ozellikleri Fourier doniisiimii temelinde ¢ikarilmistir (Hanbay vd.,2017). Diiz vd.
tarafindan 2023 yilinda yapilan ¢alismada Fourier doniistimii ile ilgili tanim ve teoremlere
yer verilerek, degisken katsayili adi diferansiyel denklemler Fourier doniisiimii
kullanilarak ¢oziilmiistiir

(Diiz vd.,2023).

Yakin donemde rastgele diferansiyel denklemler tizerine gergeklestirilen ¢alismalar
incelendiginde; Merdan vd. 2019 yilinda, rastgele kismi diferansiyel denklemlerin
¢oziimleri Diferansiyel doniisim yontemi ile kismi diferansiyel denklemlerin baslangig
sartlar1 ve parametreleri Beta dagilimi ile incelenmistir (Merdan vd.,2019). Merdan vd.
tarafindan 2023 yilinda yapilan ¢alismada adi diferansiyel denklemlerin katsayilarinin
veya baslangi¢ kosullarinin rastgele secilmesi durumunda, séz konusu denklemlerin
¢oztimleri Residual kuvvet serisi yontemi ile incelenmistir (Merdan vd.,2023). Merdan
vd. tarafindan 2024 yilinda yapilan ¢aligmada rastgele HIV/AIDS modelinin kesirli
mertebeden yaklasik analitik ¢oziimii diferansiyel doniisim yontemiyle incelenmistir
(Merdan vd.,2024). Sahin tarafindan 2024 yilinda yapilan tez ¢alismasinda baslangig
kosullar1 ve katsayilar1 rastgele degisken secilerek rastgele hale getirilen kismi
diferansiyel denklemler Aboodh-Adomian Ayristirma Yontemi kullanilarak yaklasik
analitik ¢coziimleri elde edilmistir (Sahin, 2024).



2. BAZI TANIM VE TEOREMLER

2.1. Kismi Diferansiyel Denklemlerin Siniflandirilmasi

Kismi diferansiyel denklemler ii¢ tip olarak siniflandirilir.
x ve y degiskenlerine bagli olarak

Ax?* + Bxy + Cy*+Dx+Ey+ F =0
seklinde tanimlanan ikinci dereceden bir polinomun egrisi kuadrik bir egridir. Bu egri:
B% — 4AC < 0 ise bir elipstir.
B%? — 4AC = 0 ise bir paraboldiir.
B? — 4AC > 0 ise bir hiperboldiir.
x ve y bagimsiz degiskenlerinin fonksiyonu olan bir u(x,y) degiskeni olmak iizere
derecesi iki olan kismi diferansiyel denklem
0%u 0%u 0%u

A B C
6x2+ 6x6y+ dy?

+f(,y,u)=0

seklinde tanimlandiginda benzeri terminoloji kullanilarak denklemin

B% — 4AC < 0 ise eliptik

B2 — 4AC = 0 ise parabolik

B2 — 4AC > 0 ise hiperbolik

oldugu ifade edilir.

Kismi diferansiyel denklemler cesitli tipte sinir sartlariyla birlikte verilir. Siir sart1 U
cinsinden verilmisse “Dirichlet tipi simr sarti” olarak, u ‘nun gradyanti cinsinden
verilmisse “Neumann tipi sinir sarti” olarak adlandirilir. u ve gradyant1 birlikte verildigi
taktirde “karisik sinir sarti” s6z konusu olur.

Eliptik denklemler “potansiyel” adi verilen bir bilyiikliigiin bolge i¢indeki degisimini
temsil ederler. Potansiyel, bir biiyiikliigiin kesafetini (yogunlugunu) olger. Ornegin
sicaklik ve konsantrasyon birer potansiyel biiytikliiktiir. Bagimli u degiskeni potansiyelin
herhangi bir noktada, sinirdaki degerlere bagli olarak aldigi denge veya kararli durumu
belirtir.

Dolayisiyla eliptik denklemler ayn1 zamanda potansiyel denklemler olarak da adlandirilir.

Eliptik denklemin 2-boyutlu hal i¢in genel tanima,

62u+62u+ ( ou Bu)
0x%  0dy? fx’y’”'ax'ay



seklindedir. Potansiyelin farkli bir baglangi¢ durumundan itibaren eristigi daimi durum
degerleri bir parabolik denklemle temsil edilir. Dolayisiyla bu denklemler t zaman
degiskenini de bagimsiz degiskenlerden biri olarak igerir. Gergekte baslangig
durumundan itibaren zaman ilerledik¢e nihai denge durumuna dogru adim adim ilerlenir.

Asagida verilen 6nemli bir parabolik denklem

seklinde olup, bu denklem bir ¢gubuk boyunca sicakligin uclardaki sartlara bagl olarak
zamanla nasil degistigini temsil etmektedir. Buradaki c, p ve k biiyiikliikleri parametreler
olup, sirasiyla 1s1l kapasite, yogunluk ve 1sil iletkenlik katsayisini belirtmektedir. Bu
omekte A = 1,B = 0, C = 0 ve dolayisiyla B2 — 4AC = 0 olup, parabol ile aynidir. Bu
denklem “1s1 denklemi” olarak adlandirilir. Ayn1 denklem, “cp /k* yerine, D difiizyon
katsayis1 olmak tizere “1/D” konulmasi halinde “difiizyon denklemi” olarak adlandirilir.
Bu bakimdan “cp/k” katsayis1 da bazen “isil yaymnim katsayis1” olarak adlandirilir.
Ugiincii tip hiperbolik denklemler de zamana baglidir. Dalgalarm nasil yayildigini ifade
ettiklerinden, “dalga denklemi” olarak adlandirilirlar. Bir boyutlu halde yaylarin
titresimini gosterir. Titresen bir yay i¢in kismi-diferansiyel denklem
0*u Tg 0°u

ox2  w 9tz
seklinde olup, burada T, g ve w biiyiikliikleri sirasiyla yaydaki gerilmeyi, yer ¢cekimi
ivmesini ve birim uzunluk basina agirlig1 belirtmektedir. Biitiin bu parametreler pozitif
biiyiikliiklerolup A =1,B =0,C <0 ve B2 — 4AC > 0 dir (Sobolev, 1989)

2.2.Fourier Doniisiimii

1 ® ,
FIF)] = F(s) = 5 f F(0)e-i% dx

seklinde verilen integraline f(x) fonksiyonunun Fourier doniisiimd,

FU(f(x) = f(x) = ifooeis"F(S) ds
2 )_,

ifadesine F (x) fonksiyonunun ters Fourier doniisiimii denir. Fourier doniisiimii F (f) ,ters
Fourier doniisiimii ise F~1(f) ile gosterilir.
Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde Fourier doniisiimii oldukg¢a kullanigli bir

aragtir.  Diferansiyel denkleme doniisiim uygulandiktan sonra s degiskenine gore



cebirsel denklem olarak yazilabilir. Cebirsel denklemin ¢oziimii bulunduktan ters
doniisiim uygulanarak denklemin ¢oziimii elde edilir.
2.3. Fourier Déniisiimiiniin Temel Ozellikleri
2.3.1. Lineerlik

Bu doniigiim dogrusal bir doniisiimdiir. f(x) ve g(x) integrallenebilir fonksiyonlar,
c1, C; keyfi sabitler olmak iizere;
Fle f (0) + c29(x)) = ¢t F(f (X)) + 2 F (g(x))

saglanir. Lineerlik 6zelliginden Fourier Dotisiimii lineer denklem sistemlerinde de

kullanilabilir.
2.3.2. Oteleme

(1) Zaman degiskenine gore Fourier doniisiimiine Gteleme yapilabilir. Yani

FIf(x = @)](s) = e *F[f ()](s)
esitligi saglanir.

Ispat:
1 (” ;
Flf(x —a)] = —j f(x —a)e ™" dx
2T )_
olur. Integralde x — a = u degisken doniisiimii yapilirsa

1 r® . 1 . @ ' .
Flf(x—a)] = El f(we s+ gy =Ze“s‘1j fwe "% du =e S*F(s)

elde edilir.

(i) Frekans oteleme 6zelligine sahip olan doniigiim

F(f(x)e*) =F(s —a)
olur.

Ispat:
1 (® . . 1 r® .
F(f(x)e™) = ﬁj f(x)et'*™ e™8* dx = ﬂj f(x)e i6~Ax gx = F(s — a)

elde edilir.



2.3.3. Fourier Doniisiimiiniin Tiirevi

dF(s) . F( )
esitligi saglanir.
ispat:
dF(s) d 1 (% .
P Eﬁf f(x)e ¥ dx
= ifoo f(x)ie“'sx dx
2w )_, ds
i .
= Ef xf(x)e ¥*dx = —iF (xf(x))
elde edilir.
2.3.4. Tiirevin Fourier Doniisiimii
df(x)
F(——) = isF
( dx ) sE(S)
esitligi saglanir.
Ispat:
1 r* .
f(x) = ﬁf e*F(s)ds
ve

df(x) 1.d [®
dx  2mdx)_,
1 *°d., .
=5 Tx [elsxF(s)] ds

1

- L J " iseTF(s) ds = isf(x)

e*F(s)ds

bulunur. Buradan

d
F( ];ECX)) = F(isf(x)) = isF(f(x)) = isF(s)

elde edilir. Ikinci mertebeden tiirevin benzer sekilde Fourier doniisiimii alinirsa
d’f(x)\ . _[df(x) 2
F< ol isF )= F(s)
elde edilir. Buna gore n. mertebeden tiirevin Fourier doniistimii

F <d"f (x)

dx™m

) = (is)"F(s)

olur.



2.3.5. Konvoliisyon ozelligi

1 (o8]
@ =5 | fx-oge de

olarak ifade edlilen (—oo, ) araliginda f ve g fonksiyonlariin konvolisyonu denir.
Teorem : F(w) ve G(w) sirasiyla f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin Fourier doniisiimleri
iseler, o takdirde f * g konvolisyonunun Fourier doniistimii F(w)G (w) ¢arpimina esittir.

ispat:

1 r”® ,
Fifrg) =52 | (F+@me e dx

1 /1 (% .
— _ _ —iwx
=2m) <2n f_oof(x £)g(e) de) e dx
_ 1 2 —iwx d 4 d
=iz _Ooe X _mf(x—s)g(s) £

1 «© . *® ,
= 4—”2f g(e)e @ dsf f(x — &) e"@C=8dx

dir. u = x — & degisken degistirmesiyle

1 (” . 1 (” .
Fif+g) =5 | a@e e des [ faoeirdn

= F(w)G(w)
elde edilir ki bu teorem ispatlanir.
Konvoliisyon asagidaki 6zelliklere sahiptir:
a) fxg=gxf (degisme)
b) fx(g+*h)=(f*g)*h (birlesme)
c) fx(g+h) = (*g)+ (f*h)(dagilma) (Altin, 2011).
2.4. Fourier Doniisiimii ile ilgili tanim ve teoremler

Tanim 2.4.1: Dirac delta dagilimi ile tanimlanan fonksiyonun lim € — 0 ise

%,0<t<£
5.0=16 t<o 5(¢) = lim 8,0
0 ,t>¢

dzellikleri su sekilde verilir;
. [= sdt=1

i J= £(©8(t — to)dt = f(to)

ii. I= f®8™(t — to)dt = (—1)"f(t,)



iv. 8w —w,) = nl (—1)n 220

(w-wo)"
Vv f°° S(w-wo)f(w) _1dw
) -  (w-—wo)" nl dwh ly=y,
0, w#w
d(w —wy) —{Oo w=w(:,

Tanim 2.4.2. Heaviside fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

1, t>0
H(t)‘{o, t<0

Lemma2.4.1. H(t)' = é6(t)
Teorem 2.4.1. 6(t) fonksiyonun Fourier doniisiimii F [6(t)] = 1
Teorem 2.4.2. Bazi fonksiyonlarin Fourier doniisiimleri asagidaki gibidir
l. F[1] =2né(w)
1. F [t"] = 2@i™6™(w)

. Flefe)] = L

dwn
\YA F [e™0t] = 26 (w — wy)
V. Eger F [f(t)] = F(w) ise F [e™o!f(t)] = F(w — wp)
VI. F [e™] =2n8(w + ia)

VIl.  Fle ] = Ve
VIIL. Eger F [f(t)] = F(w) ise F [e®f(t)] = F(w + ia)
IX. Eger F [f(t)] = F(w) ise F[f(t—ty)] = e '“oF(w)
Teorem 2.4.3. w > 0,

a) F ﬂ = —2miH(W)
b) F tlz = —2nw
[1] . 2
c) F =| = miw
17 3
d) &=
[1] mwiw?
§ F 5] T T 12
f F [Int] = - 2= (Diiz vd.,2023).

2.5. Baza Olasilik Dagilimlar
2.5.1. Normal Dagilim
X Sirekli rastgele degiskeni i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu

1 (=2
202 ; —c0<x<oO,u€ER,0>0 (p0?)

fx(x) =

e
oV2m



icin X rastgele degiskeni (u,0?) parametreli normal dagilima sahiptir denir. Normal
dagilim i¢in X~N( u, 6?) notasyonu kullanilir (Khaniyev vd.,2017).

Beklenen Deger ve Varyans

EX)=uwEX?) = u?>+o?Var(X) = o2

2.5.2. Beta Dagilinm

Tanim 2.5.2.1. p ve q degiskenlerinin sifirdan biiyiik tiim degerleri i¢in tanimlanan
B(p,q) = [, ¥ 711~ 2)"1dx
beta fonksiyonu olarak tanimlanir. (Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).

Yogunluk fonksiyonu,
—xP 1 -2 0<x <1
i) =BG "
0 ,d.d
olan X rastgele degiskeni (p,q) parametreli beta dagilimina sahiptir denir ve
X~Beta(p, q) seklinde gosterilir.

Beta dagiliminin beklenen deger ve varyansi;

E(X) = p%q

- pq 3 .
Var(X) = YV ETsT—— seklindedir.

2.5.3. Gamma Dagilimi
X negatif olmayan degerler alan siirekli bir rastgele degisken olsun. Bu degiskenin

olasilik yogunluk fonksiyonu;

i 6-1,-yx
i (0,y)={t@* ¢ , x=206,y>0

0 , d. d
oluyor ise X rastgele degiskenine (6,y) parametreli gamma dagilimina sahiptir denir.

X~Gammal(0,y) rastgele degiskeninin, birinci momenti ve varyansi;

2

E[X] = %,Var[X] = Vi

seklindedir (Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).

2.5.4. Ustel Dagihm
X rastgele degiskeninin, p > 0 parametresine gore, olasilik yogunluk fonksiyonu

e Px x>0
0(x)={8 x<0

ise X’e iistel dagilmis rastgele degisken, O(x)’e de iistel dagilim denir.
Moment ¢ikaran fonksiyon tanimindan dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu asagidaki

gibi bulunur:



M, (t) = E[e™] = fOOOBtie_px dx = pfoooe(t—p)x dx

— L e(t_p)x

|oo
t—p

lim et=P* = 0 oldugu igin;

X—00

M(t) = ﬁ ; t < picin elde edilir.

Moment ¢ikaran fonksiyon kullanilarak beklenen deger ve varyans bulunabilir (Akdeniz,
2014; Khaniyev vd., 2017).

Buna gore beklenen deger,
EX) = fooo pxe P* dx

Pargali integral kullanirsak (u = x, dv = pe™P%)

(00} oo _ 1
ot ePrdx==

E(X) = —xe™P* .

seklinde elde edilir. Buna gore varyans asagidaki gibi olur.

E(X?) = fooo pxZe Prdx = =

pz
E(X?) hesaplanirken de parcali integral kullamlir. (x? = u, dv = e ?*dx)
1
Var(X) = E(X?) — [E(X)]? Var(X) = =
2.5.5. Laplace Dagilim

Laplace dagiliminin konum parametresi ({)ve 6l¢ek parametresi

0 > 0 olmak tizere iki parametresi bulunmaktadir. Laplace dagiliminin olasilik yogunluk

fonksiyonu,
1 e_<|x!%{|) —0 < x <o
f(x;{,0) =120 ’
0, d.d

seklindedir.

Moment ¢ikaran fonksiyonu,

est
E[e™*] = -2

Faydalanilarak beklenen deger ve varyans asagidaki gibi bulunabilir.

X~Laplace({, o) Laplace dagilimina sahip rastgele degisken olmak iizere, beklenen deger
ve varyanst

E(X) = { ve Var(X) = 20> (Forbes et al, 2011).

2.5.6. Ucgensel Dagilhim

Genellestirilmis tiggensel dagilima sahip, bir X rastgele degiskeninin,

10



|{ 2 —a) asx<c
=10
L(lb—al)(lb—cc)' c<x<Db

olasilik yogunluk fonksiyonu seklinde tamimlanir (Feller, 1968). Burada rastgele
degiskenin alabilecegi en kiiciik deger a ve en biiylik deger b, ¢ ise mod degeridir.
Beklenen degeri ve varyanst,

a+b+c a% + b? + c? — ab — ac — bc
E(X) =%,Var(X) = 18

Olur.

2.5.7. Diizgiin Dagilim
X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

1
A(x) = ET(s,Sstf

0, d.d
ise [8,¢&] kapali araliginda bu rastgele degisken siirekli diizgiin dagilima sahiptir.
Diizgiin dagilima sahip X rastgele degiskenin parametreleri, X~Diizgiin(6, )’ dir.

Diizgiin dagilimin,

elt_pbt

[GH0

moment ¢ikaran fonksiyonunu kullanarak, X~Diizgiin(§,&) rastgele degiskenin

Mx(t) = E[e™¥] =
beklenen degeri ve varyanst,

E[x] = 2 var[x] = &2
elde edilir (Feller, 1968; Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).

2.5.8. Weibull Dagilinm

X negatif olmayan degerler alan siirekli bir rastgele degisken olsun. Bu rastgele

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu;

T-1,-0x"
fbx(x;r,cr)={wx Oe : 22d0,1>0,a>0

ise X rastgele degiskenine (7, 0) parametreli Weibull dagilimina sahiptir denir (Weibull,
1951).

Bu dagiliminin beklenen degeri ve varyansi soyle verilir:

11



E(X) =5 -T()

T

r(1+%)—r2(1+%)

2

oT
2.5.9. Ki-Kare Dagilimi

1
oT

Var(X) =

X rastgele degiskeninin ki-kare dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu;

1 Ty %
o x2 e 2, x>0
i) =1227(3)

\ 0, d.d

ise X rastgele degiskenine(x; 1) parametreli Ki-kare dagilimina sahiptir denir.
X rastgele degiskeninin r serbestlik dereceli ki-kare dagilimi igin beklenen deger ve
varyans soyle verilir:
EX)=r
Var(X) = 2r

3. UYGULAMALAR
3.1.Fourier Doniisiimii yontemi ile rastgele degisken katsayih adi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri
Bu boliimde rastgele degisken katsayili adi diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri igin

Fourier Doniistim yontemi kullanilarak {i¢ adet 6rnek ¢oziilmiistiir.

Ornek 3.1.1

" ' —_x (10 6
y —3y—4y=Aex(x—3+x—4), (1)
A~Dizgin(a =1, = 6) rastgele degisken olmak iizere, rastgele katsayili adi
diferansiyel denklemini Fourier doniisiimii yontemi ile ¢6ziiniiz.
Cozim:

(1)denkleminin iki tarafinin Fourier doniistimiinii alalim

x4

F(y") - 3F(y') — 4F(y) = F (5—) + F (*57)

_n3
(—WZY) —3iwY —4Y = A (101.”-(“, _ i)z n W) '

—(W? + 3iw + 4)Y = 24t (w — i)%(w + 4i),

12



Y = —2Ant(w—i)% (w+4i) .

w-D(w+4i) —2An(w — D). (2)
(2) 1ifadesinin ters Fourier doniisiimii alinirsa
1 (® ]
yo) = F0) = oo | —2am(w - Detdw
= —A[" (w-Dedw =2 ©)

genel ¢coziim elde edilir.

Diizgiin dagilima sahip X rastgele degiskenin parametreleri, X~Diizgin(a, )’ dir.
A~U(a, ) rastgele degiskenin beklenen deger ve varyansi;

2
E[4] = =E var[4] = 25

seklindedir (Feller, 1968; Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017). (3) ifadesinin beklenen
deger ve varyanslari;

Ely(x)] =E [Aez_x] = e—_XE[A] r e__x(a +ﬁ)

x x? x? 2

a =1, = 6 6zel degerleri i¢in

Ely(x)] = %ex;: bulunur.

10 y(x)in beklenen degeri
3.* T T T T T T T T T
|
n
3h -
1
1
1
i
2.5 N -
1
1
1
1
21 -
—~ 1
8 1
|
1501 -
1
1
1
1
11 -
1
1
1
1
051 | -
1
1
1
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 1.8 2

X

Sekil 1. A~Diizgin(a =1, =6) , ozel degerleri i¢cin (1) denkleminin beklenen

degerinin ¢6ziim davranisi

party(o) = var 5] - (e_—x)z varia] = G (e_-x>z

x? x2 12 x?

bulunur.
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a = 1,8 = 6 6zel degerleri igin

—x\ 2
Varly()] =2(%5)" elde edilir

20

x 10 y(x)'in varyansi
2.5 T

e E——— ] 5 |

15

Var(y(x))

[
T

0.5

T

o

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
X

Sekil 2. A~Diizgin(a =1, = 6) o0Ozel degerleri i¢in (1) denkleminin varyansinin
¢Oziim davranisi

QGiiven araliklari

[E(y(x)) — 3std (y(x)), E(y(x)) + 3std (y(x))]
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X 10 Glven Araliklari

3 Standart Sapmalik Given Araligdi
o

Sekil 3. A~Dizgin(a = 1, = 6) 6zel degerleri i¢in (1) denkleminin giiven araliginin
¢Oziim davranisi
Ornek 3.1.2
xy" —4xy' + 4xy = Ax*e** (4)
A~Ustel(A = 3) rastgele degisken olmak iizere, rastgele degisken katsayili adi
diferansiyel denklemini Fourier doniisiimii yontemi ile ¢oziiniiz.
Coziim:
(4) denkleminin iki tarafinin Fourier doniisiimiinii alinirsa

F(xy' —4xy' + 4xy) = F(Ax*e?"),

F(xy') — 4F(xy') + 4F(xy) = AF(x*e?),

i (—W2Y) — 4i—— (iwY) + 4i 52 = —2mA8" (w + 20),

i(—2wY — w?Y') + 4(Y + wY’) + 4iY’' = —2mA8" (w + 2i),

Y'(—W?i + 4w + 4i) + Y(—2wi + 4) = —2mAS8" (w + 2i). (5)
(5) Denkleminde her iki taraf —i(w + 2i)? ile béliiniirse;

—2i(w+2i) _ —2miA8"’ (w+2i)

Y + Y—i(w+2i)2 - (w+2i)2 '
, 2 -2miAd" (w+2i)
Y+ Y(w+2i) T w22 ©)

lineer diferansiyel denklemi ¢oziiliirse

2
Integral carpam A = ef(w+2i) do _ (w + 2i)? bulunur.
(Y(w + 20)?) = —2miA8"' (w + 2i) denkleminin her iki tarafinin integralini alinirsa;
Y(w + 2i)? = —2miAs' (w + 2i),

& (w+2i)

Y = -2miA a2 (7)

15



(7) ifadesinin ters Fourier doniisiimii alinirsa
o §'(w+2i) WX vy

e 2miAS' (w+2i) .
y(X) ) = ( (w+2i)? ) - lAf o (w+2i)?
© 8(w+21) lwx
y(x) - l f fo) (W+Zl)3 dw’
3
y(x) = iA—= ('x) = A%ezx (8)

genel ¢oziimii elde edilir.
X~Ustel(A) tstel dagilimima sahip rastgele degisken i¢in, moment ¢ikaran

fonksiyon
A
My (t) = E[e*X] = T—¢
Buna gore beklenen deger ve varyansi

1 1
E[A] =2, Var[4] ==,
olur (Feller, 1968; Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017)

Ax3 36296 3 ,2x 1
Ely(x)] = E|—e*| = E[A] = (—)
[y (0] l 2 l e Ell=—1{7
A = 3 ,0zel degeri icin
X362x
Ely(x)] = " bulunur.
y(x)'in beklenen degeri
25 T T T T T T T T T
*
/
1
I
20 I
I
/
¥
15+ !
= /
kS ]
: ’
10~ III i
»
,I
il * ,
B
*X
= '*’*—*r r r r
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

0.2 0.4 0.6 0.8
X

Sekil 4. A~Ustel(A = 3), 6zel degerleri i¢in (4) denkleminin beklenen degerinin ¢6ziim

davranisi
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Ax® e\ ?
2x| — —
Var[y(x)] = Var o e l = < p ) Var[A] = = 5

bulunur. A = 3, 6zel degeri igin

1 (x3e2x 2
Varly(®)] = ; (=)
bulunur.
y(x)'in varyansi
600 T T T T T T T T T D
I
]
!
500 -~ N

r
1
I
1
I
1
1
400 - !
1
1
I
1
I;él
1
!
1

Var(y(x))
w
3
I

200 -
/

100~
-0

Sekil 5. A~Ustel(A=3) , 6zel degerleri i¢in (4) denkleminin varyansinin ¢dziim

davranisi

Beklenen deger i¢in giiven araliklari,
[E(y(x)) = 3std(y(x)), E(y(x)) + 3std (y(x))]

17



Glven Araliklari

100 T T T T T T T T T I;]
-~ Ely(x))-3*std[y(x)] J
-l E[y(x)
= -~ Ely(0]+3*stdly(x)] O
E /
< ll
< H
£ o A
& _D'H Bug ol
© _ ._._.'
§ ctz-u-n-n-u-n-u-n-n--u-ﬂsgziﬁﬂ
5 0.
- D‘I:L
u\
u\
_50 r r r r r r r r r U

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Sekil 6. A~Ustel(A = 3) 6zel degerleri icin (4) denkleminin giiven araliginin ¢dziim
davranisi

Ornek 3.1.3

y(@)+yx—1)=Ax3+3x-1) (9)
A~Beta(a =1, = 3) rastgele degisken olmak iizere, rastgele katsayili adi
diferansiyel denklemini Fourier doniisiimii yontemi ile ¢oziiniiz.

Coziim:

(9) denkleminin iki tarafin Fourier dontistimii alinirsa

Fiyy(x) +y(x—1)) = F(A(Jnc3 +3x — 1)),

(iw + e™™)Y = —2mAis" (w) + 6mAis’ (w) — 2wAs(w),

y = —2mAis (W)-.F61tAi't.? (W)—ZwAS(W). (10)
iw+e~W

(10) ifadesinin ters Fourier doniisiimii alinirsa

_1 [(—2mAi8"" (w)+6mAis' (w)-2wAS(w)
- e
y () iw+e~tw !
oo —Ai8"" (w) iwx o —34i8' (w) iwx o AIS(W)  iwx
y(x) - f—OO iwte—iw e™dw + f—oo iwt+e—iw e™ dw —Ooiw+e—iWe dw,

oo BAIS(W)  jwy w  —34i5(w)
y(x) - f—OO w3 (iw+e~iw) e™ dw + f—oo w(iw+e~w)

.1 d3 eiwx . d eiwx
y(x) = A6i5 75 ((iw+e—iw))w=0 —3idg ((iw+e—iw))w=0 —4
y(x) = Ai(—i(x® — 3x + 1) — 3iA(ix) — A,
y(x) = Ax3 —3Ax + A+ 3Ax — A4,

eWxdw — A,

18



y(x) = Ax3 (11)
genel ¢oziimii elde edilir. Ayni1 zamanda Beta dagilimi igin 1.,2. momentleri ve varyansi;

n(n+1)
m+o)m+e+1)’

__n 2y —

1o
m+e+ D1 +0)?
seklinde hesaplanir (Feller, 1968; Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017). (11) denklemin

Var(A) =

beklenen deger ve varyansi;

E[y(x)] = E[Ax3] = x3E[4] = %3 (L)
n =1, = 3, 6zel degerleri i¢in

E[y(x)] =§ bulunur.

y(x)'in beklenen degeri

2 T T T T T T T T T *

1.8+ 7

16 A
141 ; i
1.2+ X i
Al ¥ |
0.8 * ,

E(y()

0.6 /* 1
0.4} *,* ]

y o ,

W**— r r r r r
0. 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

X

Sekil 7. A~Beta(n = 1,0 = 3), 6zel degerleri i¢in (9) denkleminin beklenen degerinin

¢Ozlim davranisi

no 5

Var[y(x)] = Var[Ax*] = (x*)*var[4] = m+o+ D@ +0)2"

bulunur.
n =1, 0 = 3, 6zel degerleri i¢in

Var[y(x)] = = x6 bulunur.
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y(x)'in varyansi

2.5 T T T T T T T T T 6]
1
1

[}
1}
’l
2 I
lﬁ
1
ll
15K ! N
= 1
x
z
E =
©
> /!

H
I
ju 8

0.5 J:I

-
o i . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
X

Sekil 8. A~Beta(n = 1,0 = 3), 6zel degerleri i¢in (9) denkleminin varyansinin ¢6ziim

davranisi

Giliven araliklar

[E(y(x)) — 3std (y(x)), E(y(x)) + 3std(y(x))]

Gulven Araliklari

7 T T T T T T T T T [ﬁ

6l- ~TF- Ely(x)-3*stdly(x)] d’ -
-1~ Ely()] ;
5~ ~F- Ely(x)]+3*stdly(x)] | R

1 [
_.—I'"

o-o-oo-EEE E-’E; ; |

'1 ™ ‘Dﬂﬂﬂ -
0.

2 ﬂu -

_3 r r r r r r r r r t;

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

3 Standart Sapmalik Giiven Araligi
N
|
\
|
\

Sekil 9. A~Beta(n = 1,0 = 3), 6zel degerleri icin (9) denkleminin giiven araliginin

¢Ozlim davranisi

20



3.2.Bir Boyutlu Hiperbolik denklemlerin Fourier Serisi ¢oziimleri

Bu béliimde bir boyutlu rastgele hiperbolik kismi diferansiyel denklemlerin ¢ézlimleri
icin Fourier doniisim yoOntemini kullanarak, iki adet Ornek tizerinde uygulama
gergeklestirildi.

Ornek 3.2.1

%u _ 9%*u 2N . —x2
m—ﬁ+(3A—4Ax e xo+t

u(0,x) = Ae™", (12)
u;(0,x) = Ae™*"

Burada, A~N(u = 2,062 = 1) normal dagilima sahip rastgele degisken olmak iizere,
verilen baslangi¢ kosullar1 i¢in tek boyutlu hiperbolik KDD’ini Fourier doniisiimii
yontemi yardimi ile ¢ziiniiz.

Coziim:

[lk olarak (12) denklemine Fourier doniisiimii uygulayalim,

Flug (t, 0)} = Flug (£, x)} — F{(44x? — 24)e " +)} + F{de~*"+t},

U (8, w) — (iw)?u(t,w) = — F{(Ade ™" +)"} + AF{e~*"let,

w2

u(0,w) = AVme =,

w2

u,(0,w) = AVme +,
U (6, W) — (iw)?u(t,w) = —(iw)?4 F{e"‘z}et + AF{e‘xz}et,
U (8, w) + wiu(t, w) = Aw? + 1)F{e~*"Jet
denklemin genel ¢6ziimii
u(t,w) = up(t,w) + uy(t,w).
homojen kisminin ¢6ziimii,
U (t, w) + w?u(t,w) =0
karakteristik denklemi
r’+w?=0, T, = Fiw
u,(t,w) = c¢; coswt + ¢, sinwt.
Ozel ¢oziim ;  us(t,w) = K F{e ™ Jet,
ug,, (t,w) =K F{e‘xz}et,
K F{e™}et + w?K F{e™*"Jet = A(w? + 1)F{e~*"}et,
K(w? + 1)F{e‘x2}et = Aw? + 1)F{e‘x2}et,
2

K=Aolur. us(t,w) = AF{e‘xz}et = A\/Ee‘WTet_
21



Genel ¢6ziim;

u(t,w) = u,(t,w) + us(t, w),

= ¢, coswt + ¢, sinwt+ AvVme + et.

baslangi¢ ve sinir kosullarini kullanirsak

t = 0 igin;

w? w?
u(0,w) =c; + AVme™ % = AVme ™ %

c; =0
W2
u,(t,w) = —c;wsinwt + c,w coswt+ AVme ™ = et
w? w?
u(0,w) = c,w + AVme % = AVme &
c, =0
W2

u(t,w) = AvVme v et ters Fourier doniisiimii alinirsa
W2
F Yu(t,w)} = F 1 {A\/Ee_Tet}

u(t,x) = Ae *"+t (13)

elde edilir.

Normal dagilima sahip X rastgele degiskenin parametreleri X~N (u, o) dir.
X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen deger 6zellikleri uygulanirsa u(t, x)

denkleminin beklenen degeri;

E[u(t,x)] — E[Ae—x2+t] — e—x2+tE[A] — e‘x2+t,u
u = 2, 6zel degeri igin,

E[u(t, x)] = 2e~"*t

bulunur.
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u(t,x)'in beklenen degeri

u(t,x)'in beklenen degeri

E(u(t.x))

Sekil 10. A~N(u = 2,6% = 1) 6zel degeri icin (12) denklemin beklenen degerinin
¢Oziim davranisi

Var[u(t,x)] = Var[Ade " +t] = (e—x2+t)zyar[A] - (e—x2+t)20.2

0% =1, dzel degeri i¢in,

Var[u(t,x)] = (e"‘zﬂ)2

bulunur.
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u(t,x)'in varyansi u(t,x)'in varyansi

500+

400

Var(u(t,x))

Sekil 11. A~N(u = 2,02 = 1) 6zel degerleri icin (12) denkleminin varyansinin ¢dziim
davranisi
Beklenen deger i¢in giiven araliklart,

u(t,x)in %99 giiven araligi Ust glven sinir

Sekil 12. A~N(u = 2,06% = 1) 6zel degerleri igin (12) denkleminin giiven araliginin 3

boyutlu ¢6ziim davranisi
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u(t, x) degisim katsayisi,

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

std[u(t,x)] = Var[u(t,x)] = (Q_XZH)Z

elde edilir. Degisim katsayzisi ise

2
D K_Mxloo—LZH)xloo
T Eu(ew)] o zem

seklinde elde edilir.
u(t, x) i¢in degisim katsayisi grafigi:

u(t,x)in Degisim Katsayisi u(t,x)'in Degisim Katsayisi

X 105

oo

/

DK(u(t,x))

Sekil 13. u(t, x)’in degisim katsay1 degeri

Ornek 3.2.2

Bir boyutlu rastgele hiperbolik KDD’in Fourier serisi yontemi ile ¢6ziimii

2 2
I x_ 2% = (4At% + 4Bt + (24 + 4C)) cos x

az ax2
u(0,x) = C cosx, (14)
0,x) = B Tex<l
u(0,x) =Bcosx ,—5 <x <o
s s
u(t,—§)=u(t,§)=0,03t31
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Sirastyla A~Beta(a = 3,8 = 2), B~Gamma(¢ = 2,&§ = 1),C~Ustel(A1 = 3) beta,
gamma ve Ustel dagilima sahip rastgele etki ve baslangi¢c kosulu i¢in Fourier serisi
yontemi yardimu ile ¢oziiniiz.

Coziim:

Fourier serisi Formiilii

u(t,x) = ay(t) + Yoeq1(a, (t) cos(nx) + by, (t) sin(nx)) (15)

ao(t), a,(t), b,(t) bilinmeyen fonksiyonlardir. Ilk olarak u(0,x) = C cosx baslangic
kosulu ile baslayalim.

u(0,x) = ay(0) + Z(an(t) cos(nx) + b, (t) sin(nx)) = Ccosx

n=1

ya da

ay(0)+a;(0) cos x + Yn—, a, (0) cos(nx) + Xn—; b, (0) sin(nx)= Ccos x
bulunur. Yukaridaki ifadeden gerekli islemler yapilirsa,

ayg(0) =0,

a,(0) =C, a,(0) =0, n=23,...

b, (0)=0, n=123,...

elde edilir. u,(0,x) = B cos x diger baslangi¢ kosulundan,

u'(t,x) = ap(t) + Z(a;l (t) cos(nx) + b,,(t) sin(nx))

n=1

yada

u;(0,x) = ay(0) + Z(a;l (0) cos(nx) + b,(0) sin(nx)) = B cos x

n=1
ag(0) =0,

a;(0) = B, a,(0) =0, n=23,...
bl(0)=0, n=12,...

bulunur. (15) ifadesini (14) de yerine yazalim.

ag (t) + z(a,’{(t) cos(nx) + b,,(t) sin(nx))
n=1

[ee)

Z —n?a, (t) cos(nx) — n?b, (t) sin(nx)

n=1

= (4At? + 4Bt + (2A + 4C)) cos x

-4
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[ee]

all(6) + z(a;{(t) + 4n?a, (1)) cos(nx) + Z[b;;(t) + 4n2b, (1) | sin(nx)
n=1

n=1

= (4At* + 4Bt + (2A + 4C)) cos x

ifadesinden

ay (t) =0, an(t) +4n%a,(t) =0, n=23...
b/ (t) + 4n’b,(t) =0, n=12,...

bulunur.

ay(t) +4a,(t) = 4At? + 4Bt + (2A + 4C)

a,(0)=C a;(0) =B
(16) denklemini ¢zelim. Oncelikle homojen kismin ¢dziimii
ai (t) + 4a,(t) = 0 Kkarakteristik denklemi ve kokleri
r*+4=0

r1, = £2i oldugundan,

la™(t) = ¢, cos 2t + ¢, sin 24

bulunur. Denklemin geneli i¢in 6zel ¢6ziim,
Belirsiz katsayilar yonteminden, al(t) = K,t? + K t + K,
birlikte denklemde yerlerine yazilirsa
all(t) = 2K,t + K;,
ay®(t) = 2K,,
2K, + 4(K,t?>+K t + Ky)= 4At? + 4Bt + (2A + 4C)
4K, = 4A, 4K, = 4B, 2K, + 4K, = 2A + 4C,
K, = A, K; = B, K, =C,
ad(t) = At? + Bt + (|

bulunur. Buna gore genel ¢6ziim

a,(t) = al(t) + a(t) = c; cos 2t + ¢, sin 2t + At?> + Bt + C
elde edilir. Baglangi¢ deger probleminin ¢éziimii
a(0)=¢+C=C,

a;(t) = —2¢; sin 2t + 2¢, cos 2t + 2At + B

a1(0) =2¢;+B=B, ;=0

(16)

secilir ve tlrevleri ile

bulunur. Bu durumda a, (t) = At? + Bt + C elde edilir. b} (t) + 4n?b,(t) = 0 denklemin

¢Oziimi icin, karakteristik denklemi

r’+4n2=0, T2 = £2ni

olmak tizere,

b, (t) = F, cos 2nt + F, sin 2nt

bulunur. Baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii
27



t=0i¢in F; =0,

by, (t) = —2nF; sin 2nt +2nF, cos 2nt

b.(0) = 2nF, =0, F, =0,

oldugundan,

by(t) =0,

bulunur. Bulunan ifadeler Fourier serisinde yerlestirilirse

u(t,x) = ag(t)+a,(t) cosx + Ypy ay (t) cos(nx) + Xoq by (t) sin(nx)

ay(t) = 0,a,(t) =0 (n > ligin), b,(t) = 0 oldugu icin

u(t,x) = a;(t) cosx = (At> + Bt + C) cos x a7
elde edilir.

Ayni zamanda Beta dagilimi i¢in 1.,2. momentleri ve varyansi;

E(A)zL (A7) = ala +1)
a+p’ (a+B)(a+p+1)’

Var(4) = ap

) = ¥ FE D@t pe

seklinde hesaplanir.

B rastgele degiskeni gamma dagilimina sahip oldugundan 1.,2. momentleri ve varyanst;.

_¢ ,_ S(c+1)
E(B)—f, E(B )——52 ,

Var(B) = Eiz,

X rastgele degiskeni iistel dagilima sahipse moment c¢ikaran fonksiyonundan

faydalanarak,
A
Mx(t) = E[etX] = m;t <

1.,2. momentleri ve varyanst,

E[C] = % JE[C?] = ;—2 ,olarak hesaplanir.

Var(C) = E(C?) — [E(C)]? esitliginden;
1

Var[C] = ﬁ ,

olarak hesaplanir. X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel
ozellikleri kullanilirsa u(t, x) denkleminin beklenen degeri;
E[u(t,x)] = E[(At? + Bt + C) cos x| = t?cosxE[A] + tcosxE[B] + cosx E[C]

at?cosx ¢ cosx
=———+ —tcosx +
a+pf & A

a=3,=2,¢=2,§ =1ve =3 06zel degerleri igin,
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3t%cosx cosx
Efu(t,x)] = B— + 2tcosx +
bulunur.
u(t,x)in beklenen degeri u(t x)in beklenen degeri

E(u(t.x))

M

t
Sekill4. A~Beta(a = 3,8 = 2),B~Gama(¢ = 2, = 1),C~Ustel(A = 3) 6zel

degerleri i¢in (14) denkleminin beklenen degerinin ¢6ziim davranisi

Var[u(t,x)] = Var[(At? + Bt + C) cos x]
= (t?cosx)?Var[A] + (tcosx)?Var[B] + cos? x Var[C]

t?cosx)*a cos® x
( )" ap + (tcosx)? ¢&2 +

" @+ B+ Da+tp)? 22
a=3,=2,¢=2,§ =1ved =3 6zel degerleri icin,
t?cosx)? cos® x
Var[u(t,x)] = g + 2(tcosx)? +
25 9
bulunur.
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u(t,x)in varyansi u(t,x)in varyansi

25~

N
o

[y
(63}
a

Var(u(t,x))

'_\
bt

Sekil 15. A~Beta(a = 3,8 = 2),B~Gama(¢ = 2,¢ = 1),C~Ustel

(A = 3) 6zel degerleri igin (14) denkleminin varyansinin ¢6ziim davranisi

Beklenen deger i¢in giiven araliklari
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u(t,x)in 3 standart sapmali giiven araligi Ust glven sinir

jn}
u(t,x)'in beklenen degeri alt gliven siniri
3
2
x x ?
1 8 1
D
0 - - ; 0
0 1 2 3 0 1 2 3

t t
Sekil 16. A~Beta(a = 3,8 = 2),B~Gama(¢ = 2,¢ = 1),

C~Ustel(A = 3) 6zel degetleri igin (14) denkleminin giiven arali§mnin ¢dziim davranisi

u(t, x) degisim katsayisi,

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

(t%cosx)? 12 m cos? x
—_— t
T cosx 5

std[u(t,x)] = /Var[u(t, x)] :J

bulunur. Degisim katsayisi ise

sta[u(t,x)] j (tzczoéx)z”“wsx)“#
D.K =—————= %100 =5 x 100
E[u(tx)] 3¥+2tcosx+ %
bulunur.

u(t, x) i¢in degisim katsayisi grafigi:
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u(t,x)'in Degisim Katsayisi u(t,x)in Degisim Katsayisi
T 3 T T

x10° | .t

o

25 ]

D

D

DK (u(t,x))

D

D

(@)

Sekil 17. u(t, x)’in degisim katsay1 degeri

3.3. iki Boyutlu Hiperbolik denklemlerin Fourier serisi coziimleri
Bu béliimde iki boyutlu rastgele hiperbolik kismi diferansiyel denklemlerin ¢dziimleri
icin Fourier serisi ve degiskenlerine ayirma yontemini kullanarak, iki adet 6rnek tizerinde

uygulama gerceklestirildi.

Ornek 3.3.1
2 2 2
1 (2224 s i oo

0<t< 1 0<x<1, ky<1
u(0,x,y) = Asin(rtx) sin(ry), 0 <x <1, O<y <1
u:(0,x,y) = —mAsin(mx) sin(my), 0<x<1, Oky<1
u(t,0,y)=u(t,1,y) =0,
u(t,x,0) = u(t,x,1) =0,
burada, A~N(u = 3,02 = 1) normal dagilima sahip rastgele degisken olmak iizere,
verilen baslangic kosullar1 igin iki boyutlu rastgele hiperbolik KDD’ini Fourier serisi
yontemi yardimi ile ¢6ziiniiz.
Coziim:
Kabul edelim ki,
u(t,x,y) =v(t,x,y) +w(t,x,y)
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at2 dx2 = oy?

( u(t,x,y) =v(t,x,y) + w(t,x,y)
9%y 0%v 9%
e Gt ﬁ) =0

0<t<1,0<x<1, 0<y<1
v(0,x,y) = Asin(nx) sin(ry), 0<x<1, 0<y<1
v,(0,x,y) = —mAsin(rtx) sin(my), 0<x<1, 0<y<1
v(t,0,y) =v(t,1,y) =0,0<t<1
\ v(t,x,0) =v(t,x,1)=0,0<t<1

w(t,x,y) problemin ¢oziimi,

@M_(fz Eﬁ)_ 2,,-mt g ,
Yo ax2+ay2 = 3An“e " sin(nx)sin(my)
0<t<1,0<x<1, 0<y<1

w(0,x,y)=0,0<x<1, 0<y<1

w(0,x,y) =0,0<x<1, 0<y<1
w(t,0,y) =w(t,1,y) =0,0<t<1
\ w(t,x,0) =w(t,x,1)=00<t<1

(19) denkleminin degiskenlere ayirma yontemi ile ¢oziimii,
v(t,x,y) =T@®)X(x)Y(y) # 0 igin

v (azv +_62v
atz  \ax2 = ay?

T"(OX)Y () — (TOX" ()Y () + TOX)Y"(y)) =0
elde edilir.

) = 0 denkleminde yerine yazilirsa

(19)

(20)

T"MOX)YW) =T (X"(x)Y(y) + X(x)Y"(y)) her iki tarafi T(t)X(x)Y(y)

ifadesine boliiniirse;

T"@®) _X"(x) | Y')

T(t) X(x) Y(y)

elde edilir.Her iki tarafi tek bir sabitle esitlersek;

TN o e KW YIO)

T(t) X(x) Y(»)
Bu negatif sabitlere gore t cinsinden ¢éziimler bulmak icin;

T"(t) + m?T(t) =0,

ve
X”(x) — 2 I 2 _Y”(y) _
Yoo = 9 sabiti igin ¢ = -5
2 _ 02 Y (y)
¢ Y(y)
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—p2 =28 (g2 =m?— P
X"(xX)+¢*X(x)=0 ve Y'(y) + B*Y(y) =0
denklemleri elde edilir .
Dirichlet sinir kosullar1 yerine yazarsak ,
X"(x) + @?X(x) =0, X(0)= X(1) =0,
Y"(y) + B?Y(y) =0, Y(0) = Y(1) = 0 elde edilir.
(18) denklemindeki baslangi¢ kosullarini yerine yazarsak;
v(0,x,y) = T(0)X(x)Y(y) = Asin(mx) sin(mry)
v,(0,x,9) =T (0)X(x)Y(y) = —mAsin(mx) sin(y)
v(t,0,y) =v(t,1y) = TOXO)Y () = TOXDY(Y) =0
v(t,x,0) =v(t,x,1) = TOXX)Y(0) = TOX(x)Y(1) =0
bulunur.
X"(x)+¢e?X(x) =0
karakteristik denklemi ve kokleri
r2+ @2 =0, 112 = Fip oldugundan,
X(x) = ¢y cosp x + ¢, sin gx
bulunur.
V') + () =0
karakteristik denklemi ve kokleri
r2+ B2 =0, 712 = Fip oldugundan,
Y(y) = by cosfy + b, sin Sy
bulunur.
T"(t)+ m®*T(t) =0
karakteristik denklemi ve kokleri
r?4+m?=0, 1, = Fimoldugundan,
T(t) = a;cosmt + aysinmt (m? = B2 + ¢?)

bulunur. Sinir kosullar1 yerine yazilirsa;

X(0)= ¢, =0, X(1) = cysinp=0, @=kn,kezZ
@ =@ =kn
Y(0) = b, =0, Y(1) = b,sinf=0 , B=nn

B =B, =n (kn=12,....) elde edilir.
(21) ve (22) tincii denklemde bulunan degerler yerine yazilirsa,

Xy (x) = sin(knx), Y,(y) = sin(nnx)
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bulunur.

k,n=12,.... igin m=my, =2 + B2 =/ (k% + n2)n2 = &y,

T(t) = Tyn(t) = Dy, 0S(8in t) + D™ SIN(Sry £)

elde edilir.Bulunan T(t),X(x),Y(y) fonksiyonlarmi v(t,x,y)=T(E)X(x)Y(y)
denkleminde yerine yazilirsa,

Vin (t,x,y) = sin(knx) sin(nnx) (Dyy, c0S(Oxrn t) + Dy, Sin(Spp t)) (23)
elde edilir.

Bulunan biitiin ¢éziimler toplanirsa,

Vin(t,%,Y) = X1 Y- 1(Dien c05(8gn t) + Djey SIN(8yp t)) sin(kmx) sin(nmx)
¢Ozlimii uygulanir.

(19) denklemindeki ilk baslangi¢ kosulu uygulanirsa;

v(0,x,¥) = X1 Xhe1 Dinsin(knx) sin(nmx) = Asin(mx) sin(mry)

esitlik ile,

Dy, sin(mx) sin(my)=Asin(wx) sin(my), D;; = A, k=n=1

elde edilir.(19) denklemindeki ikinci baslangi¢ kosulu uygulanirsa;

v:(0,x,y) = —mAsin(mtx) sin(my)

(0]

Z Dy 6kn sin(kmx) sin(nmy) = —mAsin(mx) sin(my)

n=1k=1
(811 =12 + 121 = V2m)
Son esitlik ile , D;;811 sin(mx) sin(wy) = —mAsin(mx) sin(my)
« o ZAT__ A4
D1y = V2 T 2

elde edilir. (23) denkleminde bulunan degerler yerine yazilirsa,

v11(t, x,y) = Dy; cos(811t) + Dy, sin(8,1t) sin(mx) sin(wy) = (A cos(\/fnt) —
% sin(\/fnt)) sin(mx) sin(my)

bulunur.m,n # 1 i¢in ¢6ziim olmadigindan

v(t,x,y) = <A cos(V2mt) — %sin(ﬁnt)) sin(mx) sin(my)

elde edilir. w(t, x, y) igin,

w(t, x,y) = Yr=q1 Ax(t) sin(kmx) sin(kmy)

ifadesini (20) denkleminde gerekli tiirevler alinarak yerine yazalim.
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Z Ay (t) sin(kmx) sin(kmy)
k=1

+ (Z Ay () k2w?sin(kmx) sin(kmy)

k=1
+ Z A, (K2 w2sin(kmx) sin(kny))
k=1

= 3An%e "tsin(nx)sin(mwy)
k = 1 i¢in;
Al ()+2m%A,(t) = 3Am%e ™ (24)
elde edilir.
k = 2 i¢in
Ay (t) + 2k2m?A, (1) =0 (25)
bulunur.
(24) denkleminin homojen kisminin ¢éziimii,
Al ()+2m%A.(t) =0, r%+2m? =0, 11, = iV2m bulunur.
AM(t) = ey; cosV2m t + ef,; sinV2mt
elde edilir. Ozel ¢oziim, A(t) = ke ™segilir ve tiirevleri ile birlikte denklemde yerine
yazilirsa
km?e ™ 4 2nke ™ = 3An?e ™, 3kn’e Tt = 3An%e ™
buradan k = A elde edilir. A;(t) = Ae™  bulunur. Buna gore genel ¢oziim
A (t) = AR(t) + As(t) = eq, cosV2m t + e}y sinV2 7t + Ae™™
bulunur.
w(t,x,y) = (e1; cosV2mt + ef; sinvV2 it + Ae ™ )sin(mx)sin(wy) (26)
elde edilir.
(20) denklemindeki baslangi¢ sartlari yerine yazilirsa,
w(0,x,y) = (e;1 + A)sin(nx)sin(mty) =0 e, = —A
A

w.(0,x,y) = (V2mej; — An)sin(rrx)sin(ny) =0 e; = 5

elde edilir.(26) denkleminde bulunan degerler yerine yazilirsa,

w(t,x,y) = (—A cos\2mt + % sinvV2 it + Ae‘”t) sin(mx)sin(my)

elde edilir.
Boylece genel ¢6ziim i¢in v(t, x,y), w(t, x, y) yerine yazilirsa,

u(t,x,y) = v(t,x,y) +w(t,x,y) =
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Acos(V2rt) — %sin(\/fnt) sin(mx) sin(my) +

(—A cosV2mt + % sinv2 t + Ae‘"t) sin(ntx)sin(my) ,

u(t,x,y) = Ae "tsin(mx)sin(my) (27)
elde edilir.
Normal dagilima sahip X rastgele degiskenin parametreleri X~N (u, o) dir.
X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen deger ozelliklerinden u(t,x,y)
denkleminin beklenen degeri;
E[u(t,x,y)] = E[Ae ™ sin(mx)sin(my) | = e ™ sin(nx)sin(my)E[A]
= e "sin(nx)sin(mwy)u
u = 3 ozel degeri igin,
E[u(t, x,y)] = 3e ™sin(mx)sin(my)

bulunur.

(a) u(t,x,4)in beklenen degeri u(t,x,4)in beklenen degeri
A 3 T T

D

E(u(t,x,4))

D

o
=
N
w
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E(u(t.4.y))

E(u(4.x,y))

Sekil 18. A~NN(u = 3,02 = 1), () y = 4, (b)x = 4 ,(C) t = 4 6zel degerleri igin (18)

(b) u(t,4,y)in beklenen degeri

A ‘i \ b

,,,,10 g
05 g%s !I/ ‘\‘\rl jl’l' ‘

lill \\\ li g
’!1’ , i

\\\5

\
\

‘\\\

\‘\\\\

u(t,4,y)in beklenen degeri

(@)

D

2

X

denkleminin beklenen degerinin 3 boyutlu ¢6ziim davranisi
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Var[u(t,x,y)] = Var[Ae ™ sin(nx)sin(my)] = (e ™ sin(mx)sin(mwy))?Var[A]
= (e "sin(mx)sin(mwy))?*c?

02 = 1 dzel degerleri igin,

Var[u(t,x,y)] = (e ™ sin(nx)sin(my))?

bulunur.

(@) u(t,x,4)'nin varyansi u(t,x,4)nin varyansi

Var(u(t,x,4))

(b) u(t,4,y)'nin varyansi u(t,4,y)'nin varyansi

X 10-31

2.5

Var(u(t,4,y))




(c) u(4,x,y)nin varyansi u(4,x,y)'nin varyansi

Var(u(4,x,y))

Sekil 19. A~NN(u = 3,02 = 1), (@) y = 4, (b)x = 4 ,(C) t = 4 5zel degerleri igin (18)

denkleminin varyansin 3 boyutlu ¢6ziim davranisi

Beklenen deger i¢in giiven araliklari

(a)u(4,x,y)nin %99 giiven araligi Ust giiven siniri
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Sekil 20. A~NN(u = 3,06% =1),(a) y = 4, (b)x = 4 ,(C) t = 4 6zel degerleri i¢in (18)

denkleminin giiven araliginin 3 boyutlu ¢6ziim davranisi

u(t, x,y) degisim katsayisi;
standart sapma varyansin karekokii oldugundan,
std[u(t,x,y)] = \/Var[u(t, xy)] = \/(e‘"tsin(mc)sin(ny))2

bulunur. Degisim katsayisi

—Tt ¢j i 2
std[u(t,x,y)] %100 = J(e_ st'n(nx)SL'n(ny)) % 100 bulunur.
E[u(tx,y)] 3e~Ttsin(nx)sin(mwy)

D.K =
u(t, x,y) i¢in degisim katsayist grafigi:
u(4,x,y)nin Degisim Katsayisi u(4,x,y)nin Degisim Katsayisi

2 <~

DK(u(4,x,y))

1 12 14 16 18
X

Sekil 21. u(t, x, y)’in degisim katsay1 degerinin 3D grafigi ve Contur plot davranisi

Ornek 3.3.2
0%u  (9%u | 9%u\ _ 2
ﬁ_(ﬁ-l_a_ﬁ)_(z‘qt + 2Bt + (2A + 2C) cosx cos y (28)
0<t<1l —-=-<x<=, -Z<y<Z

2 2 2 2
u(O,x,y)=Ccosxcosy,—§<x<§,—§<y<g
u:(0,x,y) = Bcosxcosy, —§<x<§, —§<y<§

u(t,—g,y)=u(t,§,y) =0,
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u (t,x,—g) = u(t,x,g) =0,

sirastyla

A~Ucg(a = 1,4 = 2,c = 5), B~Diizgin(a =1, = 3) ve C~Weibull(¢é =2,{ =
4), iiggensel, diizgiin ve Weibull dagilimina sahip rastgele degiskenler olmak tizere iki
boyutlu hiperbolik rastgele K.D.D. problemini Fourier serisi metodu ile ¢6zelim.
Coziim:

Kabul edelim ki,

u(t,x,y) =v(t,x,y) +w(tx,y)

?v (62v+62_v) -0

a2 \ax2 ' ay2
( u(t,x,y) =v(t,x,y) +w(t,x,y)
9%v 9%v  0%v
- Gati) =0
0<t<l, —S<x<=, —-<y<-
2 2 2 2
Vs T Vs T
<v(O,x,y)=Ccosxcosy,—5<x<5 , —3<¥<3 (29)
vt(O,x,y):Bcosxcosy,—§<x<§ , —§<y<§
v(t,—g,y)=v(t,§,y)=0,0£t£1
L v(t,x,—z)=v(t,x,z)=0,0StS1
2 2

w(t,x,y) problemin ¢oziimi,

2 2 2
r(;T‘;V—((?37‘;V+(;T‘;V)=(2A1:2+ZBt+(2A+2C)cosxcosy
0<t<l, —S<x<=-, —-<y<-

2 2 2 2
T T Vs T
w(0,x,y) =0,-2<x<7, —7<y<3
4 (30)
0,x%y)=0,-T<x<?= —I<y<?t
Wt E49) ) 2 2 ) 2 2
T T
w(t=3)=w(ey)=00<e<1
. w(t,x,—%)=W(t,x,g>=0,0StS1

(29)denkleminin degiskenlere ayirma yontemi ile ¢6ziimii,

v(t,x,y) =Tt)X(x)Y(y) # 0 igin

0%v (9%v | 0%v : .
(ﬁ + a—yz) = 0 denkleminde yerine yazilirsa

at2
T"()X(x)Y(y) — (T(t)X”(x)Y(y) + T(t)X(x)Y”(y)) = 0 elde edilir.
T"MX)YW) =T (X"(x)Y(y)+ X(x)Y"(y)) her iki tarafi T(t)X(x)Y(y)
ifadesine bollntrse;

o _x"®  Y')

T(t) X(x) Y(y)

Her iki tarafi tek bir sabitle esitlersek;

elde edilir.
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T"'®) 2 X' YO _ 2
T(t) ke* e X(x) Y(») k

Bu negatif sabitlere gore t cinsinden ¢éziimler bulmak igin;

T"(t) + k*>T(t) =0,

ve
X”(x)__z 2
Yoo = H sabiti i¢in U =
u> —k
(v* =k*—u?

_Y”(Y) 1,2
Y(y) k

2 _ Y" ()
Y(y)

_ 2 _ Y”(t)

Y() ’

X"(x) +u2X(x) =0 ve Y'(y) + y2Y(y) = 0 denklemleri elde edilir.

Dirichlet sinir kosullar yerine yazarsak ,

X0+ pPX(x) =0, X(=3) = X(3) =0,

Y') + y?Y() =0, Y(=2) = Y(3) = 0, elde edilir.

(29) denklemindeki baslangi¢ kosullarini yerine yazarsak;

v(0,x,y) = T(0)X(x)Y(y) = Ccosxcosy,
v:(0,x,y) = T'(O)X(x)Y(y) = Bcosx cosy,

v(t-2y)=v(t3y)= TOX(-2)Y») = TOX(3)Yy) =0,

v(tx,-3) =v(tx3) = TOX@Y(-3) = TOX@Y(3) =0,

bulunur.

X"(x)+u*X(x)=0

karakteristik denklemi ve kokleri

2+ pu? =0, 712 = Fip oldugundan,

X(x) = ¢y cospx + ¢, sin ux

bulunur.

Y')+ y?Y(») =0

karakteristik denklemi ve kokleri

r2+y2=0, 11, = Fiy oldugundan,

Y(y) =d,cosyy+d,sinyy

bulunur.

T"{t) + k*T(@) =0

karakteristik denklemi ve kokleri

r’2+k?=0, 11, = Fik oldugundan,

T(t) = e, coskt + e, sinkt, (k% =y?+ u?)
43
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bulunur.Sinir kosullar1 yerine yazilirsa ;

X(—§)= c, =0, X(g) = clcos(%)=0, ”Z—n=m§, meZz

H=HUn=m,
(= a0 ()= Don. EE ye

Yy =VYn = n(m,n =1,2, ) elde
edilir.

(31) ve (32) inci denklemde bulunan degerler yerine yazilirsa,

X (x) = cos(mx), Y, (y) = cos(ny) elde edilir.

mn =12, .. icin k=kp, =1k +y2 =Vm?+n2 =1,

T(t) = Tn(t) = Spn €0S(Tint) + S™mn sin(Tynt)

elde edilir.Bulunan T(t),X(x),Y(y) fonksiyonlarmi v(t,x,y) =T(E)X(x)Y(y)
denkleminde yerine yazilirsa,

Umn (t, x,y) = cos(mx) cos(ny) (Smn COS(Tmnt) + S*mn Sin(Tmat)) (33)
elde edilir.

Bulunan biitiin ¢6ziimler toplanirsa,

o

Vmn (6, x, V) = Z Z (Smn €OS(Tint) + S* i SiN(Tynt)) cos(mx) cos(ny)

n=1m=1
¢ozlimii uygulanir. (29) denklemindeki ilk baslangi¢ kosulu uygulanirsa;
v(0,%,¥) = Yme1 Xm=1Smn cos(mx) cos(ny) = C cos(x) cos(y) esitlik ile,
S11 cos(x) cos(y)=C cos(x) cos(y), m=n = 1liginS;; =C,
elde edilir. (29) denklemindeki ikinci baslangi¢ kosulu uygulanirsa;
v:(0,x,y) = Bcosx cos y,
N S pnTmn COS(MX) cos(ny) = B cosx cosy(ty; = V12 + 12 =+/2)
son esitlik ile, S*;;1T;1 cosx cosy = B cosx cosy,

§'1 = %
elde edilir.(33) denkleminde bulunan degerler yerine yazilirsa,
v11(t, x,¥) = S11 cos(ty1t) + §*14 sin(t4,t) cosx cosy = (C cos(\/it) +
%sin(\/ft))cosx cosy bulunur.
m,n # 1 i¢in ¢dziim olmadigindan
v(t,x,y) = (Ccos(V2t) + %sin(\/ft))cosx cosy elde edilir.
w(t, x,y) icin,

44



w(t, x,y) = X r=q1 Ax(t) cos(kx) cos(ky) ifadesini (30) denkleminde gerekli tiirevler

alinarak yerine yazalim.

z A}/ (t) cos(kx) cos(ky)
k=1

+ (; A (t) k% cos(kx) cos(ky) + ; Ay (t) k?cos(kx) cos(ky))

= (2At? + 2Bt + (2A + 2C)) cos x cos y

k =1 igin;

A ()+24,(t) = 2At? + 2Bt + (24 + 20) (34)
elde edilir.

k > 2icin A} (t) + 2k*A,(t) =0 (35)
bulunur.(34) denkleminin homojen kisminin ¢éziimii,

Al ()+24,(t) =0, r2+2=0, T, = +iV2

bulunur.

AM(t) = cy1 cosV2t + ¢, sinV2 ¢
elde edilir. Ozel ¢dziim, belirsiz katsayilar ydnteminden,
As(t) = at? + bt + c segilir ve tiirevleri ile birlikte denklemde yerine yazilirsa
2a + 2(at? + bt + ¢) = 2At? + 2Bt + (24 + 2C)
2a = 24, 2b = 2B, 2a+ 2c =2A+ 2C,

a =4, b=8, c=C,

As(t) = At> + Bt + C

bulunur. Buna gore genel ¢oziim

A (t) = AR(t) + As(t) = ¢y cosV2 t + ciysinV2t + At? + Bt + C

bulunur. Yukarida bulunan degerler yerine yazilirsa

w(t,x,y) = (c11 cOsV2t + ¢, sinvV2t + At? + Bt + C) cosx cosy (36)
elde edilir.

(30) denklemindeki baglangi¢ kosullar1 yerine yazilirsa,

w(0,x,y) = (c;; + C)cosxcosy =0, ¢y = —C

we(0,x,y) = (V2¢i; + B) cosxcosy =0, c¢j; = —%

elde edilir. (36) denkleminde bulunan degerler yerine yazilirsa,

w(t,x,y) = (—C cosV2t —% sinV2 t + At? + Bt + C) CcoS X CoSy
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elde edilir. Boylece genel ¢6ziim i¢in v(t, x,y), w(t, x, y) yerine yazilirsa,
u(t,x,y) = v(t,x,y) +w(t,x,y) =

(C cos(V2t) + %sin(\/ft)) cosx cosy + (—C cosV2t — % simW2t+ At? + Bt +

C) COS X COS'y
u(t,x,y) = (At> + Bt + C) cos x cos y (37)
elde edilir.

X~Uc¢g(a, &,c) iiggensel dagilimma sahip rastgele degisken olmak iizere, moment

c¢ikaran fonksiyonu (Feller, 1968).

(& —c)e* — (b —a)et + (c —a)ett
& —a)(c—a)( —c)t?

M,(t) = E[e*] = 2

A~Ucg(a, #,c) rastgele degiskenin beklenen deger ve varyansi

(a+ 46 +c) a’*+ 6%+ c?—ab —ac — bc
E[A] i — ar[A] = 18

Diizgiin dagilima sahip X rastgele degiskenin parametreleri, X~Dizgun(a, )’ dir.

Diizgiin dagilimin,
eBt_eat
(B-a)t

moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanilarak, B~Dilizgin(a, ) rastgele degiskenin

My (t) = E[e¥] =

birinci momenti ve varyanst;

_@\2
E[B] = 2 var[B] = £

bulunur (Feller, 1968; Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).
C rastgele degiskenine (&,{) parametreli Weibull dagilimina sahiptir denir (Weibull,
1951).

Weibull dagilimi i¢in beklenen deger ve varyans soyle verilir:

E(C) = g ¢
Var(c) = F(H?)_ZZ(HE)_

€3

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(t, x, y) denkleminin beklenen degeri;
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E[u(t,x,y)] = E[(At? + Bt + C) cos x cos y |
= t?cosxcosyE[A] + tcos xcos y E[B] + cos x cos y E[C]
B (a+ 46 +o)t? cosxcosy+ (a+ B)tcosxcosy

3 2
4 1 1F<1)
— 7T(7) cosxcosy
EEAY
a=1b=2,c=5a=10=3,§ =2ve{ =4 ozel degerleri i¢in,
8t% cos x cosy 1 /1
Elu(t,x,y)] = 3 + 2tcosxcosy + ZF(§> CcoS X cosy
bulunur.
(@) u(t,x,2)'in beklenen degeri u(t,x,2)'in beklenen degeri
3 10
8
2.5 6
4
2 2
)
X 0
s x 1.5
o -2
-4
1
-6
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(b) u(t,2,y)in beklenen degeri u(t,2,y)in beklenen degeri

3 10
8
25 6

E(ut.2,y))

-10

-12

(c) u(2,x,y)in beklenen degeri u(2,x,y)in beklenen degeri
: 3

2.5

E(u@.x.y))

Sekil 22, A~Ugg(a=1,&4=2,c=5), B~Dizgin(a=1,=3) ve
C~Weibull(¢ =2,{=4) @ y=2, (b)x =2 ,(c) t =2 06zel degerleri icin (28)

denkleminin beklenen degerinin 3 boyutlu ¢6ziim davranisi
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Var[u(t,x,y)] = Var[(At? + Bt + C) cos xcosy]
= (t?cosxcosy)?Var[A] + (tcosxcosy)?Var[B] + cos? xcos?y Var[C]

a+b?*+c?—ab—ac—bc
18

) (t*cosxcosy)?

r(1+§)—r2(1+1)

2

a —

+ % (tcosxcosy)? + > $ cos? xcos*y
G
a=1,b=2,c=5a=1,=3,§ =2ve =4 06zel degerleri i¢in,
3

13, , 1 (TGN L
Var[u(t,x,y)] = 1—8(t cosxcosy)- + §(tcosxcosy) + — |cos” xcos’y
bulunur.

(@) u(t,x,2)'nin varyansi u(t,x,2)'nin varyansi

Var(u(t,x,2))
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(b) u(t,2,y)'nin varyansi u(t,2,y)nin varyansi
. 3

2.5

Var(u(t,2,y))

Var(u(2,x,y))

L]
”'ifg?\\\\

Sekil 23. A~U¢g(a =1, =2,c =5), B~Diizgin(a =1, =3) ve
C~Weibull(§ =2,{=4),(ay=2,(b)x =2 ,(c) t =2 06zel degerleri igin (28)
denkleminin varyansin 3 boyutlu ¢6ziim davranisi

Beklenen deger icin gliven araliklar
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(@)u(2,x,y)nin 3 standart sapmali gliven araligi Ust guven siniri

ai

=
=
(&)

alt gliven siniri

u(t,2,y)nin beklenen degeri

2
0
2
1.8 : % 1

> 14F 1 7
1.2 2
1 3
t t
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(c)u(t,x,2)'nin 3 standart sapmali gliven araligi ust guven siniri

0 1.6
> x
2 1.4
4 1.2
1
1 15
t
u(t,x,2)nin beklenen degeri alt gtiven siniri
2
1.8 : : ! ! 1
x x
1.4 : -1
1.2F -2
1 -3
1 1.5 1 15
t t

Sekil 24, A~Ugg(a=1,&4=2,c=5), B~Dizgin(a=1,8=3) Ve
C~Weibull(§ =2, =4) ,(@) t=2, (b)x =2 ,(c) y =2 06zel degerleri igin (28)

denkleminin giiven aralifinin 3 boyutlu ¢6ziim davranisi

u(t, x,y) degisim katsayist;

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

std[u(t,x,y)] = \/Var[u(t, x,y)]

2 cos? xcos?y

13 1
= |18 (t?cosxcosy)? + 3 (tcosxcosy)? +

bulunur. Degisim katsayisi ise

std[u(t,x,y)]

D.K = ey

X 100

3

—r2
\/ i—z(tzcosxcosy)2 +§(1:cosxcosy)2 +(1T(2)> cos? xcos?y
_ x 100 elde edilir.

8t2 cosxcosy

1.(1
3 +2tcosx cosy+ ZF(E) coSx cosy

u(t, x,y) i¢in degisim katsayisi grafigi:
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u(2,x,y)nin Degisim Katsayisi u(2,x,y)nin Degisim Katsayisi

x1018, -

DK(u(2,x,y))

Sekil 25. u(t, x, y)’in degisim katsayisinin davranisi

3.4. Bir Boyutlu Parabolik denklemlerin Fourier serisi ¢coziimleri
Bu boliimde bir boyutlu rastgele parabolik kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri igin
Fourier Doniisiim Yontemini kullanarak, iki adet Ornek iizerinde uygulama

gerceklestirildi.

Ornek 3.4.1

= + a—u (—24e7t — At + A)cos(x) (38)

u,(t, )—u( —)—O

Burada,A~)((r) (r = 2)serbestlik dereceli Ki-kare dagilima sahip rastgele degisken
olmak tizere, verilen baslangi¢ kosullari i¢in tek boyutlu rastgele parabolik KDD’ini
Fourier doniisiimii yontemi yardimi ile ¢6ziiniiz.

Coziim:

[lk olarak denkleme Fourier déniisiimii uygulayalim,

F{lu (t, )} + F{u, (¢, x)} = F{—2Ae "t cos(x) — Atcos(x) + Acos(x) },

3 N
iwu(w, x) + Uy (W, x) = cos(x)F {(—ZAe‘t - A?t + ATt) }’
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= —(iw)?(cos(x)) F {ZAe_t + A?tg — ATtZ},

3 2
U (W, X) + iwu(w, x) = Aw?(cos(x)) F {Ze‘t + % — %} .

Denklemin genel ¢oziimii

ulw, x) = up,(w, x) + uz(w, x)
homojen kisminin ¢éziimii,

Uy (W, x) + iwu(w, x) =0,
karakteristik denklemi

%2 +iw =0, T, = FV—iw

up,(w,x) = cie™ VWX 4 c eV TIWX

elde edilir.
Ozel ¢oziim ;

_ t3  t? _ 3t .
us(w,x) = Kw? F {Ze t+ = ?} cos(x) + Lw? F {Ze t+ e~ ?} sin(x),

3 2 3 2
us, (w,x) = —Kw? F {Ze_t + % - %} cos(x) — Lw? F {Ze_t + % - t;} sin(x)

—Kw?F {Ze‘t + % - %} cos(x) —Lw? F {Ze‘t + % — g} sin(x) +
w (KW2 F {ZG_t + % — %} cos(x) + Lw? F {Ze‘t + § - g} sin(x)) =

2 B¢
Aw*(cos(x)) F{Ze +2 2},

3 2 3 2
K(iw—-1F {ZG_t + % — t;}wzcos(x) = Aw?(cos(x)) F {Ze‘t + % — %}

Buradan, L = 0 ve K = —2— olur.
iw—1

Aw?

t, B ¢
us(w, x) = F {Ze +—- ;} cos(x)

iw-1
Genel ¢6ziim;

u(w, x) = up(w, x) + us(w, x)

0 ] 2 3 2
= ceVTWx 4 g eVmiwxy AW {Ze‘t + % — %} cos(x)

iw-1

baslangi¢ ve sinir kosullarini kullanirsak,

_ mT. . .
x =2 igin;
T v Wrrvvid
u (W, 5) =ce VW24 eV ™2 =0,
—TT
2 - —
g = —ce”V ™2,
- —Ziw - _r Aw? -t B ) .
u,(w,x) = —vV—iwc,e VWX + J—iwc,eVTIWX — iw—lF{Ze t+ - —;} sin(x)

u,(w,0) = —vV—iwc; + V—iwc, =0
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5 2v/—iwZ
—C;+¢; =0, ¢4 =c,oldugundan ¢; = —c;e 2 buradan,c; = ¢, =0

_ Aw? ¢, t tZ}
u(w,x) = iw_lF{Ze +— = cos(x)
ters Fourier dontistimii alinirsa

1 oy (Aw? L0 e
FHulw,x)}=F {EF {Ze += 2}cos(x)},
u(t,x) = A(e™t + t)cos(x) (39)

elde edilir. Ki-kare dagilima sahip X rastgele degiskenin parametreleri X~ )((zr) dir. Ki-

kare dagilimin

M, (t) = E[e*] = ——,
(1-2t)2

moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanilarak A~ )((zr) rastgele degiskeninin birinci,
ikinci momentleri;

E[A] =7, E[A?] = r(r + 2) ve varyans1 Var[A] = 2r,

bulunur (Feller, 1968; Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri igin beklenen deger ozelliklerinden u(t,x)
denkleminin beklenen degeri;

E[u(t,x)] = E[A(e™t + t)cos(x)] = (™t + t)cos(x)E[A] = (et + t)cos(x)r

r = 2, 6zel degeri i¢in,

E[u(t,x)] = 2(e™t + t)cos(x)

bulunur.
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u(t,x)'in beklenen degeri u(t,x)in beklenen degeri

pd

AT
,,/'
e - \
10— e \

E(u(t.x))

t
Sekil 26. A~)((2r=2) ozel degeri igin (38) denkleminin beklenen degerinin ¢6ziim

davranisi

Var[u(t,x)] = Var[A(e~t + t)cos(x)] = ((e~t + t)cos(x)) Var[A]
= ((e™t + t)cos(x)) 2r

r = 2, ozel degeri igin,

Var[u(t, )] = 4((e™t + t)cos(x))”

bulunur.
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u(t,x)'in varyansi u(t,x)'in varyansi

o’:m NP
0”;%““‘ | b

‘34‘;
i

4
S

Var(u(t,x))

0 1 2 3
t

Sekil 27. A~ )((ZT= 2) 0zel degerleri igin (38) denkleminin varyansinin ¢6ziim davranist

Beklenen deger i¢in giiven araliklari

u(t,x)'in 3 standart sapmali guiven aralig ust glven sinir

t t

Sekil 28. A~ )((zrzz)ézel degeri i¢in (38) denkleminin giiven araliginin ¢6ziim davranisi
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u(t, x) degisim katsayisi;

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

std[u(t,x)] = /Var[u(t,x)] = \/4((e‘t + t)cos(x))2

bulunur.
2
_ std[u(tx)] _ \/4((e‘t+t)cos(x))
D.K = m X 100 = 2(e-t+D)cos @) x 100
u(t, x) i¢in degisim katsayisi grafigi
u(t,x)in Degisim Katsayisi u(t,x)in Degisim Katsayisi

x10° | N

DK(u(t,x))

Sekil 29. A~y?._,, icin u(t, x)’in degisim katsayisinin ¢6ziim davranist
(r=2) g y

Ornek 3.4.2
du 9%u _ ,
Friieoci 2u=—Asin(x) (40)

Burada, A~Laplace(a = 1,b = 3) Laplace dagilima sahip rastgele degisken olmak iizere,
verilen baslangi¢ kosullari i¢in tek boyutlu rastgele parabolik KDD’ini Fourier doniistimii

yontemi yardimu ile ¢ziiniiz.
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Coziim:
Ilk olarak denkleme Fourier déniisiimii uygulayalim,
F{u:(t, x)} — F{u,, (t, x)} — 2F{u(t, x)} = F{—Asin(x) },
iwu(w, x) — Uy, (W, x) — 2u(w, x) = —Asin(x),
u(w, x)(iw — 2) — Uy, (W, x) = —Asin(x), denklemin genel ¢6ziimii
u(w,x) = up(w,x) + us(w, x),
homojen kisminin ¢6ziimii,
u(w, x)(iw — 2) — u,,(w,x) = 0 karakteristik denklemi
(iw—2)—-12=0, r,=Fiw-2
u, (W, x) = c,e™VW=2X 4 ¢ gViw=2x
Ozel ¢oziim ; uz(w,x) = Csin(x) + B cos(x),
Us .. (W, x) = —Csin(x) — B cos(x),
(Csin(x) 4+ Bcos(x)) (iw — 2) + Csin(x) + B cos(x) = —Asin(x)
sin(x) (C(iw — 1)) = —Asin(x)

Buradan, B =0ve C = % olur.

—iw
us(w, x) = ﬁsin(x)

Genel ¢ozilim;

uw, x) = u,(w,x) + us(w, x)

v Nt A
=c,e VWX 4 ¢ eVIWT2X + = sin(x)

1—-iw
baslangi¢ ve sinir kosullarini kullanirsak
X = 1T i¢in;

u(w,m) = cie VW2 4 ¢,eVIWT2T = (),

¢, = _C2e2\/iw—21'[,
u, (W, x) = —Viw — 2c,e7VW72X 4 iw — 2¢,eVVT2X 4 — cos(x)

Uy (W, g) = —/iw — che_'iw_z(g) +iw — ZCZe'iW_Z(g) =0,

—cle_'iw_z(g) + cze‘iw_z(g) =0, c, = CZeViW—Z(‘lT) oldugundan c, (e\/iw—z(n) +
e“iw_z(z")) = 0, buradan, ¢; = ¢, = 0,

A .
u(w,x) = msm(x).

Ters Fourier doniisiimii alinirsa
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F-1{u(w,x)} = F1 { - _Aiwsin(x)}

u(t,x) = A(et + 1)sin(x) (41)
elde edilir. Laplace dagilimma sahip X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu (Forbes et al, 2011)

[x—al
@) =2e (59, xe i
2b
Moment ¢ikaran fonksiyonu,

eat

E[etx] = 1-p2e?’

faydalanilarak beklenen deger ve varyans asagidaki gibi bulunabilir.

A~Laplace(a,b) Laplace dagilimina sahip rastgele degisken olmak {iizere, beklenen
deger ve varyansi,

E(A) = a ve Var(4A) = 2b%

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa
u(t, x) denkleminin beklenen degeri;

E[u(t,x)] = E[ A(e® + 1)sin(x)] = (e’ + 1)sin(x)E[A] = (e’ + 1)sin(x)a

a = 1, 6zel degeri i¢in,

E[u(t,x)] = (et + 1)sin(x)

bulunur.

u(t,x)'in beklenen degeri u(t,x)'in beklenen degeri

o

il
- ;{)i.zfll;’llll’f”
iy

E(u(t.x))

5

Sekil 30. A~Laplace(a =1,b =3) 06zel degeri i¢in (40) denkleminin beklenen

degerinin ¢6ziim davranisi
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Var[u(t,x)] = Var[A(e® + 1)sin(x)] = ((et + 1)sin(x))2Var[A]
= (et + 1)sin(x))22b2

b = 3, 6zel degeri icin,

Var[u(t,x)] = 18((e® + l)sin(x))2

bulunur.

u(t,x)'in varyansi u(t,x)'in varyansi

Var(u(t,x))

Sekil 31. A~Laplace(a = 1,b = 3) 6zel degerleri icin (40) denkleminin varyansinin

¢Ozlim davranisi

Beklenen deger icin giiven araliklari
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u(t,x)in 3 standart sapmali giiven aralig ust glven sinin

Sekil 32. A~Laplace(a = 1,b = 3) 6zel degeri i¢in (40) denkleminin giiven araliginin

¢Oziim davranisi

u(t, x) degisim katsayisi,

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

std[u(t,x)] = /Var[u(t,x)] = \/18((et + 1)sin(x))2

bulunur.

std[u(t,x)] % 100 = J18((et+1)sin(x))2

D.K = E[u(t,x)] - (et+1)sin(x)

X 100

u(t, x) i¢in degisim katsayisi grafigi:
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u(t,x)'in Degisim Katsayisi u(t,x)'in Degisim Katsay|5|

J‘
V[AV'

s,\ﬁ‘? "“‘ o

DK(u(t,x))

I‘1 ?i

Sekil 33. A~Laplace(a = 1,b = 3) i¢in u(t, x)’in degisim katsay1 degeri

3.5. iki Boyutlu Parabolik denklemlerin Fourier serisi ¢coziimleri
Bu bdliimde iki boyutlu rastgele parabolik kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri igin

Fourier serisi ve degiskenlerine ayirma yontemini kullanarak, iki adet 6rnek iizerinde

uygulama gerceklestirildi.

Ornek 3.5.1
ou 1 (d%u , d%u
S =aGEt5) (42)

u(0,x,y) = Asin(ntx) sin(my),

u(t,0,y)=u(t,1,y) =0, 0<x<1 Oky<1,

u(t,x,0)=u(t,x,1) =0, 0<x<1 0Ky<l1.

Burada, A~Gamma(s = 3,0 = 2) Gamma dagilimina sahip rastgele degisken olmak
tizere, verilen baslangi¢ kosullar i¢in iki boyutlu parabolik rastgele KDD’ini Fourier

serisi yontemi yardimi ile ¢oziiniiz.
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Coziim:

Z—Ltl = % (ZZTLZL + 3271:) denkleminin degigkenlere ayirma yontemi ile ¢oztimii,

u(t,x,y) =TOX@Y (), (43)
i¢in,

T'(OXX)Y () = = (X" Y GIT®) + XY () T(D)), (44)

elde edilir. (44) denkleminin her iki tarafi 7?2 ile carpip T(t)X(x)Y(y) ifadesine
boliiniirse;

m2T'(t) _x"(x)  Y'(@)
T(t) X(x) Y(y)

elde edilir. Her iki tarafi tek bir sabitle esitlersek;

’T'(®) .o X" YD) _ 42
o - h VS Ty A

Bu negatif sabitlere gore t cinsinden ¢éztimler bulmak igin;

2ml!
—nTT(tgt) = —A? her iki tarafi T(t) ile garparsak,
T[ZT’(t) = —T(t)ﬂz,

') = -5 T(),

dr A2
== —=T®,
dr A2
ol
2
InT = —2 dt,
T
AZ
T(t) = H.e = elde edilir.
X”(x) _ 2
X(x)

sabiti i¢in

2 _ Y (y) 92
Y(y) A

2_y2_Y') 2 _ 32 _ 2

_ 2 Y”(t)

X"(x)+u?X(x)=0 ve Y'(y)+ B*Y(y) =0
denklemleri bulunur.
X" (x) + pu*X(x) =0,

karakteristik denklemi ve kokleri

2+ u? =0, 11, = Fig oldugundan,
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X(x) = Ay cosux + A, sin ux (45)
bulunur.
')+ B () =0,
karakteristik denklemi ve kokleri
r24+pB*=0, 1, =7Fip oldugundan,
Y(y) = By cosBy + B, sin By (46)
bulunur. Baslangig sartlar1 (43) denkleminde yerine yazilirsa;
u(t,0,y)=0icin T(t)X(0)Y(y) = 0ise X(0) =0,
u(t,1,y)=0icin T(t)X(1)Y(y) =0ise X(1) =0,
(45) denkleminde yerine yazarsak,

X(0)=A4,=0ve X(1)=A,sinu=0, sinu=0,

U =mn,
Un=mn m=0,12..
X (x) = By, sin(mmx) bulunur.
u(t,x,0)=0i¢in T(t)X(x)Y(0) =0ise Y(0) =0,
u(t,x,1)=0icin X(x)Y(1)T(t) =0ise Y(1) =0,
(46) denkleminde yerine yazarsak,
Y(0)=B; =0veY(1) = B,sinf =0, sinf =0,
B =nm,
fpo=nm, n=1.2..

Y,,(y) = C, sin(nmy) elde edilir.

A2 = m?m? + n?’n? = 2 (m? + n?).
Bulunan T(t),X(x),Y(y) fonksiyonlarmi u(t,x,y) =T()X(x)Y(y) denkleminde

yerine yazilirsa,
AZ
Umn (t,x,y) = Dmne_n_zt sin(mmx) sin(nmy) ,
u(t,%,Y) = Zm=o Nee1 Dmne (™ 7 sin(mmx) sin(nmy) ,

u(0,x,y) = Asin(mx) sin(wy)= Y=o Xme1 Dmne‘(m2+”2)t sin(mmnx) sin(nmy) ,

Dy = i ) 01 ) 01 Asin(mx) sin(mry) sin(mmnx) sin(nmy)dydx,

Dmn

A(sin(r (=1 + n)) + sin(r(—=1 + n))n + sin(z(1 + n)) — sin(w (1 + n))n)(sin(n(—l + m)))
+sin(n(—1 4+ m))m + sin(n(1 + m)) — sin(w(1 + m))m)
m?(n? —1)(m? - 1)

A(sin(m)cos(m)—-m)?

Dpin = { T2
0, aksi takdirde

=4 m=n=1
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Bu bilgiler 1s181nda,

u(t, x,y) = Ae™? sin(mx) sin(my), (47)
analitik ¢oziimii elde edilir.

X~T'(g,0) gamma dagilimina sahip rastgele degisken olmak tizere, moment g¢ikaran
fonksiyonu (Feller, 1968).

t\~¢S
1- —) ) t<
My (t) = ( 0 ¢
mevcut degil, t >

A~T(g,0) rastgele degiskeni gamma dagilimina sahip oldugundan 1.,2. momentleri ve
varyanst;.

¢(¢+1)

2 )

_S 2y —
E(A)—Q, E(B®)

¢
Var(B) = —,
QZ

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa
u(t, x,y) denkleminin beklenen degeri;

E[u(t,x,y)] = E[Ae™?! sin(mx) sin(my) | = E[A]e™?¢ sin(mx) sin(my) =

ge_” sin(mx) sin(mry).

¢ = 3 ve o = 2 ozel degerleri icin,
3
E[u(t,x,y)] = 5 e~ 2t sin(mx) sin(my)

bulunur.
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E(u(t,x,3))

(@) u(t,x,3)'in beklenen degeri u(t,x,3)'in beklenen degeri
p 3 T 3

<8555 :’»% < 7%
SO SIS IS

S SIS SIS
P05 05T 0050 2 7 05855763580 x
AR RE IR
OSSR SIS S

o TR

\\ :‘_"‘:1-"“‘ ‘g"‘: Q30

<.
S
;"1 S

X R
Thoese
\‘ \\\\‘\“

i

(b) u(t,3,y)'in beklenen degeri u(t,3,y)'in beklenen degeri

3 5 .
2.5
2 ©
=
>
s A0 e o sees ‘:%
= e e R e
IILeO, Sz > 1.5
] W -
P e
RS <5
R SRS os
,l’" \\\\t“{.\\“\t‘ =
LTRSS
‘\‘\ FaY
I 1 o
0.5
O r r
0 1 2
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(c) u(3,x,y)'in beklenen degeri u(3,x,y)'in beklenen degeri

3 .
@ ‘
25
8D )
2
=
X
9% > 1.5 e
o 3 i
1 [
0.5
c
(0}, - -
0 1 2 3

X

Sekil 34. I'(¢=3,0=2) ,(a) y=3, (b) x =3 ,(c) t =3 06zel degerleri igin (42)

denkleminin beklenen degerinin 3 boyutlu ¢6ziim davranisi

Var[u(t,x,y)] = Var[Ae~?! sin(mx) sin(mry)] = (e7?¢ sin(mx) sin(my))?Var[A] =

(e 2t sin(mx) sin(ny))zc
02 '

¢ = 3 ve p = 2 6zel degerleri i¢in,

3(e~?t sin(mx) sin(my))?
4

Var[u(t,x,y)] =

bulunur.
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Var(u(t,x,3))

(a) u(t,x,3)'nin varyansi

x 10"

1.5

69

u(t,x,3)'nin varyansi




(b) u(t,3,y)'nin varyansi u(t,3,y)nin varyansi

x 10

1.5¢

Var(u(t,3,y))

Var(u(3,x,y))

Sekil 35. I'(¢c=3,0=2), (8 y=3, (b) x=3 ,(c) t=3 06zel degerleri igin

(42)denkleminin varyansin 3 boyutlu ¢6ziim davranigi

Beklenen deger icin gliven araliklari,
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(@)u(3,x,y)nin 3 standart sapmali gliven araligi Ust glven sinirn

(b)u(t,3,y)piFP3 standart sapmali gliven araligi Ust gliven siniri

71



(c)u(t,xX3IBii*\63 standart sapmali gliven araligi Ust glven sinin

1.2 14 16 1.8
t t

Sekil 36. T(¢=3,0=2), (@ t=3, (b) x =3 ,(c) y =3 0zel degerleri igin (42)

denkleminin giiven araliginin 3 boyutlu ¢6ziim davranisi

u(t, x,y) degisim katsayist;

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

3(e~2tsin(mx) sin(my))?

std[u(t,x,y)] = yVar[u(t,x,y)] :\/

4
bulunur.
jS(e_Zt sin(mx) sin(ﬂ:y))2
DK = std[u(t,x,y)] %100 = 4 x 100
. E[u(txy)] 2e~2t sin(x) sin(rry)

u(t, x,y) i¢in degisim katsayis1 grafigi:
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u(3,x,y)'nin Degisim Katsayisi u(3,x,y)'nin Degisim Katsayisi

12

10/

DK(u(3,x,Y))

Sekil 37. t = 3 icin u(t, x, y) 'nin degisim katsay1 degeri

Ornek 3.5.2
ou 0%2u  0%u
=G50 (48)

u(0,x,y) = Acos (g) cos (%),

u(t,—my)=u(t,m,y)=0,—nt<x<m, - <y<m,
u(t,x,0)=u(t,x1)=0—n<x<mm, -1 <y<T.

Burada, A~Ustel(A = 4) iistel dagilimma sahip rastgele degisken olmak iizere, verilen

baslangi¢ kosullari igin iki boyutlu parabolik KDD’ini Fourier serisi yontemi yardimu ile

¢ozunuz.

Coziim:

ou _ (62_u + 62_u) denkleminin degiskenlere ayirma yontemi ile ¢coziimii

at ax2  9y? 8is y y ¢ ’

u(t,x,y) = T(OXX)Y(y), (49)
i¢in,

T'OX@)Y ) = (X" ()YO)T®) + XY (v) T(X)), (50)

elde edilir. (50) denkleminin her iki tarafi T (t)X(x)Y (y) ifadesine boliiniirse;

e _x"@)  Y'o)
)  X(x) Y(y)

elde edilir. Her iki tarafi tek bir sabitle esitlersek;
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T,ﬂ — _€2 X”ﬁ w - _52
T(t) X(x) Y() ’

Bu negatif sabitlere gore t cinsinden ¢6ziimler bulmak igin;

—TT((;)) = —(? her iki tarafi T(t) ile ¢arparsak,

T'(t) = =T()7?,
T'(t) = =(*T(t),

ar _ 52
—=—{*T(D),
dT
ol
InT = —{?t,
T(t) = H.e 't elde edilir.
X"(x) _ 9
X(x)

sabiti i¢in

2 — Yy
Y(y) ¢
2 _ 72 — Y ()
v =10
m*=3*—v?
_ 2 _ Y”(t)
T oY@’

X"(x) +y*X(x) =0 veY"(y) + n*Y(y) =0
denklemleri bulunur.

X"(x)+y%X(x) =0,

karakteristik denklemi ve kokleri

r?4+y2 = 0,1, = Fiy oldugundan,
X(x) = Ay cosy x + A, sinyx,

bulunur.

Y'() + n*Y(y) =0,

karakteristik denklemi ve kokleri

r2+n? =0, 11, = Fin oldugundan,
Y(y) = B, cosny + B, sinny

bulunur. Baglangi¢ sartlar1 (49) denkleminde yerine yazilirsa

u(t,—m,y)=01i¢in T(t)X(—m)Y(y) = 0ise X(—m) = 0,
u(t,m,y)=0i¢in T(t)X(m)Y(y) = 0ise X(m) = 0.
(51) denkleminde yerine yazarsak,
X(—m) = A; cos(y m) — A, sin(ym) =0,
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X(m) = A cos(ym) + A, sin(ym) = 0,
—A; cos(ym) + A, sin(ym) = 0,
A; cos(ym) + A, sin(yr) =0,
ifadeleri taraf tarafa toplanirsa,
2A, sin(yr) =0’dan 4, = 0
bulunur.

Ajcos(ym) =0, ym = % :

m:% m=01.2..

X (x) = By, cos (%)
bulunur.
u(t,x,—m)=0icin T(t)X(x)Y(-n) =0ise Y(—m) = 0.
u(t,x,m)=0 icin T(t)X(x)Y(r) = 0ise Y(m) = 0.
(52) denkleminde yerine yazarsak,
Y(—mn) = B; cos(nm) — B, sin(nm) = 0,
Y(m) = By cos(nm) + B, sin(nm) = 0,

—B; cos(nm) + B, sin(nm) = 0,

B, cos(nm) + B, sin(nm) = 0,
ifadeleri taraf tarafa toplanirsa,
2B, sin(nm) = 0’dan B, = 0
bulunur.

Bicos(nm) =0, nu = n;”
nn=§ n=012..

Y,(y) =C, cos( )elde edilir.

2 2 5 m?2  n?  (m%4n?)
zmn_nn-l')’m_T"'T_ 4

Bulunan T(t),X(x),Y(y) fonksiyonlarmi u(t,x,y) =T()X(x)Y(y) denkleminde

yerine yazilirsa,

U (£, %,y) = Dyne =5t cos (Tr; )cos (nzy)

Wt %) = S 5y Dyt cos () cos (2) |

u(0,x,y) = Acos( )cos ( ) Y0 2m=1 Dmne” e :nz)t cos (%) cos (”2_3’) ’

f f Acos()cos()cos( )cos( )dydx

D —_-—
mn Zn 21
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Dmn
A(sin(r[(—l + n)) + Sil’l(TL’(—l + n)) n— sin(n(l + n)) + sin(m(1 + n))n)(sin(n(—l + m)))
+sin(n(—1 + m))m — sin(n(1 + m)) + sin(z(1 + m))m)
m2(n? —1)(m? — 1)

— ,m=n=1

0, aksi takdirde

_ A(=2cos(m)sin(m)m—m?—cos(m)?+cos(m)*)
Dy = {

Bu bilgiler 1s181nda,

t
u(t,x,y) = Ae zcos (g) cos (g), (53)
analitik ¢oziimii elde edilir. A~Ustel(1) rastgele degiskeni iistel dagilimina sahip

oldugundan 1.,2. momentleri ve varyanst;

E(A) = L E(A?) = !
A e

1
Var(A) = =
X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(t, x,y) denkleminin beklenen degeri;

Elu(t,x,y)] =E [Ae_% cos (g) cos (%) ] = E[A]e_% cos (g) cos (%)

= %e_% cos (g) cos (%)
A =4, 6zel degeri i¢in,
X

Elu(t,x,y)] = %e_% cos (%) cos (%)

bulunur.
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E(u(t,x,1))

E(u(t.1.y))

(a) u(t,x,1)'in beklenen degeri u(t,x,1)in beklenen degeri

/ |

u(t,1,y)in beklenen degeri

O. 25 ,, S~ ,,,,,,,,,,

0.2
0.15] -
JAMARARIRANY
0.1. B \‘““t‘\@s&\“\s“\\\\\\\:‘
Y
\\\‘\‘e‘\‘&\\\\
0.05{ :‘\\‘x\‘\\\\\e\‘k
. - “\\ ““\\\\{‘\{‘\
R astasst i
: \ “t‘\“‘:‘\\%
0 S
0 R0
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(c) u(1,x,y)in beklenen degeri u(1,x,y)in beklenen degeri

0.2, AN
N\
‘\ N -
015 AN
8!
0.1 [T

e

S

“‘#‘
==

<
“i
S

SO

E(u(.x,y))

N

===

=

/J
W0
0.05

Sekil38.4A=4 ,@y=1,(b)x=1,c) t =1 6zel degerleri icin (48) denkleminin

beklenen degerinin 3 boyutlu ¢6ziim davranisi

Var[u(t,x,y)] = Var [Ae_% cos (;) cos (%) ] = (e -3 cos (g) cos (%) )2 Var[A]

(Feos(Peos®))

= P

A =4 06zel degeri i¢in,

| _(Heoteo))

Var[u(t,x,y) " ,

bulunur.
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Var(u(t,x,1))

Var(u(t,1,y))

(@) u(t,x,1)'nin varyansi u(t,x,1)'nin varyansi

0.05-
0.04.

0.03.

\‘é‘ W\
AR
SRR

t
(b) u(t,1,y)'nin varyansi u(t,1,y)'nin varyansi
0.05-
0.04 .
0.03.

Wl
L
CROOREI
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(c) u(1,x,y)nin varyansi u(1,x,y)nin varyansi

AT

, .
A e N\
0.025. P \
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yo

Var(u(1,x,y))

SRR IERS
L P R
p %,i:‘:,':’;:,:.?&'&»;%

Sekil39.4A=4 ,@y=1,(b)x=1,0c) t =1 6zel degerleri icin (48) denkleminin

varyansin 3 boyutlu ¢éziim davranisi

Beklenen deger igin giiven araliklari,

(@) u(1,x,y)nin 3 standart sapmali giiven araligi st glven siniri

12 14 16 1.8
X
u(1,x,y)'nin beklenen degeri alt gliven siniri
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(b) u(t,1,y)nin 3 standart sapmali gliven araligi ust gliven siniri

y 11 1 12 14 16 18
t
u(t,1,y)'nin beklenen degeri alt gtiven siniri

Ust glven sinir

12 14 16 1.8
t
u(t,x,1)'nin beklenen degeri alt gliven siniri

Sekil 40. A =4 ,(a)t=1,(b) x =1 ,(c) y =1 o6zel degerleri igin (48) denkleminin

giiven araligiin 3 boyutlu ¢6ziim davranisi
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u(t, x,y) degisim katsayisi;

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

(s (F)eos(3))

std[u(t,x,y)] = \/Var[u(t,x,y)] = 16
bulunur.
o 2
(e ZCOS(E)COS(%)>
DK = std[u(t,x,y)] % 100 = , 16 x 100

T E[u(txy)] B %e‘i cos(g) cos@)

u(t, x,y) i¢in degisim katsayis1 grafigi:

(@) u(1,x,y)'nin Degisim Katsayisi u(1,x,y)'nin Degisim Katsayisi

150«

100,

50

DK(u(1,x,y))
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(b) u(t,1,y)nin Degisim Katsayisi u(t,1,y)'nin Degisim Katsayisi

DK(u(t,1,y))

Sekil 41.4=4 ,(@) t=1, (b) x =1, ozel degerleri igin (48) u(t,x)’in degisim
katsay1 degeri

3.6. Tki Boyutlu Eliptik denklemlerin Fourier serisi ¢6ziimleri

Bu boliimde iki boyutlu rastgele eliptik kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri igin
Degiskenlerine ayirma yontemini kullanarak, bir adet ornek iizerinde uygulama
gerceklestirildi.

Ornek 3.6.1

2u = 9%u
2 t:=0 (54)

u(x,0) = Acosx , —o<x<o®

lim u(x,y) =0

y—00

Burada A~Diizgin(a = 2,8 = 4) diizglin dagilimina sahip rastgele degisken olmak
tizere, verilen baglangi¢ kosullart igin iki boyutlu eliptik KDD’ini Laplace denklemini

degiskenlerine ayrilabilir ¢oziimlerini elde ediniz.

Coziim:

9%u = 9%u . . .. . .. .. R

5zt e 0 denkleminin degiskenlerine ayirma yontemi ile ¢oziimii

ulx,y) =X()Y () (55)
i¢in,
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(54) denkleminde yerine yazarsak
X"(xX)Y(y) + X(x)Y"(y) = 0 denklemini X(x)Y (y) ile boliip diizenlersek;

X' Y' — _§2

X(x) Y(y)

negatif sabiti alalim.

XX(S;) — 62 sabitiigin X" (x) + 62X (x) = 0 (56)

Y”(J’) _ o2 " 82 _
oy =65 Y ) —=6°Y(y)=0 (57)

denklemleri elde edilir.
X"(x)+6%X(x) =0

karakteristik denklemi ve kokleri

r2+6%2=0 11, = Fi6 oldugundan,

X(x) = ay cosd x + a, sin 6x (58)
bulunur.

V'(y) = 62V () = 0

karakteristik denklemi ve kokleri

r2—62=0 11, = F6 oldugundan,

Y(y) = azed + aq,e™® (59)
bulunur.

(55) denkleminde bulunan (58) ve (59) denklemleri yerine yazilirsa;

u(x,y) = (ay cosé x + a sin §x)(aze + a,e™%) (60)
elde edilir. Baslangig kosullar1 (60) ifadesinde yerine yazilirsa;

lim u(x,y) = azed (a; cosd x + a, sindx) = 0
y—00

olmasi igin a; = 0 (6 > 0)olmasi gerekir. a; = 0 (60) da yerine yazilirsa;

u(x,y) = (a, cosé x + a, sin 6x)ae”d (61)
u(x,0) = Acosx

baslangi¢ kosulunu (61) denkleminde yerine yazalim.

(a; cosd x + a, sindx)a, = Acosx

olur.

aa, =A,a,a,=0,a,=0 6d=1

secilirse esitlik saglanir. Buradan elde edilenler (61) denkleminde yerine yazilirsa;
u(x,y) = Ae™Y cosx (62)
elde edilir.

Diizgiin dagilima sahip X rastgele degiskenin parametreleri, X~Diizgin(a, )’ dir.

A~Diizgin(a, B) rastgele degiskenin birinci momenti ve varyansi,
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_ (@B

E[4] = =E var[a] = L

elde edilir (Feller, 1968; Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).
X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(x,y) denkleminin beklenen degeri;

aeYcosx
Elu(x, =FE[AeYcosx | =eVcosxE[|[A]| = ——
[u(x,y)] = E[ ] [A] oy

a = 2 ve [ = 4 ozel degerleri i¢in,

e Ycosx
Elu(x,y)] = ——
bulunur.

u(x,y)'nin beklenen degeri u(x,y)'nin beklenen degeri
TN 3 T T

s ‘ €3
S50
SRR
SRR
SRSSSTREERESG
SRS
‘;@,“g\\‘»’o‘\:"‘;“ﬁ )

S
SRS
SNESE

E(u(x,y))

X
Sekil 42. A~Dizgin(a =2,8 =4) o6zel degerleri i¢in (54) denkleminin beklenen

degerinin ¢6ziim davranisi

- 2
Var[u(x,y)] = Var[Ae™ cosx] = (e cosx)*Var[A] = (e™cosx)"ap

“(a+ B+ D(a+p)?
a = 2 ve [ = 4 6zel degerleri igin,

2(e Ycosx)?

Var[u(x,y)] = 3

bulunur.
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u(x,y)nin varyansi u(x,y)'nin varyansi

0.04.
['
0.03. |
S
2 0.02.
S
>
0.01,
: [ihf@%
3 \\ ,{%Z'i’ibé‘ .
A\ I. 3
1 1
y 0 o X

X
Sekild3. A~Diizgin(a = 2,8 = 4) 6zel degerleri i¢in (54) denkleminin varyansinin

¢Oziim davranisi

Beklenen deger i¢in giiven araliklari
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u(x,y)'nin 3 standart sapmali giiven araligi Ust guven siniri

>
u(x,y)'nin beklenen degeri
1.8
1.6 q

> >
14
1.2
1

1 1.2 14 16 1.8
X X
Sekil 43. A~Diizgin(a =2,8 =4) Ozel degerleri i¢cin (54) denkleminin giiven
araliginin ¢6zlim davranisi
u(x,y) degisim katsayisi;

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

2(e Ycosx)?

std[u(x, y)] =/ Var[u(x,y)] = 3

bulunur.
2(e~Ycosx)?2
D.K =Sl g0 -3 s 100
) E[u(x,y)] e Ycosx

3

u(x,y) i¢in degisim katsayisi grafigi:
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u(x,y)'nin Degisim Katsayis! u(x,y)'nin Degisim Katsayisi

1.9
1.8

1.7

1.6

15

DK(u(x.y))

1.4

13

1.2

11

Sekil 44. u(x, y)’nin degisim katsay1 degeri

3.7. iki Boyutlu Hiperbolik ve Parabolik denklem sistemlerinin Fourier serisi
¢coziimleri

Bu béliimde iki boyutlu rastgele hiperbolik ve parabolik kismi diferansiyel denklemlerin
cozlimleri i¢in Fourier serisi, Fourier donilisiimii ve degiskenlerine ayirma ydntemini

kullanarak, iki adet 6rnek iizerinde uygulama gergeklestirildi.

Ornek 3.7.1

9%u %u .

3E u = —Asintcosx,

u_ o%u + u = (Acost + 2Asint)cosx (63)
ot ox? ’

u(0,x) =u(m,x)=0, 0<t<mw

u(t,-1) =u(t,1), —1<x<1

Burada A~Weibull(§ = 1,{ = 4) dagilimina sahip rastgele degisken olmak {izere,
verilen baslangic kosullar1 i¢in iki boyutlu hiperbolik ve parabolik kismi diferansiyel
denklem sistemlerini degiskenlerine ayirma ve Fourier serisi yontemiyle ¢oziimlerini elde
ediniz.

Coziim:

Kabul edelim ki,
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u(t,x) =v(t,x) + w(t, x)

| 22 o2 V=0

ov  0%v
i o V=0 (64)
v(0,x) =v(mx)=0, 0<t<m

\o(t,-1) =v(£,1), —1<x<1
w(t,x) problemin ¢ézimii;

2°w  9%w

| 7oz W= —Asintcosx,
2
{ ‘Z_": — ZT‘: +w = (Acost + 24sint)cosx, (65)
w(0,x) =w(mx)=0, 0<t<m

w(t,—-1) =w(t,1), —1<x<1
(64) denkleminin degiskenlere ayirma yontemi ile ¢6ziimi,

v(t,x) = T(t)X(x) # 0 i¢in

9%v  9%v : ;
o e V= 0 denkleminde yerine yazilirsa
TOTO X ® _ o elde edilir.
T(t) X(x)

Her iki tarafi negatif bir sabite esitlersek;

T'"@®)-T(t) _ X"(x) _ p
Tt)  X(x) '

X"(x)+n?’X(x)=0

karakteristik denklemi ve kokleri

r2+n?2=0 112 = Fin oldugundan,

X, (x) = ¢y cosnx + ¢, sinnx

bulunur.

T"(t) —T(t) = —n?T(), T'®)+®?*—-1T({)=0
karakteristik denklemi

+m?*-1)=0, 1, = +ivn? — 1, |n| > 1 i¢in
T.(t) = Ansin(\/n2 -1 t) + Bpcos(Vn2 — 1¢t)
elde edilir.

v(t, x) = Xpz1 Vn(t, X)),

= Z;‘f’zl(Ansinm t + B,cosvn? — 1 t) (ci cosnx + ¢, sinnx ).
(64) denklemindeki baslangi¢ kosullari alinirsa;

v(t,—1) =v(t, 1),

c1cosn + ¢, sinn = ¢;cosn — ¢, sinn,

2c, sinn =0, ¢, =0 bulunur.

X,(x) =c;cosnx
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elde edilir.

v(t,x) = Yo Up(t,x) = Z,‘f:l(Ansinm t + B,cosvn? — 1 t)c1 cosn x,
v(t,x) = Yo v (6, %) = 21 (CosinVn? — 1t + DpcosVnZ — 1t) cosnx  (66)
v(t,x) =T(t)X(x) # 0 i¢in

denkleminde yerine yazilirsa

T'(£)+T(t) _ xX"(x)

T(t) X(x)

elde edilir. Her iki tarafi negatif bir sabite esitlersek;

T')+T®) _ X""(x) _ 2
T)  X(x)

X"(x)+n?X(x) =0

karakteristik denklemi ve kokleri
r2+n?=0, 11, = Fin oldugundan,

X,(x) = cosnx

bulunur.

T(tT)(;t)T(t) = —n? denkleminden T'(¢t) + (1 + n®)T(t) =0
O 2

Tt (1+n?),

her iki tarafi T (t) ile garparsak,
T'(t) = =T(t)(1 +n?),
T'(t) = —(1+n*)T (1),

dr
E = —(1 + TLZ)T(t),
ar _ 2
© " [(1+n?)dt,

InT = —(1 + n?)t,

T(t) = Fne—(1+n2)t

elde edilir.

v(t, x) = X2, Fye~ (1)t cosny (67)
(64) denklemindeki baglangic kosullar1 (66) ve (67) denklemlerinde yerine yazilirsa;
v(0,x) =v(mx) =0,

FE, = C,, = D,, = 0 bulunur.

Homojen ¢6ziim v(t, x) = 0 elde edilir.

w(t, x) ¢oziimil i¢in (65) sistemi ¢oziiliirse,

f(t,x) =Y,_1 H,(t)cosnx = —Asintcosx,
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n =1,H,(t) = —Asint,

n+ licinH,(t) =0

bulunur.

w(t,x) = Ypgrq Gp(t)cosnx
denklemini (65) denklemindeki

’w  0%w

5z a2 W = —Asintcosx

denkleminde gerekli tiirevler alinarak yerine yazalim;

Wit — Wy — W = Yooy (G;’,(t) + (n? — 1)Gn(t)) cosnx = —Asintcosx
n#1lve0<t<m icin

Gy (t) + (n? —1)G,(t) =0

karakteristik denklemi ve kokleri

r?2+ (n?>—-1) =0, i, =Fiy/(n2 —1), |n| > 1icin

G,(t) = clcosm t+c, sinmt

bulunur.

22w

(65) denkleminin Z—V: ——+ w = (Acost + 2Asint)cosx homojen ¢éziimii;

dx2
w(t,x) = Ypq M, (t)cosnx
My (8) + (1 +n*)My () = 0,
¢0zumu
M, (t) = c3e_(1+"2)t
bulunur.
(65) denklemindeki w(0,x) = w(m,x) =0, 0 <t < m sinir kosullarini
(70) ve (71) denklemlerinde yerine yazarsak;
Gn(0) = M, (0) =0,
G,(m) = M,,(m) =0, igin ¢; = c, = c3 = 0 bulunur.
Buradan Vn # 1 i¢in G, (t) = M,,(t) = 0 elde edilir.
n = 1 i¢in (69) denkleminde yerine yazarsak,
G, (t) = —Asint
denkleminin ¢6zlimii i¢in iki kez integral alirsak,
G,(t) = Asint + ct + ¢;
bulunur.(68) denkleminde elde edilenler yerine yazilirsa,
w(t,x) = (Asint + ct + c{)cosx

bulunur.
2
(65) denkleminin Z—‘: - ZT‘: + w = (Acost + 2Asint)cosx 6zel ¢oziimi;

91

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)



g, x) =Y,_1N,(t)cosnx = (Acost + 2Asint)cosx,
n = 1icin N,(t) = Acost + 2Asint,
n # 1igin N,,(t) = 0.

w(t,x) = YgoqSp(t)cosnx alalim. Z—V: — ZZT‘; + w = (Acost + 2Asint)cosx
denkleminde yerine yazarsak;

Wi — We + W =Y2 (S (0) + (n% + 1)S,,(t))cosnx = (Acost + 2Asint)cosx,
n=1icin ;

S1(t) + 25,(t) = Acost + 2Asint, lineer denklemini ¢ozersek;

S.(t) = e %¢c, + Asint

elde edilir.

w(t,x) = (e %!c, + Asint )cosx

bulunur. (65) denklemindeki baslangi¢ kosullar1 yerine yazilirsa;

w(0,x) =w(mx) =0,

N4(0) = M4(0) =0,

Ny(m) = M () = 0, oldugundan c;cosx = 0, c; = 0 bulunur.

w(t,x) = Asintcosx

elde edilir.Buldugumuz homojen ve 6zel ¢oziimleri yerine yazarsak

u(t,x) =v(t,x) + w(t, x)

u(t,x) = Asintcosx (74)
bulunur.

A rastgele degiskenine (&, {) parametreli Weibull dagilimina sahiptir denir (Weibull,
1951).

Weibull dagilimi i¢in beklenen deger ve varyans soyle verilir:

E(A) = g gr(g)
varea) = )

'
bulunur (Feller, 1968; Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri igin u(t, x) denkleminin beklenen degeri;

11 1

E[u(t,x)] = E[Asintcosx | = sintcosxE[A] = sintcosx— —F(E)
G

& = 1ve { = 4 6zel degerleri igin,

sintcosx
Efu(t,x)] =
4
bulunur.
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u(t,x)'in beklenen degeri u(t,x)'in beklenen degeri
T 3 9 9

E(u(t,x))

Sekil 45. A~Weibull(§ = 1,{ =4) 0zel degerleri igin (63) denkleminin beklenen

degerinin ¢6ziim davranisi

F(1+§)—F2(1+%)

Var[u(t,x)] = Var[Asintcosx] = (sintcosx)?*Var[A] = 5
'3

(sintcosx)?,

¢ = 1ve { = 4 6zel degerleri igin,

(sintcosx)?
vV t, =
arfut, 0] = =
bulunur.
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u(t,x)'in varyansi u(t,x)'in varyansi

Var(u(t,x))

LY
el
PR
A
,{;’iillllm BAX \\\\

Sekil 46. A~Weibull(§ = 1,{ = 4) 06zel degerleri i¢in (63) denkleminin varyansinin

¢Ozlim davranisi

Beklenen deger i¢in giiven araliklari,

u(t,x)'in 3 standart sapmali gtiven aralgi Ust glven siniri

u(t,x)'in beklenen degeri
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Sekil 47. A~Weibull(§ = 1,{ =4) 06zel degerleri igin (63) denkleminin giiven

araliginin ¢6zlim davranisi

u(t, x) degisim katsayisi;

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

std[u(t,x)] = +/Var[u(t,x)] =

bulunur.

(sintcosx)?
— SEEO] L 100 =EX1OO

E[u(t,x)] sint:osx

(sintcosx)?
16

D.K

u(t, x) i¢in degisim katsayisi grafigi:

u(t,x)in Degisim Katsayisi u(t,x)in Degisim Katsayisi
4
x 10
: 2.5
3~
2 Py
AP
S
S5
SRR
= SRS ‘\“ L
R e izl L 4
£ 0. sfnanes N
=] \D550555] Baxesd] fiss<ser A NTAYS TN
= LSO BRSOT Mo X IO O eesesss. 1.5
£o0Sox Sl REOOT BAR Vg S eSS XA T =
< ‘:“"43 5 = ’A‘:’t";};pﬁ,}o‘;{“b .
S 1) MR
) W AT S5 ";.”
YL T e
VAR
-2 4
-34
3 ~
3 0.5

Sekil 48. u(t, x)’nin degisim katsay1 degeri

Ornek 3.7.2

*u 02u+ (-4 4A2)x20<t<1 <y <

—_— u=\(— - x-)e  , = = )y TR S XS

at>  ox?

a—u—az—u+u=(—A—4Ax2)e"2 —1<t<0,—-0<x<® (75)
ot ox? T T T

u(l,x)=u(-1,x), —o<x< o
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Burada A~Uc¢g(a = 1,4 = 2,c = 5), dagilimma sahip rastgele degisken olmak iizere,
verilen baslangi¢c kosullari icin iki boyutlu hiperbolik ve parabolik kismi diferansiyel
denklem sistemlerini Fourier doniisiimii yontemiyle ¢oziimlerini elde ediniz.

Coziim:

’u

ztu=(4- 4Ax*)e** denkleminin her

2
0 < t < 1 igin (75) denklemindeki = -
iki tarafinin Fourier doniisiimiinii alalim

F{u,} — F{y,} + F(u} = F{(-4 — 44x?)e*},

F{u(t, )}, — (iw)2F{u(t, )} + Flu(t, )} = —~AF{(1 + 4x?)e*'},

(W) + (W2 + Du(t,w) = —AF{(1 + 4x%)e*’},

=-4 (—F{e"z} +F{2+ 4x2)ex2}),

=-a(-Fle?}+ F{(e)})

S (—F{e"z} o (iw)ZF{exz}),

= A(1 + wh)F{e*},

u (6, w) + W2 + Dult,w) = AL+ w?)F{e*} . (76)

(76) denkleminin homojen ¢6ziimii,

u,(t, w) + (W? + 1)u(t, w) = 0 karakteristik denklemi ve kokleri
r2+w?2+1)=0, r=Fiy/Ww2+1)

u,(t,w) = c;cos (Mt) + ¢, sin (Mt)

(76) denkleminin 6zel ¢6zlimii i¢in belirsiz katsayilar yonteminden
us(t,w) = KF{e"Z}

alalim. Gerekli tiirevleri alip (76) denkleminde yerine yazarsak;
w? + 1)KF{ex2} =A(1+ WZ)F{exz} ,

K = A elde edilir.

us(t,w) = AF{e"Z}

bulunur.

u(t,w) = u,(t,w) + uy(t,w),

u(t,w) = c,cos (\/ (w? + 1)t) + ¢, sin (w/ (w? + 1)t) + AF{e"Z} . (77)

u(1,w) = u(—1,w), baslangi¢ kosullarini yerine yazarsak ¢; = c, = 0 elde edilir. (77)
denkleminde elde edilenler yerine yazilirsa;

u(t,w) = AF{e*'} bulunur,
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0%u
dx2

—1 <t < 0igin (75) denklemindeki Z—L: — 22 4 u = (—A— 4AxY)e* denkleminin her iki
tarafinin Fourier doniisiimiinii alalim.

F{u} — F{u,} + Flu} = F{(-A — 44x%)e*},

F{u(t, x)}, — (iw)2F{u(t, )} + Flu(t, x)} = —~AF{(1 + 4x?)e*'},

u (6, w) + (W2 + Dult,w) = —AF{(1 + 4x?)e* },

u (6, w) + W2 + Du(t,w) = A1 + wHF{e*'}. (78)
(78) denkleminin homojen goziimii;

u.(t,w) + (Ww? + Du(t,w) =0,
u'(t,w) = —(w? + Du(t,w),

L) = (2 + D),
du(tw) _ _ 2
) o f(w? + 1) dt,

Inu(t,w) = —(w? + Dt + ¢,

u(t,w) = c3e_(wz+1)t cup(t,w) = c3e_(wz+1)t

bulunur.(78) denkleminin 6zel ¢6ziimii i¢in belirsiz katsayilar yonteminden

us(t,w) = LF{e*’} alahm. Gerekli tiirevleri alip (78) denkleminde yerine yazarsak;
w2 + 1)LF{e*’} = A(1 + w?)F{e*'},

L = A elde edilir.

us(t,w) = AF{e"z}

bulunur.

u(t,w) = up(t,w) + uy(t,w),

u(t,w) = cge~ W1t 4 AF{e"Z} (79)
bulunur.

u(1,w) = u(—1, w) baslangi¢ kosullarin1 yerine yazarsak;

coe~ (W)t AF{e"z} = cyeWH)t 4 AF{exz} ,c3=0

elde edilir. (79) denkleminde yerine yazarsak;

u(t,w) = AF{exz}

bulunur. Her iki tarafin ters Fourier doniisiimii alinirsa;

u(t,x) = Ae* (80)
elde edilir.

A~Ucg(a, #,c) rastgele degiskenin beklenen deger ve varyansi

_az+{&2+cz—a,fr—a,c—frc
a 18

_(a+4”f+c)

E[A] 3 ,Var[A]
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(Feller, 1968; Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).
X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa
u(t, x) denkleminin beklenen degeri;

(a+b+c) .
=——F——e¢

E[u(t,x)] = E[Ae*’ | = ¢ E[A] :

a = 2,4 = 4 ve c =7 dzel degerleri igin,

13¢*
Efu(t,x)] =
3
bulunur.
u(t,x)'in beklenen degeri u(t,x)in beklenen degeri

E(u(t.x))
——
X

< a «*
. ————

-1 0 1

Sekil 49. A~Ucg(a = 2,6 = 4,c =7) ozel degerleri igin (75) denkleminin beklenen

degerinin ¢6ziim davranisi

2 a’+ 6%+ c?—ab —ac— bc
Var[u(t,x)] = Var[Ae*] = (¢¥) Var[A] = 3 e
a = 2,4 = 4vec =7 dzel degerleri igin,
19 .,
— 2
Var[u(t,x)] = T

bulunur.

98



ar(u(t,x))

ansi
=
Vi 4
[

==

Sekil 50. A~Ucg(a =2,6 =4,c=7) 06zel degerleri igin (75) denkleminin

varyansinin ¢éziim davranisi

Beklenen deger i¢in giiven araliklart ,
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u(t,x)'in 3 standart sapmali giiven aralig Ust glven sinir

x
t
alt gtiven siniri
x
ay 0 1 2
t t

Sekil 51. A~Ucg(a = 2,6 =4,c =7) ozel deerleri igin (75) denkleminin giiven

araliginin ¢6zlim davranisi

u(t, x) degisim katsayis,

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

std[u(t,x)] =/ Var[u(t,x)] = /%ezﬁ

bulunur.
gerz
D.K = 2D, 100 =Y x 100
E[u(tx)] 13eX

3
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4. IRDELEME

Bu tez ¢alismasinda elde edilen bulgulardan ¢ikarilan sonuca gore, bir ve iki
boyutlu hiperbolik, parabolik ve eliptik kismi diferansiyel denklemler ile hiperbolik,
parabolik diferansiyel denklem sistemlerinin baslangi¢ kosullar1 veya katsayilar rastgele
secilerek, denklemler rastgele hale donistiiriilmiislerdir. Bir ve iki boyutlu hiperbolik,
parabolik ve eliptik kismi diferansiyel denklemler ile hiperbolik, parabolik diferansiyel
denklem sistemleri rastgele etkiler altinda bakilmasi igin siirekli dagilimlardan segilen
Ki-kare, Diizgiin, Normal, Gamma, Ustel, Weibull, Ucgensel, Laplace ve Beta
dagilimlarina sahip rastgele etki terimleri kullanilmistir. Bu rastgele bir ve iki boyutlu
hiperbolik, parabolik ve eliptik kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri igin
degiskenlere ayirma metodu, Fourier serisi yontemi ve Fourier doniisiimiinden
yararlanilmigtir. Elde edilen ¢6zlimlerin literatirde en c¢ok kullanilan olasilik
karakteristiklerinden beklenen deger, varyans, degisim katsayisi ve giiven araliklar1 hesap
edilerek Matlab paket programi araciligiyla grafiksel olarak gosterilmistir.

Yapilan literatiir taramasinda, Fourier doniisiim yonteminin degisken katsayili adi
diferensiyel denklemlere uygulamasi olduk¢a az oldugundan bu alanda yapilan
calismalara yol gosterici olacagi diisliniilmektedir. Ayrica kismi diferansiyel denklemlere
uygulamasi ile ilgili ¢alismalar mevcut olup rastgele eliptik, hiperbolik ve parabolik adi
ve kismi diferansiyel denklemlere uygulamasi daha dnceden yapilmamistir. Yapilacak
olan bu tez c¢alismasi ile bu bosluk bir nebze de olsa doldurulup, alana katkida

bulunacaktir.
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5. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu ¢alismada, bir ve iki boyutlu hiperbolik, parabolik ve eliptik kismi diferansiyel
denklemlerin katsayilar1 ve baslangi¢ kosullari, siirekli olasilik dagilimlari olan, ki-kare,
diizgiin, normal , gamma, istel, weibull, tiggensel, laplace ve beta dagilimlarindan
herhangi biri ya da birka¢i alinarak denklemler rastgele hale getirilmistir. Bu
doniistiiriilen denklemlerin olasilik karakteristiklerinden beklenen deger, varyans,
degisim katsayist ve giiven araliklart bulunmustur. Bir ve iki boyutlu hiperbolik,
parabolik ve eliptik kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek degiskenlere ayirma metodu,
Fourier doniisimii ve serisi yontemleri kullanilmistir. Bulunan ¢6ziimlerin olasilik
karakteristiklerinden beklenen deger, varyans, degisim katsayis1 ve giiven araliklar

MATLAB (2013a) ve MAPLE 13 paket programlar1 yardimiyla ¢izdirilmistir.
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6. ONERILER

Bu ¢alismada, Fourier doniisiimii yontemi ile ilgili literatiir 6zeti verilmis olup
yontemin Ozellikleri ve diferensiyel denklemlere uygulanisi agiklanmigtir. Bir ve iki
boyutlu hiperbolik, parabolik ve eliptik kismi diferansiyel denklemlerin katsayilar1 ve
baslangic¢ kosullar1 ratsgele degisken secilerek rastgele hale getirilmistir. Ayrica, elde
edilen rastgele eliptik, hiperbolik ve parabolik adi ve kismi diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimleri bulunarak, ¢oziimlerin olasilik karakterleri incelenmistir. Parametreler farkli
olasilik dagilimlarindan segilerek ¢oziimlerin beklenen deger, varyans, degisim katsayisi
ve giiven araliklart hesaplanmis, ¢oziim davranislar1 grafiksel olarak MATLAB ve
MAPLE paket programlar1 kullanilarak incelenmistir. Fourier doniisimii yonteminin,
rastgele integral denklemlerine, kesir mertebeden diferansiyel denklemlere ve gecikmeli

diferansiyel denklemlere uygulamasi yapilabilir.
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