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OZET

Dogadaki bir¢ok fiziksel problem adi veya kismi diferansiyel denklemleri igeren
matematiksel modellerle tanimlanabilir. Bu matematiksel modeller, fiziksel gercekligin
matematiksel terimlerle ifade edilen basitlestirilmis bir aciklamasidir. Bu nedenle, bu
fiziksel problemlerin kesin veya yaklasik ¢Oziimiin arastirilmasi, bu matematiksel
modellerin araglarim1 anlamamiza yardimci olur. Bilim adamlar1 adi veya kismi
diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini veya tam ¢oziime yakin ¢oziimleri elde etmek
icin bir¢cok yontem gelistirmislerdir. Gelistirilen yontemlerin igerisinde en ¢ok integral
dontigiimlerinden faydalanmiglardir. Biz bu ¢alismamizda yeni bir integral dontigiimii
olan Aboodh doniisiimiinden bahsedecegiz. Aboodh doniisiimii yontemi, dogrusal ve
dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6zme siirecini kolaylastirmak i¢in
Khalid Aboodh tarafindan 2013 yilinda tanitildi. Aboodh doniisiimii kesirli diferansiyel
denklem veya denklem sitemlerinin tam ¢dziimlerini elde etmek i¢in elverisli metotlardan
biridir. Dogrusal olmayan terimlerin olusturdugu zorluklar sebebiyle Aboodh
dontigimiiyle birlikte Adomian ayristirma yontemi kullanilarak dogrusal olmayan
diferansiyel denklem veya denklem sistemlerinin yaklasik ¢oziimleri bulunmaktadir.

Bu ¢alismada, Aboodh integral donisiimiiniin tanimi, Caputo-Fabrizio kesirli
mertebeden tiirev tanimi, siirekli olasilik dagilimlarindan bazilari, rastgele degiskenin
beklenen deger, varyans ve moment ¢ikaran fonksiyon tanimlar1 verilmistir. Ayrica
Aboodh doniisiimii, Aboodh-Adomian ayrigtirma yontemi ve rastgele diferansiyel
denklemler ile ilgili literatiir Ozeti verilmis, yontemin uygulamisi aciklanmistir.
Diferansiyel denklemlerin katsayilar1 ve baslangi¢ kosullar1 ratsgele degisken secilerek
kesirli mertebeden diferansiyel denklemler rastgele hale getirilmistir. Ayrica, elde edilen
rastgele diferansiyel denklemlerin ¢ozlimleri bulunarak olasilik karakterleri
incelenmistir. Parametreler farkli olasilik dagilimlarindan secilerek ¢oziimlerin beklenen
deger, varyans ve giiven araligi hesaplanmis, ¢6ziim davranislar1 grafiksel olarak

MATLAB ve MAPLE13 programlar1 kullanilarak incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Aboodh doniisiimii, Adomian ayrigtirma yontemi, Caputo-

Fabrizio kesirli tiirev, Siirekli olasilik dagilimlar
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SUMMARY

Many physical problems in nature can be described by mathematical models
involving ordinary or partial differential equations. These mathematical models are a
simplified description of physical reality expressed in mathematical terms. Therefore, the
search for exact or approximate solutions to these physical problems helps us understand
the tools of these mathematical models. Scientists have developed many methods to
obtain exact solutions or near-exact solutions of ordinary or partial differential equations.
Among the developed methods, they mostly benefited from integral transformations. In
this study, we will talk about the Aboodh transformation, which is a new integral
transformation. The Aboodh transform method was introduced by Khalid Aboodh in 2013
to simplify the process of solving linear and nonlinear fractional differential equations.
Aboodh transform is one of the convenient methods to obtain exact solutions of fractional
differential equations or systems of equations. Due to the difficulties caused by nonlinear
terms, approximate solutions of nonlinear differential equations or systems of equations
can be found by using the Adomian decomposition method together with the Aboodh
transformation.

In this study, the definition of the Aboodh integral transformation, the definition of
the Caputo-Fabrizio fractional order derivative, some of the continuous probability
distributions, and the definitions of the function that produces the expected value,
variance and moment of the random variable are given. In addition, a summary of the
literature on the Aboodh transform, the Aboodh-Adomian decomposition method and
random differential equations is given, and the application of the method is explained.
Fractional differential equations were made random by randomly selecting the
coefficients and initial conditions of the differential equations. Additionally, the
probability characteristics of the resulting random differential equations were examined
by finding their solutions. Parameters were selected from different probability
distributions and the expected value, variance and confidence interval of the solutions
were calculated, and the solution behaviors were examined graphically using MATLAB
and MAPLE13 programs.

Keywords: Aboodh transform, Adomian decomposition method, Caputo-Fabrizio

fractional derivative, , Continuous probability distributions.
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1. GIRIS

1.1. Tezin Amaci ve Kapsamm

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler bir fonksiyonun tiirevlerinin kesirli
derecelerini igeren ve geleneksel diferansiyel denklemlerin genisletilmis bir formunu
temsil eden denklemlerdir. Bu denklemler fiziksel olaylarin ve sistemlerin davraniglarini
daha ayrintili bir sekilde agiklamak i¢in kullanilir. Kesirli mertebeden diferansiyel
denklemler, birgok uygulama alaninda 6nemli bir rol oynamaktadir; 6rnegin elektrik
devreleri, termal sistemler, biyomiihendislik, fizik, kimya ve kontrol teorisi gibi alanlarda
kullanilir. Bu alanlardaki bir¢ok problem matematiksel olarak modellenebilir.
Modellenen bu problemler, diferansiyel denklem olarak ifade edildikten sonra yaklagik
analitik ¢oziimlerini bulmak igin ¢esitli yontemler kullanilir.

Bu tez, Aboodh doniisiimii kavramini Caputo-Fabrizio kesirli tiirevini kullanarak
kesirli mertebeden adi ve kismi diferansiyel denklem ve denklem sistemlerinin ¢éziimiine
uygulanmasini incelemektedir. Ayrica linecer olmayan diferansiyel denklemler igin
Aboodh doniisiimii ve Adomian ayrigtirma yontemini beraber uygulanmaktadir. Aboodh
dontligiimii, kesirli mertebeden diferansiyel denklemleri daha sade cebirsel bir forma
dontistiirerek ¢oziim siirecini kolaylagtirir. Bu doniisiimii kullanarak cesitli diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri bulunacaktir. Katsayilar1 ve baslangic¢ kosullari rastgele degisken
secilerek rastgele hale getirilen kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere Aboodh
doniislim yontemi ve Aboodh-Adomian Ayristirma YoOntemi uygulanacak, yaklasik
analitik ¢Ozlimlerinin olasilik karakterleri incelenecek, parametreler farkli olasilik
dagilimlarindan secilerek c¢oziimlerin beklenen degeri, varyansi ve giiven aralifi
bulunarak MATLAB ve MAPLE programlarinda ¢izilen grafiklerin davranislari
incelenecektir. Ulusal ve uluslararas literatiirde, Aboodh doniisiimii Y6nteminin adi ve
kismi diferansiyel denklemlere uygulamasi var olup rastgele kesirli mertebeden adi ve
kismi diferansiyel denklemlere uygulamasi yapilmamuistir. Elektrokimya, biyoloji, fizik,
biyomiihendislik, mekatronik-mekanik gibi miihendisligin ve matematigin bircok
problemi diferansiyel denklem olarak ifade edildiginden, bu yontemin kullanilmasinin
daha hizl1 ve yaklagik analitik ¢6ziim elde edilmesine yonelik olarak yeni bir bakis agist

getirecegi disliniilmektedir.



1.2. LITERATUR OZETi

Aboodh déniisiim yontemi ve Aboodh-Adomian ayristirma yontemi ile yapilan son
caligmalar: Khalid Suliman Aboodh tarafindan 2013 yilinda yapilan c¢aligmada yeni
Integral Doniisiimii "Aboodh Déniisiimii" tamtilmistir (Aboodh, 2013). Cherif ve Ziane
tarafindan 2017 yilinda yapilan bir ¢alismada dogrusal olmayan kesirli kismi diferansiyel
denklem sistemlerinin ¢6ziimii Aboodh ve Aboodh-Adomian ayristirma yontemi ile ele
alinmaktadir (Cherif ve Ziane, 2017). Nuruddeen ve Nass tarafindan 2017 yilinda yapilan
bir ¢alismada kismi diferansiyel denklemlerle ifade edilen dalga tipi denklemlerin
¢ozlimlerinde Aboodh-Adomian ayristirma yontemi kullanilmistir (Nuruddeen ve Nass,
2017). Mahgoub ve Sedeeg tarafindan 2017 yilinda yapilan bir ¢alismada kismi
didiferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in Aboodh-Adomian ayristirma yOntemi
kullanilmistir (Mahgoub ve Sedeeg, 2017). Benattia ve Belghaba tarafindan 2019 yilinda
yapilan bir caligmada Aboodh déniisiimii kullanilarak adi diferansiyel denklemlerin
¢Oziimii icin bir varyosyonel iterasyon yontemi incelenmektedir (Benattia ve Belghaba,
2019). Ziane vd.tarafindan 2019 yilinda yapilan bir ¢alismada dogrusal olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin ¢ozliimii icin Adomian ayristirma yontemi kullanilarak ele
alinmstir (Ziane vd., 2019). Aruldoss ve Devi tarafindan 2020 yapilan bir ¢alismada bazi
kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢cin Aboodh doniisiimii uygulanmistir
(Aruldoss ve Devi, 2020). Ozgiir Kotan tarafindan 2021 yilinda ¢alismada Lineer
gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii Aboodh doéniisiimii ile incelenmektedir
(Kotan, 2021). Almardy vd. tarafindan 2023 yilinda yapilan ¢alismada farkli form ve
katsayilardaki Lojistik Diferansiyel Modeli (LDM) ¢6zmek i¢in Aboodh-Adomian
ayristirma yontemi uygulanmistir (Almardy vd., 2023a). Almardy vd. tarafindan 2023
yilinda yapilan bir calismada “Bazi Ozel Dogrusal Olmayan Kismi Diferansiyel
Denklemlerin Aboodh-Adomian Ayrigtirma Yo6ntemi Kullanilarak Analitik Coztiimleri”
incelenmektedir (Almardy vd., 2023Db).

Son zamanlarda rastgele diferansiyel denklemler ile ilgili yapilan calismalar;
Merdan ve Khaniyev tarafindan 2008 yilinda yapilan ¢alismada Kus Gribi hastaliginin
yayitlimi icin rastgele bir model kullanilmaktadir (Merdan ve Khaniyev, 2008).
Bekiryazici vd. tarafindan 2016 yilinda yapilan bir ¢aligmada Dang Hummasi hastaliginin
yayilimi i¢in bir rastgele diferansiyel denklem sistemi kullanilmaktadir (Bekiryazici vd.,
2016). Bekiryazici vd. tarafindan 2017 yilinda bir ¢alismada Sitma hastaliginin yayilimi

rastgele diferansiyel denklem sistemleri ile incelenmektedir (Bekiryazici vd., 2017).
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Merdan vd. tarafindan 2017 yilinda, Hepatit C hastaliginin yayiliminin rastgele
davraniglar1 ile ilgili bir ¢alisma yapilmigtir (Merdan vd., 2017). Yapilan bu calisma
literatlirdeki rastgele modelleme ¢aligmalarini kaynak alarak el, ayak, agiz hastalig ile
ilgili bir inceleme igermektedir. Bekiryazici vd. tarafindan 2018 yilinda yapilan bir
calismada Cocuk Felci hastaliginin yayilimi i¢in bir rastgele diferansiyel denklem sistemi
kullanilmaktadir (Bekiryazici vd., 2018). Merdan vd. tarafindan 2018 yilinda yapilan bir
calismada Ebola hastaliginin rastgele yayilimina ait yaklasik karakteristikler tizerine bir
inceleme yapilmaktadir (Merdan vd., 2018). Halil Anag tarafindan 2020 yilinda yapilan
bir ¢alismada deterministik kismi diferansiyel denklemler ve kesirli mertebeden kismi
diferansiyel denklemler rastgele hale getirilip niimerik ve yari-analitik metotlarla
¢Oziimleri incelenmistir (Anag, 2020).

Bu c¢alismada literatiirdeki Aboodh donitisim yontemi, Aboodh- Adomian
ayrigtirma yontemi ve rastgele diferansiyel denklemler ile ilgili ¢alismalar kaynak
almarak, adi ve kismi diferansiyel denklem ve denklem sistemleri, bazi olasilik
dagilimlar ile rastgele etki terimleri Diizgiin, Gamma, Normal, Beta, Uggensel ve Ustel
dagilimlarindan secilerek rastgele hale doniistiiriilen denklemlerin yaklasik analitik

¢oziimleri ve rastgele davranislart incelenecektir.



2.BAZI TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1. f(t) fonksiyonunun a mertebeden Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi
f'eH' (a,b),b > a olmak iizere

M(a) [t —a(t-1)
CFpE = 1£c)¥ff’(‘r)e[ 1-a ldr, 0<a<l1
a

bigiminde tanimlanir.
Burada M(a), M(0) = M(1) =1 sartin1 saglayan a'ya bagli olan normallestirme
sabitidir ( Jadhav vd., 2023).

Tamim 2.2. o mertebeden Mittag- Leffler tekil olmayan ¢ekirdegi ile Atangana -

Baleanu Caputo kesirli tiirevi

EE ) = o [ @ B[ dr, 720

bi¢iminde tanimlanir. Burada, E, Mittag- Leffler fonksiyonu ve B(a),
B(0) = B(1) = 1, kosullarin1 saglayan normal pozitif fonksiyondur ( Jadhav vd.,
2023).

Tamm 2.3. Aboodh doniigiimii olarak adlandirilan ve iistel mertebeden fonksiyonlar
icin tanimlanan yeni bir doniisiim, asagidaki sekilde tanimlanan A kiimesindeki
fonksiyonlar1 dikkate alir.

A={f(t): AM,ky ,k; >0,|f(t) | < Me™'}

f(t) Fonksiyonunun Aboodh doniistimii

A{f ()} = A{y(s)} = % foof(t)e‘“ at, t=0, k4 <s<k
0

seklinde tanimlanir ( Jadhav vd., 2023).

Tamm 2.4. Caputo-Fabrizio kesirli tiirevinin Laplace Doniigimii

™ LU}~ f(©s™ = f1(0)s™ ! — = F7(0)

L{CEDE™ F(D)}(s) = a+s(l-a)

0<ac<l

bi¢iminde tanimlanir.



n = 0 igin

L{CEDEF(D)}(s) = SLDTO ( jaghay vd., 2023).

a+s(1—-a)

Tamim 2.5. H normlu uzay ve (v,), H de bir dizi olsun. Eger Ve > 0 i¢in n > n,
oldugunda ||v,, — v|| < € olacak sekilde bir ny € N varsa,(v,,) dizisine H de yakinsak

dizi denir ve limv, = v veya v, — u seklinde gosterilir (Kreyszig, 1978).
n

Teorem 2.6. f(t) fonksiyonunun Aboodh doniisiimii A{y(s)} olmak iizere , a
mertebeden Caputo-Fabrizio kesirli tiirevinin Aboodh doniisiimii;

_y©
ALEDEF(O)(s) = 20D i cimindedir ( Jadhav vd., 2023).

a+s(l-a)

Teorem 2.7. a mertebeden Atangana — Baleanu- Caputo kesirli tiirevinin Aboodh

dontisimii;
A[EEDE F(B)] = oo [s* A(f(5)) = s%2f(0)] (Jadhav vdl, 2023),
Teorem 2.8 G, Y.;2,v; serisinin tanimlandigi uygun bir ||. || normu ile gésterilen bir

Banach uzayi olsun ve ilk tahmin xy = vy 'nin x(t) ¢oziim topunun iginde kaldigini

varsayalim. )i, v; seri ¢oziimd, (Bildik, 2017) ||v,441|| < rllv, |l olacak sekilde
0 <r <1 sayisi1 varsa yakinsar.

Birinci, ikinci ve n'inci tiirevlerin Aboodh doniisiimleri:

c/l(f (t)) = sc/l(y(s)) — E

A(f"(©) = s*A(y(s)) - & —y(0)

A(F™(©) = s"A(¥(5)) - Z L ( )ff,?

(Benattia vd., 2020).



Kismi Tiirevlerin Aboodh Dontistimleri:

A auf;; 9l = satute ) - Sutx 0)

A % = s2A(u(x, 1)) — u(x,0) — %aug;, 0)
S R e
A a”g’; LR AIeT)

A :a%;f;, 2 ddxzz [Au(x, )]

A :3335;, 2l dd; [Au(x, £))]

(Almardy vd.,2023b).

Tablo 1. Bazi Fonksiyonlarin Aboodh Déniisiimleri ( Aboodh, 2013).

f(®) A(f (1))
1 1
s2
tn
F sn+2 (Tl = 0)
e—at 1
s(s+a)
1w, L 1
a ¢ a s?2(s+ a)
Lo 1, 1 1
a? € a a s3(s+a)
5(t) 1
S
t" 1
m (Tl > —1) Sn+2
sinat a
s(s? + a?)
sinhat a
s(s? —a?)




2.1.BAZI OLASILIK DAGILIMLARI

2.1.1. Siirekli Diizgiin Dagilim:
X Rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

1

fx(x)=f(x;a.b)= hb—a ’ a<x<b
0, a.h

ise,X rastgele degiskeni [a, b] kapali araliginda diizgiin dagilima sahiptir denir ve
X~U(a, b) bigiminde gosterilir (Khaniyev vd., 2017).

Moment Cikaran Fonksiyon

ebt_eat

——— ,t#F0
My(t) = E[e”] =1 t(b—a)

1 ,t=0
Beklenen Deger ve Varyans

b 1
E(Xn) = fa x".mdx
b+a a’ + ab + b? b — a)?

p=EX)=— JE(X?) = —s Va0 = %

2.1.2. Normal Dagilim:
X Siirekli rastgele degiskeni icin olasilik yogunluk fonksiyonu
1 _(x—p)?
202 ;—o<x<oo,u€Ro0>0

e
oV2m

seklinde ise X rastgele degiskeni(u, 02) parametreli normal dagilima sahiptir denir.

fe(x) =

Normal dagilim i¢cin X~N (i, 02) notasyonu kullamlir. Bazen bu dagilima Gauss
dagilimi da denir (Khaniyev vd., 2017).

Moment Cikaran Fonksiyon

o?t?

My(t) = E[e™] = """ 2

Beklenen Deger ve Varyans

E(X)=u,E(X?) =0%+p?,Var(X) = o?



2.1.3. Ustel Dagilim:

X Rastgele degiskeninin, A > 0 parametre olmak iizere, olasilik yogunluk fonksiyon,

e x>0
X)=jrex=
() {0 x<0

ise, X, A parametreli iistel dagilima sahiptir denir ve X~Ustel (1) ile gosterilir. Bu

dagilimin tek parametresi A’dur.

Bu durumda birikimli dagilim fonksiyonu;

X
pX)=PX <x)= f e Mdt=1—e M
0

0 ,x<0
pX) = { 1—e* |, x>0  bigimindedir (Khaniyev vd., 2017).
1 , X > 0

Moment Cikaran Fonksiyon

M, (t) = E[et] = ﬁ; t<A

Beklenen Deger ve Varyans

1 ) 2 1
M=E(X) =Z,E(X ) =A_2 ,Var(X) =?

2.1.4. Ucgensel Dagilim:
Bir X rastgele degiskeni,

[ Z(x_a) a<x<c

_ (b—a)(c—a)’
f(")‘J 2(b - x) s
b-ab-c °=*°

seklinde olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse genellestirilmis tiggensel dagilima

sahiptir (Khaniyev vd., 2017).

Moment Cikaran Fonksiyon

(b—c)e® — (b—a)e + (c —a)e’t

M(t) =2 (b—a)(c—a)(b—c)t?




Beklenen Deger ve Varyans

(a+b+0) a’ + b*+c?> —ab —ac — bc
— Var(X) = 18

E(X) =

2.1.5. Gamma Dagilimi:
Gamma dagilimina sahip X rastgele degiskeninin parametreleri, X~1I"(u, v) dir.

Gamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

xu_le_%
(X)) =flxuv) = W , 0<x<ow
0 , diger yerlerde

seklinde ifade edilir.
Burada Gamma fonksiyonu; I'(u) = fom x%le~*dx tir (Khaniyev vd., 2017).

Moment Cikaran Fonksiyon

Me0) = B = (=)

1—wvt

Beklenen Deger ve Varyans

u=EX)=uv, EX?) = @?+u).v?,Var(X) = u.v?

2.1.6. Beta Dagilim:
Beta dagilimina sahip X rastgele degiskeninin parametreleri, X~B(a, ) dir.

Beta dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu;

1
— x*1(1 —x)F1 | 0<x<1
()= fxap) ={B@p” Y
0 , diger yerlerde
seklinde ifade edilir.
Burada Beta fonksiyonu Gamma fonksiyonu tarafindan verilir; B(a, f) = %

(Merdan, M., Anag, H.vd.,2019).

Moment Cikaran Fonksiyon

_ tX\ — ! txr(a-l_ﬁ)
My() = E(e )—fo e e

Beklenen Deger ve Varyans

Fra+n) TI(a+p)
F'a+n+p) TI'(a)

x% (1 — x)P1dx

E(X™) =



_ o« _ a(a+1)
w=EX =77 ’E(Xz)_(a+/3)(a+/3+1)'

_ ap
~(at+ B+ D(a+p)?
2.2. Rastgele Degiskenin Beklenen Degerinin Temel Ozellikleri

Var(X)

Rastgele degiskenlerin beklenen degerleri var ve sonlu ise beklenen

deger su ozelliklere sahiptir:

E(m)=m;meR

E(mX) =mE(X);m € R

E(mX+n)=mEX)+n;mneR

E(mX +nY)=mEX)+nE({Y);mneR
EX+Y)=EX)+EY)

X ve Y Bagimsiz degiskenler olmak tizereE (XY) = E(X)E(Y) dir.

© 0 &~ w b -

2.3. Rastgele Degiskenin Varyansi

E[X — E(X)]? ifadesine yani rastgele degiskenin degerinin ortalamadan
sapmalarinin karelerinin beklenen degerine, rastgele degiskenin varyansi denir.
Var(X) = E(X?) — [E(X)]? olarak ifade edilir.

Varyansin pozitif karekokil standart sapmayi verir ve sdtsapma(X) ile gosterilir.

sdtsapma(X) = /Var(X)

2.3.1. Rastgele Degiskenin Varyansimin Temel Ozellikleri

1. Var(m)=0;m€eR

2. Var(mX) = m?Var(X);m € R

3. Her X rastgele degiskeni i¢in Var(X) = 0

4. Eger X ve Y iki bagimsiz rastgele degisken ise;
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) dur.

S. Eger X ve Y iki bagimsiz rastgele degisken ise;

Var(X —Y) = Var(X) + [Var((-1)Y)]
Var(X =Y) =Var(X) + (-1)*Var(Y) = Var(X) + Var(Y)

Var(XY) = E((XY)?) — (E(XY))Z

10



3. UYGULAMALAR

Ornek-3. 1.

“DEy(t) =2+5y(1), y(0) =1

Caputo-Fabrizio kesirli diferansiyel denklemini Aboodh doniisiimii yardimi ile
¢Oziiniiz.

Coziim:

Denklemin her iki tarafinin Aboodh doniisiimii alinir ve Teorem 2.5’den yararlanilirsa,
A[TDE y()] = A[2] + 5A[y(1)]

sA@e) - L2

a+s(l—a) :s_2+SCA(y(S))

denklemi elde edilir.

y(0)  2(a+s(1-a))
< 4 5?2

s A(y(s)) — +5(a +s(1 — a))AW(s))

A(y(s))[s = 5(a+s(1 —a))] = %+ 2(@+s(1—a))

SZ
B 1 2 +s(1—a))

Jl(y(s)) ~ s((5a —4)s — 5a) + s2((5a —4)s — 5a)

1 2(a+s(1—a))
A(y(s)) = +

T s~ gag) G e5)

1 2a

A(y(s)) = +
RN 1 -
N 25(1—a)

(52— #)s?(s — 22

11



1 2a

A(y(s)) = +
(5a — 4)s (s - 5a5_i4) (5a —4)s?(s — 50{5—614)
2(1— )

(5a —4)s(s — %)

Denklemin her iki tarafinin ters Aboodh doniisiim alinirsa;

A A(y(s))]

= A1 1 + A1 2a

| (5a —4)s (s — 56;3—64) (5a —4)s? (5 - 50{5—34)
e 2(1—a) -

| (5a —4)s (s - m)

; 1 55a4t+ 2a -1 55a4t+ 1 N 2(1—a) 55a ;
= . a— . . a— . ¢
y®) 5a—4° 5a—4'| —5a '° —Sa (5a — 4) e
Sa—4 Sa —4
3—2a _Sa, 2 _Sa, 2
y(t) = s et et — o o

genel ¢oziimii elde edilir.

y(t)nin ¢6zum dawanigi

10000 T T T T T T T T T
- '

9000

-- ¢=0.97
-l =094
=B~ =001

T

8000

T

7000

T

6000

T
.‘I-....~
1

5000

T

y(@®)

4000

T

3000

T

2000

T

1000

T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

Sekil 1. a = 1,0.97,0.94 ve 0.91 farkli degerleri i¢in (1) denkleminin ¢6zliim davranisi
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Ornek-3.2.
“FpEy(t) =1—y(t), y(0)=B ,B~N(u,0%) normal dagilima sahip rastgele
degisken olmak iizere, Caputo-Fabrizio kesirli rastgele diferansiyel denklemini Aboodh

doniistimii yardimai ile ¢oziiniiz.

Coziim.

Denklemin her iki tarafinin Aboodh doniistimii alinirsa;
A{DEy(t) } = A1) — A{y(t)}

sApe) - X2

a+s(l—a) S—Z—Jl(y(s))

y(0) a+s(1-a)
s 52

s A(y(s)) — —(a+s(1 - a)A(s))

AY(S)[s +a + s —a)] = g (1 -

52
B a+s(l—a)
A =
() s(2-a)s+ ) * s?2(—a)s+a)
c/l( ( )) B N a 1 N 1—«a 1
Yy s))= a — a _ a
2-a)(s2+525s) 27X s2(styo) 27 s(s+5)
Denklemin her iki tarafinin ters Aboodh doniisiim alinirsa;
A A(y(s))]
B 1
= A +A .
_ a 2—a .2 a
:(2 a)s(s+2_a) S (S+2—a)
l1—«a 1
+ A1 oy
_ s(s+5—7%)
—a, a -1 e, 1 l—-a _—a,
= 2— 2— 2—
y(t) Z—a'e a+2_a. 7 ez-a +—x +2_ae
2—«a -
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y(t) = (B=5) . ea’ — eaa' + 1 2)

a=1icin;

y(t) = Be t — e~ + 1 elde edilir.

M,(0) = E[X] = u, E[X?]=u®+0o?, Var[X] = o2

Ely(0)] = E [—— . ez2 +

2 —«a

B a l-a a,
( —1).ea—2 +1]
2—«a

Ely(®)]=E :2 f pt eﬁt] +E [(2__1a> . e%t] + E[1]

a 1
ea-2' E[B] + ea-z + 1

Ely®l=5— p—

a3t + L a2ty 1
ea— .ea—
2—«a K a—2

Ely(®)] =

u = 5 o6zel degeri icin,

_a 1 @,
Ey®l =5g—_es? + —5 .ex2 +1

olarak hesaplanir.

((B+1—a\ _a_ _@_
Var[y(t)] = Var (ﬁ).ea—zt —ea2t+1 ]

[ B e, 1-a a,
Var[y(t)] = Var > a.ea—Z ] + Var [(2 — 1) .ea=2" + 1]

Var[y(t)] = ﬁ.e%t .Var|[B]
1 2a,
Varl[y(t)] = m.ea—z .a

ve 0% = 16zel degeri igin,

14



1 2a,
Varl[y(t)] = m,ea—z

olarak hesaplanir.

y(t)'nin beklenen degeri

T T T T T T T T T

Ey®)

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Sekil 2. B~N(u,02), u = 5 6zel degeri ve a = 1,0.9,0.8 ve 0.7 farkli degerleri icin (2)
denkleminin beklenen degerinin ¢6ziim davranisi

y(t)nin varyansi

-F- a=1
-~ ¢=0.9
-- =08 |
-- ¢=07

Var(y(t)

Sekil 3. B~N(u,02), 6% = 1 6zel degeri ve a = 1,0.9,0.8 ve 0.7 farkli degerleri igin
(2) denkleminin varyansinin ¢éziim davranisi
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Giiven araliklar1 [E(y(t)) — 3stdsapma(y(t)), E(y(t)) + 3stdsapma(y(t))]

Glven Araliklari

8 T T T T T T T
-4~ Ey-3*stdu
; \ -- Ey |
‘ -l - Ey+3*stdu
i

3 Standart Sapmalik Gliven Aralig

Sekil 4. B~N(u,02), 02 =1,u =5, a = 0.9 dzel degerleri icin (2) denkleminin
giiven araliginin ¢6ziim davranisi
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4LINER OLMAYAN DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN
ABOODH-ADOMIAN AYRISTIRMA YONTEMI ILE COZUMU

4.1. Aboodh- Adomian Ayristirma Yontemi

Dogrusal olmayan  denklemlerin  kesin  ¢Ozlimlerinin  arastirilmasi,
dogrusal olmayan fiziksel olaylarin(fizik bilimi, biyo-sistemler, yeni teknolojiler
ve iktisat gibi birgok bilim disiplini dogrusal olmayan dinamik sistemlerin
davraniglarina  gore modeller olusturmakta ve bu konularda c¢aligmalar
yapmaktadirlar) incelenmesinde Onemli bir rol oynamaktadir, ancak dogrusal
olmayan diferansiyel denklemler, dogrusal diferansiyel denklemlerle
karsilastirildiginda ¢6ziimde en karmasik olanidir. Aboodh doniisiimii  gibi
integral dontisiimler dogrusal olmayan diferansiyel denklemleri ¢6zmede yetersiz
kalirlar. Bu nedenle, bazi arastirmacilar bu doniisiimlerin bir¢ok ydntemle
birlestirilmesi lizerinde c¢alismistirlar. Bunlarin arasinda Adomian ayristirma
yontemi etkili yontemlerden birisidir. Bu yontem 1980'lerde George Adomian
(1923-1996) tarafindan tanitildi ve bircok soruna uygulandi (Cherif ve Ziane,
2017).

Bu boliimde lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemler, Aboodh
doniistimii ve Adomian Ayristirma Y 6ntemi birlestirilerek bu denklemlerin

¢Ozilim algoritmasi olusturulup akabinde uygulamalar verilmistir.

Kesirli adi diferansiyel denklem asagidaki gibi verildiginde

Diy(t) = g(©) + Ny(t) + Ry(t) (3)

ve y(0) = ¢ baslangic kosulu, DF = “FDZ bir Caputo-Fabrizio kesirli tiirev operatrii
0 < a <1, N lineer olmayan bir operator, R lineer bir operator, g diferansiyel
denklemin homojenligini gésteren bir fonksiyon ve y(t) denklemin ¢6ziimii olsun.

Denklem (3)’de esitligin her iki tarafina Aboodh doniisiimii uygulanirsa;
A{"DEy() } = A{g()} + ANy (6)} + A{Ry (1)}
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s Ay () - L

= A{g()} + ANy (D)} + A{Ry (1)}

a+s(l—a)
_1/(y(0)
AYE)) =< |5+ (a+s1—a)[A{g®)} + ANy ()} + ARy} | (4)
elde edilir.

Daha sonra (4) ifadesinin ters Aboodh doniisiimii alinirsa,
A~ Ay ()]
0
{Lz) + <§ +(1— a)> A{g(s)) + <% (11— a)> Jl{Ny(s)}]l

= A1 . | (5)
[ #(S40- @) atkyen |

olur.

Adomian ayrigtirma yontemi y fonksiyonunun sonsuz bir seriye bdliinebilecegini veya

ayristirilabilecegini varsayar.

y(t) =Zyn(t) =Yot+yity, +- (6)

n=0

burada y, yinelemeli olarak belirtilebilir. Bu yontem ayn1 zamanda lineer olmayan

operatdr Ny’nin sonsuz bir polinom serisine ayristirilabilecegini de varsayar.

Ny = i B, (7)
n=0

burada B,, = B,(yo, Y1, Y2, -, Yn) tanimli bir Adomian polinomudur,

2

burada A bir parametredir. Adomian polinomu B,, asagidaki gibi tanimlanabilir.

0
Bo= o (Y2t )| = now
P \& °
= A=0
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1 dan

T , n=20,12,..

Bn(yOJ Y1, Y2, ""yn) =

A=0



1at | (< '
B, = Tidn N Z Ay = y1N'(3o)
L k=0 12=0
1 dz _ : k _ I ylz "
B, = EW N 2/1 Yk = y,N'(y0) +7N (o)
L k=0 121=0

1 dz _ : k I " yf nr
B; = 31d12 N 2/1 Yk = y3N'(yo) + y1¥2N" (¥0) +¥N (7o)
- k=0 =0

(6) ve (7) ifadesini (5)’te yerine yazarsak,

A AG)]

n=0

0 co
ysz) + <% +(1 - a)) Alg(s)} + (% +(1 - a)) A {Z Bn}]l
I
|

+ (g +(1- a)) A{Ry(5)}

(% 41— a)):/l{i Bn}

n=0

(% +(1- a)) A {R i yn(t)}] ®
n=0

D n® =y +A [(% +(1- a)) .ﬂ{g(s)}] + A

n=0

+ A1

(8) denkleminin ayn1 mertebeli terimleri esitlenirse;
a
— -1|({_ —
yo =¥(0) + A7 (5 + (1 - @) Alg ()]

Y= A (g +(1- @) A{Bo}| + A (% + (1 - @) A{Ryo}|

y2 = A7 (T4 (- @) AB)| + A7 (S + (1 - @) AlRY)]

ys = A (5+ (1 - ) AlByY]| + A (24 (1 - @) AlRY,)]

boylece genel olarak Aboodh-Adomian ayristirma yontemini kullanarak siradan

diferansiyel denklem ¢6ziimii (3)’iin yinelemeli iliskisi asagidaki gibi elde edilir.

¥o = y(0) + A7 (5 + (1 - @) Alg())] ©)
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Vg = A1 [(g +(1- a)) A{Bn}] + A1 [(% +(1- a)) cfl{Ryn}] n=01.2,..

Ornek-4.2.
Fpxy(t) = 2y(t) —y2(t) +1, 0 <a <1, y(0) = 0, Caputo-Fabrizio kesirli

diferansiyel denklemini Aboodh doniisiimii yardimi ile ¢6ziiniiz.

Coziim:

Verilen denkleme Aboodh-Adomian ayristirma yontemi uygulanirsa,
a
— -11(Z —
Yo =y(0) + A [(s +(1 a)) ch{l}]

ynir =247 (54 (- @) Aln)] + A7 [(S+ A - @) aBy]  (10)

Yo =0+ A1 [(%Jf 1 -a) A} =a [;%Jr 1;“]

yo=1—a+at

(10) denkleminde n = 0 igin;

v =247 (T4 (1 - @) Alyol] + A7 (T + (1 - ) ABo)]
By = N(yo) = —yo? = —(1 — a + at)?

y, = 2A4°" [(% +(1- ) Al - a+at)]

+ A [(g +(1-0)A(-(1 - a +at)?}]

y1 = 2471 [(%+ 1-a)) (1 _a+ﬁ)]

52 s3

N —14+2a—a? —-2a+2a® 2a?
+ A (;+(1—a)) = g
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y1=2c/l‘1l———+—+———+—

343

y, = a?t? + (4a — 4a>)t + 2 + 2a? — 4a) — + (2a® = 2a?)t?

+ (=3a+6a?—-3a®>)t+ (a—1)3

3t3

3

a

Yy, =— + Qa*—a)Ht* + (a+2a* -3a®)t+a®—a*—a+1

bulunur.

(10) denkleminde n = 1 igin;
y2 = 2471 [(g +(1- a)) ﬂ(yo] +a (24 - ) AtB)]
By = y1N'(¥o) = y1(—2y)

a adt3
y, = 2A°1 I(E +(1- a)) A {— 3 + 2ad —a®t? + (a + 2a? — 3a®)t

+a3—a2—a+1}l+ AL

<% +(1- “))cﬂ[}ﬁ(—z}’o)]]

343

3 + 2a® —a®t? + (a + 2a? — 3a®)t

y, = 2A°1 l(%+ (1- a))dq{—a

+a3—a2—a+1}l

343

+ A1 [(g +(1- a))c/l {—2(1 —a+ at)(—a + (2a3® — a®)t?

+ (a + 2a? — 3a®)t +a3—a2—a+1)}l
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s5 st s3

a3—a2—a+1>l
_.l_

|/ —2a® 4a®—-2a* a+2a®-3ad
y, = 2A71 ;+(1—a) + +

s2

+A1

a 2a3t3
<; + (1 - a))ﬂ [ 3 + (2a? — 4a®)t?

—2a*t3
3
+ (4a* — 2a®)t? + Qa? + 4a® — 6aM)t + 2a* — 2a3 — 2a? + 2a)

20ttt

+ (6a® —4a? = 2a0)t + (=223 + 2a% + 2a — 2) +

+ + 2a® — 4a®)t3 + (—2a? — 4a3 + 6a*)t?

+ (—2a* + 2a3 + 2a? — Za)t”

—2a* 4a*—-2a® a?+2a®—-3a* a*—-aP—-a’+a —-2ad
+ + + +

_ -1
Y2 = 2A s6 s5 s s3 s5

43 = 2a®> a4+ 2a?-—3ad ad—a’*—a+1 20a*
+ " +

st s3 52 s5
—4a*+2a® —a®*-2a*+3a* —-a*+aP+a’-a
% + 3 + 2
s s s
(@ 4a3 4a?—8a® 6ad—4a?-2a
+ A=+ A -a) ) (+———+ ;
s s s s
203 +2a’4+2a—2 4a* 8a*—4a® 2a?+4a® - 6at
+ 2 -——= 7t 4 + 3
s s s s
2% = 2a® = 2a%? +2a 16a* 12a3 —24a*
+ 2 t——=t 5
s s s
—4q? —8a® + 12a* —2a*+2a3+2a?-2a
+ Z + 3 )
s s
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- I—Za:4 N 6a* — 4a3 N —7a*+ 7a3 N 4a* — 6a3 + 2a
Y2 = 6 5 4 3
s s s s
—a*+2a® -2a+1
+ -2

_,[4a*  4a®—-8a* 6a*—4a® - 2a?
+ A 6 + 5 + 4

—2a*+2a +2a% —-2a 4a® 8a® —4a* 2a+ 4a*—6a°
+ - +

s3 s© 55 st
2a° = 2a* —2a3 + 2a% 16a°® 12a* —24ab
+ 3 +—t 6
s s s

—4a3 —8a* +12a° —2a°+2a*+2a3—-2a?% 4ad
+ + +

s5 s* s5
4a? —8a® 6a®—4a’?—-2a —-2a+2a%*4+2a-2 4a*
+ 4 + 3 + 2 T s
s s s s
8a* —4a® 2a®+4a®—6a* 2a*—2a®—-2a%?+2a 16a*
—t ; + ; +o
s s s s

12a3 — 24a* —4a? —8a®+ 12a* —2a*+2a3+2a?-2a
4 T +

s5 s4 s3
4a* —4a®+8a* —6a*+4ad+2a% 2a*—2a%—2a%+2a
= T 4 + 3 + 2
s s s s
4> —8a®+4a* —-2a3—4a*+6a’
=t 2 + 3
s s s
—2a’ 4+ 2a* +2a® —2a?® 16a® —12a*+ 24a°
+ 2 ——w% *t 5
s s s
43 + 8a* —12a° 2a® —2a* —2a3 + 2a?
+ 2 + 3
s s
_, —2att* N (6a* — 4a3)t3 N (—7a* + 7a3)t?
Y2 24 6 2
+ (4a* — 6a3 + 2a)t —a*+2a® - 2a+ 1]

16a°t> (—44a® + 32aM)t*  (48a® — 64a* + 16a3)t3
5! + 4! + 3!
(—28a® + 52a* — 20a® — 4a?)t?
+
2!
+ (10a® — 24a* + 12a3 + 8a? — 6a)t + (—2a° + 6a* — 4a® — 4a?

+6a—2)]
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a*tt  (6a* — 4ad)t3
y2= ———+ ( 3 ) + (—=7a* + 7a®)t? + (8a* — 12a3 + 4a)t

2a°t®  (—11a® + 8a*)t*

+ (—2a* +4a® —4a + 2
(—2a a a )+ = + c

(24a® — 32a* + 8a3)t3
+
3
+ (10a® — 24a* + 12a3 + 8a? — 6a)t + (—2a° + 6a* — 4a® — 4a?
+ 6a —2)
_ 2a°t® N (7a*—11a®)t* N (24a® — 26a* + 4a®)t3
Y2= 5 6 3
+ (—14a® + 19a* — 3a3 — 2a?)t? + (10a® — 16a* + 8a? — 2a)t
+ (—2a° + 4a* — 4a® + 2a)

+ (—14a® + 26a* — 10a® — 2a?)t?

bulunur.

y@) = yot+y1+y, + -

3+3
y(t) = (1—a+at) + [—%+(2a3 —a®)t?+ (@ +2a2 —3a®)t +ad —a? —

a+1]+ [Z“Sts L at-11a9et | (24a5-26a*+4a)e?

14,5 4 _ 9.3 _
= - . + (—14a° + 19a* — 3«

2a2)t? + (10a° — 16a* + 8a2 — 2a)t + (—2a° + 4a* — 4a? + 2a)] +

(11

y(t)'nin ¢6zum dawranigi

8 T T T T T T T

y(®)

Sekil 5. @ = 1,0.9,0.8 ve 0.7 farkli degerleri i¢in (11) denkleminin ¢6ziim davranisi

Ozel olarak a = 1 alinirsa;
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t—t+t2+2t3 2t4+2t5+
y(®) = 3~ 3 " 15

yaklasik ¢oziimii bulunur.

Yakinsaklig1 incelersek, t = 1, = 1 i¢in

3,3
I ”—a 3: +(2a3-a?)t?+(a+2a?-3a3)t+a’—a?—a+1 ”

lvoll 11-c+at]|

=0.6667

0

2a5t5  (7a*-11a5)t*  (24a®—26a*+4a3)t3
t t
15 3

< H(-14a5+19a*-3a%-2a?)t?
A + (10a5-16a*+8a%—2a)t+(-2a°+4a*—4a?+2a)

=0.2

1= - 3¢3
vl ||—%+(2a3—a2)t2+(a+2a2—3a3)t+a3—a2—a+1 ”

degerlerinin 1’den kiigiik oldugu goriiliir (Kreyszig, 1978).

Ornek-4.3.

“Fpgy(t) = —y*()+1,0<a<1,y(0)=c, c~U(a,b) diizgin dagilima sahip
rastgele degisken olmak tizere, Caputo-Fabrizio kesirli rastgele diferansiyel denklemini

Aboodh doniisiimii yardimu ile ¢oziiniiz.

Coziim: (8) denkleminde olusturdugumuz algoritmay1 kullanirsak;

yo = y(0) + A7 (5 + (1 - @) a1)]

Yyo=c+ A1 [<g+ (1—a)>c/l{1}l =c+ Al l<g+ (1—0()).%]
s s s

a 1—«a
— -1
Vo= Cc+ A [S—3+ 52 ]

Yo=ctat+1l—a

By =N(yy) = —yo2 = —(1 — a + c + at)?

Ynsr = A7 (S + (1 - ) AB,Y]
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n =0 i¢in

y, = A1 (% +(1- a)) Jl{BO}] = A1 [(g +(1- a)) A{-(1—a+c+ at)z}]

= A [(S+ (- @) Al-c2 —a? ~ 1 - 2+ 2ac + 2a + (2a® — 2a - 2
= 3 1-a) c‘—a c+2ac+2a+ (2a a — 2ac)t

- aztz}]

[ —c?—a?—-2c+2ac+2a—1 2a%-2a-2ac
y1=A (;+(1—a)) = + 3

_ [Fac? —a® —2ac +2a’c + 2a® —a  2a° - 2a® -2a’c 2a°
yi=A 3 + 4 Y
s s s
2ac+2a—a*—c?*—2c—-1 2a®-2a-—2ac 2a?
2 + 3 -
s s s
a3 —2a? +a—2a’c+ 2ac + ac? 2a®—2ad+2a%c 2aB
2 + 3 T2
s s s
| 2a® 4a®—4a®-2a%c —3a®+6a*+4a’c —4ac —ac’® —3a
yi=A""|= +

s5 s* s3

a3—3a2—2azc+4ac+acz+3a—c2—2c—1l

s2

_2a%t% (40’ —4a? - 2a%c)t?
TR 2!

+ (—3a® + 6a? + 4a%c — 4ac — ac? — 3a)t + (a® — 3a? — 2a’c
+4ac+ ac® +3a—c?—2c—1)

adt3

=== + (2a® - 2a? — a?o)t? + (=3a3 + 6a? + 4a’c — 4ac — ac? — 3a)t

+ (a® —3a? —2a%c + 4ac + ac?* +3a —c*—2c—1)

yt)=yot+ty1ty,+ys+--
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y@®)=(at+c+1—a)
adt3

T3

+ 2a® - 2a? — a?c)t?
+ (—3a® + 6a? + 4a%c — 4ac — ac? — 3a)t + (a® — 3a? — 2a’c

+4ac+ac? +3a—c*—2c— 1)+ (12)

c~U(a,b) diizglin dagilimina sahip rastgele degiskenin beklenen deger ve varyansi

a+b a’ + ab + b? a*+ a3b + a?b? + ab3® + b*
E[c] = , E[¢*] =————, Elc*] =
2 3 5
b —a)? 4a* — a®b — 6a®b? — ab?® + 4b*
Var|c] = % ,  Var[c?] = e

Bu momentleri kullanarak X ve ¥ bagimsiz rastgele degiskeninin E[XY] = E[X]E[Y]

beklenen degerleri asagidaki gibi hesaplanabilir.

Ely(®)]=E|(at+c+1—a)

adt3
+ I— 3 + 2a® = 2a — a?c)t?
+ (=3a® + 6a? + 4a’c — 4ac — ac? — 3a)t
+ (a3 — 3a? — 2a?c + 4ac + ac® + 3a — c? — 2c — 1)”

3.3
3
+(=3a3® + 6a? + 4a?E[c] — 4aE[c] — aE[c?] — 3a)t

+(a® — 3a? — 2a?E[c] + 4aE[c] + aE[c?] + 3a — E[c?] — 2E[c] — 1)

Ely(®)] = (at + 1 — @) + E[c] — — + (2a® - 2a — a?E[c])¢?
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a+b a3t?

Ely@®)] =(at+1—a)+ +<2a3—2a—a2a+b)t2

2 3 2
s X ,a+b a+b a® + ab + b?
+ | —-3a° + 6a“+ 4a — 4 > - 3 —3a |t
5 5 ,a+b a+b a’ + ab + b?
+la®° —3a° —2a + 4a 2 +a 3 + 3a

a’ + ab + b? a+b L
3 2

a = 1,b = 3 6zel degerleri i¢in beklenen deger,

1+3 a3t? 1+3
E[y(t)]z(at+1—a)+T— 3 +<2a3—2a—a2 > >t2

1+3 1+3 12 + 1.3 4+ 32 >
—3a |t

—4a > —a 3

+ (—3a3 + 6a? + 4a?

1+3 1+3 12 + 1.3 4 32
+ 4 > +a 3 + 3a

+ <a3 — 3a? — 2a?

12 + 1.3 4+ 32 21+3 L
3 2

a’t? 43a
Ely(©)] = — 3+ (2a3® — 2a — 4a®)t? + (—3a3 + 14q? — T)t
43a 19
3 _ 724 0% _)
+ (a a® + 3 3

y(t)'nin beklenen degeri
20 T T T T T T T T T

-20

-40

-60

Ey®)

-80

-100

-120

-140

-160

Sekil 6. c~U(a, b) , @ = 1,0.9,0.8 ve 0.7 farkli degerleri i¢in(12) denkleminin beklenen
degerinin ¢6ziim davranisi
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Varly(t)] =Var|(at+c+1— )

a’t3
+ I— 7t (2a® — 2a — a?c)t?

+ (=3a® + 6a? + 4a’c — 4ac — ac? — 3a)t

+ (a3 — 3a? — 2a?c + 4ac + ac® + 3a — ¢? — 2c — 1)”

Var[y(t)] = Var[c] + a*t*Var[c] + ((16a* + 16a*)Var([c] + a*Var[c?])t?
+((4a* + 16a? + 4)Var[c] + (a? + 1)Var[c?])

(b —a)® (b —a)®

ottt

(b—a)® _4a*—a’bh—6a’b* — ab® + 4b*
12 45

(b —a)?
12

4a* — a3b — 6a%b? — ab® + 4b*

45

Var[y(t)] =

+[(16a* + 16a?) %

+(4a* + 16a® + 4) + (a?

+1)

a = 1,b = 3 6zel degerleri i¢in beklenen deger,

B-1* ,,3B-1)7

VY
(3 - )2 24.14—13.3—6.12.32—1.33+4.34 5
12 45 It

B-1)?
12
41*—-13.3-6.12.32 -1.33 +4.3*

45

Varly(®] =

+[(16a* + 16a2)

+(4a* + 16a? + 4) + (a?

+1)

att* 16a* + 16a?) 244a?
Var[y(t)] = = 3 + <( ) )tz

3 +45

(4a*+16a%+4) 244
+ 3 + (a + 1)@
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y(t)'nin varyansi

700 T T T T T T T T T
- oo i
soo|- " a=09
--O- ¢=08
-TF- q=07
500 -
. 400-
>
©
> 300t
200
100
L
6
0 05 1

Sekil 7. c~U(a, b) , @ = 1,0.9,0.8 ve 0.7 farkli degerleri i¢in (12) denkleminin
varyansinin ¢6ziim davranisi

Giiven araliklan [E (y(t)) — 3stdsapma(y(t)), E(y(t)) + 3stdsapma(y(t))]

Gliven Araliklari

20

-20

-40

-60

3 Standart Sapmalik Gliven Aralidi

-80
-~ Ey-3*stdu
--l- Ey
-100 -
--l- Ey+3*stdu
_120 r r r r r r
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Sekil 8. c~U(a,b),a =1,b = 3, @ = 0.8 6zel degerleri i¢in(12) denkleminin giiven
araliginin ¢6zim davranist
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5LINEER VE LINEER OLMAYAN DIFERANSIYEL
DENKLEM SISTEMLERININ ABOODH-ADOMIAN
AYRISTIRMA YONTEMI YARDIMI iLE COZUMU

Bu bolimde lineer ve lineer olmayan kesirli diferansiyel denklem
sistemlerinin  Aboodh ve Aboodh-Adomian ayristirma yontemi kullanilarak
¢oziimleri sunulmakta ayrica Ornek 5.5 ve Ornek 5.6 da Lotka-Volterra Av-Avci
modelinin katsayilar1 ve baslangic kosullar1 rastgele hale getirilerek ¢oziimleri
yapilmuistir.

Lotka-Volterra denklemleri, biri yirtici, digeri av olmak tizere iki tiirlin etkilestigi
biyolojik sistemlerin dinamiklerini tanimlamak i¢in kullanilan bir ¢ift birinci dereceden
dogrusal olmayan diferansiyel denklemdir.

x' = ax — fBxy
y' =oxy—vyy
av ve avcilarin anlik hizlart a, 8, o, y pozitif reel sabitlerdir.

: d d
denklemlerinde x av sayis1,y yirtict hayvan saylsld—f ve d—jt/ sirasiyla

Avin sinirsiz bir gida kaynagma sahip oldugu ve avlanmaya maruz kalmadigi
stirece tlistel olarak cogaldig1 varsayilmaktadir; bu istel biiyiime yukaridaki denklemde
ax terimi ile temsil edilmektedir. Avin avlanma oraninin yirticilarla avin karsilasma
hiziyla orantili oldugu varsayilir; bu yukarida Sxy ile temsil edilmektedir. Eger x ya da
y sifirsa, o zaman yirticilik olamaz. Bu iki terimle yukaridaki av denklemi su sekilde
yorumlanabilir: Avin popiilasyonundaki degisim orani, avlanma hizinin kendi biiylime
oranindan ¢ikarilmasiyla elde edilir. oxy terimi avci popiilasyonunun biiyiimesini temsil
eder. yy terimi, avcilarin dogal 6liim ya da go¢ nedeniyle kayip oranini temsil eder; avin
yoklugunda iistel bir diisiise yol agar. Dolayisiyla denklem, avcinin popiilasyonundaki
degisim oraninin, avini tiikketme oranindan kendi i¢sel 6liim oraninin ¢ikarilmasina bagl

oldugunu ifade eder (Doust vd., 2014).
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Ornek-5.1.

DCoDEx(t) =2y — 1
i) EDfy(t)=x+y+5

kesirli diferansiyel denklem sistemini x(0) = 1 ve y(0) = —1 baslangi¢ kosullar1 i¢in

Aboodh doniisiim yardimiyla ¢6ziiniiz.

Coziim:

_sA(x(s)) - %0)
a+s(l—a)

= 2A(y(s)) — A1)

SA(x()) ~ 5 = 20+ 51~ A - o=
1 1-—
A(x(s)) — 2 (% +1- a) AYE) = - w

a a

A(x(s)) — 2 (g +1-— a) A(y(s)) = = ——= (13)

s2 53

sc/l(y(s)) —m
ii) a1l a)s = Jl(x(s)) + c/l(y(s)) + A(5)

1
sA(y(s)) + o (a+s1—a)A(x(s)) + (a+s(1—a)A(y(s))
N 5(a + 5(21 —a))
S
1 a a
c/l(y(s)) =-= + (E +1- a) c/l(x(s)) + (; +1- a)c/l(y(s))

N 5(a + 5(31 —a))
S

(0= 3)AbE) = (G+1- @) A) = i—3+4 —>a

=2 (14)

A(y(s))’i bulmak igin (13) denklemini % + 1 — a ile ¢arpip (14) ile toplayalim.
a a 2
(a — E) c/Z(y(s)) -2 (; +1 - a) c/l(y(s))

(e (-

Gerekli diizenlemeler yapilirsa;
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2

cﬂ(y(s)){

(—2a% + 5a — 2)s? + (4a? — 5a)s — ZaZ}

(4 — 4a — a®)s? + 2a? + 4a)s — a?
(4 — 4a — a?®)s? + 2a? + 4a)s —
2[(—2a? + 5a — 2)s? + (4a? — 5a)s — 2a?]

A(y(s)) =

elde edilir. Ve bu ifade basit kesirlerine ayrilip gerekli diizenlemeler yapilirsa;
(4 — 4a — a®)s? + (2a? + 4a)s — a?
s?2[(—2a? + 5a — 2)s? + (4a? — 5a)s — 2a?]
1 7 8

2 6 3

g * s((=2a+ 1)s + 2a) * s((la=2)s—a)

seklinde bulunur.

Dolayisyla;
1 _7 8
2 6 3
Aly() =5+ +
2a %
(g 2a+1)s(s+—_2a+1) (a—Z)S(S—a_Z)
elde edilir.

Ve bu denklemin her iki tarafinin ters Aboodh doniisiimii alinirsa;

(t) = et et 15
y T e(—2a+ D¢ 3(@-2)" (15)

seklinde hesaplanir.

A(x(s))’i bulmak i¢in (13) denklemini (a — <) ile (14) denklemini 2(Z + 1 — a) ile

carpip toplayalim.
(a - %) c/l(x(s)) -2 (% +1- a)z c/l(x(s))

=@ HE-5+2(C +1_a)(§§‘+4;f“)

Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

cﬂ(X(S)) {(_Zaz + 5a — 2)52:; (4&2 _ Sa)s _ Zaz}

_ (11a? — 18a + 8)s® + (—22a” + 18a)s + 11a?
= -
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(11a — 18a + 8)s? + (—22a? + 18a)s + 11a?

A(x(s)) = 2[(—2aZ + 5a — 2)s% + (4a% — 5a)s — 2a?]

elde edilir. Ve bu ifade basit kesirlerine ayrilip gerekli diizenlemeler yapilirsa;

(11a? — 18a + 8)s? + (—22a? + 18a)s + 11a?
s?2[(—2a? + 5a — 2)s? + (4a? — 5a)s — 2a?]
—11 7 ~16
2 6 4 3
s?2  s((—2a+1Ds+2a) s((a—2)s—a)

seklinde bulunur.

Ve bu denklemin her iki tarafinin ters Aboodh doniisiimii alinirsa;

—-11 N =7 ;Zalt N —16 x . 16
—2a+ ——ea-
2 Te(—2a+1)° 3(@—2)° (16)

seklinde hesaplanir.

x(t) =

Ornek-5. 2.

_d’y
i) Tz 3x+2y=0
__d*x d?y
ii) W+F+3x—5y =0
Diferansiyel denklem sistemini x(0) = 0,y(0) = 0;x'(0) = 3,y'(0) = 2 baslangig

kosullar1 icin Aboodh doniisiim yontemi yardimi ile ¢6ziiniiz.

Coziim.

D) s2A(y(s)) — @ —(0) — 3A(x(s)) + 2A(y(s)) = 0

s2A(y(s)) - % —0—3A(x(s)) + 2A(y(s)) =0

(52 + 2)A(y(s)) — 3A(x(s)) = (17)

ii) s2A(x(s)) — L —x(0)+s2A(y(s)) — M — y(0) + 3A(x(s))

- SCA(y(s)) =0
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s2A(x(s)) — % — 0+s2A(y(s)) — % — 0+ 3A(x(s)) = 5A(y(s)) =0

5
(52 + 3)A(x(8))+(s? = 5)A(y(s)) = < (18)

A(y(s))’i bulmak igin (17) denklemini (s? + 3) ile (18) denklemini 3 ile garpip
toplarsak;

2(s®*+3 15
2s"+3)

(2 +3)(52 +2) +3(s> = $)A((5)) = ————+

2s% 4+ 21
s(s*+8s2—-9)

A(y(s)) =

denklemi elde edilir. Bu denklem basit kesirlerine ayrilir ve gerekli islemler yapilirsa;

1 N 23 1
10°s(s2+9) 10's(s2—-1)

A(y(s)) =

denklemi elde edilir. Ve bu denklemin her iki tarafinin ters Aboodh doniisiimii alinirsa;

(t) = > Sin3t+23 inht = ! '3t+23 inht 19
y(t) = 0 3 1O.sm = 10.sm 1O.sm (19)

denklemi bulunur.

A(x(s)) ‘i bulmak igin (17) denklemini —(s? — 5) ile (18) denklemini (s? + 2) ile

carpip toplarsak;

— 2 _ 2
((s?+3)(s? +2) + 3(s* — 5))A(x(s)) = 2(55 2 * = 5+ .
352+ 20

Ax()) = s(s*+8s2-9)

denklemi elde edilir. Bu denklem basit kesirlerine ayrilir ve gerekli islemler yapilirsa;

7 1 23 1

A(x(s)) = 10-5(52—+9)+E'm

bulunur. Ve bu denklemin her iki tarafinin ters Aboodh dontisiimi alinirsa;
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(t) = ’ Sin3t+23 ht = ’ 3t+23 ht 20
X =103 10 sin 30 .sin 10 sin (20)

denklemi bulunur.

Ornek-5.3.

CF _

D“DEx(t) = —2x + 3y O<a<1
i) “EDFy(t) = 3x — 2y

kesirli diferansiyel denklem sistemini x(0) = B ve y(0) = C, B~Ustel(1 = 2)

iistel, C~Uggensel(a = 1,b = 2,c¢ = 3) iiggensel dagilima sahip rastgele baslangic

kosullar1 i¢in Aboodh doniisiim yontemi yardimi ile ¢oziiniiz.

Coziim:
sA(x(s)) — x(O)
) — prcp ) = —2A(x(s)) + 3A(¥(s))

A(x(s)) = :;2 -2 (g +1-— a) A(x(s)) + 3 (% +1-— a)c/l(y(s))
A(x(s)) + 2 (E > 1 — a) A(x(s)) -3 (g +1- a) Ay(s)) = SB;z
( +3- 2a> A(x(s)) - 3( + 1-a)A(y(s)) = :;2 (21)

sc/l(y(s)) - &

ii) ats= a)s = 3c/l(x(s)) — Zﬂ(y(s))

c/l(y(s)) = §+ 3 (g +1- a) c/l(x(s)) -2 (g +1-— a) cfl(y(s))
C
c/l(y(s)) +2 (g +1 - a)c/l(y(s)) -3 (g +1- a)c/l(x(s)) =3

(ZTa +3-— 2a> cﬂ(y(s)) -3 (% +1-— a)c/l(x(S)) = s% (22)

A(y(s))’i bulmak igin (21) denklemini 3(% + 1 — a) ile (22) denklemini

(Zja + 3 — 2a) carpip toplayalim.

(%a +3 - 20:)2 c/l(y(s)) — 9( +1-— a) c/l(y(s)) = ( bl a) + (;(ZT”‘+3_2a)

s2 s2
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Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

A(y() {(—5a2 + 6a)s? + (10a? — 6a)s — 50(2}

52
(3B —3aB + 3C — 2aC)s + 3aB + 2aC

(3B —3aB + 3C — 2aC)s + 3aB + 2aC

[(=5a? + 6a)s? + (10a? — 6a)s — 5a?]

A(y(s)) = .

elde edilir. Ve bu ifade basit kesirlerine ayrilip gerekli diizenlemeler yapilirsa;

c_B B, C
(3B —3aB + 3C — 2aC)s + 3aB + 2aC _ ) )

s[(=5a2 + 6a)s? + (10a? — 6a)s — 5a2] s((—5a + 6)s +5a) s(as —a)

seklinde bulunur.

Dolayistyla;
c_B B,C
2 2 2 2
Jl(y(s)) = +
Sa as(s—1)
(=5a+6)s (s + “Ea 16 6)
elde edilir.

Ve bu denklemin her iki tarafinin ters Aboodh doniisiimii alinirsa;
© 1 (C B) ;5a6t N 1 (B N C) : 23
=\ ——— ] e-5a+ —_ — 4 —
= Cea+)\2” 2)° a\2"2)° (23)

seklinde hesaplanir.

A(x(s))’i bulmak igin (21) denklemini (ZTa + 3 — 2a) ile (22) denklemini

3(% + 1 — a) ile carpip toplayalim.

(2?0‘ +3- 2a>2 A(x(s)) = 9 (g +1- a)z A(x(s))
:B(ZTa+3—2a)+3C(%+1—a)
s2 s?

Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

A(x(s) {(—50{2 + 6a)s? + SOO{2 — 6a)s — 50(2}

_ (3B —2aB +3C —3a()s + 2aB + 3aC
= >
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(3B — 2aB + 3C — 3aC)s + 2aB + 3aC
s[(=5a? + 6a)s? + (10a? — 6a)s — 5a?]

cﬂ(x(s))

elde edilir. Ve bu ifade basit kesirlerine ayrilip gerekli diizenlemeler yapilirsa;

B _C B, C
(3B—2aB+3C—3aC)s+2aB+3aC_ 77 5T

s[(=5a2 + 6a)s? + (10a? — 6a)s — 5a2]  s((—5a + 6)s + 5a) + s(as — a)

seklinde bulunur.

Dolayisiyla;
B_C B,C
2 2 2 "2
A(y(s)) = +
Sa as(s —1)
(=5a+6)s (s + =5, 1)
elde edilir.

Ve bu denklemin her iki tarafinin ters Aboodh doniisiimii alinirsa;

© 1 (B C) ;5a6t 4 1 (B N C) 3 24
= |———]e-5a+ — =4+ =
W= Csave)\2 2)° a\272)¢ (24)

seklinde hesaplanir.

X rastgele degiskeni iistel dagilima sahipse moment ¢ikaran fonksiyonundan

faydalanarak,
1 1
E(B) = Var(B) ==

olarak hesaplanlr.

X rastgele degiskeni licgensel dagilima sahipse moment ¢ikaran fonksiyonundan
faydalanarak,

(a+b+0¢) a’+b?+c?>—ab—ac—bc

3 ,Var(C) = 18

olarak hesaplanir.

E(C) =

B C —5¢ . 1/B C "
Elx®] E[( 5a+6)< E)e_5a+6 +E<5+5>e]
e— gf(fl{-6 et
- m(’”B] — E[C]) + 5 (E[B] + E[C])
St 1(+b+) 1 (a+b+0)
e—5a+tél a c et a c
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A=2vea=1,b = 2,c = 3 0zel degerleri i¢in;

_—5a_
Ex(®)] =2(e%ff6)@—z)+%(%+z)

-5a

—3e—5a+6t 5et
E = 2
Ol = =76 e

seklinde hesaplanir.

x(t)'nin beklenen degeri
200 T T T T T T

180

E(x(®)

Sekil 9. B~Ustel(A = 2) , C~Uc¢gensel(a = 1,b = 2,c = 3) ve

a = 1,0.9,0.8,0.7 Ozel degerleri i¢in (24) denkleminin beklenen degerinin ¢6ziim
davranisi

_ 1 C_B\ 522 L 1B L0
E[y(t)]‘E[(—5a+6)(E_E>e sare +a(2+2>e]
_ e%t et
= m(E[c] — E[B]) +—— (E[B] + E[C])
“satet (a+b+c) 1 1 (a+b+c)
e~5a+6 a c et a c
E[y(t)]=2(—5a+6)( 3 _I>+E(E 3 )

A=2ve a=1,b=2,c =3 06zel degerleri i¢in;
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—-5a

E[y(0)] =%(2—%)+£@+2)

-5a ¢
3e-5a+6 Set

Ely(®)] =m+a

seklinde hesaplanir.

y(t)'nin beklenen degeri
200 T T T T T T T T T

180 - - =09

160

140 -

E(y(®)

Sekil 10. B~Ustel(A = 2) ,C~Uggensel(a = 1,b = 2,c=3) vea =
1,0.9,0.8,0.7 6zel degerleri i¢in (23) denkleminin beklenen degerinin ¢6ziim davranisi

Var[x(t)] = Var [ﬁ (g — %) esoret + 1 (g + g) et]

a
—10a
e-5a+6 o2t
= H(5a 167 (Var[B] + Var[C]) + 1oz (Var[B] + Var[C])
—10a ¢
e-sa+6 1 a*+b*+c*—ab—ac—bc
V) = e o\ 15

N et 1a’+b%>+c?—ab—ac—bc

4a? (/12 18

A=2vea=1,b = 2,c = 3 0zel degerleri igin;
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—-10a

Varx(0)] = esate’ (1 P22 +432-12-13-23
T = Coa + 6)2\ 22 18
N et 112422+32-12-13-23
4q? 22 18 )
—-10a
5e—5a+6t 5e?t
Var[x(t)] =

48(—5a + 6)2 + 48a?
seklinde hesaplanir.

x(t)'nin varyansi

5000 T T T T T T T T T a
4500 ~F-a=1 ¥
--B- a=0.9 {
40001 - =05 "
--- =07 Hs)
3500 - 15
I
I
3000 - ,"
= !
= 1
X 2500 -
[ 1
> 17y

T

2000

Sekil 11. B~Ustel(1 = 2) ,C~Uggensel(a = 1,b = 2,c = 3) ve
a = 1,0.9,0.8,0.7 6zel degerleri i¢in (24) denkleminin varyansinin ¢6ziim davranisi

N

a
—10«a
eSS (] 4 Var[B]) + B
= 1(—sa 7 o VarlCl+Var[Bl} + 775 (Var([B] + Var(C]}
—-10a ¢
e-5a+6 a*+b*+c*—ab—ac—bc 1
Vb= 3 sa v oy E >
et a2+b2+cz—ab—ac—bc+ 1
4a? 18 22

A=2vea=1,b = 2,c = 3 0zel degerleri igin;

-10«x

eSa+6’ (12422432 -12-13-23 1

Varly®l = 35,562 18 T2
N g2t 12+22+32_1'2_1'3_2'3+ 1
4q2 18 22
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Var[y(®)] =

-10a ¢
Se-5a+6 Ge?t

48(—5a + 6)? + 48a?

seklinde hesaplanir.

y(t)nin varyansi

5000 3

Var(y(t)

T T T T

Sekil 12. B~Ustel(A = 2) ,C~Ug¢gensel(a=1,b=2,c=3)vea =
1,0.9,0.8,0.7 6zel degerleri i¢in (23) denkleminin varyansinin ¢6ziim davranisi

Giiven araliklar [E (x(t)) — 3stdsapma(x(t)), E(x(t)) + 3stdsapma(x(t))]

=1 Glven Araliklari

400

300

200

100

T T T T

400

300

200

100

-100
0

3 Standart Sapmalik Guiven Araligi

400

3 Standart Sapmalik Guven Aralidi

300

200

100

T T T T

400

300

200

100

3 Standart Sapmalik Giiven Arahgi

-100
0

3 Standart Sapmalik Guven Aralgi

a=0.9 Guven Araliklari

T T T T

-100
0

.=0.7 Glven Araliklari

-~ E[x(t)]-3*std[x(D)]
-l E[x(t)]
-0~ Efx(©)]+3*stdix(®)]

-100
0

Sekil 13. B~Ustel(A = 2) , C~Uggensel(a = 1,b = 2,c = 3) dzel degetleri icin (24)
denkleminin giiven araliginin ¢6ziim davranist
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Giiven araliklar1 [E(y(t)) — 3stdsapma(y(t)), E(y(t)) + 3stdsapma(y(t))]

3 Standart Sapmalik Giiven Araligi

a=1 Gliven Araliklari

w

Q

=]
T

3 Standart Sapmalik Giiven Araligi

=

15}

=)
T

w
a
=]

N

a

=}
T

N

=}

=}
T

=

a

=}
T

a
=}
T

a=0.9 Giliven Araliklar

d
0

0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

a=0.8 Giiven Araliklari =0.7 Glven Araliklar
T T

400

300
-k Ey(]-3+stdly(V)]
2001 --- E[y@)]

-~ Ey@1+3*stdly(®)]

100~

3 Standart Sapmalik Glven Araligi
3 Standart Sapmalik Giiven Araligi

Sekil 14. B~Ustel(A = 2) , C~Uggensel(a = 1,b = 2,c = 3) 6zel degerleri i¢in (23)
denkleminin giiven araliginin ¢6ziim davranisgi

Ornek 5.4

{i)chf‘x(t) =(B-Cx+y
i)“oDFy(t) = x + (B — CO)y

Kesirli diferansiyel denklem sistemini x(0) = 1 ve y(0) = —1 baslangi¢ kosullar1 ve
B~Diizgin(a = 2,b = 3) , C~Ustel(1 = 2) iistel dagilima sahip rastgele katsayilari

icin Aboodh doniisiim yontemi yardimai ile ¢oziiniiz.

Coziim.
SA (x(s)) — @
A = (B~ OAR®) + AG(S)

c/l(x(s)) = siz + (g +1- a) (B — C)c/l(x(s)) + (% +1-— a)c/l(y(s))

s2

(1 - (% +1-— a) (B — C))c/l(x(s)) - (% +1- a)c/l(y(s)) _1 (25)

sA(y(s)) = @

s~ AEE)+ B - OAKE)

i
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cﬂ(y(s)) = ;—21 + (% +1- a) cﬂ(x(s)) + (% +1-— a) (B — C)c/l(y(s))

<1 - (% +1-a)(B- C))Jl(y(s)) = (% +1-a)Ax(s) = ;—3 (26)

A(y(s))’i bulmak igin (26) denklemini (1 ~(%+1-a) @~ C)) ile (25)

denklemini (% +1- a) ile ¢arpip toplarsak;

<1 = (g +1-a)(B- C))Z A(y(s)) - (g +1- a)z A(Y(5))

(%+1_a)_(1—(%+1—a)(B—C)>

s2 52

denklemi elde edilir. Gerekli diizenlemeler ve sadelestirmeler yapilirsa;

{(1 - (g +1-a)(B- C))2 - (% +1- a)z}c/l(y(s))
_(“+1 a)- (1 (“+1 a) (8- C))

(- Eri-9- @) 1= (- Er-e)-o)
)]cﬂ(y(s))

(S+ ( ~(5+1-a)B- C))

s2

{(1 — (%+ 1—a) (B—C)>+ (§+ 1—a)}c/l(y(s)) =;—21

<s—(B—C)a—(B—C)s+(B—C)as+a+(1—a)s
s

)o‘l(y(s)) = ;—21

~1
ss—(B—-Ca—-(B—-C)s+(B—-Clas+a+ (1—a)s)

A(y(s)) =
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-1
CA(Y(S)) = s{l-B-0O)+B-Ca+(1-a)]s—(B—-C)a+ a}

A(y(s))

-1

_((1—(B—C)+(B—C)a+(1—a))s{s—

(B-Ca—a }
1-B-C)+B-Ca+(1—-a)

seklinde hesaplanir. Ve bu denklemin her iki tarafinin ters Aboodh doniistimii alinirsa;

-1 (B-Q)a—«a .
el-(B-0)+(B-Ca+(1-a)
1-B-C)+(B-Ca+(1—-a)

bulunur.

y(t) =

a = 1 ozel degeri igin;
y(t) = —eB-c-1 (27)
seklinde hesaplanir.

(27)denklemin t = 0 civarinda Taylor serisi agilimi yapilirsa;
1 1
() = —[1+ (B=C =Dt (B=C -1 +=(B-C -1

+ O(t4)] (28)

seklinde olur.

A(x(s))’i bulmak igin (25) denklemini (1 ~(%+1-a) @~ C)) ile

(26) denklemini (% +1- a) ile garpip toplarsak;
a 2 a 2
<1 - (; +1-a)(B- C)) A(x(s)) — (; +1- a) A(x(s))

=<1—(%+1—a)(B—C)) (%+1-a)

52 52

denklemi elde edilir.

Bir 6nceki adimda yapilan islemler yapilirsa;

cﬂ(x(s))

_((1—(B—C)+(B—C)a+(1—a))s{s—

(B-0C)a—a }
1-B-C)+B-Cla+(1—-a)

seklinde hesaplanir. Ve bu denklemin her iki tarafinin ters Aboodh doniisiimii alinirsa;
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1 (B-Q)a-«a N
el-(B-0)+(B-C0a+(1-a)
1-B-C)+B-Cla+(1—-a)

bulunur.

x(t) =

a = 1 6zel degeri i¢in;
x(t) = eB-C-1t (29)

seklinde hesaplanir.

(29)denklemin t = 0 civarinda Taylor serisi agilim1 yapilirsa;
1 1
x(t) = [1+(B—C—1)t+§(B—C—1)2t2 +§(B—C—1)3t3

+ O(t“')] (30)

seklinde olur.

X rastgele degiskeni iistel dagilima sahipse moment ¢ikaran fonksiyonundan

faydalanarak,

A
M, (t) = E[e**] = Tit< y)

1 2 6 24 120 720
E[C] == ,E[C*] == ,E[C?] == =
(€] = EIC?] = 5 ,EIC°]

olarak hesaplanir.

Var(X) = E(X?) — [E(X)]? esitliginden;

Var[C3] =

T

2
Var|[C] =

=7 ,Var[C?]

olarak hesaplanir.

X rastgele degiskeni diizglin dagilima sahipse olasilik yogunluk fonksiyonundan

faydalanarak,

dx

b
ny — n
E(X™) Lx'b—a

ifadesinden B~Diizglin(a, b) rastgele degiskeninin 1,2,3,4,5 ve 6. momentleri,

_a+b
)

_az+ab+b2 B3]_a3+a2b+ab2+b3

E(B E
[] 3 ’ 4

,E[B?]
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3 a* + a3b + a?b? + ab?® + b*

E[B*
[B] z
. a® + a*b + a®b? + a?b3 + ab* + b°
E[B>] =
6
a® + a®b + a*b? + a®b3 + a?b* + ab® + b°
E[B®] =

7

olarak hesaplanir.

Var(X) = E(X?) — [E(X)]? esitliginden;

b —a)?
Var[B] = %
Var[B?] = 4a* — a®b — 6a?b? — ab?® + 4b*
ar = 5
s 9a® + 2a°b — 5a*b? — 12a3b® — 5a?b* + 2ab® + 9bh°
Var|B’] =

112

olarak hesaplanir.

1 1
E[x(D)] =E[1+(B—C—l)t+§(B—C—1)2t2 +5 (B - C— D

1
E[x(t)]=E[1+(B—C—1)t+§(BZ+C2+1—2BC—ZB+2C+1)t2

1
+§(B3—BBZC'—ISBZ+36'ZB—3€2+6BC+3B—3C—C3

- 1)t3]

E[x(t)] = 1+ (E[B] — E[C] = Dt

+%{E[BZ]+E[CZ]+1—2E[B]E[C]_ZE[B]+2E[C]+1}t2

1
+ i{E[Bg'] — 3E[B?]E[C] — 3E[B?] + 3E[C?]|E[B] — 3E[C?]

+ 6E[B]E[C] + 3E[B] — 3E[C] — E[C3] — 1}t3
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2 A
1 0L2+0Lb+b2_|_2_|_1 2a+b1 a+b+21_|_1 2
2! 3 A2 2 2 2 A
1/ a®+a?b+ab?+b3 a’?+ab+b% 1 3az+ab+b2
3! 4 3 A 3
+32 a+b 32+6a+b 1+3a+b 31 6 1) 3
202 A2 2 A 2 A A3
2+3 1
Elx(D)] = 1 (————1)t
O] =1+ (5= -3
+1 22+2.3+32+2+ 22+31 2+3 21 g2
2! 3 22 2 2 2 2
+1 23 4+22.34+2.3%2+38 322+2.3+32 1 322+2.3+32
3! 4 | 3 2 ' 3
2 243 2 2+3 1 24+ 3 1 6 1) 3
2270 2 22 2 72 2 228

E[x()]=1+t+ %tz + §t3 bulunur.

x(t)'nin beklenen degeri
18 T T T T T .

16~ - i

12~ ’ B
10 =} ,

Ex(®)
=

|
-
-

-

r r r

0.5 1 15 2 2.5 3

o N
ol

Sekil 15. B~Diizgin(a = 2,b = 3) , C~Ustel(A = 2) 6zel degerleri igin
(30)denkleminin beklenen degerinin ¢6ziim davranisi
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Ely(®)] = —E[x(t)] = — (1 et gtz +%t3)

seklinde olur.

y(t)'nin beklenen degeri

0‘ T T T T T

B
oF By

4k ‘@, A
6L | ,
-8 ~ .

a0k m ,

12+ - 1

14k =] 1

16 - m .

'18 r r r
0 0.5 1 15 2 2.5

t

Sekil 16. B~Diizgiin(a = 2,b = 3) , C~Ustel(1 = 2) dzel degerleri icin (28)
denkleminin beklenen degerinin ¢6ziim davranisi

E(v®)
o

w [

1 1
Var[x(t)] = Var [1 FB-C-Dt+5B-C-D+5(B-C- 1)3t3]
1
Var[x(t)] = Var [1 +(B-C-Dt+ 5(32 +C?+1—-2BC—-2B+2C + 1)t2]
1
+ Var [5 (B® - 3B?C —3B?>+3C?°B—-3C*+6BC+3B—3C—C?3

— 1)t3]

Var[x(t)] = (Var[B] + Var[C])t?

+ % (Var[B2] + Var[C?] + 4Var[BC] + 4Var[B] + 4Var[C])t*

1
+%(Var[B3] + 9Var[B%C] + 9Var[B?] + 9Var[C?B] + 36Var[BC]

+ 9Var[B] + 9Var|[C] + Var[C3])t°®
Var(X) = E(X?) — [E(X)]? esitliginden;
Var[XY] = E[(XY)?] — [EQXY)]? = E(X?Y?) — [E(X).E(Y)]?
Var[XY] = E(X?).E(Y?) — [EC)]. [E()]?
Var[X] = E(X?) — [E(X)]? ise E(X?) = Var(X) + [E(X)]?
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Var[XY] = (Var(X) + [E(X)]*).E(Y?) — [E(X)]*. [E(V)]?
=Var(X)E(Y?) + [E(XD]?. E(Y?) — [E(X)]*. [E(M)]?
= Var(X)E(Y?) + [E(X)]*Var(Y)
=Var(X)(Var(Y) + [E(Y)]?) + EX)*Var(Y)
=Var(X)Var(Y) + Var(X)[E(Y)]? + Var(Y)[E(X)]?

Var[XY] = Var[X|Var[Y] + Var[X](E[Y])? + Var[Y](E[X])?

seklinde bulunur.

Var[x(t)] = (Var[B] + Var[C])t?
1
+ 7 (Var[B?] + Var[C?]

+ 4(Var[B]Var[C] + Var[B](E[C])? + Var[C](E[B])?) + 4Var[B]
+ 4Var[C]t*

+% (Var[B3] + 9(Var[B?]Var|[C] + Var[B?](E[C])?

+ Var[C](E[B?])?) + 9Var[B?] + 9(Var[C?]Var|[B]
+ Var[C?|(E[B])? + Var[Bl(E[C?])? + 36(Var[B]Var|C]
+ Var[Bl(E[C])? + Var[C](E[B])?) + 9Var[B] + 9Var[C]
+ Var[C3])t®
b? —2ab+az_|_i>t2

12 A2

Var[x(t)] = (

+1 4a4—a3b—6a2b2—ab3+4b4+20+4b2—2ab+a2 1
4 45 14 ( 12 WK
+b2—2ab+a2 1+1 b? + 2ab + a? +4b2—2ab+a2
12 A2 )27 4 ' 12
1
+4'ﬁ>t4
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1 (9a® + 2a®b — 5a*b? — 12a3b3 — 5a%b* + 2ab® + 9bh°
36 112

i 4a* — a3b — 6a?b? — ab?® + 4b* 1
( 45 "2
4a* — a®b — 6a%b? — ab® + 4b* 1 ] b2 + ab + a?\’
45 A2 Q%0 3 )
9 4(7L4—c7t3b—6azb2—ab3+4b4_|_9 20 b% —2ab + a?
' 45 (/14' 12

+20 (a+b)2 b% —2ab + a? 4 © 36 b% —2ab +a? 1
140 2 12 4 ( 12 )2

b>—2ab+a*> 1 1 b?>+2ab+a? b? — 2ab + a? 1
)+9 +9.=

12 2t 4 ' 12 2

32-223+2%2 1
Var[x(t)] = ( 5 + ﬁ) t2

1(4.24—23.3—6.22.32—2.33+4.34+20

4 45 24
+432—2.2.3+22 1 +32—2.2.3+22 1 N 1 324223422
( 12 " 22 12 22 0 2" 4 )
32 - 2.2.3+ 22 1) .
t

4. 4.—
* 12 * 2?2

N 1(9.26+2.25.3-5.2%432-12.23.33-5.22.3* +2.2.3°+9.3°
36 112

+94.24—23.3—6.22.32—2.33+4.34' 1

( 45 "2
4.2 —23.3-6.22.32-2.33 +4.3% 1 . 1 [32423+422\°
45 gz T2 3 )

4.2 —-23.3-6.22.32-2.334+4.3* 20 32-223+422 20 /2+ 3\

+9 45 +9G 12 +?'<T>
32-223+22 4 32-223+422 1 32-223+22 1

+ 12 a) +36( 12 2t 12 "2

1 324223+ 22 32 - 2.2.3+ 22 1 684
)+9 té

+2—2. 2 + 9. 1 + 57T 56

499 3533 1981
( )

1
Varfx()] = s t? + —t* + [ + ——
arfx()] = 3%+ 755t + 72 + 720

bulunur.
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x(t)nin varyansi
7000 T T T T T J]
6000

5000

T

T
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T

Var(x(t))
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2000 / .
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1000

OO -E--E-a :
0 0.5 1

15 2 2.5 3
t

Sekil 17. B~Diizgiin(a = 2,b = 3) , C~Ustel(A = 2) 6zel degerleri igin (30)
denkleminin varyansinin ¢dziim davranisi

y(t) = —x(t) oldugundan; Var[y(t)] = Var[x(t)] dir.

Giiven araliklar1 [E (x(t)) — 3stdsapma(x(t)), E(x(t)) + 3stdsapma(x(t))]

Guiven Araliklari

300 . i :
-~ Ex(t)]-3*std[x(t)] J]
-~ Ex()] .

o00! ~ BT EX®+3std[x(0)] g

=] o

< g

< P

S 100 .m |

3 e

s a-o-g-kEgfa-e-na-a-a-a-u

&

7] ~~.~

5 -

B -100 - .. |

& ‘.

) n
-200 - \r.
-300 r r ' . ;

0 0.5 1 15 2 25 3

Sekil 18. B~Diizgiin(a = 2,b = 3) ,C~Ustel(A = 2) 6zel degerleri igin (30)
denkleminin giiven arali§inin ¢6ziim davranigi
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Giiven araliklar1 [E(y(t)) — 3stdsapma(y(t)), E(y(t)) + 3stdsapma(y(t))]

Guliven Araliklari

300 T T T T T -
--l- E[y(t)]-3*std[y(t)]
- E[y(1)] H
200 ~EF= Ely(®]+3*stdly(t)] Lo
5 pe
S 100 I:r,,l:l |
> -
5] ‘_D"D
x g8
g OG-0 g 8-8n0eua-nq
L
£ i N
S -100[- N N b
s h S
- .
-200 - *l .
_300 r r r r r T
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sekil 19. B~Diizgiin(a = 2,b = 3) ,C~Ustel(A = 2) 6zel degerleri i¢in (28)
denkleminin giiven araliginin ¢6ziim davranisi

Ornek-5.5.
{x,=ax—,3x}’,a=g”8=gla=y=1
y =oxy—YvYy 3 3

Rastgele Lotka-Volterra Av-Avci modelinin x(0) = B ve y(0) = C baslangi¢ kosullar
ve B~Diizgin(a = 2,b = 3) , C~Ustel(A = 2) iistel dagilima sahip rastgele

katsayilar1 i¢gin Aboodh doniisiim yontemi yardimi ile ¢oziiniiz.

Coziim.

2 4
L)x—3x 3xy
iy =xy—y

i) numaral1 denklem i¢in Aboodh doniigiimii uygulanirsa;

x(0) 2

4
sA(x(s)) — —~ = §cﬂ(x(s)) - §cﬂ[x(t)y(t)]

2 B 4
Ax©) (s - 5) = = - FAROYO)]

4
A(x()) = —— — ——A[(Oy(®)]
s(s—g) 3(s—§)
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her tarafin ters Aboodh doniisiim alinirsa;

2t 4 1
x(t) = B.e3 —§A‘1 —— Alx(Oy(®)]

3

2t
xo(t) = B.e3
Cr, = Xp () yn(t)
Z Cp = Z XrYn—r
n=0 r=0

4 |1 -
Xny1() = _gcﬂ _204 2 Cn

S — 3 n=0

(31) denkleminde n = 0 yazilirsa;

4 1
x,(t) = —§U‘1_1 —zc/l[xo(t))’o(t)]
S — —
3

i) numarali denklem i¢in Aboodh doniisiimii uygulanirsa;

0
sA(y()) -2 = ALy ©)] - A ()

(s + DAG(S) = < + AROYD)

C 1
- AL(OY(O)]

c/l(y(s)) - s(s+1) + s+

her tarafin ters Aboodh doniisiim alinirsa;
Y@ = ot + a7 [ Ay
' s+1

yo(t) =C.e”*
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yn+1(t) =A"t

1 (0]
s+—1°"l[nz Cn]] (33)

=0

(33) denkleminde n = 0 yazilirsa;

1
$1(0) = A |7 Alxo OO (34)

(32) denkleminde

2t
xo(t) = B.e3 ve yy(t) =C.e’t

degerleri yerine yazilirsa;

4 2t 4 _t
xl(t)=—§c/l‘1 2cfl[B.e3.C.e‘t] =—§Jl‘1 5A[B.C.e73]
S—g S—§
(®) 40‘1_1 ! B.C ! 4B C.A™? !
x1(t) = —= .C. = —=B.C. :
3 s—% s(s+%) 3 (s—%) s(s+%)

1 i . i iy .
-—.— ifadesi basit kesirlerine ayrilirsa;
(s—3) s(s+3)

1 1
Ss—(s+y) sis—2) s(s+3)

seklinde olur.

-1 4 _t 2t
+ =§B.C(e 3—e3)

9D

4 -1

olarak bulunur.

(34) denkleminde

2t
xo(t) = B.e3 ve yy(t) =C.e’t

degerleri yerine yazilirsa;

2t -t

1 1
=A|— .e3.Cetl=A1—— .C.e3
y1(t) = A [S_I_lc/l[B e3.C.e ]] A [S_I_lcfl[B C.e3]
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y(t) = A1 ! B.C. 11 =B.CA™! 1. 11
s+1 s(s+§) S+1s(s+§)

1
(s+1)° s(s+§)

ifadesi basit kesirlerine ayrilirsa;

_3 3
1 __ 2 2
s(s+1)(s+%) sGs+1) s(s+%)
seklinde olur.
3 3 3 3
_ 2 2 =t - -t
y.(t) =B.CA™! + =B C(—e3——e t>=—B.C<e3—e t)
s(s+1) s(s+%) 2 2

olarak bulunur.

(31) denkleminde n = 1 yazilirsa;

4 1
x(8) = =3 AT | Alxo(Oy1(6) + %1 ()0 (O]
S — —
° 73

4 -1 1 ﬁs _—t t 4 _£ E
xz(t)=—§ﬂ — A B.e3.§B.C(e3 —e‘>+—B.C<e 3—€3>C.€_t]

2 3
573
4 1 3 t 3 -t 4 a4 t
— __ g1 2B2 o3 —2B2 (o3 4+ —B (20" 3 ——-B (2073
x,(t) = 3c/l S_gufl(zB.CeB 2B.CeB +BB'CeS 3B.Ce3)
> 3
1 1 1
— __ g1 2 _2p2 Zpr2
x,(t) = A S_z ZBCS(S—l) 2BC.S(S-|_1)+SBC (+£)
3 3 3 3
4 1
—§BCZ. 1
s(s+§)
3 1 3 1
x(t) = —= A1 |ZBC = B2C.
A T
s6-3)(s—3 ss=3)(s+3)
4, 1 4 1
+§BC. 2 —=BC(? 1
s(s—§)(s+§) s(s—3)(s+3)



siyah renkle yazilan ifadeler basit kesirlerine ayrilip denklemde yerine yazilirsa;

B 404_1 SBZC 3 -3 BBZC 1 -1
x(t) =347 |3 2. T N 2.t 1
s(s—g) s(s—g) s(s—§) s(s+§)
1 _1
+§BCZ L+ —% —gBCZ ! —+ _11
s(s—3) s(s+3) s(s—3) s(s+3)/

473 2ty 3 N 120 1 -a
x(t) =—3 B6(333—363)—EBZC.<83—83)+—BC2.<533—§e3)

312 3
4 2t -t
—§BCZ.(e3 —e3)]

t 2t -ty 8 2 -t
xz(t)=—6BzC(e3—e3)+ZBZC<e3—63)—§BCZ.<33—33)

16 -t
+?BC2 (e3 —e3)

olarak bulunur.

(33) denkleminde n = 1 yazilirsa;

72(8) = A7 [ AR OR© + 1 O]

(t)—ﬂ‘l[ ! c/l(B %33 C(_Tt -f>+4B C( 3 %)C -f)]
yo(t) = 11 .e -5 B e e 3B e e .e
(t)—ffl*- ! c/l( BZC3 B2.C 3t+4BCZ = 4BCZ 5)]
Y2 = s 1 ¢ ¢° Tghbue ¢
1 (3 1 3 1 4 1
t)=A'|—|=B2C.—— —ZB2C.———— + —BC2.
S s YA VRN AT N AR
3 3 3
4 1
—5302. T
s(s+§)
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3 1 3 1
y,(t) = A1 |z B%C. - ZB2(.

se+D(s-3) * serD(s+g)

4 1 4 1
+ =BC?. — —BC2.

3 s(s+1) (s+%) 3 s(s+1)(s+%)

siyah renkle yazilan ifadeler basit kesirlerine ayrilip denklemde yerine yazilirsa;

- 4 4 2 2 2
y2(t) = A~ |5 B2C. + — =B2C. +
2 s(s+1) S(S_%) 2 s(s+1) s(s+%)
4 3 3 4 _3 3
+-BC?. +——— | -=Bc2 2 _,_ 2
3 s(s+1) s(s+%) 3 s(s+1) s(s+%)
(t)—[3BZC< > ‘t+3 %) 3326( > ‘t+3 _?t>
V2 =3z - 46 46 > . 2e 2e
+ 2 (3 ~t_3 _TM) 4302( S et 42 %t)]
3 BC%(3e e 3 BC (-5 e

9 K 9 -t —4t
y2(t) = 3 2C. (ea - e—f) +ZBZC. <e—f —e3 ) + 4BCZ.<e-f —e73 )

+2BC%. (et —e3)

olarak bulunur.

x(©) = ) (®
n=0

x(t) =x0+x1 + x5 + -

2t 4 _too2t 2t ot 2t —t
x(t)=3-€3+§B-C(e3—83)—6826.(e3—e3)+ZBZC.<e3—e3>
8 2t -4ty 16 2t -t
—§BC2.(63—€3)+?BC2.(e3—eB)+--- (35)

y) =yo+yi +y, + -
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3 -t 9 t 9 ¢
y(t)=C.e’t +EB.C(eT - e‘t) +§BZC. (e§ — e‘t> +ZBZC. (e‘t — eT>

—4t -t
4 4BC2. (e-t - eT) 4+ 2BC2. (e-f - e?) o (36)
denklemi elde edilir.

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa

x(t)ve y(t) denklemlerinin beklenen degerleri;

2t 4 oz 2 ¢ 2 -t
E[x(t)] = E[B.e3 +§B.C(e 3—e3>—6BZC.(e3 —e3>+2B2C.<e3 —63)

8 2t -4ty 16 A 4
—§BC2.(e3—e3)+?BC2.<83—€3>

E[x(t)] = E[B]. 7 + %E[B].E[C] (e‘§ - e%) — 6E[B].E[C]. (e% - e§>

2t -t

+ 2E[B]. E[C]. (e? L e?) 4 gE[B].E[CZ]_ (eg ~ e#)

+ %E[B].E[Cz]. (e% — e%t)

b+a 2t 4 b+a 1y t 2t a’?+ab+b*1 2t t
(e3-e3)~6—F— (5 -&3)

E[x(6)] = eF o ——.o(eT3—e3 2 —(e7 —e3
a’?+ab+b%* 1 2t -ty 8b+a 2 2t -4
2'#1(‘33_63) 92 X <e3_e3>
16 b+a 2 2t -t

+9. > /12 (eS—eS)

342 2t 4 3+2 1( t Zt) 622+2.3+321<2 £>

E[x(t)] = .e 35 3le 3—¢3 3 —.[e3 —e3
224234321 2t -ty 83+2 2 ;2t -4
Z'f'_'(N_N)_@'T?(83_e3>
16 34+2 2 2t -t

g g (o7 - eF)

2t 5, _t 2t 2t oty 19, 2t -t
E[x(t)] = —e3+ (e 3—83)—19(63—63)+?<e3—e3>

bulunur.
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x(t)'nin beklenen degeri

"'."‘.--.-..__

o B

5| \-\ J
10+ . E

-15- N g

E(x(®)

20+ N i
25~ N

30k in

_35 r r
0 0.5 1 15 2 2.5 3

t

Sekil 20. B~Diizgiin(a = 2,b = 3) , C~Ustel(1 = 2) dzel degerleri icin (35)
denkleminin beklenen degerinin ¢oziim davranisi

3 -t 9 t 9 -t
Ely®] =E[C-e_t+§B'C(e3 —e_t)+§BZC-<e3—e_t)+ZBZC-<€‘t—e3)
—4t -t
+4BC2-<e‘t—e 3 )+ZBCZ.(e‘f—e3)]

E[y(0)] = E[C]. et + ;.E[B]. E[C]. (e%t - e-t> + g.E[BZ].E[C]. (e§ - e—t)

+%E[BZ].E[C]-(6_t_e?>+4'E[B]'E[C2]'<e_t_e%”>

+ 2.E[B].E[C?]. (e-f _ e%t)

1 . 3b+al =t _ 9 a?+ab+b*1 [t
E[y(t)]=iet+§ > .Z.(es—et>+§.fz<3 et)
9 a*+ab+b*> 1 =t b+a 2
T3 'Z'(e _e3> 2 ( )

b+a 2 B -t
2 'ﬁ'(e _83)
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1 33421 -t 9 22+23+3%1 /¢t
E[y(t)]zie t+5 T.E.(83 —e t)+§. 3 E (83—€_t)
9 22+23+3% 1 ¢ -t 342 2 —t -4t
+Z 3 E(e —83)+4T.?.<€ —63)
3422 (=t
A CRE)

+5 (e‘t - e_TM) + E(e‘t — e_?t>
2

bulunur.

y(t)'nin beklenen degeri

8 3 3 T T T ;
7 ci

E(y(®)
»
T
=

o =
ol

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sekil 21. B~Diizgiin(a = 2,b = 3) , C~Ustel(A = 2) 6zel degerleri i¢gin (36)
denkleminin beklenen degerinin ¢oziim davranisi

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in varyansinin temel 6zellikleri kullanilirsa

x(t)ve y(t) denklemlerinin varyanslari;

Var(X) = E(X?) — [E(X)]? esitliginden;
Var[B.C] = E(B).E(C?) — (E(B).E(C))’

Var[B2.C] = E(B*).E(C?) — (E(B?).E(C))"

seklinde hesaplanir.
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2t 4 Y’ 2t
Var[x(t)] = Var [B.e3 +§B.C<e 3—83)—6BZC.<€3 —e3>

2t -ty 8 2t -aty 16 26 -t
+ZBZC.(€3—€3>—§BC2.(6’3—€3>+?BCZ.<63—83)]

at 16 _t  2t\? 2t t?
Var[x(t)] = e3Var[B] + ?(e 3—e 3) Var[B.C] + 36 (e 3 — eB) Var[B2.C]

2t —ty? 64 2t —4t\?
+4(e3 —6’3) Var[BZ.C]+a(e3 —e 3) Var[B.C?]

256 ( 2t —t\?
+E(e3 —6’3) Var[B.C?]

4 2t 2
Var[x(t)] = e?tVar[B] + %(e% - e?t) [E(BZ).E(CZ) - (E(B).E(C))Z]
2t ¢

+ 36 (e? - e§)2 [E(B4),E(CZ) - (E(BZ)_E(C))Z]

#4(e o) [0 50) - (B6Y B

#o1(¥ ) [r80.5@H - (BB)ECH)]
n % (e% — e%t)z [E(BZ).E(C“‘) — (E(B)-E(CZ))Z]

Varl(©)] = %(b—a)2+16( s %)2 a?+ab + b? 2 <a+b 1)2
ar|x =es. 12 e e 3 .AZ > /,1

a* + a®b + a?b? + ab® + b* 2
5 "2

2t )2
+36(e3 —83)

a%+ab+b? 1\°
3 2

a*+ a®b + a?b? + ab® + b* 2
5 )2

2t —ty?
+4(e3 —e3>

a%+ab+ b2 1\°
3 2

64(2 —_4t>2la2+ab+b2 24 <a+b 2>Zl

3 s

2 A2
256/ 2t  -t\2[a?+ab+b% 24 ja+b 2)\°
+—(e3‘e3> Tﬁ‘(Tﬁ)
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3 22

Var[x(t)]=e3.—+? 3 73

at (3—=2)2 16/ _t 260222423432 2 243 1,2
12 (83_63) ( )

2% 4+ 233422324233 434 2
5 ‘22

2t t\?
+36<e3 —83)

(22 +2.3 + 32 1)2

3 2

24 423342232 4233434 2
5 22

2t —ty?
+4(e3 —e3)

22 423432 1\°
3 )

64(5 —_M)2[22+2.3+32 24 <2+3 zﬂ
e —————————————————————

3 " 24

3 — 3 .
¢ 2 22

e3 —es

3 24

256<g —_t>2 224 23+32 24 (2+3 2)2
2 22

1 4 67, _t 2672 1993, 2t t\2 1993/ 2t —t\?
Var[x(t)]=ﬁe3 +ﬁ(e 3—63) + z (e3—63> + ac <e3—e3>

508 2t  —at\? 2032/ 2t —t\?
—_— 3 — 3 3 —e3
AT (e ¢ ) BT (e ¢ )

olarak bulunur.

x(t)nin varyansi

14000 T T T T T ;L
12000 - 7
II
1
’I
10000 - !
o
_. 8000 / -
= I’
= /
S
> 6000 }j
/I
pl
4000 - J
,/
2000 - A
Rug
_D,_—EI’
L S - = el : :
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

t

Sekil 22. B~Diizgiin(a = 2,b = 3) , C~Ustel(1 = 2) dzel degerleri icin (35)
denkleminin varyansinin ¢dziim davranist

63



3 -t 9 t
Var[y(t)] = Var [C. e t+—=B.C (e? — e—t) + ZB2C. <e§ — e—t>

2 8
9 -t o -t
+ZBZC. (e‘t —e3 ) + 4BC2.<e_t —e3 ) + ZBC2.<e_t —e3 )]
9/ -t 2 81/ t 2
Var[y(t)] = e ?'Var[C] + Z(e 3 — e‘t> Var[B.C] +a<93 - e‘t> Var[B?.C]

81 -t 2 -4t 2
+1—6<e_t—e3) Var[B?.C] +16(e‘t—e 3 ) Var[B.C?]

-t

2
+ 4 (e‘t — eT) Var[B.C?]

Var[y(t)] = e"2tVar[C] + %(e%t - e—f>2 [E(BZ). E(C?) - (E(B).E(C))Z]

# e (e - o) [EBECD - (BB EO)]

+ %(e‘t . e%t)z [E@B.E(C® - (EBY.EQ©)’]

srafe= P - e

rafet—e7) [EB2.ECH - (EB).ECH)]

1 9/ -t 2[a2+ab+b% 2 ja+b 1\*
— ,—2t _ _ -t _ —_—
Varly(t)] = e P + 4(e 3 —e ) I—B P ( 3 '/1) l

81/ t tz
— |3 —p—
+64(e ¢ )

a® +ab + b? 1\°
3 A
81/ ., =t\*|a*+a®b+a’b*+ab® +b* 2
+—(e —e3> T
16 5 A2

a%+ab+ b2 1\°
3 2

~ —4t\2[a?2 +ab+b% 24 sa+b 2\°
(et ) [t 2@t 2y

a*+ a®b + a?b? + ab® + b* 2
5 )2

3 W

2 A2

3 s

. t\*[a*+ab+b* 24 (a+b 2 z
+4(e _63) (2 'AZ>
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81/ ¢t . 2
—_ 3 —p~
+64<e ¢ )

(22 +2.3 + 32 1)2

1 9/ -t 2122 423+32 2 /243 1\?
Varly(0] = 2. o5 +2 (€3 — ™) [— (2] ]

24 423342232 4233434 2
5 22

3 2

24 423342232 4233434 2

81 —t\2
)

16 5 22
22 +23+32 1\’
3 2
. T\?[22 42343224 243 2y?
+16(e7t—e3 ) =5 - (5 3)
. 2h\2[22+23+3% 24 243 23
(e -3) |55 (7 n)

1 ,, 231/ -t N2 17037/t \* 17037, . -t\?
verb/(d] Zge +_<e3_e ) T 1280 (63_6 ) 320 (e _e3>

-4t\2 127 —t\2
+127(e‘t—e 3 ) +T(e-t_eg)
olarak bulunur.

y(t)'nin varyansi
120 T T T T T

100 - P

60 - e N

Var(y(t)

40 D’ -

20+ o i

ﬂ”nl L L L r
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sekil 23. B~Diizgiin(a = 2,b = 3) , C~Ustel(1 = 2) dzel degerleri icin (36)
denkleminin varyansinin ¢6ziim davranisi
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Giiven araliklar1 [E (x(t)) — 3stdsapma(x(t)), E(x(t)) + 3stdsapma(x(t))]

Guven Araliklar

400 T T T T T
-~ E[x(t)]-3*std[x(t)] J]
3005 - Elx()] L
- -0~ E[x()]+3*std[x ()] I:I"D
& 200 g .
< m
5 --a°
2 1001 I:I'"D'—D .
< g
PR = = = S et - RS EL
3 R
£ -100- ."‘l\‘ .
.
@ 200~ \l\- .
-300 \.\ ,

-400 .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sekil 24. B~Diizgiin(a = 2,b = 3) , C~Ustel(A = 2) dzel degerleri icin (35)
denkleminin giiven araliginin ¢6ziim davranist

Giiven araliklar1 [E(y(t)) — 3stdsapma(y(t)), E(y(t)) + 3stdsapma(y(t))]

Gliven Araliklan

40 T T T T T [r:l
-~ Ely (O] 3*stdly(0)] a7
30+ -- E[y(t)] D,,EI' i
5 -~ E[y()]+3*stdy(t)] E—U -
E o
< 20~ ‘D—’ N
5 Nt
8 10~ H’ﬂ i
x . m--3
= ing _m--E--
£ - -
s §eu-o-g-w-o-w-8-f ]
% A
(%s -10~ I\.\. .
™ ‘~..__._~
20 --i"'~l-.. i
-..-'.~-T
_30 r r r r r
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Sekil 25. B~Diizgiin(a = 2,b = 3) , C~Ustel(1 = 2) dzel degerleri icin (36)
denkleminin giiven araliginin ¢6ziim davranigi
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Ornek-5.6.

x'= §x — Bxy
y'=xy-y
Rastgele Lotka-Volterra Av-Avci modelinin x(0) = 1 ve y(0) = —1 baslangi¢
kosullar1 ve B~Gamma(u = 1,v = 2) gamma dagilima sahip rastgele katsayilar1 i¢in

Aboodh doniisiim yontemi yardimai ile ¢6zliniiz.

Coziim.

i) numaral1 denklem i¢in Aboodh dontisiimii uygulanirsa;

1 2
sA(x(s)) — o= §a‘l(x(5)) — PA[x(t)y(t)]

2 1
A(x(s)) (s . §) =3~ BA[x()y(t)]

1
A((5)) = —— — L ALy
s(s—3) s—3

her tarafin ters Aboodh doniisiim alinirsa;

1
x(t) = €3' — PAT |[— A[x(O)y(®)]
S — —
3

2
Xo(t) = €3

Crn = %, (D) yn(t)

o0 n
Z Cp = Z XrVn—r
r=0

n=0

fpar(0) =~ | =54 [Z cn] (37)

(37) denkleminde n = 0 yazilirsa;

1
1 (6) = =A™ |[— Alxo (B (0)] (38)
S — —
3

1) numarali denklem i¢in Aboodh doniisiimii uygulanirsa;
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sA(y(5)) ~ - = ALY (O] ~ A(S))

-1
(s + DA(y(s)) = —~ HAxOy (]

-1
(s+1)

A(y(s)) = A[x(t)y ()]

her tarafin ters Aboodh doniisiim alinirsa;

1
y(©) = —e~ + A7 | ARy )|

yo(t) = —e™*

Y1 (1) = AT

—cﬂ[i Cn]] (39)

n=0

(39) denkleminde n = 0 yazilirsa;

1
$2(6) = A [ Al ©yo (0] (40)

2
(38) denkleminde x,(t) = e3" ve y,(t) = —e~t degerleri yerine yazilirsa;

x,(t) = —BA~ c/l[e3 e‘t] pAL [ ]
S—
Py O T U
AT D S Tz 1
S—3 ST3 (s 3)(5 3)

1 : : . - 1 L
———— ifadesini + eklinde yazmak i¢in, ——— Kkesrini s ile
-D(s+D) SGs 2) s<s+;> ’ Y S e
genisletelim.

s _ P q

e _2 _1 :
e DeD = pro + praey esitliginden p = s veq = bulunur. Dolayist ile,
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x () = —BA~"

olarak bulunur.

2
(40) denkleminde x,(t) = e3* ve y,(t) = —e™t degerleri yerine yazilirsa;

t 1 1
yi(t) = A~ [—o‘l[e3 e t =A"1 [e_§] =A1 )
s+1 1
S+§
1

= 04‘1
(s+D(s+ %)

— L ifadesini —2— + —L— seklinde yazmak icin, ——— kesrini s ile
(s+1)(s+§) s(s+1) 5(5+§) (s+1)(s+§)
genisletelim.

= =—P2 4+ 9 esitligindenp = > ve ¢ = —= bulunur. Dolayist ile
s(s+1)(s+§) - s(s+1) 5(54%) sitig p= 2 q= > . y s

3
2 ) _t
N =A" s(si—l) (sf%) =E[e‘t——e 3]

olarak bulunur.

(37) denkleminde n = 1 yazilirsa;

1
2%(t) = =A™ | == Alxo(Dy1 (1) + 21 () yo (1)]
S__
3
1 2,3 1 _t 2 1 _t
x,(t) = —BA? —A e§t5[e t ——e“] —Be‘t[§e3t +—e_§]]
s=3
- I S AR S
S -1 —e 3 ——e3 —— 3 —— 3
g 2 [ze 7¢° T3he s —3he
3
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|
e
1o (6) = —BA 3 1 1
B R T R T
2yt 1 1
TR e hed

siyah renkle yazilan ifadeler basit kesirlerine ayrilip denklemde yerine yazilirsa;

1 (;‘§ﬁ><s(sl_§)_s(sl+§)>_%<5(:—%)_S(:;%)>

X (t) = —BA~

0= (G308 3o o) )

seklinde bulunur.

(39) denkleminde n = 1 yazilirsa;

[ 1
72(0) = A7 | g Al @0 + x1<t)yo<t>]]

Y
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1 1 1 2 1
s(s+1)(s+%) 2.s(s+1)(s—%) 3 'S(S+1)(S+%)

1
s(s+1) (s +%)

siyah renkle yazilan ifadeler basit kesirlerine ayrilip denklemde yerine yazilirsa;

1
_513-

3 3 3 3
B R AY p 1(_~1 Z
ya(0) = A7 | (5= 55) + — = +
2 3 s(s+1) 1 2\s(s+1) 1
s(s+3) s(s-3)
1 3 3
3ﬁ

0= (3-58) (- +3e78) g (-ge+get) -p e - )

seklinde bulunur.
x(t) =x9 +x1 + x5 + -

SCRE Y (gegt r3es)+ (382 38) (5 - o) w0 o8- e)

+ - BZ (83 —e ‘gt)+ (41)

denklemi elde edilir.

y®&)=yo+tyi+y, +
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—,B(e‘t—e_%)+--- (42)

denklemi elde edilir.

Gamma dagilimi igin 1.,2.,3. ve 4. momentleri ve varyans;

u=EB) =uv, Var(B) = u.v?, E(B?) =u.v?(u+1),

EB?) =uv3(u+1).(u+2), EBH=uv*(u+1).(u+2).(u+3)
seklindedir.

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa
x(t)ve y(t) denklemlerinin beklenen degerleri;

E[x(t)]=E[e§t—ﬁ (; 3t +;e §> ( ﬁz——ﬁ)<93 —e §>+3,8<e§t—e §>

2 4t
()

E[x(®)] = e3 -1.2 <§ eg + ; e’3 + % [(1% + 1).2?] —;(1.2)) (eét - e_%>

2, oty 1 2, _at

+2(12) (5~ e75) 42102+ 1).27] (&5 — 75
19 2, t 4 4t

E[x(t)] = —93 — 6e~ 3—§e 3

bulunur.
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x(t)'nin beklenen degeri

45 T T T T T -

40 - /"

351 i

30 / g

25~ ‘ i

20 - .

Ex(®)

15+ m .

0 m .

0 0.5 1 15 2 2.5 3

Sekil 26. B~Gamma(u = 1,v = 2)6zel degerleri i¢in (41) denkleminin beklenen
degerinin ¢6ziim davranisi

Ely(®]=E [—e"t +; (e‘t — %e‘g) + (% — ﬁ) (e‘g — e‘t> —§<e§ — e—t)

seklinde hesaplanir.
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y(t)'nin beklenen degeri
(. T T T T T

N o) B
0.2 ]

0.6~ .\ -

E(/O)
/7
M
4

0.8 . 4

1.2+ b

_14 r r r r
0 0.5 1 15 2 2.5 3

t

Sekil 27. B~Gamma(u = 1,v = 2)dzel degerleri i¢in (42) denkleminin beklenen
degerinin ¢6ziim davranisi

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in varyansin temel 6zellikleri kullanilirsa

x(t)ve y(t) denklemlerinin varyanslari;

Var[x(t)] = Var[egt - B (% eét + 1e_%> + (zﬁz — ;8) <e§t - e’%)

3
3 /2 _t
— 3t —e73
+2ﬁ(e e >
4t

G P

Var[x(t)] = Var[B] (g eét + %e_g)z + (g Var[B?] + zvar[ﬁ]) <e§t _ e—%)z

9 2, o1 2, &
+ZVar[ﬁ] (93 —e 3) +%Var[/32] <e3 —e 3)
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2 2, 1 _t\?
Var[x(t)] = u.v? (§ e3t + §e—§)

i (g | vt 1. (u+2). (u+ 3) = (wv?(w+ 1)’

2

9 2 4 9 2 t\ 2
+ Zu.vz) <e§t - e_§> + Zu.v2 <e§t - e‘g)

2
+ 3—16[u v*u+1).(u+2).(u+3)— (U.Uz(u n 1))2] (egt 3 e_%)
2

2 2 1 ¢
Var[x(t)] = 1.22 (§ e3’ + ge_§>

i (g [L2¢@+ 1.0 +2).1+3) - (122 + D)’

2

9 2 t 9 2 t
+ 7 1. 22) (e§t — e_i) + 7 1.22 (eﬁt — e_§>

2

2 4\ 2
+ %[1. 2*(1+1).(1+2).(1+3)—(1.22(1 + 1))2] <e§t _ e_?t)

2

2 2, 1 _ty® 1361\ 2  _t 2, _t
Var[x(t)]=4(§e3 +§e 3) +(—)<e3 —e 3) +9(€3 —e 3)

9
80 / 2 4ty 2

2

olarak bulunur.

x(t)nin varyansi
9000 : L ; L | Lj]

Var(x(t))
B a1 o) ~ ®
o o o S x
o o S S S
o o S S S
T T . - :
SS
~
~
‘ 1 1 ) ~

w
o
o
o
T
N,
1

N
o
o
o
T
1

Sekil 28. f~Gamma(u = 1,v = 2)dzel degerleri i¢in (41) denkleminin varyansinin
¢Ozlim davranisi
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vt 4o o))
—plet—e73)]

2

Var[y(®)] = Var(B) (e_é — e‘t)z + Var[p] (e‘t — e_%>

t 2 468 2
Varly®] = uv? (e 5 —et) +uv?(et—e3)

t 2 46\ 2
Var[y(t)] = 1. 22 (e_§ — e_t) + 1_ 22 (e—t _ e—?>

Varly@] =4 (e 73 - e—t)z bafet- e_%z

seklinde hesaplanir.

y(t)'nin varyansi
0.7 . - . . :

0.6/ D,,ﬂ"ﬂ“likﬂ |

0.5~ 4 ~,
/ o

0.4 / =

Var(y(t))
ju N

0.3- / ]

r r r

0.5 1 1.5 2 25 3
t

of;

Sekil 29. f~Gamma(u = 1,v = 2)dzel degerleri i¢in (42) denkleminin varyansinin
¢Ozlim davranisi
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Giiven araliklar1 [E (x(t)) — 3stdsapma(x(t)), E(x(t)) + 3stdsapma(x(t))]

Gulven Araliklan

400 T T T T T

-l - E[x(t)]-3*std[x(t)] J]
300 - E[x(1)] L

-0~ E[x()]+3*stdx(1)] ,EI/D
200/ .I:I"U g i

ID’
A
100 - e -
g7
o= m---8

gf-f 5 o-o-0-o-0-8-2-80 ,

3 Standart Sapmalik Glven Araligi

-100 - g
.
.
-200 - -
_300 r r r r r T
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Sekil 30. B~Gamma(u = 1,v = 2)6zel degerleri i¢in (41) denkleminin giiven
araliginin ¢6zlim davranist

Giiven araliklar1 [E (y(t)) — 3stdsapma(y(t)), E(y(t)) + 3stdsapma(y(t))]

Glven Araliklar

2 T T T T T
B-E-0-0-p 5
e 0. Bg

1r - -~ .
i} A B
o)) 4
s | A
< /
g @, 1
R -\._
0] \\ B 1 o--g -
x \ EB---p-g g
s~ B Bo--ggp i
g
@ n - E[y(n]-3*stdly(t)]
S Ll . - E[y@)] ]
§ | -8~ Ely]+3*stdly()]
o -

-3 B--n -H

-g--g--u-u--n-a-i-
_4 r r r r r
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sekil 31. B~Gamma(u = 1,v = 2)6zel degerleri igin (42) denkleminin giiven
araliginin ¢6zlim davranist
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6. KISMI TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN ABOODH-
ADOMIAN AYRISTIRMA YONTEMI YARDIMI iLE COZUMU

Bu bolimde kesirli kismi tlirevli diferansiyel denklemler baslangic
kosullart ve katsayilar1 rastgele hale getirilerek bu denklemlerin Aboodh-
Adomian ayristirma yontemi kullanilarak ¢6ziimii sunulmaktadir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler, birden fazla bagimsiz degiskeni
olan fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin kismi tiirevleri arasindaki iliskileri ifade
eden matematiksel denklemlerdir. Bu tiir denklemler, genellikle fizik,
miihendislik, finansal ve diger bir¢ok alanda karsilagilan karmasik sistemleri
modellemek i¢in kullanilir.

Ornegin, 1s1 dagilimi, ses dalgalari, elektromanyetik dalgalar veya finansal
opsiyonlarin fiyatlandirilmasi gibi ¢ok boyutlu siireglerin analizi i¢in kismi tiirevli
diferansiyel denklemler kullanilir. Bu denklemler, sistemin zaman i¢indeki ve

uzaydaki degisimini anlamak i¢in 6nemlidir.

0™u(x,t)
— = 900t + Nux, ) + Ru(x, 1) (43)

0" u(x, t)
= le=0 = fn-1 (%)

baslangi¢ kosulu verilsin.n = 1,2,3 ...

n-1

o™u(x, t) . 1 9*u(x,0)
A lTl = s"A(u(x,t)) — kZO ik gk (44)

N lineer olmayan bir operator, R lineer bir operator, g diferansiyel denklemin
homojenligini gdosteren bir fonksiyon ve u(x, t) denklemin ¢6ziimii olsun. Denklem

(43)’te esitligin her iki tarafina Aboodh dontisiimii uygulanirsa;

4 lanu(x, t)

atn l = "A[g(xf t) + Nu(X, t) + Ru(x, t)] (45)
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(44) denklemi (45) de yerine yazilisa;

n-—1 k
sTA(u(x, t)) — z 52_1n+k 9 12(:: 0 = A[g(x,t) + Nu(x,t) + Ru(x, t)]
=0
n-—1
1 1 9% 0 1
Au(x, 1)) = —nz e 1;(:; )+ Alg(x, O] +— ANu(, 0]
=0
sln A[Ru(x, t)] (46)

(46) denkleminde her iki tarafin ters Aboodh doniistimii alinirsa;

A (ulx, )]

1
S2-nk Alg(x, O] + Z AlNu(x, )]

k=0

lln T 1 aku(x 0)
S_n +

+ Sinc/l[Ru(x, t)]]

(0]

u(x,t) = Zun(x, t) =uy+uy +u; + -

n=0
- = 1 d%u(x,0 1 (<
S ) =t Y L0 L L | + [S_ndq{zgn}
n=0 k=0 n=0
+ A~ R un(x,t)}]
20

B, ‘ler Adomian polinomlari.

wy = ATHA{Bo} + A~ [A{Ru,}]

y = A1 E cA{Bl}] + At Edq{Rul}]

Uy = AL [slz cA{BZ}] + At [Slzc/l{Ruz}]
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seklinde olur. Boylece genel olarak Aboodh-Adomian ayrigtirma yontemini kullanarak

kismi tiirevli diferansiyel denklem ¢oziimii (43)’lin yinelemeli iliskisi asagidaki gibi

elde edilir.

( n—-1 X

_ 1 0*u(x,0)
n= 0wl 0) = uCe0) = A7t D CalgGn]|  (47)
) k=0 |
1 (< 1 c

n=0; Uppi(x,t) = AL [—nc/l {Z Bn} + AL [—ncﬁl {R Z U, (x, t) »] (48)
\ S n=0 S n=0
Ornek-6.1.
CI(;Dtau(xr t) = Uxy (49)
Caputo-Fabrizio kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemini u(x, 0) = C.e**
C~B(a = 1,8 = 2) beta dagilima sahip rastgele baslangi¢ kosulu i¢in Aboodh
doniisiim yontemi yardimi ile ¢oziiniiz.
Coziim. (49) denkleminin her iki tarafinin Aboodh doniisiimii alinirsa;
CA{CI(;DLEZu(x; t)} = dq{uxx}
sA{u(x,t)} — @

=A
a+s(l—a) (e}
u(x, 0) a+s(l—a)
Afu(x ) = = A} (50)
u(x,t) = Z Up(x,t) veuy, = z Up,
n=0 n=0
(50) denkleminde yerine yazilirsa,
- ul(x,0) a+s(1-—a) -
AP unr)f = =+ T ALY (51)
n=0 n=0

(51) denkleminin ters Aboodh doniistimii alinirsa

- a+s(l—a =
z U (x,t) = ulx,0) + A1 ( ) {Z unxx}
n=0 n=0
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n=0; uy(x,t) =u(x,0)=C.e**

(
4n > 0; Ui (x,t) = AL M.A{Z unxx} (52)

L s

(52) denkleminde n = 0,1,2, ... degerleri kullanilarak

n=0

u (x,t) = AL {(g +1- a) Jl{uoxx}} , U, = Ck?e**

u (x,t) = AL {(z +1-— a) A{Ckzekx}} = Ck?ef*4~1 {(E +1- a) .Jl{l}}
s s

a 1-«a
= Ckzekxc/l_l{—3+ >
S S

} =Ck*e™(at+1—a)
u(x,t) = aCk?e*™t + (1 — a)Ck?e**

a
u(x,t) = AL {(E +1- a) Jl{ulxx}} , uy,, = aCk*e®™t + (1 — a)Ck*e*™
a
u, (x,t) = AL {(E +1-— a) Af{aCk*e™™t + (1 — a)Ck4ekx}}
a
= Ck“ekxc/l_l{ 4 1-— a) Afat + (1 — a)}}

— ke g1 (% L1 _ (ﬁ 1_“)}
= Ck*e**A {(S+1 a)(5+—

{a +2a(1—a)+(1—0()}

s s3 52

a
= Ck4ekx{ TR 2a(1—a)t+ (1 — a)z}

2

t
u,(x,t) = a®Ck*e’* 5t 20(1 — a)Ck*e*™t + (1 — a)?Ck*e**

uz(x, t) = A1 {(g +1-— a) c/l{uzxx}} ,

2

t
U, = a’Ckbe o +2a(1 — a)Ck®e*t + (1 — a)?Ckbe**
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2

a t
us(x,t) = AL {(E +1-— a) A {aZCIcGe"x —+ 2a(1 — a)Ck®e**t

2!

+ (1 - a)ZCk6ekx}}

a’t?
= Ckbe**A~ { { Sy T 2a(l—a)t+ (1 - a)z}}
a’? 2a(1—a) (1-a)?
_ k
= CkSe** A~ {( <4+ St )}
ket {(a_s 3a2(1 —a) 3a(1 3— a)? N (1 —Za)2>}
s s
= Ckbek* { 3 + 3a?(1 — a)—+ 3a(1—a)’t+(1—a) }
t3 t?

us(x,t) = a®Ck®e®* 3t 3a%(1 — a)Ck®e kx§+ 3a(1 — a)?Ckbe**t

+ (1 — a)3Ckte™*

(o]

u(x,t) = Z up(x,t) =ug +u; +uy, + -
=0
tZ
u(x,t) = aCk?e™™t + (1 — a)Ck?e** + a?Ck*e** T 20(1 — a)Ck*e**t
¢3 2
+ (1 — a)?Ck*e™ + a3Ckbe*> 3 + 3a?(1 — a)CkGekxg
+3a(1 — a)?Ck®e**t + (1 — a)3Ck®e**
+ eee

olarak bulunur. Gerekli diizenlemelerden sonra;
ulx, ) = ((1—a)k? + (1 — a)%k* + (1 — @)3k®)Ce**
+ (ak? + 2a(1 — a)k* + 3a(1 — a)?k®)Ce**t

1 1
+ E(a2k4 +3a%(1 — a)k®)Ce*™ t? + gakéCekxt3 4+ (53)

Ayn1 zamanda Beta dagilimi i¢in 1.,2. momentleri ve varyansi;

_ ala+1)
n=EX)= Tﬁ JE(X?) = (a+ﬁ)(a+ﬂ+1),Var(X)
_ ap
" (a+ B+ 1D(a+ p)?

seklinde hesaplanir.
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X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa
u(x, t) denkleminin beklenen degeri;
E[u(x,0)] = E [((1 — a)K? + (1 — a)2k* + (1 — a)3kS)Ce

+ (ak? + 2a(1 — a)k* + 3a(1 — a)?k®)Ce**t

1 1
+ E(azk4 +3a?(1 — a)k®)Ce** t? + gak6Cekxt3]

= (1 -a)k?+ (1 —a)?k* + (1 — a)3k®)e**E[C]
+ (ak? + 2a(1 — a)k* + 3a(1 — a)?k®)e**t E[C]

1 1
+ E(azk4 +3a%(1 — a)k®)e** t?E[C] + gak6ekxt3E[C]

Efu(x,0)] = (1 — a)k? + (1 - a)*k* + (1 — )*k®)e — i B

+ (ak? + 2a(1 — a)k* + 3a(1 — a)?k®)e**t 4
a+p

1 a 1
_ 2k4- 3 21_ k6 kx 42 - 6 ,kx4+3
+2(a +3a°(1 —a)k®)e t—a+ﬁ+6ake ta+ﬁ

Efu(x,t)] = %((1 —a)k? + (1 — a)?k* + (1 — a)3k®)ek™
+ % (ak? + 2a(1 — a)k* + 3a(1 — a)?k®)e**t

1 1
+ g(afzk4 +3a%(1 — a)k®)e* t? + Eak6ekxt3

4000

2000

E(u(x,t)
E(u(x,1)

4000

2000

E(u(x,t)
E(ux.t)

Sekil 32. C~B(a =1, = 2) ve @ = 1,0.9,0.8,0.7 6zel degerleri i¢in (53) denkleminin
beklenen degerinin ¢oziim davranisi
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X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in varyansin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(x, t) denkleminin varyanst;

Var[u(x,t)] = Var “((1 —a)k? + (1 — a)?k* + (1 — a)3k®)Cek*

Varfu(x,t)] = (1 —a)k? + (1 — a)%k* + (1 — a)3k6)zez"x

+ (ak? + 2a(1 — a)k* + 3a(1 — a)?k®)Ce**t

+%(a2k4 + 3a?(1 — a)k®)Ce** t? + %ak6Ce"xt3]

= ((1— )k? + (1 — @)%k* + (1 — @)3kS) e2**Var[C]

+ (ak? + 2a(1 — &)k* + 3a(1 — a)?k®)%e?**t? Var[C]

+ % (a?k* + 3a%(1 — a)k®)?e?** t*Var[C] + %azklzez"xtGVar[C]l

ap
(a+ B+ 1D(a+p)?

+ (ak? + 2a(1 — a)k*
ap
(a+ B+ 1)(a+ B)?
ap
(a+ B+ 1D(a+p)?

+ 3a(l — a)?k®)%e?kxt2

1
. (a%k* + 3a?(1 — a)k®)%e?k* t*

1 ap
21,12 2kx46
e e T A D@ £ B2

Var[u(x, t)] = %((1 —)k*+ (A —-a)?k*+ (1 - a)3k6)2e2kx

bulunur.

1
+ E(cxkz +2a(1 — a)k* + 3a(1 — a)?kb)2e2kxt?

1 1
+ 7—2(a2k4 +3a%(1 — a)k®)%e?k* t* + %azklzez"xt6
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X 106

Var(u(x,t))
Var(u(x,t))

Var(u(x,t))
Var(u(x,t))

Sekil 33. C~B(a =1, = 2)ve a = 1,0.9,0.8,0.7 6zel degerleri i¢in (53) denkleminin
varyansinin ¢6ziim davranisi

Giiven araliklar1 [E (u(x,t)) — 3stdsapma(u(x,t)), E(u(x,t)) +
3stdsapma(u(x,t))]

a=1

10000, |

5000 1

-5000
0

Sekil 34. C~B(a = 1,8 = 2)ve a = 1,0.9,0.8,0.7 6zel degerleri igin (53) denkleminin
giiven araligiin ¢oziim davranist
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Ornek-6.2.

1 2
R (54)

Caputo-Fabrizio kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemini u(x, 0) = Cx?

CEDfu(x, t) =

C~Uggensel(a = 1,b = 2,c = 3) iicgensel dagilima sahip rastgele baslangic kosulu

icin Aboodh doniisiim yontemi yardimi ile ¢oziiniiz.

Coziim. (54) denkleminin her iki tarafinin Aboodh doniisiimii alinirsa;

1
ALEDEUC D) = A ¥ ]

sA{u(x, t)} — @ gy {1 , }
a+s(l-—a) IR PR
u(x, 0) a+s(l—a)
Af{u(lx, t)} = 2 S A {2 X uxx} (55)
elde edilir.
Uyx = Z Un,
n=0
(55) denkleminde her tarafin ters Aboodh dontisiimiinii alalim.
- +s(1- 1 .%o
2 U, (x,t) = u(x,0) + AL Mcﬂ {Exz z unxx}
n=0 5 n=0
n=0; uy(x,t) =u(x0) =
+s(1- c
n = 0; upya(x, ) = A2 S(s Of) { 2 Z ”nxx} (56)
k n=0

(56) denkleminde n = 0,1,2, ... degerleri kullanilarak;

a 1
u (x,t) = AL {(E +1-— a) c/l{ixzuoxx}} , U, =2C

u(x,t) = A1 {(%_'_ 1- a)cﬂ{%xz.ZC}} =Cx?A"! {(g +1-— a) .o‘l{l}}

2 g-1(% @ 2
=Cx*A s_3+ 2 =Cx“(at+1—a)

u;(x, t) = aCx?t + (1 — a)Cx?

86



a 1
u,(x,t) = A1 {(; +1- a) ‘A{Exzulxx}} , Up,, =2aCt+2(1—a)C

Uy (x,t) = A1 {(% +1-— a) A{aCx*t + (1 — a)CxZ}}

= Cx%2A~ 1{ :+1—a)a¢l{at+(1—a)}}
= szcﬂ—l{(%+1—a)(s%+1;a>}
2

Za(l —a) N (1- a)z}

s“‘ s3 s2

2 a’t? 2
=Cx T +2a(1-a)t+(1—a)

2

o +2a(1 —a)Cx?t + (1 — a)?Cx?

uy(x,t) = a?Cx?

a 1
_ g-1)(2 r 2.2
uz(x,t) = A {(s +1 a)cfl{zx ”Zxx}} JUsg,
=a?Ct?> + 4a(1 — a)Ct+2(1 — a)?C

a 1
us(x,t) = A1 {(E +1-a)A {Exz(athz +4a(1 — a)Ct+2(1 — a)ZC)}}

2!

2 _ N2
+1—a <a +2a(1 a)+(1 a) )}

s3 52

2,2
+ 1—a {a ‘ +2a(1 —a)t+(1—a)2}}

{
B

4R

=Cx*A1?

as 3a2(1 —a) 3a(1 —a)? (1 —a)3
5_5 s s3 52

2 a’t? 2 t? 2 3
=Cx 30 + 3a (1—a)§+3a(1—a)t+(1—a)

t3 2

t
N +3a?(1 — a)Cx? = +3a(1 — a)?Cx?*t + (1 — a)3 Cx?

us(x,t) = a3Cx T

oo

u(x,t) = Z up(x,t) =ug+u; +uy, + -

n=0
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t2
u(x,t) = Cx? + aCx?*t + (1 — a)Cx? + a?Cx? ol +2a(1 — a)Cx?t

t3 t?
+ (1 —a)’Cx? + a3Cx? i +3a?(1 - a)CxZE + 3a(1 — a)?Cx?t
+ (1 —a)3Cx?
_.|_ cee

olarak bulunur. Gerekli diizenlemelerden sonra;

u(x,t) = (—a® + 4a? — 6a + 4)Cx? + (3a® — 8a? + 6a)Cx?t
2 3

t t
+ (—3a® + 4a?)Cx? o1 a3Cx? TR (57)
elde edilir. . .

2

t
u(x,t) = (—a® + 4a? — 6a + 4)Cx? + (3a® — 8a? + 6a)Cx?t + (—3a® + 4a?)Cx? 1

t3
+ a3Cx? ETh o(t*)
Ucgensel dagilim igin beklenen deger ve varyans;

a+b+c a’?+b%>+c*—ab—ac—bc
E(X) =(3—),Var(X) " 18

seklindedir.
X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(x, t) denkleminin beklenen degeri;

Efu(x,t)] = E|(=a® + 4a% — 6a + 4)Cx? + (3a® — 8a? + 6a)Cx*t

t? t3
+ (=30 + 4a?)Cx* — + aPCx* —
2! 3!
= (—a® + 4a® — 6a + 4)x*E[C] + (3a® — 8a? + 6a)x>*tE[C]
t2 t3
+ (=3a® + 4a?)x? EE[C] + a3x? yE[C]

a+b+c
= (—a® + 4a® — 6a + 4)x? (3—)
a+b+c t?’(a+b+c
+ (3a® — 8a% + 6a)x2t¥ + (=3a® + 4a?)x? 5%
o ﬁ(a+b+c)
3! 3
E[u(x,t)] == 2(—a® + 4a* — 6a + 4)x? + 2(3a® — 8a? + 6)x*t + (—3a® + 4a®)x*t?
1
+ §a3x2 t3

bulunur.
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a=0.9

100 100
X 50 £ 50
3 3
L
w0l 0 =
0 0 = 2
1 = 1
20 t

E(u(x,t))
E(u(x,t))

Sekil 35. C~Uggensel(a = 1,b = 2,c = 3) ve a = 1,0.9,0.8,0.7 6zel degerleri i¢in
(57) denkleminin beklenen degerinin ¢6zliim davranisi

Var[u(x,t)] = Var [(—a® + 4a® — 6a + 4)Cx* + (3a® — 8a® + 6a)Cx*t

2 3

t t
+ (=3a® + 4a?)Cx? T + a3Cx? 3

= (—a® +4a® — 6a + 4)*x*Var[C] + (3a® — 8a? + 6a)*x*t?Var[C]

t* t6
+ (=3a® + 4a?)%x* ZVar[C] + abx* %Var[C]

a’?+b%>+c*—ab—ac—bc

= (—a® + 4a® — 6a + 4)%x*

18
2 2 2
a“+ b+ c“—ab—ac — bc
+ (3a® — 8a? + 6a)*x*t?
18
t*a? +b%?+c?>—ab—ac—bc
+ (—3a® + 40?)%x* —
(—3a a®) x 2 18
t® a? +b*+c?—ab—ac—bc

+ 6,4 _
“X 36 18

1 1
Var[u(x,t)] = 3 (—a® + 4a® — 6a + 4)2x* + A (3a® — 8a? + 6a)*x*t?
+ i (=3a® + 4a?)?x* t* + i abx* 6
24 216

bulunur.
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Var(u(x,t))
Var(u(x,t))

Var(u(x,t))
Var(u(x,t))

Sekil 36. C~Ucgensel(a = 1,b = 2,c = 3) ve a = 1,0.9,0.8,0.7 6zel degerleri igin
(57) denkleminin varyansinin ¢éziim davranisi

Giiven araliklar1 [E (u(x,t)) — 3stdsapma(u(x,t)), E(u(x,t)) +
3stdsapma(u(x,t))]

a=1

Sekil 37. C~Uc¢gensel(a = 1,b = 2,¢ = 3) ve a = 1,0.9,0.8,0.7 6zel degerleri i¢cin
(57) denkleminin giiven aralifinin ¢6ziim davranigi
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Ornek-6.3.

CEDFU(x, t) = Uy, — U, (58)
Caputo-Fabrizio kesirli kismi tiirevli diferansiyel denklemini u(x,0) = 2Cx ,
C~Ustel(A = 2) iistel dagilima sahip rastgele baslangi¢ kosulu icin Aboodh-Adomian

ayristirma yontemi yardimi ile ¢éziiniiz.

Coziim. (58) denkleminin her iki tarafinin Aboodh doniistimiinii alalim.

CA{C}(;Dgu(x: t)} = c/l{uxx - uux}

sAfu(x, )} — =0

a+s(l—a)
u(x,0) a+s(1-a)
Afu(x, )} = 52 + S AUy — U} (59)
00] (o] (o] (00 n
Uyx = Z unxx UUy = z ununx ’ z ununx - Z Bn - 2 urun—rx
n=0 n=0 n=0 n=0 =0

B,,’ler Adomian polinomlari
BO = uOqu lBl == uOulx + ulqu ,B2 = uouzx + ululx + uZuox

(58) denkleminde her tarafin ters Aboodh dontisiimiinii alalim.

[00]

Z Up(x,t) = ulx,0) + A1 wcfl {i Uy, i ununx}

n=0 n=0 n=0

n=0; uy(xt) =u(x,0)=2Cx

[ee]

a+s(l—«a -
n=0; Upyr(x,8) = A" ¥CA{ e Bn} 0
n=0

n=0

(59) denkleminde n = 0,1,2, ... degerleri kullanilarak;
a
ul(x, t) = c/l—l {(; +1- 0() c/q{qux - Bo}} , uoxx =0 ’BO = uouox = 2Cx.2C
= 4C%x

W (x, ) = A1 {(g +1- a) A0 — 4C2x}} = —4C%x A1 {(% +1- a) CA{1}}

, —4fa l1-a )
= —4C“xA {S—3+ =2 }=—4C x(t+1—a)
u;(x,t) = —4C%xt — 4C*(1 — a)x
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Uy (x, t) = dq_l {(% +1-= CZ) cA{ulxx B Bl}} ’ulx - _4CZt - 4C2(1 - CZ) ’ulxx =0

By = uguy, + ujug, = 2Cx(—4C%*t — 4C*(1 — a)) + (—4C?xt — 4C*(1 — a)x)2C
By = —16C3xt — 16C3(1 — a)x

Uy (x, ) = A1 {(g +1—a)Af0— (—=16C3xt —16C3(1 — a)x)}}

)
— 16C3x A" {(ﬁ +1-a)Alt+1- a}}
S

_ 3. 2-1{(% _ l 1—a}
= 16C3xA {(S+1 @) (G+—0
a (1-a? 1— a)?
=16C3xﬂ_1{—4+( o), 2)}
S S S

at?
= 16C3x {7 + (1 — (Zz)t + (1 — a)z}

uy(x,t) = 8C3axt? + 16C3(1 — a®)xt + 16C3(1 — a)?x
a
uz(x, t) = A1 {(E +1- a) Alu,,, — Bz}} )
U, = 8C3at® +16C3(1 —a®)t +16C3*(1 — a)? ,u,, =0
Bz = uOuZx + ululx + uZqu
= 2Cx(8C3at? + 16C3(1 — a®)t + 16C3(1 — a)?)
+ (—4C%xt — 4C2(1 — a)x)(—4C?t — 4C*(1 — @) )

+ (8C3axt® + 16C3(1 — a®)xt + 16C3(1 — a)?x)(2C)

B, = (32C*ax+16C*x)t? + (64C*(1 — a®)x + 32C*(1 — a)x)t + 80C*(1 — a)?x
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us (x, ) = A~ {(g +1 - a) A{0 — [(32C*ax+16C*x)t?
+ (64C*(1 — a®)x + 32C*(1 — )x)t + 80C*(1 — a)x ]}}
= —16C*xA"! {(% +1-a)A{a+ e
+(4Q-a®)+2(1—a))t+501 - a)z)}}
 6CteAt {(g 1 a) <4a +2 N (41 -a)+2(1-a)

s4 s3
5(1 — a)?
=)

4a® + 2a N a(4l—a®) +2(1—a)) N S5a(1 — a)?

— 4 -1
= —16C*xA { = = =

N (4a + 2)4(1 —a) N (1-a)(4(1- a32) +2(1-a)) N 5(1 —2(1)3}
S S S

= —16C*x {(4“2 t20)t*  a(4(-a?) +2(1 - a))t?
3! ]
+5a(1 — a)?t + (4a + 2)2('1 — a)t?

+(1-a)(41-a)+2(1—a))t +5(1 - a)3}

(4a? + 2a)t3
3!
{a(4Q—a®) +2(1 — @) + ((4a + 2)(1 — a)) }t2
2!
—16C*x{(Ga(l—a)* + (1 —a)(4(1 —a®) +2(1 — )}t

—16C*x(5(1 — a)?)

usz(x,t) = —16C*x

—16C*x

(o]

u(x,t) = Z u,(x,t) =ug+u; +u, + -

n=0
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u(x,t) = 2Cx — 4C%*xt — 4C*(1 — a)x + 8C3axt? + 16C3(1 — a®)xt
(4a? + 2a)t3
3!
{a(41—a®) +2(1 — @) + ((4a + 2)(1 — a)) }t?
2!

—16C*x{(Ga(l—a)? + 1 —a)(4(1 —a®) +2(1 — )}t
—16C*x(5(1 — a)3) + -

olarak bulunur. Gerekli diizenlemelerden sonra

u(x,t) = (2C—4C*(1—a) +16C3(1 — a?) —80C*((1 — a)®)x
+ (—4C* +16C3(1 — a)? — 16C*(9a® — 12a? — 3a + 6))xt

+16C3(1 — a)?x — 16C*x

—16C*x

16
+ (8C3a — 8C*(—8a3® — 2a? + 2a + 8))xt? — ?C“(Za2 + a)xt3

+ - (61)
elde edilir.
X rastgele degiskeni tistel dagilima sahipse moment ¢ikaran fonksiyonundan

faydalanarak,

A
Mx(t) = E[etX] = m;t <A

1.,2.,3..4.,5.,6.,7.,8. momentleri ve varyansi,

1 2 6 24 120 720
- 21 _ 31 — > 47 _ 27 51 — <Y 61 — 127
= E[C?) == E[C%) = =5 EIC*] = 37  EIC%) = ==, E[C’]

7! 8!
FIC7) = 7 EIC*] = o5

olarak hesaplanir.

E[C] =

Var(X) = E(X?) — [E(X)]? esitliginden;
1 20 684 39744
Var[C] = ' ,Var[C?] = = JVar[C3] = — JVar[C?*] = I

olarak hesaplanir.

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(x, t) denkleminin beklenen degeri;
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Elu(x,t)] =E [(ZC —4C%*(1 —a) +16C3(1 — a?) —80C*(1 — a)®)x
+ (—4C*+16C3(1 — a)? — 16C*(9a® — 12a? — 3a + 6))xt

16
+ (8C3a — 8C*(—8a® — 2a% + 2a + 8))xt? — ?C‘*(Za2 + a)xt3

= (2E[C] — 4E[C?](1 — a) + 16E[C3](1 — a?)
—80E[C*]((1 — a)®)x
+ (—4E[C?] + 16E[C?](1 — @)% — 16E[C*](9a® — 12a® — 3a
+ 6))xt + (8E[C3]a — 8E[C*](—8a3® — 2a? + 2a + 8))xt?
16

—?E[C“](Za2 + a)xt3
Efu(x, t)] = (2% - 4.%(1 —a)+ 16./1—63(1 —a?) - 80.31—3(1 _ a)3>x

2 6 , 24 ,
+(_4'ﬁ+16'ﬁ(1_a) —16.F(9a - 12« —3a+6)>xt

6 24 5 5 5
b (S.ﬁa— S.F(—Ba —2a° + 2a + 8))xt

16 24
—_—— (2 2 3
3 /14( a‘+ a)xt
Elu(x,t)]=1-21—-a)+12(1 —a?) —120(1 — a)®)x
+(=2+12(1 — a)? — 24(9a® — 12a? — 3a + 6))xt
+ (6a — 12(—8a3 — 2a? + 2a + 8))xt? — 8(2a? + a)xt3

seklinde hesaplanir.
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E(u(x,t)
o
E(u(x,t)

o
o
o

E(u(x,1)
E(u(x,1)

Sekil 38. C~Ustel(A = 2) ve @ = 1,0.9,0.8,0.7 dzel degerleri icin (61) denkleminin
beklenen degerinin ¢oziim davranisi

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in varyansin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(x, t) denkleminin varyanst;
Var[u(x,t)] = Var [(2C — 4C?*(1 — a) + 16C3(1 — a?) — 80C*(1 — a)3)x
+ (—4C? +16C3(1 — @)% — 16C*(9a® — 12a® — 3a + 6))xt

16
+ (8C3a — 8C*(—8a® — 2a? + 2a + 8))xt? — ?C“(Za2 + a)xt3

Var[u(x,t)] = (4Var[C] + 16(1 — a)*Var[C?] + 256(1 — a?)?Var|[C?]
+ 6400(1 — a)*Var[C*])x?
+ (16Var[C?] + 256(1 — a)*Var[C?]
+256(9a® — 12a? — 3a + 6)*Var[C*])x?t?
+ (64a?Var[C3] + 64(—8a® — 2a? + 2a + 8)?Var[C*])x%t*

256
+ -5 (2a? + a)*Var[C*]x?t°
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2t4
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+ 4416 (2a?
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Sekil 39. C~Ustel(1 = 2) ve a = 1,0.9,0.8,0.7 6zel degerleri igin (61) denkleminin

varyansinin ¢oziim davranisi
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Giiven araliklart [E (u(x,t)) — 3stdsapma(u(x, t)), E(u(x,t)) +
3stdsapma(u(x,t))]

a=1

Sekil 40. C~Ustel(A = 2) ve a = 1,0.9,0.8,0.7 dzel degerleri i¢in (61) denkleminin
giiven araligiin ¢6ziim davranisi

Ornek-6.4.

EDEU(x, t) = Uy + u(l — 1) (62)
u(x,0) = 1, A~Gamma(u = 1,v = 2) gamma dagilima sahip rastgele baslangi¢
kosulu ile verilen Fisher denklemini @ = 1 6zel kosulu igin Aboodh-Adomian

ayristirma yontemi yardimu ile ¢oziiniiz.

Coziim. (63) denkleminin her iki tarafinin Aboodh doniistimiinii alalim.

Afutx, ) = 252

1
+ ;c/l{uxx +u—u?} (63)

[ee] [ee]
Upy = E U, U= Z U,
n n

(64) denkleminin ters Aboodh doniisiimii alinirsa;

i U (x,t) = ulx,0) + A1 %Jl {i Uy, + i U, — i Bn}

n=0
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UrUn—r

n
=0

2, b=

n=0 T

B,,’ler Adomian polinomlar1 olmak iizere

BO = UgUg = AZ PBl = UgUq + U Uy = 2u0u1 , Bz = UglUy + Uuquq + U Uy

= 2ugu, + u?
n=0; uy(x,t) =ulx,0) =21
J 1 (o] (o] [ee]
nzmumxmw=ﬂ*-vlzﬁwﬁ- %—2}% (64)
k s n=0 n=0 n=0

(65) denkleminde n = 0,1,2, ... degerleri kullanilarak;

1
u(x,t) = AL {;Jl{uoxx + uy — BO}} , Uy, =0,By= A2
1 1
u(x,t) = A1 {; A{0+ 1 — /’12}} =@A—-21H)A1 {;Jl{l}} =A-21%)t
1
u(x,t) = A1 {;fﬂ{ulxx +u - Bl}} , Uy, =0,By = 24— )t
1
u,(x,t) = AL {; A{0+ (A =213t — 221 — Az)t}}

4|1 (1
U (x,t) = (A —2)(1 - 20)A 1{;&[&}} = (1= 22)(1=21)A 1{8_4}
2 tz
=1-1 )(1—2/1)5
%mw=ﬂﬂgﬂwm+w_&§

2

t
U, = 0,8, = 2A(A=AD)(1 = 20) 7 + {4 = 2)t)?

X

1 t2
uz(x,t) = A1 ECA{O +A =251 - ZA)E

- {ZA(A -2 -21) ;—2' +{(1 - lz)t}z}}

Us(x,t) = AL {%Jl {(A 1) - 21)2;—2! —(A- 12)22;—2!}}
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%@¢%=@—ﬂ%u—zm%rﬁéﬂ<%»‘Zﬂ—aﬁwr%éﬂéﬂ}

(A—22)(1 =22)2%t3 21— 2?)%¢3
31 B 3!

t3

uz(x,t) = (1 —1%)(612 — 61 + 1)5

Usz (x, t) =

o

u(x, t) = Z Up(x,t) =ug +uy +uy + -
n=0
2 3

u(t) =2+ @A=-29t+ A1 -21H)(1 - 2/1)% + (A —2%)(6A* — 61 + 1)%+

et
u(x, t) = T 7576t (65)
olarak bulunur.
i t3
u(x, t) = l/’l +A=-22)t+A-21)(1 - 2/1)5 + (A —22)(6A% — 61 + 1)5
+mﬁ4 (66)

X rastgele degiskeni gamma dagilima sahipse moment ¢ikaran fonksiyonundan
faydalanarak,

1.,2.,3.,4.,5. ve 6. momentleri agagidaki gibidir.

u=EX)=uv, EX>) =uv?(u+1),EX®) =uv3(u+1).(u+2)
EXH =uvi(u+1).(u+2).(u+3),
EX)=uv®(@w+1).(wu+2).wu+3).(u+4).(u+5)

EX®) =uvb@u+1).(u+2).(u+3).(u+4).(u+5).(u+6).(u+7)
Var(X) = u.v? Var(X?) = E(X*) — E(X?)?, ...

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(x, t) denkleminin beklenen degeri;

t? t3
Elu(x, )] = E|2+ (A —=29)t+ (223 — 42> + /1)5 + (—62* + 1223 — 72% + /1)5

2

= E[A] + t{E[2] — E[2*]} + %{ZE[P] — 4E[2%] + E[A]}

+ tg_?;{—6E[A4] + 12E[A3%] — 7E[A%] + E[A]}
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Elu(x, )] = 1.2 + t{1.2 — 1.22.(1 + 1)}

2
+ %{2(1. 2251+ 1D).(1+2)—4(1.22.(1+ 1) + 1.2}

3
+ %{—6(1. 21+ 1D).(1+2).(1+3)+12(1.23(1+ 1D.(1 + 2))

—7(1.22.(1 + 1)) + 1.2}
Elu(x,t)] = 471t3 + 33t> — 6t + 2

olarak hesaplanir.

u(x,t)nin beklenen degeri

14000 T T T T T L

12000

I
~
1

I
~
1

10000

8000 / .

T

E(u(x,t)
=

6000 ! 1

I
N,

4000

=1

2000 - g .

(._..._.._E.—‘."‘-r“.’ r r r

0 0.5 1 1.5 2 25 3

Sekildl. A~Gamma(u = 1,v = 2) 6zel degerleri i¢in (66) denkleminin beklenen
degerinin ¢6ziim davranisi

X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in varyansin temel 6zellikleri kullanilirsa

u(x, t) denkleminin varyanst;
2

t
Varlu(x,t)] = Var (A + (A — 22t + (223 — 42 + /1)5

t3
+ (—6A* + 1223 - 72% + A)g

Var[u(x,t)] = Var[A] + t?{Var[A] + Var[A?]}
+ %{4Var[/’l3] + 16Var[A%] + Var[A]}

t6
+ £{36Var[)14] + 144Var[A3] + 49Var[A?] + Var[A]}
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Var[u(x, t)] = 1.22 + 2 {1.22 + {1. 24(1+1).(1+2).(1+3) - (1.22.(1 + 1))2}}

+ ;{4{1.26(1 +1).(1+2).(1+3).(1+4).(1+5)

—(L22Q+1D.(1+ 2))2}

+ 16{1. 24(1+1).(1+2).(1+3) - (122.(1 + 1))2} + 1.22}

6

+ 2_6{36{1. 2°(1+1).(1+2).(1+3).(1+4).(1+5).(1+6).(1

+7) - {(1. 2*(14+1.(1+2).(1+ 3))2}}
+ 144{1. 26(1+1).(1+2).(1+3).(1+4).(1+5)
— (L2211 +1).(1+2)}

+49 {1. 29(1+1).(1+2).(1+3)— (122.(1 + 1))2} + 1.22}

93908292
Var[u(x,t)] = TtG + 45057t* + 324t + 4

olarak hesaplanir.

x 10° u(x,tynin varyansi
4 T T T T T ﬁ
1
3.5 H
1
1
]
I
3 ll -
]
1
1
251 A -
—~ 4
= /
x
5 2 / !
= 7
8 I}
Ao
4
4
/
1k =] x
'l
Hl
0.5F D/Dz’ i
(I]_.D._.D_LD._.D._.D__l !-—-I-FTE" r r
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

t

Sekil 42. A~Gamma(u = 1,v = 2) 6zel degerleri igin (66) denkleminin varyansinin
¢Ozlim davranisi
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Giiven araliklart [E (u(x,t)) — 3stdsapma(u(x, t)), E(u(x,t)) +
3stdsapma(u(x,t))]

x 10° Giiven Araliklari
8 T T T T T ﬁ
-~ E[u(x,t)]-3*std[u(x,t)] y
6l- === E[u(x,t)] J:I' i
_ -0~ E[u(x,t)]+3*std[u(x,t)] .
o))
5 a
< 4r o i
c ,/
2 o
2 2r D”H N
5 - -m--H
£ - _ _.--.-".'
g ¢J--D---D--u=anazﬂ::i:-l—-l--l d 1
h = i~.~..
S 8
gLl n N |
» .
™ ‘.\
a4l I\T
L 0.5 1 15 2 25 3

Sekil 43. A~Gamma(u = 1, v = 2) 6zel degerleri i¢in (66) denkleminin giiven
araliginin ¢6zlim davranisi
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7. IRDELEME

Bu tez caligmasindan elde edilen bulgulardan ¢ikarilan sonuca gore,
Aboodh Doniisim  Yontemi ve Aboodh-Adomian Ayristirma YOntemi
kullanilarak rastgele kesirli mertebeden adi ve kismi diferansiyel denklemlerin
yaklasik analitik ¢6ziimlerine daha dogru ve hizli bir sekilde ulasildig
goriilmektedir. Adi ve kismi diferansiyel denklemler ile ilgili Tiirk ve uluslararasi
literatiirde kaynaklar mevcut olup, rastgele kesirli mertebeden adi ve kismi
diferansiyel denklemler ile ilgili ¢alismalar az ve bu ¢alismalarin daha ¢ok teorik
oldugu goriilmektedir. Bu tez calismasi ile bu bosluk bir nebze de olsa
doldurulacaktir. Bu ¢alismadan elde edilen sonuglarin bu alanda ¢alismak isteyen

arastirmacilar icin yol gosterici olacagi diisiiniilmektedir.
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8. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu calismada, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin katsayilari ve
baslangi¢c kosullari, siirekli olasilik dagilimlari olan, diizgilin, liggensel, beta, iistel,
normal, gamma dagilimlarindan herhangi biri sec¢ilerek denklemler rastgele hale
doniistliriilmiistiir. Bu doniistiiriilen denklemlerin olasilik  karakteristiklerinden
beklenen deger, varyans ve giiven aralifi hesaplanmistir. Kesirli mertebeden
diferansiyel denklemleri ¢ozmek icin yaklasik analitik ¢oziim yontemlerinden
literatiirde  kullanilan Aboodh Doniisimii  ve Lineer olmayan diferansiyel
denklemler i¢cin Aboodh- Adomian Ayristirma Yontemi kullanilmistir. Elde edilen
cozlimlerin olasilik karakteristiklerinden beklenen deger, varyans ve giliven araligi

MATLAB ve MAPLE programlar1 yardimiyla ¢izdirilmistir.
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9. ONERILER

Bu ¢alismada, Aboodh Doniisiim Yontemi ve Aboodh-Adomian Ayristirma
Yontemi ile ilgili literatiir 6zeti verilmis olup yontemin uygulanisi agiklanmistir.
Diferansiyel denklemlerin katsayilar1 ve baslangic kosullar1 ratsgele degisken
secilerek kesirli mertebeden diferansiyel denklemler rastgele hale getirilmistir.
Ayrica, elde edilen rastgele diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri bulunarak,
¢Oziimlerin olasilik karakterleri incelenmistir. Parametreler farkli olasilik
dagilimlarindan secilerek ¢oziimlerin beklenen deger, varyans ve giliven araliklari
hesaplanmis, ¢6ziim davraniglar1 grafiksel olarak MATLAB ve MAPLE
programlar1 kullanilarak incelenmistir. Aboodh Ddniisiimiiniin ve Aboodh-
Adomian Ayrigtirma Yonteminin, rastgele integral denklemlerine, stokastik

denklemlere ve gecikmeli diferansiyel denklemlere uygulamasi yapilabilir.
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