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SEKIL DiZiNi

Sekil 2.3.1. A ile B noktalar1 arasindaki kus ugusu uzaklik



SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

a.s. : Hemen kesinlikle (almost surely)
A : Bir metrik uzayda yer alan bir yay
([a, b]) . [a, b] aralig1 lizerinde tanimli, bir metrik uzayda degerler alan tiim

yollarin kiimesi
C ([a, b],S) :[a,b] aralig: iizerinde tanimli, S uzayinda degerler alan ve hemen hemen

rektifiye edilebilir tiim yollarin kiimesi

C : Karmagsik sayilar kiimesi

d : Bir d metriginin dogurdugu i¢ metrik

A : Bir kapal1 araligin herhangi bir boliintiisii

|A] : A boluntiistiniin modiili

A(f) . f yolunun rastlantisal ¢ap1

F*(po) : Bir F donilisiimiiniin, p, noktasindaki yayilimi

y : Bir metrik uzayda ya da genel bir topolojik uzayda bir yol

K : Cisim

L§(Q) :Hemen kesinlikle (a.s.) negatif olmayan, reel degerli rastgele
degiskenlerin denklik siiflarinin kiimesi

Lo, (, R) ‘Reel degerli rastgele degiskenlerin denklik siniflarinin kiimesi

Ly (L, R) :Genisletilmis reel say1 degerli rastgele degiskenlerin denklik siniflarinimn
kiimesi

Ly(y) : ¥ yolunun, d metrigine gére uzunlugu

[(A) : Bir A yayinin uzunlugu

Ls . f yolunun rastlantisal uzunlugu

M, d) . Metrik uzay

U : Olgii

u—a.e. . u Olgiisiine gore hemen her yerde (u —almost everywhere)

Ny (g, 4) : p’ nin (g, 1) —komsulugu

N : Rastlantisal norm

QAW : Olgii uzayi

Q,A,P) - Olasilik uzay1

P : Olasilik olgiisii

R : Genisletilmis reel sayilar kiimesi



R* : Negatif olmayan, genisletilmis reel sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

R™ : n boyutlu Oklid uzay1

R(J) : ] doniisiimiiniin goriintii kiimesi

oL : Uzunluk metrigi (i¢ metrik)

SN : Rastlantisal normlu (RN) uzay

(§,0) : Rastlantisal metrik (RM) uzay

(T, 1) : Topolojik uzay

0 : Ly (Q, R) uzaynin sifir elemani

(U, L) : Uzunluk yapis1

Va(y) : ¥ yolunun, A boliintiistine gore toplam varyasyonu
VfA : f yolunun, A béliintiisiine gore rastlantisal toplam varyasyonu
X : Rastlantisal metrik

Xpq = X(p,q) :pile q arasindaki rastlantisal uzaklik



OZET

Yiiksek Lisans Tezi
Rastlantisal Metrik Uzaylarda Parametrik Egriler
Hanife DIBEKCI

Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Celaleddin SENCIMEN

Haziran, 2021

Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, Metrik Geometri ve Rastlantisal Metrik (RM) Uzaylar teorilerinin tarihsel
gelisimlerine yer verilmistir.

Ikinci boliimde, Metrik Geometride yer alan yol (parametrik egri), yay, uzunluk yapisi ve
uzunluk uzay1 gibi bazi temel kavramlara ve bunlara iliskin sonuglara yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde; RM uzaylara iliskin (g, 1) —topolojisi, rastlantisal normlu uzay, bir RM
uzayda yol (parametrik egri), rastlantisal toplam varyasyon, rastlantisal uzunluk, hemen
hemen rektifiye edilebilirlik ve rektifiye edilemezlik kavramlarina yer verilmistir.

Dordiincii boliim, tezin 6zgiin bolimii olup bu bdliimde, bir RM uzayda yer alan yollarin
(parametrik egrilerin) rastlantisal uzunluklarina ve rastlantisal ¢aplarina dair bazi temel
sonuglar elde edilmistir. Ayrica, bu tip yollarin olusturdugu uzaylarin baz1 6zellikleri de
incelenmistir.

Besinci boliim tezin sonug boliimii olup, bu boliimde tez ¢alismasi 6zetlenmistir.

Anahtar Kelimeler: metrik uzay, yol (parametrik egri), yay, uzunluk yapisi, uzunluk uzay,

rastlantisal metrik (RM) uzay, rastlantisal uzunluk
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SUMMARY
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This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, the historical developments of the theories of Metric Geometry and
Random Metric (RM) Spaces are presented.

In the second chapter, some basic concepts such as path (parametric curve), arc, length
structure and length space, and results related to these concepts in Metric Geometry are
presented.

In the third chapter; the concepts of (¢, 1) —topology related to RM spaces, random normed
space, path (parametric curve) in an RM space, random total variation, random length,
almost rectifiability and non-rectifiability are presented.

The fourth chapter is the original part of the thesis, and in this chapter; some basic results
related to the random lengths and random diameters of paths (parametric curves) in RM
spaces have been obtained. Furthermore, some properties of the spaces of these paths have
been investigated.

The fifth chapter is the conclusion part of the thesis; and in this chapter, the thesis is
summarized.

Keywords: metric space, path (parametric curve), arc, length structure, length space,
random metric (RM) space, random length
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1. GIRIS
Bu ¢alismanin ¢ikis noktalari; Cebir, Diferansiyel Geometri ve Topoloji gibi pek ¢ok
alanla yakindan iligkili Metrik Geometri Teorisi ile rastlantisal ozellikler sergileyen

uzakliklarin modellenmesinde bagvurulan kavramlardan biri olan Rastlantisal Metrik (RM)

Uzaylar Teorisidir.

Metrik Geometri, geometrik nesneleri genel olarak metrik ve topolojik metotlarla
analiz eder. Teorinin temellerine iliskin ilk ¢alismalardan bazilar1 Menger (1928), Birkhoff
(1941), Busemann (1942, 1964) ve Alexandrov (1944) tarafindan ortaya konulmustur.
Konunun gelisimine iliskin kapsamli ¢alismalardan bazilar1 Blumenthal (1970), Alexandrov
ve Reshetnyak (1989), Burago vd. (2001), Gromov vd. (2001) ve Papadopoulos (2014)’un

calismalar olarak siralanabilir.

Giintimiizde de Metrik Geometri Teorisi ile ilgili pek ¢ok ¢alisma yayimlanmaktadir.
Yakin zamanda ortaya konulan bazi caligmalardan s6z etmek gerekirse; drnegin, Ergodik
Teorideki bazi uygulamalar i¢in Bader vd. (2016)’nin g¢alismasi incelenebilir. Cebirsel
anlamda birtakim yaklagimlar Larotonda (2019) ile Struve ve Struve (2019)’nin
caligmalarinda bulunabilir. Geometri-Topoloji eksenindeki birtakim uygulamalara da
Crasmareanu ve Bercu (2018), Di Nezza ve Lu (2019), Brady vd. (2020) ile Darvas vd.
(2021) yer vermektedirler. Ote yandan, Gaussier ve Seshadri (2017), Hiperbolik Geometri-
Kompleks Analiz ekseninde yer alan bazi galismalar1 derlemislerdir. Bunlarin yani sira,
teorinin Kuantum Mekanigindeki birtakim uygulamalar1 i¢in Bracken (2019)’in ¢alismasi

incelenebilir.

Ote yandan, Metrik Geometrinin 6nciilerinden biri olan K. Menger ayn1 zamanda
soyut bir kiime tizerinde istatistiksel uzaklik yaklagimini 6ne siiren ilk kisidir. Bu tip bir
kiimeyi “istatistiksel metrik uzay” olarak adlandirmistir (bkz. Menger, 1942). Giliniimiizde
bu tip kiimeler “olasiliksal metrik (OM) uzay” olarak adlandirilmaktadir. Bir OM uzayda iki
nokta arasindaki uzaklik rastlantisal olup bir olasilik dagilim fonksiyonu ile temsil edilir.
OM Uzaylar Teorisine iliskin pek ¢ok ¢alisma olup bunlarin 6nemli bir kism1 Schweizer ve
Sklar (1983), Constantin ve Istratescu (1989), Hadzic ve Pap (2001) ile Lafuerza-Guillén ve
Harikrishnan (2014)’1n ¢alismalarinda bulunabilir. OM uzaylarin fiziksel uygulamalarina ise

Rosen (1947)’in, Blokhintsev (1973)’in ve Roy (1998)’un calismalarinda yer verilmistir.



Bu tezin konusunun bir pargasini olusturan RM uzay kavramui ise Spacek (1956,
1960) tarafindan tanimlanmis olup daha sonra pek ¢ok arastirmaci tarafindan ele alinmistir
(bkz. Simboan ve Theodorescu (1962), Onicescu (1964), Stevens (1968), Calabrese (1978),
Sherwood (1969), Brown (1972), Schweizer ve Sklar (1983), Guo (1999, 2001a, 2001b)).
OM uzaylar ve RM uzaylar yakindan iligkili olsa da bazi temel araglari yoniinden
birbirlerinden  farklidirlar. Ornegin, RM Uzaylar Teorisinde, olasiik dagilim
fonksiyonlarmin yerine, Olasilik Teorisinin 6l¢ii-teorik araglar1 6nemli bir rol oynar. Bir RM
uzayin iki noktasi arasindaki mesafe bir rastgele degisken veya o —sonlu bir 6l¢ii uzay1
tizerinde taniml1, daha genel bir u —olgiilebilir fonksiyondur. RM uzaylarin tarihsel gelisimi
Schweizer ve Sklar (1983) ile Guo (1999, 2001a, 2001b)’nun ¢alismalarinda bulunabilir.
Bunun yanm1 sira, RM uzaylarin bazi uygulama alanlart1 da mevcuttur.
Omegin; Olgii Teorisindeki uygulamalar icin Guo (1996)’nun, Yaklasim Teorisindeki
uygulamalar i¢in Guo ve You (1998)’nun, Fonksiyonel Analizdeki uygulamalar i¢in Guo
(2010)’nun ve kosullu risk 6l¢iilerindeki uygulamalar i¢cin Guo vd. (2014)’nin makaleleri
incelenebilir. Son olarak, bu uzaylara iliskin giincel arastirmalar igin Zhang ve Liu
(2017)’nun, Thang vd. (2019)’nin ve Guo vd. (2020)’nin ¢alismalar1 incelenebilir.

Ote yandan; Xavier (1979) ve Oliveira (1987)’nin ¢alismalarinda, olasilik dagilim
fonksiyonlarindan yola ¢ikilarak, bir OM uzaydaki egrilerin yay uzunluklarinin incelendigi
goriilmektedir. Ayrica, Sengimen (2020)’in ¢alismasinda bu tiir geometrik kavramlar bir RM

uzayda ele alinmistir.

Bu tez calismasinin amaci ise; oncelikle Metrik Geometrinin bazi temel kavramlarini
ve sonuglarini 6zetleyerek incelemek, sonrasinda da bu araglarin bazilarindan yola ¢ikarak,
tizerinde (g, 1) —topolojisi tanimlanmig bir RM uzayda yer alan yollarin (parametrik

egrilerin) bazi temel 6zelliklerine dair birtakim sonuglar elde etmektir.

Bir soyut uzayda yer alan herhangi bir egrinin matematiksel 6zellikleri o uzayin
geometrik analizi i¢in bir temel olusturdugundan, uzakliklarin olasiliksal belirsizligini temel
alan ve ¢esitli uygulama alanlar1 olan RM uzaylardaki yol kavraminin ve buna iliskin diger
araglarin incelenmesinin bu tip uzaylarin geometrik Ozelliklerine bir odlgiide katki

saglayacagi diisiiniilmektedir.



2. GENEL BILGILER

Bu bolimde bazi temel kaynaklardan yararlanilarak, genel itibariyle Metrik

Geometrinin bazi temel kavramlari ve sonuglart tanitilmistir.
2.1 Metrik Uzaylarda Yollar

Bu kesimde yer alan bilgiler i¢in genel olarak Papadopoulos (2014)un

calismasindan yararlanilmistir.

Diizlemde ve {li¢ boyutlu uzayda yer alan egrilerin uzunluklarinin hesab1 olduk¢a eski
bir ugrasi olup kokeni Arsimet’e kadar uzanir. Metrik uzaylardaki yollarin (parametrik
egrilerin) incelenmesi ve temel 6zelliklerinin ortaya konulmasi ise Metrik Uzaylar Teorisine
kosut olarak, 20. yiizyilin basina dayanir. Jordan, Fréchet, Lebesgue ve Menger gibi 6nde

gelen matematikcilerin bu konuya katkilart biiytiiktiir.

Bir metrik uzayda yer alan bir yolun uzunlugu, bu metrik uzay1 tanimlayan uzaklik
aksiyomlari ve bir limit islemi yardimiyla tanimlanir. Herhangi iki noktasi, sonlu uzunluga
sahip bir yolla baglanabilen (rektifiye edilebilir yollarla baglantili) metrik uzaylar

Matematiksel Analizde ve Geometride 6dnemli bir rol oynar.
Bu baglamda; ilk olarak, bir metrik uzayda “yol” kavrami goz oniine alinacaktir.

Tammm 2.1.1 (M, d) bir metrik uzay olmak iizere a,b € R ve a < b olsun. Bu durumda
y:[a,b] = M bi¢iminde tanimli, siirekli bir donlisiime, M uzaymda bir yol adi verilir.
y(a) = p ve y(b) = q ise p ve q noktalarina, y’nin u¢ noktalar: denir. Béyle bir durumda

y yolu p ve q noktalarini birlestirir denir.

Bazi kaynaklarda (6rnegin; Alexandrov ve Reshetnyak, 1989) yol yerine, parametrik
egri ifadesi de kullanilmakta ve bir y yolunun goriintii kiimesi olan y([a, b]) kiimesi ise
y’min dayanagr olarak adlandirilmaktadir. Her ne kadar “yol” ve “parametrik egri”
kavramlar1 birbirinin yerine kullanilabiliyor olsa da, bu tezde genel olarak; t parametresi
[a, b] tlizerinde artarken y(t) noktalarmin M uzaymnda olusturdugu egri (ki bu egri,
tizerindeki noktalarin herhangi birinden birkac kez gecebilir), y yolunun temsil ettigi egri
biciminde ifade edilecektir. Tersine, bir “egrinin parametrik gosterimini” ifade eden
doniisim de “yol” olarak degerlendirilecektir. Burada dikkat edilmesi gereken husus, y

yolunun dayanag: kavrami ile y yolunun temsil ettigi egri kavrami arasindaki ayirtidir.

3



Tanmim 2.1.2 Bir [a, b] araliginin a ve b noktalarini da igeren sonlu bir A alt kiimesine,
[a, b] araliginin bir altbéliimii (béliintiisii) adi verilir. A’nin herhangi bir elemanina, A’nin
bir késesi denir. a =ty < t; < -+ < t, = b kosulunu saglayan, koselerin artan bir sirada
oldugu, sonlu bir (t;);=o,. . reel dizisi igin A = (t;);=o,. n gOsterimi; A’nimn bir boliintii
oldugu, t; noktalarinin A’nin kdseleri oldugu, bu noktalarin ikiserli farkli olduklar1 ve artan

bir sirada dizildikleri anlamina gelir. Ayrica, |A| = max (t;+1 — t;) ifadesine, A’nin
1=0,..,n—

modiilii denir.

Bundan sonraki tiim kisimlarda a < b oldugu varsayilacak ve (M, d) metrik uzay:

kisaca M ile gosterilecektir.

Tanmim 2.1.3 y:[a,b] > M bir yol olmak iizere [a,b] araliginin bir bdliintiisii

A = (t;)i=o0,.n Olsun. Bu durumda

Va®) = 255 d(y &), v (tirn)) (21.1)

sayisina; y yolunun, A boliintiistine gore toplam varyasyonu denir. Bunun yardimiyla,
La(y) = supVa(y) = sup Yo d(y (&), v(tivn)) (2.12)

bigiminde tanimlanan Ly (y) sayisina ise y’nin uzunlugu denir. Buradaki supremum, [a, b]
araliginmn tim A = (t;);=¢ .. boluntiileri tizerinden alinmakta olup bir yolun uzunlugu sonlu

ise bu yola, rektifiye edilebilir (yenilenebilir) denir.

Genel olarak, 0 < Ly(y) < oo dur. [a, b] araliginin bir bolintiisii A = {a, b} olmak
tizere y(a) = p ve y(b) = q olsun. Budurumda d(p, q) < L4(y) yazilabilir. Yani bir yolun

uzunlugu, o yolun u¢ noktalari arasindaki uzaklik tarafindan alttan siirlandirilir.

(2.1.2) esitliginde genellikle kisalik bakimindan L, (y) yerine L(y) yazilir. Ancak bu
caligmada, herhangi bir gosterim karmasasina neden olmamak igin Ly;(y) gosterimi

kullanilacaktir.

Teorem 2.1.4 y:[a, b] = M bir yol olmak tizere L (y) = |1Ai|mo Va(y) dir.

Ote yandan, y:[a, b] = M bir yol olmak iizere Ly (y) = 0 olmasi igin gerek ve yeter
kosul; y’nin bir sabit yol olmasidir, yani her t € [a, b] igin y(t) = p, olacak bigimde bir



Do € M bulunmasidir. Ornegin, M bir diskret metrik uzay olmak iizere M uzayindaki her

nokta izole nokta oldugundan, M’deki her yol sabittir ve bu tip bir yolun uzunlugu sifirdir.

Bir yolun belirledigi egrinin (metrik uzaydaki noktalar kiimesinin), birden fazla

parametrik gdsterimi olabilir. Bu duruma iligkin bir kavram asagida verilmistir.

Tammm 2.1.5 y;:[a,b] = M ve y,:[c,d] = M bigiminde y; ve y, yollart verilsin. Eger
Y:[c,d] - [a, b] olmak {izere monoton, Orten ve y, = y; o kosullarin1 saglayan bir
doniisimii bulunabiliyorsa y, yolu, y; yolundan, parametre degisimi yardimiyla elde

edilmigtir denir. 1y doniistimiine ise parametre degigimi ad1 verilir.

Yukaridaki tanimda yer alan 1 doniisiimiiniin bir homeomorfizm olmasi gerekmez.
Ayrica, R’nin herhangi iki araligi arasinda tanimli, monoton ve orten bir doniigiim stirekli

oldugundan ¥ doniisiimii de siireklidir.

Teorem 2.1.6 vy :[a,b] > M ve y,:[c,d] = M olmak iizere y, yolu, y; yolundan,
parametre degisimi yardimiyla elde edilmis olsun. Bu durumda L;(y;) = Ly (y>) dir; yani
uzunluk, parametre degisimi altinda degismezdir.

Simdi de metrik uzaylardaki yollarin uzunluklarmma dair bazi temel sonuclar

incelenecektir.

Gosterim. [ bir kapali aralik olmak iizere I’nin kapali bir alt aralig1 [ olsun. y: 1 — M bir
yol olmak iizere y’nin I, lizerine kisitlanmis bigimi, y|; : [ = M seklinde gosterilecektir.
Ayrica, herhangi bir y: [a, b] = M yolu ve herhangi bir t € [a, b] i¢in y|[44 yolu kisaca y,

ile ifade edilecektir.

Teorem 2.1.7 (Uzunlugun Toplamsal Olmasi) y: [a, b] = M bir yol olsun. Bu durumda

her ¢ € [a, b] i¢in Ly(y) = Lg (V|[a,c]) + La(¥licpp) dir.

Teorem 2.1.8 Rektifiye edilebilir her y: [a, b] = M yolu igin t = L;(y,) bigiminde tanimli

doniisiim, [a, b] lizerinde artan ve siireklidir.

Simdi de M uzayinda yer alan ve bir [a, b] aralig1 lizerinde tanimli olan tiim yollarin

kiimesi, @([a, b]) ile gosterilsin. Ayrica 4,y € €([a, b]) olmak lizere

Qr1,v2) = tggr;)] d(y1(6),72(t)) (2.1.3)



bigiminde tanimlansin. Bu durumda ©([a, b]) kiimesi @ metrigine gore bir metrik uzay olur.
Ayrica, Ly: @([a, b]) — R* bigiminde tanimlanan ve her bir y yoluna, bu yolun uzunlugunu

(Lq(y) sayisi) esleyen L, doniisiimiine, uzunluk fonksiyonu adi verilir.
2.2 Metrik Uzaylarda Yaylar

Bu kesimde, metrik uzaylardaki yollarin temsil ettikleri egrilerin énemli bir sinifi

olan yaylarin baz1 6zellikleri incelenecektir.

Tamim 2.2.1 (M, d) bir metrik uzay olmak iizere y: [a, b] = M bigiminde tanimli bir y yolu
verilsin. y bir homeomorfizm ise y([a, b]) = A kiimesine, M uzayinda bir yay adi verilir.
y(a) = p ve y(b) = q ise p ve g noktalarina, A’nin u¢ noktalar: denir. p noktasina, A’nin
baslangi¢ noktas1 ve q noktasina ise A’nin bitis (varis) noktas: adi verilir. A yayinin bu
sekilde yonlendirilmesiyle elde edilen, A’nin sirali bir Z = (py, ..., p,) alt kiimesine, normal

olarak siralanmuigtir denir (Blumenthal, 1970).

Tamm 2.2.2 A bir yay ve Z = (py, ..., py) olmak iizere (Z) = Y% d(p;, pi+1) biciminde

tanimlansin. Bu durumda sup [(Z) ifadesine, A’nin wzunlugu adi verilir ve [(A) ile
ZCA

gosterilir. L(A) sonlu ise A yay: rektifiye edilebilir denir (Blumenthal, 1970).

Z c A olmak iizere 1, ...,n indislerinin her bir (i(1), ..., i(n)) permiitasyonuna bir
2711;11 d(pl-( ) Pic j+1)) sayisi karsilik gelir. Bu yolla elde edilen sayilarin en kii¢iigii A(Z) ile
gosterilmek lizere, bu sayiya karsilik gelen herhangi bir permiitasyon, Z kiimesi boyunca bir
en kisa yon secer ve bu yontemle elde edilen kiimeye, Z nin jeodezik siralanisi denir. Her

Z i¢in A(Z) < U(Z) oldugu agiktir. Eger A yayi rektifiye edilebilir ise

sup A(Z) =sup I(Z) = 1(A) (2.2.1)

ZCA ZCA

dir (Blumenthal, 1970).

Simdi ise reel degiskenli fonksiyonlardaki “tiirev”” kavramina benzerlik gosteren bir

kavram goz oniine almacaktir.

Tamm 2.2.3 (M4, d;) ve (M,, d,) birer metrik uzay olmak iizere siirekli bir F: M; - M,

dontigiimii verilsin. Ayrica, M; uzaymin bir yigilma noktasi p, olmak {izere p,q € M; ve

p # q igin



2.2.2
p.a-p, d1(®.q) ( )

bi¢iminde tanimlansin (burada p = p, ya da g = p, olabilir). Buna gore,
(i) F*(py) € R ise F doniisiimii p, noktasinda sonlu yayilima sahiptir denir.
(i) F*(py) = oo ise F dontistimiiniin, p, noktasindaki yayilimi sonsuzdur denir.

(iii) F*(py) mevcut degilse F doniistimiiniin, p, noktasindaki yayilimi belirsizdir denir.
(Wilson, 1935)

Ozel olarak, M; = M, = R olmak iizere F: M; — M, fonksiyonu bir a noktasinda
tirevlenebilir ise F*(a) € R olup F*(a) = |F'(a)| dir (Wilson, 1935).

Teorem 2.2.4 (M, d;) ve (M,, d,) birer metrik uzay olmak iizere M; uzayinin bir y1gilma

noktasi p, olsun. Buna gore;

(i) F:M; > M, dontsimii bir homeomorfizm ve F(py)=gq, olmak iizere

F*(po) € R\ (0} ise (F™)"(qo) = iy dir. F*(po) = 0 ise (F71)'(g0) = o olup.

F*(po) = oo ise (F71)"(qo) = 0 dur.

(if) M; kompakt olmak iizere siirekli bir F: M; = M, doniisiimii, M; uzayinin her yigilma

d,(F(p),F(q))

ifadesi M, tizerinde sinirhdir.
d,(p.q)

noktasinda sonlu bir yayilima sahipse

(iii) M; kompakt olmak {izere siirekli bir F: M; = M, doniisiimii verilsin. Her bir p € M,

d,(F(p),F(q))

ifadesi;
d,(p.q)

icin F*(p) € R olmak tizere F* doniisiimii M, {lizerinde siirekli ise

M, iizerinde, F*(p) ifadesine diizgiin yakinsaktir.
(Wilson, 1935)

Gosterim. (M, d) bir metrik uzay olmak iizere M uzaymda bir A yay1 verilsin. Ayrica,
# : [0,1] = A doniisimi bir homeomorfizm olsun. a, b € [0,1] olmak iizere A yaymn, #(a)

noktasindan baslaylp #(b) noktasina uzanan alt yayr Ag(a,b) ile gosterilsin
(bkz. Gaddum, 1953). A4 (a, b) rektifiye edilebilir ise uzunlugu I (a, b) ile gosterilecektir.



d(f(w).$ ()

Teorem 2.2.5 Her bir t € [a,b] c [0,1] igin #*(t) = lim
uv-t  |u-vl

€ Rise Ay(a, b)

rektifiye edilebilirdir (Wilson, 1935; Gaddum, 1953).
Teorem 2.2.6

(i) E c [0,1] olmak fizere her bir t € E i¢in #*(t) € R ise #* fonksiyonu E tizerinde

sureklidir.

(if) Kapali bir E c [0,1] kiimesi verildiginde her bir t € E i¢in #*(t) € R oluyorsa
d(#(w).$ ()

= ifadesi; E tizerinde, #*(t) ifadesine diizgiin yakinsaktir.

(Gaddum, 1953)
Teorem 2.2.7 Her bir t € [a, b] < [0,1] igin #°(¢) € Rise ly(a,b) = [> #*(t) de dir.
(Gaddum, 1953)

2.3 Uzunluk Yapilar1 ve Uzunluk Uzaylari

Metrik uzaylardaki yollara iliskin en 6nemli kavramlardan biri de “uzunluk uzay1”dir.
Bu baglamda; ilk olarak, genel bir topolojik uzayda yer alan yollara iliskin bazi temel
kavramlara ve sonuglara deginilecektir. Bu kesimde yer alan bilgiler i¢in Burago vd.
(2001)’nin ¢aligmasindan yararlanilmistir.

Sekil 2.3.1 A ile B noktalar1 arasindaki kus ugusu uzaklik.



Oncelikle, konu hakkinda bir fikir vermesi agisindan Sekil 2.3.1 incelendiginde, iKi
dagin zirveleri arasindaki kus ucusu mesafe ile yiiriiyiis mesafesinin ayni olmadigi

goriilecektir.

Metrik Geometride genellikle “yol uzunlugundan” hareket edilerek bir “metrik”
kavramma ulasilir. Ornegin, bir metrik uzayda yer alan herhangi iki nokta arasindaki
uzakliga alternatif olarak, bu noktalar1 birlestiren yollarin uzunluklarinin en biiyiik alt sinir1
(infimum) g6z Oniine alinabilir. Uzunlugu 6lgtilebilen bir yol ise genellikle, uygun yol olarak

adlandirilir.

Tamim 2.3.1 (T, 7) bir topolojik uzay olmak tizere I € R bigiminde bir I araligi verilsin. Bu
durumda y:I — T bigiminde verilen siirekli bir y doniisiimiine, T uzayinda bir yol adi

verilir.
Burada [ araligi bir dejenere aralik (tek nokta kiimesi) olarak da alinabilir.

Tamm 2.3.2 (T, 7) bir topolojik uzay olmak iizere T uzayindaki tiim yollarin igerisinde
uygun yol olanlarinin olusturdugu sinif, U ile gosterilsin. Ayrica, L: U = R* bi¢iminde bir
L fonksiyonu verilsin. Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa (U, L) swrali ikilisine, T

uzayinda bir uzunluk yapisi ve L fonksiyonuna ise bir uzunluk fonksiyonu adi verilir:

(i) U sinifi kisitlamalar altinda kapalidir: Eger y: [a, b] = T doniisiimii bir uygun yol ve
a<c<d<biseynn [c,d] araligina kisitlanmis bigimi olan y .4} doniisimii de bir

uygun yoldur.

(i) U sinifi baglamalar (eklemeler/carpimlar) altinda kapalidir: y: [a, b] = T doniisiimii bir
yol olmak Uzere y|jq V€ ¥|cp; dOniigtimleri sirasiyla, y; ve y, olarak gosterilsin. Bu
durumda y yoluna, y; ve y, yollarinin baglanisi adi verilir ve y = y; * ¥, bi¢iminde

gosterilir. Eger y; ve y, birer uygun yol ise y doniisiimii de bir uygun yoldur.

(i) U sinifi en azindan, dogrusal yeniden parametriklestirmeler altinda kapalidir:
y:[a,b] = T bir uygun yol ve ¢:[c,d] - [a, b] olmak iizere ¢(t) = at + B bi¢iminde
tanimlanan bir homeomorfizm igin (y o ¢)(t) = y(¢(t)) bi¢iminde tanimlanan y o ¢
bileskesi de bir uygun yoldur.



(iv) L fonksiyonu toplamsaldir: ¢ € [a,b] olmak lizere,
L(¥itas1) = L(iaar) + L(¥ifer) dir.

(V) Bir yolun bir pargasinin uzunlugu pargaya siirekli bir bigimde baglidir: Sonlu uzunluktaki
bir y:[a, b] = T yolu igin, y|[q kisitlamasinin uzunlugu L(y, a, t) ile gosterilmek iizere

L(y, a,") siirekli bir fonksiyondur (Buradan L(y, a, a) = 0 elde edilir).

(vi) L fonksiyonu yeniden parametriklestirmeler altinda degismezdir: Lineer bir ¢

homeomorfizmi i¢in L(y o ) = L(y) dir.

(vii) Uzunluk yapisi, T topolojisi ile uyumludur: p € T olmak lizere p noktasmin bir U,
komsulugu verildiginde, p noktasi ile U, kiimesinin tiimleyeninin noktalarini birlestiren

yollarin uzunlugu i¢in inf {L(y):¥(a) = p, y(b) € T\U,} >0 dur.

Ote yandan, d bir metrik olmak iizere d’nin dogurdugu uzunluk yapisi sdyle
tanimlanir: Kapali araliklar tarafindan parametriklestirilmis tiim siirekli yollar uygun

yollardir ve uzunluk ise Tanim 2.1.3’de oldugu gibi, L(y) = Ly(y) = sup Va(y) bigiminde
A

verilen L, fonksiyonu ile tanimlidir.

Ornek 2.3.3 (Manhattan'da Araba Siirmek) Buradaki uzay Oklid diizlemi olup yollarin
uzunlugu Oklid metrigine goredir. Tek fark, uygun yollar sinifi, koordinat eksenlerine
paralel pargalar igeren kirik dogrularla smirlandirilmistir. Burada yollarm her biri bir
dontisiim olup, kirik dogrularin her biri ise bir kiimedir. Bir bagka ifadeyle, yollarin goriintii

kiimeleri kirik dogrulardir.

Simdi de uzunluk yapisi tastyan bir (T, t) Hausdorff topolojik uzay1 verilsin. Bu

durumda, y bir uygun yol belirtmek tizere herhangi p, q € T i¢in

p.(p,q) =inf {L(y) | y:[a,b] > T, y(a) =p, y(b) =q} (2.3.1)

bi¢ciminde tanimlanan p; fonksiyonu bir metrik olup (T, p.) ikilisi bir metrik uzay belirtir.

Buradaki p; fonksiyonu uzunluk metrigi ya da i¢ metrik olarak adlandirilir.

Yukaridaki tanimda minimum yerine infimum alinmasinin nedeni, iki nokta arasinda
bir en kisa yol bulunamayabilecegidir. Ornegin, Oklid diizleminden uglar1 agik bir afin

sekme (dogru pargasi) ¢ikarilirsa sekmenin u¢ noktalar1 arasinda bir en kisa yol bulunamaz.
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Teorem 2.3.4 y:[a,b] = T olmak iizere y sonlu uzunluga sahip, uygun bir yol ise y yolu

pp, metrigine gore streklidir, yani y: [a, b] — (T, p;) doniisiimii de bir yoldur.

Ote yandan; p,q € T olmak iizere p ve q noktalar1 sonlu uzunluga sahip bir yolla
birbirlerine baglanabiliyorsa bu noktalar ayn: ulasilabilirlik bilesenine aittir denir. Bu

ulagilabilirlik bagintis1 bir denklik bagintisidir.

Genel olarak, (M, d) bir metrik uzay olmak tizere d metrigi, (U, Ly) ile gosterilen bir
uzunluk yapisi dogurur. BU uzunluk yapisi ise rektifiye edilebilir yollar yardimiyla,
ulasilabilirligin her bir bileseni tizerinde bir i¢ metrik dogurur. Yani y: [a, b] > M ve y bir

uygun yol belirtmek tlizere herhangi iki p, g € M icin
pL, (0 q) =inf {Ly(y) | y:[a,b] > M, y(a) =p, v(b) = q} (2.3.2)

bi¢iminde tanimlanan p; , fonksiyonu bir i¢ metrik (uzunluk metrigi) olup d metriginin
dogurdugu i¢ metrik olarak adlandirilir ve kisaca, p;, = d yazilir. Eger 6zel olarak d = d

oluyorsa (M, d) metrik uzayina, bir uzunluk uzayr adi verilir.

Ote yandan, her metrik bir i¢ metrik olmayabilir. Hatta (M, d) bir uzunluk uzay1 ve
K c M olmak iizere, d'nin K tizerine kisitlanisi bile bir i¢ metrik olmayabilir. Diizlemde yer
alan bir cember bu duruma bir 6rnektir. Oklid uzakhiginin ¢ember iizerine kisitlanmasi
yoluyla dogurulan i¢ metrik, agisal metriktir. Ayrica, herhangi bir metriklenebilir

topolojinin, bir i¢ metrik tarafindan dogurulmasi gerekmez.

Teorem 2.3.5 Uzunluk yapist tastyan bir (T, t) topolojik uzay1 ve buna iliskin (T, p,) metrik
uzay1 verilsin. Bu durumda p; metriginin dogurdugu topoloji, T topolojisinden daha incedir;
yani (T, 7) uzayinda agik olan bir kiime (T, p;) metrik uzayinda da agiktir. Genel olarak, bu

iki topoloji denk degildir.

Ornegin, (x,y), (u,v) € R? olmak iizere [(x,y), (u,v)] ifadesi, (x,y) ile (u,v)
noktalarini birlestiren dogru parcasini gostersin ve bir
B =[(0,1),(0,00] U (Ug-4[(0,1), (1/n,0)]) kiimesi verilsin. Bu durumda, R?’den alinan
topolojiye gore, ((1/n,0)) noktalar dizisi (0,0) noktasina yakmsar. Ote yandan, bu
noktalardan, farkli herhangi ikisi arasindaki uzaklik, dogurulan i¢ metrige gore en az 2 olup

bu dizi, dogurulan i¢ metrige gore raksaktir.
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Teorem 2.3.6 (M, d) bir metrik uzay olmak iizere d’nin dogurdugu i¢ metrik d olsun. Bu

durumda
(i) Eger y yolu (M, d) uzayinda rektifiye edilebilir ise Lz (y) = Lq(y) dur.

(i) d i¢ metriginin dogurdugu i¢ metrik yine d dir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bdliimde, 4. Boliimde arag olarak kullanilacak olan RM uzaylara iligkin bazi temel

kavramlara ve sonuglara yer verilmistir.

(Q, A, P) bir olasilik uzay1 olmak tizere () tizerinde tanimli, hemen kesinlikle (a.s.)
esit olan fonksiyonlar ayni denklik sinifinin elemani olarak kabul edilirler. Buna gore, bir
denklik sinifi aym1 zamanda bir fonksiyon olarak ele alinmak iizere asagidaki fonksiyon

uzaylari verilsin:

(i) Lo(Q,R): Q tizerinde tanimli, reel degerli rastgele degiskenlerin denklik simiflarinin

kiimesi,

(i) L§(Q): & € Ly(Q,R) olmak iizere é(w) =0 a.s. kosulunu saglayan ¢&

fonksiyonlarimin kiimesi,

(iii) Lo(Q,R) : Q tlizerinde tanimli, genisletilmis reel say1 degerli rastgele degiskenlerin

denklik siniflarinin kiimesi.

Lo (Q, R) kiimesi bir lineer uzay olup bu uzayin sifir eleman: 0 ile gosterilecektir.

Burada O(w) =0 a.s. bigiminde tanimlidir.

Herhangi v,{ € Ly(Q,R) i¢in v < { © v(w) < {(w) a.s. bigiminde tanimlanir.

Lo (£, R) kiimesi bir tam kafes ve L, (€, R) kiimesi ise bir Dedekind tam vektor kafesidir.

Yukaridaki bilgiler icin Guo (2010) nun ¢alismasindan yararlanilmistir. Ote yandan,
Lo(Q,R) kiimesi olasilik oSlgiisiine gore yakinsakligin topolojisine sahip bir topolojik
cebirdir (bkz. Vakhania vd., 1987). Bu kafeslerin daha detayli o6zellikleri, Schechter
(1997)’in ve Guo (2010)’nun ¢aligmalarinda bulunabilir.

Tamm 3.1 (Q, A, P) bir olasilik uzay1, S # @ ve X: S X S — L{ () olmak iizere herhangi
p,q € Sicin X (p, q) = X,4 biciminde gosterilsin. Eger her p,q,r € S i¢in

RM1) X,y=0ep=q

(RM2) X,, =X,

p

(RM3) X, < Xpg + Xgr
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kosullar1 saglantyorsa (S, X)) sirali ikilisine, tabani (€, A, P) olan bir rastlantisal metrik
(RM) uzay denir. Ayrica X, rastgele degiskeni, p ile q arasindaki rastlantisal uzaklik olarak
adlandirilir. Eger (RM 1) aksiyomu, “ p = q = X,q = 0” bigiminde zayiflatilirsa (S, X)
sirali ikilisine, taban1 (Q, A, P) olan bir rastlantisal sozde metrik (RSM) uzay denir (Guo;
1999, 2001a).

Uyan 3.2

(i) Tanim 3.1’de verilen X fonksiyonu, ayn1 zamanda E —rastlantisal metrik olarak da
adlandirilir (bkz. Guo, 2001a). Fakat bu ¢alismada (S, X) sirali ikilisi ya da kisaca S kiimesi,
rastlantisal metrik (RM) uzay ve X fonksiyonu da Guo (1999)’un ¢alismasinda oldugu gibi,
rastlantisal metrik olarak adlandirilacaktir. Gerekmedik¢e (€, A, P)taban uzayindan

bahsedilmeyecektir.

(il) Xpq(w) ifadesi, p ve q arasindaki, w aninda veya w godzlemcisi tarafindan saptanan

uzaklik olarak yorumlanabilir (bkz. Calabrese, 1978) .

(iii) Guo (1999)’nun ¢alismasinda, bir RM uzay daha genel olarak syle tanimlanmaktadir:
Xpq fonksiyonu, o —sonlu bir (Q,A, u) 6lgii uzay: iizerinde tanimh, pu —olgiilebilir bir
fonksiyonun denklik smifidir ve L§(Q) yerinede, 0 < é(w) < o (1 — a.e.) esitsizligini
saglayan u —olgiilebilir tiim & fonksiyonlarinin (aslinda, denklik siniflarinin) kiimesi alinir.
Ancak, bu tez ¢aligmasinda bir RM uzaym tabani, Tanim 3.1°de oldugu gibi, bir (Q, A, P)

olasilik uzay1 olarak alinacaktir.

(iv) Tanim 3.1 ile verilen RM uzayda rastgele degiskenlerin denklik siniflar1 temel
alinmaktadir. Bunun yerine, rastgele degiskenlerin kendilerini temel alan bir RM uzay tanimi
icin Brown (1972) ile Schweizer ve Sklar (1983)’1n ¢alismalar1 incelenebilir. Guo (1999)’ya

gore her iki tanim birbirine denktir.

Simdi de bir RM uzayin topolojik yapisina yer verilecektir. Tabani (€, A, P) olan bir
RM uzay (S,X)olsun.e >0ve 0 < 1< 1igin

U(e, D) ={(p,q) €SxS: Plwe Q:Xp,(w) <e}>1— 1} (3.1)

={(p,q) €SxS: P(Xpq<e)>1-2} (3.2)
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bigiminde tanimlansin. Bu durumda {U(g,A): € >0, 0 < A < 1} koleksiyonu S iizerinde
tanimli bir Hausdorff diizglinligii i¢in bir taban olusturur. Bu diizgiinliigiin dogurdugu
topolojiye, (g, 1) —topolojisi denir (Guo, 1999). Boylelikle, (S,X) bir RM uzay ve p € S

olmak tizere
Ny(g,4) = {q €S: P(qu < e) >1- /1} (3.3)
kiimesi, p’nin (g, A) —komsulugu olarak adlandirilir (bkz. Schweizer ve Sklar, 1983).

Son olarak, RM uzaylarin 6zel bir sinifi olan rastlantisal normlu uzaylardan s6z

edilecektir. Benzer bir tanim i¢in, Haydon vd. (1991)’nin ¢alismasi incelenebilir.

Tamm 3.3 K bir cisim (R veya C) olmak iizere K tizerinde bir lineer uzay S olsun ve S’nin
sifir vektorii 6 ile gosterilsin. Ayrica, (Q, A, P) bir olasilik uzay1 ve N: S - L§ () olmak
lizere herhangi bir p € S i¢in N(p) = N,, bigiminde gosterilsin. Eger her « € Kve p,q € S

igin

(RN1) N, =0 p=6
(RN 2) Ngp = lal N
(RN3) Npig < Np +Ng

kosullart saglaniyorsa (S,N) sirali ikilisine; K {izerinde, tabani (Q,A, P)olan bir
rastlantisal normlu (RN) uzay denir. Eger (i) kosulu, “p =6 = N, = © dir” olarak

zayiflatilirsa (S, N) ikilisine, rastlantisal yari normlu uzay denir (Guo, 2001a).

Ayrica, herp,q € Sicin X (p, q) = Xpq = Np—q seklinde bir tammlama yapilirsa her
RN uzay bir RM uzay olur (Sengimen, 2020).

Ornek 3.4 (S, || . |]) bir normlu uzay ve I = [0,1] olsun. I’nin tiim Lebesgue dlciilebilir alt
kiimelerinin o —cebri A ve m fonksiyonu Lebesgue 0l¢iistinii gdstermek tizere (I, A, m)
olasilik uzay1 verilsin. Ayrica, & € L{(1)\O olmak iizere sabit bir ¢ rastgele degiskeni
almsm. p€S, w €IveN: S L§(I) olmak iizere N,(w) = | pll¢(w) bigiminde
tanimlanmas1 durumunda (S, N) ikilisi, taban1 (I, A, m) olan bir RN uzay olur. Bu tip bir
RN uzaym ve bunun dogurdugu genel bir RM wuzaymm insast i¢in

Schweizer ve Sklar (1983)’1n ¢aligmasi incelenebilir.
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Tamim 3.5 (S, X) ikilisi bir RM uzay olmak iizere f: [a, b] — S bi¢iminde verilen siirekli

bir f donilisiimiine, S uzayinda bir yol denir (Sengimen, 2020).

Yukaridaki tanima gore, her bir e >0 ve A € (0,1) i¢in bir § > 0 bulunabiliyor
dyle ki |t; — t,] < & iken P(Xr(ep) (e, < €) > 1 — A oluyorsa f doniisiimii bir yoldur. Bu
tezde, t € [a, b] bir parametre olmak tizere bu tip bir f yolu ayni1 zamanda, S uzayinda bir
parametrik egri olarak adlandirilacaktir. t parametresi [a, b] tzerinde artarken f(t)
noktalarinin S uzayinda olusturdugu egri (ki bu egri, izerindeki noktalarin herhangi birinden
birka¢ kez gegebilir), f yolunun temsil ettigi egri olarak adlandirilacak ve C(f) bi¢iminde

gosterilecektir.

Ornek 3.6 (Q,A, P)bir olasilik uzay1 ve (M,d) ikilisi, iizerinde Borel o —cebri
tanimlanmis, ayrilabilir bir metrik uzay olsun. Q’nin yalnizca ihmal edilebilir alt kiimeleri
tizerinde farklilik gosteren doniisiimler 6zdes kabul edilerek; (’dan M igine tanimli,
Olciilebilir dontlistimlerin (rastgele elemanlarin) denklik siniflarinin kiimesi, S ile gosterilsin.
Simdi X:SxS-L{(Q) olmak iizere her p,g€S ve wEeEQN igin
[X(p, Dl(w) = Xpq(w) = d(p(a)),q(a))) bigiminde tamimlansin. Bu durumda (S,X)
ikilisi, tabani1 (€, <A, P) olan bir RM uzaydir (Guo, 2001a). Ote yandan, Sherwood (1969)’un
calismasinda S kiimesi, tabanmi (£, A, P)ve hedefi (M,d) olan bir E —uzay olarak
adlandirilir. Bu uzay ayn1 zamanda bir OM uzaydir. Bu 6zel RM uzay i¢in herhangi bir
f:la,b] = (S,X) yolu bir rastlantisal fonksiyondur (bkz. Guo, 2001a; Sengimen, 2020).

Tamm 3.7 (S, X) ikilisi, taban1 (, A, P) olan bir RM uzay olmak iizere bir f:[a,b] = S
yolu verilsin. Ayrica, [a,b] araligmm herhangi bir boliintlisii A = (t;);=o,. » OlSun.

Bu durumda

(i) Q {izerinde, VfA(w) =ynrd Xe(t)f(ti,,) (@) bigiminde tanimlanan VfA (ya da V(f,A))
dontistimiine, f’in A’ya gore rastlantisal toplam varyasyonu denir. Burada her A boliintiisii

icin V# € L (Q) dir.

(ii) Q iizerinde, Ly (w) = sup [VfA(w)] a.s. bigiminde tanimlanan L, doniisiimiine, f’in
A

rastlantisal uzunlugu denir.

(Sengimen, 2020).
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Ornek 3.6’min hemen oOncesindeki aciklamaya ve Tanim 3.7’ye dayanarak,

Le(sy = Ly olarak tammlanabilir.

Not 3.8 Yukaridaki tanima gore Xr(q)rp) < Lp dir. Ayrica, Lg(w) =0 a.s. olup L
fonksiyonu “hemen kesinlikle sonlu” olmayabilir. Yani L € [Lo( Q, R)]\L§(Q) olabilir.
Eger her A igin VfA(a)) <v(w)a.s. olacak bi¢cimde bir v € L{(Q) varsa f yolu X
rastlantisal metrigine gore hemen hemen rektifiye edilebilir denir. Bu durumda

L=¢ = sgp VfA olacak bigimde bir & € L§(Q) vardir. Ozel olarak, her A igin

VfA(w) < M a.s. olacak bigimde bir M > 0 varsa f yolu, X rastlantisal metrigine gore

hemen hemen diizgiin rektifiye edilebilir denir. Bu kosullarin higbiri saglanmadigi takdirde
f yolu X rastlantisal metrigine gore rektifiye edilemez denir. Boyle bir durumda

Lr=(= SlAlp VfA olacak bigimde bir { € [Lo(Q, R)]\L§(Q) vardir. Son olarak, Ly =0

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, f yolunun sabit bir doniisiim olmasidir (Sengimen, 2020).

Teorem 3.9 (Q, A, P) bir olasilik uzay1 olmak tizere, tabani (£, A, P) olan ve bir K cismi
(R veya C) tlizerinde tanimli bir RN uzay (S, N) olsun ve S’nin sifir vektorii 6 ile gosterilsin.

Ayrica, her biri [a, b] aralig1 lizerinde tanimli olan ve S uzayinda yer alan, hemen hemen

rektifiye edilebilir tim yollarin kiimesi G ([a,b],S) ile gosterilsin. Bu durumda
Cr ([a,b],S) kiimesi bir vektor uzayi olup bu uzaym sifir vektorii 8: [a, b] — S olmak
lizere her t € [a, b] i¢in A(t) = 6 biciminde tanimhdir. Ayrica, £: G ([a, b],S) = L§ (Q)
olmak iizere L(f) = Ly bi¢iminde tanimlanan £ déniisimii Cr ([a, b], S) iizerinde bir

rastlantisal yar1 normdur (Sengimen, 2020).
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu bolimde genel itibariyle, bir RM uzayda yer alan yollarin temel 6zelliklerine dair

bazi tanimlar verilmis ve birtakim sonuglar elde edilmistir.

[k olarak, Alexandrov (2006)’un ve Papadopoulos (2014)’un metrik uzaylardaki
egrilere iliskin ¢alismalarindan yola ¢ikilarak, bir RM uzayda “egri” tanimi yapilirken dikkat

edilmesi gereken bazi hususlara yer verilecektir.

Ornegin, bir kapali araligin siirekli bir goriintiisii olan ve bir RM uzayda yer alan
noktalar kiimesinin dogrudan, “RM uzayda bir egri” olarak tanimlanmasi uygun bir yontem
degildir ¢iinkii rastlantisal uzunluk tanimlanirken bir egrinin belli bir parametrik gésterimi
kullanilmaktadir. Ornegin, bir egri iizerinde dnce bir yénde sonra da bunun tersi ydniinde
ilerlenmesi durumunda elde edilen rastlantisal uzunluk ile bu egri tizerinde bir yonde
ilerlenmesi ile elde edilen rastlantisal uzunluk ayni degildir. Her ne kadar her iki durumda
da, ziyaret edilen (iizerinden gegilen) noktalarin kiimesi ayni olsa da, eger bir egri iizerinde
iki defa yol alinmis ise boyle bir durumda, kastettigimiz egriyi buna uygun olarak
tanimlamak gerekir. Ote yandan, bir egriyi, “belli bir £ (t) parametriklestirmesi yardimiyla
elde edilen noktalarin kiimesi” olarak tanimlamak da uygun olmayacaktir, ¢linkii egri

tizerinde farkli hizlarla mesafe alinmis olabilir. Bu karisiklik asagidaki tanimla asilabilir.

Tanim 4.1 (Parametrelerin Degisimi) (S,X’) ikilisi bir RM uzay, f;:[a,b] = S ve
fo:[c,d] = S iki yol olsun. Eger :[c,d] = [a,b] olmak iizere monoton, Orten ve
fo = f1 oY kosullarini saglayan bir 1 doniisiimii bulunabiliyorsa f, yolu, f; yolundan
parametre degisimi yardimiyla elde edilmistir ya da f; yolu ile f, yolu ayni egriyi temsil

eder denir. ¥ doniisiimiine ise parametre degisimi ad1 verilir.

Yukaridaki tanimda verilen 1) doniisiimii yardimiyla, RM uzaylarda yollarin denklik
siiflar elde edilir. t € [a, b] olmak {izere t parametresi a’dan b’ye dogru artarken f; (t)
noktalar1 siirekli bir bigimde bir €(f;) egrisi (ya da kisaca, bir € egrisi) olusturur.
Parametrenin monoton bir doniisiimii olan Y yardimiyla, f; (t) noktalarindan ayn1 sirada ya
da ters yonde gecilmesi saglanir. Burada hareketin hizi rastgele secilmis olabilir, hatta
duraklamalar bile kabul edilebilir (parametre degisirken uzaydaki nokta sabit kalabilir) fakat
herhangi bir yerde geri doniis kabul edilmez. Dolayisiyla, € egrisinin parametrik

gosterimlerinden biri f; yolu, digeri de f, yolu olur.
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Ornek 4.2 S = R? olmak iizere S iizerinde Oklid normu tanimlansin ve bunun yardimiyla,
Omnek 3.4°de verilen (S,N)uzaymi géz oniine alalim. f;:[0,m] > S olmak iizere
f1(t) = (cost,sint) bi¢iminde tanimli bir f; yolu verilsin. Ayrica, ¥:[—1,1] - [0, 7]
olmak tizere (s) = arccos (—s) bi¢iminde bir Y doniisiimii ve s € [—1,1] olmak {izere
f2(s) = (f1 e Y)(s) bi¢iminde bir f, doniistimii tanimlansin. Bu durumda i doniistimii
monoton ve orten olup f,(s) = (—s,V1 — s2) yolu, f; yolundan, parametre degisimi

yardimiyla elde edilmistir.

Simdi ise bir RM uzayda yer alan bir f yolunun rastlantisal uzunluguna ve bu yolun
temsil ettigi egriye dair bazi temel sonuglar verilecektir. i1k olarak; Papadopoulos (2014)’un
calismasinda yer alan, metrik uzaylardaki yollara iligskin temel bir teorem, RM uzaylarda ele

alinacaktir.

Teorem 4.3 (Rastlantisal Uzunlugun Parametre Degisimi Altinda Degismezligi)
(S, X) ikilisi bir RM uzay, fi:[a,b] = Sve f,:[c,d] — S olmakiizere f, yolu, f; yolundan,
parametre degisimi yardimiyla elde edilmis olsun. Bu durumda Lg = Lg, dir; yani

rastlantisal uzunluk, parametre degisimi altinda degismezdir.

Ispat. Oncelikle Ly, < L, oldugu gosterilecektir. Bunun igin ¥: [c, d] - [a, b] bigiminde
bir parametre degisimi verilsin. [a, b] aralifinin herhangi bir A = (t;);=0 ., bOliintiisiine
karsilik, [c, d] araligmin bir A" = (t;);=¢ .., bOliintiisii eslenecektir. Bu, her biri = 0, ...,n
icin ¥ ~1(t;) kiimesinde herhangi bir nokta segilerek ve gerekirse bu noktalar yeniden
siralanarak yapilabilir. Bu durumda V(f;,A) = V(f;,A") olur. Eger [¢,d] araligmimn tim
boliintiileri {izerinden supremum almirsa V(f;,A) < Lg, elde edilir. Simdi de [a, b]
araligmin tiim boliintiileri {izerinden supremum alinirsa Ly, < Ly, elde edilir. Son olarak,
L;, < L, oldugu gosterilecektir. Bunun igin, [c,d] araligmm herhangi bir A’ béliintiisii
verilsin. 1 doniisimii monoton oldugundan, Y (A") = A olmak iizere A kiimesi, [a,b]
araligmin bir bolintistit olup V(f;,A) = V(f,,A") yazlabilir. [a,b] araligmm tim
boliintiileri iizerinden supremum alinirsa V(f3,A") < Ly, elde edilir. Simdi de [c,d]
araligmin tiim boliintiileri {izerinden supremum alinirsa Ly, < Ly, bulunur. Sonug olarak,

Lf1 = sz Olur. |

Metrik Geometriye iliskin temel kaynaklardan biri olan, Alexandrov ve Reshetnyak

(1989)’1in ¢alismasinda; metrik uzaylar arasinda tanimli bir izometrinin, egrilerin
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uzunluklarin1 da korudugu kanitlanmistir. Benzer bir durum RM uzaylarda, asagidaki

onerme yardimiyla incelenecektir.

Onerme 4.4 (S,X) ve (U,y) ikilileri aym olasilik uzay1 iizerinde tamimli iki RM uzay

olsunlar. Ayrica, J: S — U bi¢iminde verilen bir J doniistimii rastlantisal uzakliklar1 korusun,

yani her p,q € S i¢in y(J(9),](q)) = Yip);(q) = X (0, q) = Xpq kosulunu saglasin. Buna
gore, f:[a, b] - S bir yol olmak iizere L;[¢(s)] = Le(s) dir.

Ispat. [a, b] araligimin herhangi bir boliintiisii A = (¢;);=¢ .., olmak iizere,

A -1 — -1
Ve = X0 Xreoftnn = Zizo Yi(re)(ftwn) S L] (4.1)

yazilabilir. Simdi de [a,b] araligimin tiim bdliintiileri lizerinden supremum alinirsa
Ler) < Ljjer) elde edilir, Ote yandan, ] déniisiimii rastlantisal uzakliklar1 korudugu igin
1 — 1 dir. Buna gore, R(J) = Q olmak iizere J~1: Q — S doniisiimii gdz dniine alindiginda,
J~1 doniisiimiiniin de rastlantisal uzakliklar1 korudugu gériilebilir. O halde J~! doniisiimii ve
JIE(f)] egrisi, (4.1) bagitisindaki yonteme benzer bigimde ele alimirsa, Ljjes)) < Le(y)

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Bunun yani sira; Alexandrov ve Reshetnyak (1989)’mn ¢alismasinda, bir metrik
uzayda yer alan bir parametrik egrinin ¢ap1 da tanimlanmistir. Benzer bir kavram, RM

uzaylarda asagidaki gibi tanimlanacaktir.

Tanmim 4.5 (S, X) ikilisi bir RM uzay olmak iizere f: [a, b] — S bigiminde bir yol verilsin.
Bu durumda J(f) = sup Xg)rw) big¢iminde tammlanan J(f) ifadesine, f’in
t,u€la,b]

rastlantisal ¢api denir.

Simdi de Apostol (1981)’un c¢alismasinda yer alan, sonlu boyutlu Oklid

uzaylarindaki yollara iligkin bazi temel teoremler RM uzaylarda ele alinacaktir.

Teorem 4.6 (S,X) ikilisi bir RM uzay olmak iizere f:[a,b] = S yolu, X rastlantisal
metrigine goére hemen hemen rektifiye edilebilir olsun. Bu durumda f’in rastlantisal capi,

olasilik dl¢iistine gore sinirlidir.

Ispat. [a, b] araliginin herhangi bir béliintiisii A olsun. Kabul geregi, sup VfA =Lr € L§(Q)
A

yazilabilir. Simdi t € (a,b) olmak iizere A= {a,t, b} boliintisii verilsin. Bu durumda
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Xrrw) T Xrwrwy S Ly olup Xea)r(r) < Ly yazilabilir. Benzer bigimde her t,u € [a, b]
icin Xy = Xrof@ + Xr@ra = 2L elde edilir. Buradan,

O<A) = sup Xrwyray < 2Ly € LE(Q) (4.2)

t,u€la,b]

yazilabilir. O halde J(f) € L{(Q) olup A(f) ifadesi hemen hemen sonludur. Dolayisiyla,
olasilik 6l¢iistine gore sinirlidir (bkz. Chung, 2001); yani her bir € > 0 sayisina karsilik bir
M(¢) € R bulunabilir 6yle ki P(J(f) < M(g)) = 1 — ¢ yazilabilir. m

Gosterim. (S,X) ikilisi bir RM uzay olmak iizere bir f:[a,b] = S yolu verildiginde,
herhangi bir ¢ € [a,b] igin f|[q¢ kisitlanmis yolunun rastlantisal uzunlugu JI(t) ile

gosterilecektir.

Onerme 4.7 (Q, A, P) bir olasilik uzay1 ve X: Ly(Q, R) X Ly(Q, R) = L (Q) olmak iizere
her p,q € Ly(,R) ve w € Q icin [X(p, @)](w) = Xpq(w) = |p(w) — q(w)| bigiminde
tanimlansin. Ayrica, f:[a, b] = Ly(, R) bigiminde, hemen hemen rektifiye edilebilir bir

f yolu verilsin. Bu durumda JI — f rastlantisal fonksiyonu [a, b] lizerinde artandir.

Ispat. Ornek 3.6’dan bilindigi iizere (Ly(Q, R), X) ikilisi, taban1 (Q, A, P) olan bir RM
uzaydir. Gosterimlerde kisalik bakimindan, JI—f =@ vyazilsin. Bu durumda
a <t <u < b olmak iizere ®(u) — ®(t) = J1(w) — J(t) — [f(u) — f(t)] yazilabilir. Ote
yandan, rastlantisal uzunluk toplamsal oldugundan (bkz. Sengimen, 2020),
Xeanrey = 1f () — f(®)] < JI(w) — JI(t) ve buradan da f(u) — f(t) < JI(w) — JI(t) elde
edilir. O halde 0 < ®(u) — ®(t), yani ®(t) < ®(u) olup ispat tamamlanir. m

Asagida, Teorem 3.9°da sozii edilen G ([a, b], S) vektor uzayna iliskin bir baska

ozellik verilecektir. Bunun igin, Leoni (2009)’nin ¢alismasinda yer alan; reel degerli, sinirli

salinimli fonksiyonlara iligkin bir 6zellik, RM uzaylarda incelenecektir. Kisalik bakimindan,

Cr ([a, b], S) yerine Cr yazilacaktr.

Onerme 4.8 c € [a, b] ve c sabit olsun. Herhangi bir f € G igin, N: G — L () olmak
tizere N(f) = Nf(c) + Lf bigiminde tanimlanirsa (G, N) iKilisi, taban1 (Q, A, P) olasilik

uzay1 olan bir RN uzay belirtir.
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Ispat.

(RN 1) f =0 olmast durumunda N(f) = N(9) = Na(c) T Lp = © elde edilir. Tersine,
N(f) = Nf(c) + Lf = 0 ise Nf(c) = Lf =0 OIUp f(C) = 6 dir. Ayrlca, Lf =0

oldugundan; f yolu, sabit bir doniisiimdiir. Bu durumda f = 8 elde edilir.

(RN 2) Herhangi bir « € K ve f € G igin N(af) = Nas)c) + Las Olup; Teorem 3.9

yardimiyla, N(af) = Ngso) + lal Ly = |a| [J\If(c) + Lf] = |a| N(f) elde edilir.
(RN 3) Herhangi f, g € Grigin N(f + g) = N(f4g)c) T L+g Olup; Teorem 3.9 yardimryla,

N(f+g) = .Nf(c)+g(c) + Ly S Ny + Ngoy + L +Lg = N(f) + N(g) elde edilir. m

Simdi ise Choquet (1966)’in c¢alismasinda yer alan, metrik uzaylara ve bu

uzaylardaki yollara iliskin bazi temel teoremler RM uzaylarda ele alinacaktir.

Onerme 4.9 (S, X) ikilisi, taban1 bir (Q, A, P) olasilik uzay1 olan bir RM uzay olmak iizere,
S uzayinda yer alan ve bir [a, b] aralig1 lizerinde tanimli tiim yollarin kiimesi kisaca, C ile
gosterilsin. Bu durumda, her bir t € [a,b] i¢in D;: € X € — L§(Q) olmak iizere her
f,g € € ve her bir w € Q icin [D(f, g)](w) = Xf(t)g(r)(w) bigiminde tanimlanmasi

durumunda D; doniisiimii € lizerinde bir s6zde rastlantisal metriktir.

Ispat. Herhangi bir sabit t € [a,b] ve herhangi f,g,h € @ verilsin. f =g ise
[D:(f, (W) = Xerypry(w) = 0 a.s.olup De(f, g) = O dir. Ancak, bunun tersinin dogru
olmak zorunda olmadigi agiktir. Benzer bi¢cimde D.(f,g) = D.(g,f) Ve
D.(f,h) < D.(f,g) + D.(g, h) oldugu gosterilebilir. m

Yukaridaki onermede sozii edilen D,(f, g) ifadesi, t aninda (ya da parametrenin t
degerini aldigr durumda) f ile g yollari arasindaki rastlantisal uzaklk olarak
yorumlanabilir. Ote yandan; f,g € @ olmak iizere {D.(f,g): t € [a,b]} ailesi rastgele

degiskenlerin bir koleksiyonu oldugundan, bir stokastik siire¢ olarak ele alinabilir.

Onerme 4.10 (€, A, P) belli bir olasilik uzay1 olmak iizere her bir k € {1, ...,n} igin
(Sk, X) ikilisi, taban1 (Q, A, P) olan bir RM uzay belirtsin. Ayrica, S = S; X ... X S,, olmak
tizere p = (p1, -»Pn), 9 = (@1, -, qn) € Sigin
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X(P,q) = Xpq = Sup Xk (Pr> Qi) (4.3)
<K=n

bigiminde tanimlanmasi durumunda (S, X)) ikilisi, taban1 (Q, A, P) olan bir RM uzaydir.
Ispat.

(RM 1) p = q ise Xp,q = 0 oldugu aciktir. Tersine, X,, = © ise her bir k € {1, ...,n} i¢cin
X (Pr, qi) = O olup buradan her bir k € {1, ..., n} i¢in p, = q, yani p = q elde edilir.

(RM 2) Herhangi p, q € S i¢in X,,; = X, oldugu agiktir.

(RM 3) p,q,r € S olmak lizere her bir k € {1, ..., n} i¢in

Xk P 1) < XD Qi) + X (Qres 1) < Xpg + X (4.4)
yazilabilir. Buradan X, < X,, + X, elde edilir. m

Teorem 4.11 Onerme 4.10°da verilen (S, X) rastlantisal metrik uzayinda bir f yolu; her bir
k € {1,..,n}igin f: [a,b] — S; doniisimii bir yol olacak bigimde, herhangi bir t € [a, b]
icin f(t) = ( fi®), ... fu (t)) bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda f yolunun, X rastlantisal
metrigine gére hemen hemen rektifiye edilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul; her bir
k € {1,...,n} i¢in f; yolunun, S, uzay: tizerindeki X, rastlantisal metrigine gére hemen

hemen rektifiye edilebilir olmasidir.
Ispat. p,q € S olmak iizere her bir k € {1, ...,n} igin

X qx) < X0, q) < Xi=1 Xk (Pr Qi) (4.5)

yazilabilir. Bunun yardimiyla, [a, b] araliginin her bir A = (¢;);=¢, ., bOllintiisii ve herhangi

bir k € {1, ...,n} i¢in

V(fio &) = TI%6" X (fie (€D, fie(tivn)) < VD) = B0 X reen

< ISt 2L % (£, £t ) (4.6)

elde edilir. Son olarak, [a, b] araliginin tim A béliintileri lizerinden supremum alinirsa,
herhangi bir k € {1,...,n} i¢in Ly, < Ly < X7, Ly,  sonucuna ulagilir. Bu da ispati

tamamlar. =
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Son olarak; Friz ve Victoir (2010)’in ¢alismasinda yer alan, metrik uzaylardaki
kontrol fonksiyonunun ve bu kavrama dair bazi sonuglarin RM uzaylardaki karsiliklar

incelenecektir.

Tamm 4.12 J; = {(s5,t): 0 < s <t < T} olmak iizere €: J; — L () biciminde tanimli
bir € doniisimii verilsin. Eger s <t <u olmak {izere her s,t€[0,T] icin

C(s,t) + €(t,u) < C(s,u) oluyorsa € doniisiimii zist toplamsaldir denir. Bunun yani sira,
(i) € doniisimii siireklidir,
(i) 0 <s <Tigin C(s,s) = O dir

kosullar1 da sagliyorsa, € doniisimii [0, T] tizerinde bir rastlantisal kontrol fonksiyonudur

denir.

Ornek 4.13 B >1 ve & € L{(Q) olmak iizere s,t € [0,T] icin C(s,t) =|s —t|# &

bi¢iminde tanimlanan € dontisiimii bir rastlantisal kontrol fonksiyonudur.

Tammm 4.14 (S, X) ikilisi bir RM uzay olmak iizere bir f:[0,T] = S yolu ve bir
C: J7 - L§(Q) rastlantisal kontrol fonksiyonu verilsin. Eger s < t kosulunu saglayan her
s,t € [0,T] i¢in X¢(5)pry < U €(s,t) olacak bigimde bir U € L§ () bulunabiliyorsa f’in

rastlantisal uzunlugu, € fonksiyonu tarafindan (iistten) kontrol ediliyor denir.

Gosterim. (S,X) ikilisi bir RM uzay olmak iizere bir f:[a,b] = S yolu verildiginde,
herhangi s,t € [a, b] icin f|s, kisitlanmis yolunun rastlantisal uzunlugu L(f |[S't]) ile

gosterilecektir (bkz. Sengimen, 2020).

Onerme 4.15 (S, X) ikilisi bir RM uzay olmak iizere bir f:[0,7] — S yolu ve s <t
kosulunu saglayan her s, t € [0, T] igin iist toplamsal bir €: I — L§(Q) doniisiimii verilsin.

s < t iken X¢(5)rr) < €(s, t) oluyorsa L(f|(s1) < €(s, t) dir.
Ispat. [s,t] araligmin herhangi bir béliintiisii A= (t;)o<i<n OlSun. Bu durumda
VP = Ei50 Xreorten < Zico Sty tisn) < C(s,1) (4.7)

olup, [s,t] araligimin tiim boliintiileri iizerinden supremum alinirsa ispat tamamlanir. =
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5. SONUC

Metrik Geometri, geometrik nesneleri genel olarak metrik ve topolojik metotlarla
analiz etmekle birlikte, matematigin pek ¢ok alani ile yakindan ilgili bir teoridir. RM Uzaylar
Teorisi ise rastlantisal Ozellikler igceren uzakliklarin modellenmesinde 6nemli bir rol

oynamaktadir. Her iki teorinin de pek ¢ok uygulama alanlar1 oldugu bilinmektedir.

Bu tez ¢aligmasina baslanmadan 6nce; bir metrik uzayda “yol (parametrik egri)” ve
“egri uzunlugu” kavramlarinin o uzaym geometrik analizi i¢in temel nitelikte oldugu g6z
ontinde bulundurularak, bu tip kavramlara iliskin pek ¢ok uluslararasi bilimsel ¢alismalar
gbzden gegirilmis ve lizerinde (&, A) —topolojisi taniml1 bir RM uzayda yollarin (parametrik
egrilerin) temel ozelliklerine iliskin birtakim yeni sonuglar elde etmenin, RM uzaylarin

analizine bir 6l¢iide katkida bulunabilecegi diigiiniilmiistiir.

Bu baglamda; 4. Boliimde de goriildiigii iizere, Sengimen (2020)’in ¢aligmasindan ve
diger ilgili kaynaklardan yola ¢ikilarak, bir RM uzayda yer alan yollarin (parametrik
egrilerin) rastlantisal uzunluklarina ve rastlantisal ¢aplarina dair bazi temel sonuglar elde

edilmistir. Ayrica, bu tip yollarin olusturdugu uzaylarin bazi 6zellikleri de incelenmistir.
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