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1. GIRIS

Dogada gerceklesen fiziksel olaylarin incelenmesi, fizik alaninda bilimsel arastirmalara
yol acmistir ve fizik alanindaki bu bilimsel ¢alismalar matematik bilminin gelismesinde
biiytik ol¢tide etkili olmustur. Matematiksel fizigin ve miithendisligin pek cok problemi
diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemleri biciminde ifade edilmektedir.
Farkl fiziksel ozelliklere sahip olan maddeler arasindaki 1s1 ve madde iletimi problemle-
ri sinir sartlarinin yanisira gegis sartlarini da igeren siirdeger probleminin incelenmesi-
ni gerektirmektedir. Ik defa 1836 yilinda Charles Sturm ve Joseph Liouville tarafindan
ortaya konulan, literatiirde Sturm-Liouville problemi olarak adlandirilan sinir deger
problemi de bu problemlerden birisidir. Baslangicta 1s1 iletimi problemlerine uygula-
nan Sturm-Liouville teorisi giiniimiizde birgok fiziksel problemin arastirilmasinda
en etkin yontemlerden biri olarak bilinmektedir gecis sartlar1 eklenmis simir deger
problemleri fiziksel problemlerde 6rnegin; 1s1 kiitle aktarim probleminde, titresim
probleminde, cubugun noktasal ytiklerle yiiklenmesi v.b. problemlerinde degiskenleri-
ne ayirma yonteminin uygulanmasindan sonra ortaya c¢ikmaktadir.Bu problemler
Fourier yontemi (degiskenlerine ayirma) ile incelendiginde elde edilen denklemin simir
sartlarinda da spektral parametre bulundugu goriiliir.(Yakar ve Akdogan, 2017) Bu
nedenle literatiirde sinir sartlarinda spektral parametre bulunduran ve bulundurmayan
Sturm- Liouville problemleri ile ilgili ¢ok sayida ¢alismalar vardir (Allahverdiev, 2004
ve 2005; Eryilmaz, 2006; Shi and Chen, 1999; Fulton, 1977; Walter,1973; Welstead
1982 )

Birgok fiziksel siire¢,ornegin tellerin titresimi, gibi atomik pargaciklarin etkilesimi,
kompleks ortamin elektrodinamigi, aerodinamik polimer reolojisi veya diinyanin
serbest salinimlar1 incelenirken Sturm-Liouville 6zdeger problemi elde edilir.(Yakar
ve Akdogan, 2019) Ornegin sabit ¢oziilmis tekmiirli akista alt doviilmiis homojen
Jizotopik gozenekli ortamda tetiklenmeyen ¢oziinmiis bir ¢oziintir igin birden fazla

boyutliu formun bir boyutsal bic¢imi,

fs+vfxchx:p $€<O,K),3>O

denklemi seklinde elde edilir. Burada f(z,s) ¢Ozlinen maddenin konsantrasyonu

oldugunda v ortalama dogrusal yeralt1 suyu hizidir , C' hidrodinamik dagilma katsayist
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ve K akiiferin uzunhugudur. Degiskenlerin ayrilmasi yontemi kullanilarak bu problem

asagidaki Sturm-Liouville 6zdeger problemi seklinde yazlabilir.

p()u) + Ar(x)u=0,  2e(0,K), u(0)=0, u'(K)=0

Burada p(z) = r(z) = exp(—vz/C) bi¢imindedir. Genellikle Sturm-Liouville teorisinin
bircok ilging uygulamasi kuantum mekaniginde ortaya ¢ikmaktadir. (")rnegin potansiyel
V(z) olan bir uzay boyutunda hareket eden tek bir kuantum-mekanik kiitlesi m olan
parcacigl i¢in zamana bagh Shrodinger denklemi
h2

bigiminde ifade edilir. Céziim (x,t) = we /" biciminde aranirsa ¢ (z) in asagidaki
diferansiyel denklemi sagladigini gortiyoruz

h2

SEGNNT Vg — Eo.
57 () = Ep

Bu denklem u” + qu = Au formunda bir Sturm-Liouville denklemidir.

Rayleingh orani, katihal mekanigin yanisira kuantum mekaniginde de kullanilan
onemli bir yaklasim yonteminin temelidir. Rayleingh orani R(u) olarak gosterilir ve
R(u) = (Lu,u) g

(u,uyy

esitligi ile tamimlanir. L operatori A Hilbert uzaymada tanimh bir diferansiyel
operator olsun. O halde Ozdeger problemi Lu = Au biciminde ifade edilir. Bu
ifadeden L diferansiyel operatoriiniin herhangi bir 6z¢ifti (A, u;) igin A, = R(u;)
oldugu gortliir. Herhangi bir ¢zdeger, Rayleingh orani da o6zfonksiyonla iliskili
olsa da ozfonksiyon bilinmedigi i¢in bu oran 6zdegeri belirlemek i¢in kullanilmaz.
Bununla birlikte Rayleingh orani yardimi ile diferansiyel denklemi ¢ozmeden ilging
ve 6nemli sonuclar elde edilebilir. Ornegin 6zdegerin tahmininde oldukca yararh
olabilir.

Bu tezin amaci1 Sturm-Liouville problemleri i¢in Rayleingh orani, 6zfonksiyon agilima,

Parseval esitligi ve Rayleingh-Ritzz formiilii (minimallestirme prensibi) gibi 6nemli



spektral ozellikleri incelemektir. 1950’den sonraki yillarda Sturm-Liouville teorisinin
gelisimi cesitli kaynaklardan bulunabilir; ozellikle Atkinson ,Levitan and Sargsjan

ve Zettl kitaplarinda bulunabilir.



2. LITERATUR OZETi

C. Sturm ve J. Liouville'nin (Sturm ve Liouville, 1837), 19. yiizyilin ortalarinda
yaptiklar: ¢ok onemli calismalardan sonra bu konu bir¢ok matematikci ve fizik¢inin
dikkatini gekmistir. Ozellikle de kuantum mekaniginde ortaya ¢ikan tinlii Schrodinger
denkleminin arastirilmasi ihtiyaci Sturm-Liouville teorisinin gelismesinde ¢énemli bir
etken olmustur. H. Weyl'in 1910’uncu yilda yaptigi ¢ahsma ile Sturm-Liouville
teorisinin yeni bir dalmin singular (tekil) Sturm-Liouville problemleri teorisinin

temeli atilmistir.

20.  Yizyihn ilk yarnsinda (Dixon, 1912; Stone, 1932; Weyl, 1910; Titchmarsh,
1962) calismalar1 bu teorinin farkh yonlerde gelismesinde etkili olmustur. Bu teori
sonraki yillarda da yiizlerce matematik¢i ve fizikci tarafindan yogun bir bi¢cimde
gelistirilmistir. Cunkii fizikte ve baska doga bilimlerinde ortaya ¢ikan yeni problemlerin

arastirilmasi neticesinde bu teoride yeni sonu¢ ve yontemler elde edilir. Bu tiir

problemlerden tez ¢alismamizla ilgili olan bazilar1 hakkinda kisaca bilgi verelim.
Birgok fizik problemlerinde zamana gore tiirev sadece diferensiyel denklemde degil,
ayn1 zamanda simir sartlarinda da ortaya ¢ikmaktadir. Boyle problemlerle ilgili bir
cok Ornegi (Fulton, 1977) calismasinda bulabiliriz. Bdyle problemlere uygun olan
Sturm-Liouville problemlerinde 6zdeger parametresi sadece diferensiyel denklemde
degil, hem de smir sartlarinda bulunur. Bu tiir Sturm - Liouville problemleri
farkli yontemlerle (Binding ve ark., 1993; Binding ve Volkmer, 2001; Hinton and
Shaw, 1990; Kandemir ve Mukhtarov, 2016; Kerimov ve Mirzoyev, 2003; Langer,
1932; Mukhtarov, 1994; Mukhtarov ve Kandemir, 2002; Mukhtarov ve ark., 2015;
Mukhtarov ve Yakubov, 2002; Olgar ve Mukhtarov, 2017; Schneider, 1974; Shkalikov,
1982; Walter, 1973; Wang ve ark., 2009) arastirilarak énemli sonuglar elde edilmistir.

Walter "Regular Eigenvalue Problems with Eigenvalue Parameter in Boundary Condition,

Math. Z. 133(1973), 301", kiinyeli ¢calismasinda

1
TU = ;{—(pul)/ + qu} - )\U, OTL[CLh a2] (201)

—(Bau(ay)) = Magu(a;) — apu'(a;)) (1 =1,2) (2.0.2)



Sturm Liouville probleminin bir operator teorik formiilasyonunu vermistir. Yazar

ayni zamanda

p =B — B> 0 (2.0.3)

sartini saglayan hem denkleminde hem de smir sartlarinin her ikisinde 6zdeger para
metresi bulunduran (2.0.1) — (2.0.2) smur deger probleminin {irettigi uygun Hilbert

uzayinda tanimli A operatoriintin self-adjoint oldugunu gostermistir.

Schneider "A Note on Eigenvalue Problems with Eigenvalue Parameter in the Boundary

Cond itions, Math. Z. 1974" isimli ¢calismasinda

—(pu) +qu = Aru (2.0.4)
uwla) = 0 (2.0.5)
—(Bru(b) — Bau' (b)) = A aqu(b) — azu'(b)) (2.0.6)

probleminin S— hermityan sinir-deger problemlerinin teorisi ¢ercevesinde kabul edil-
ebilecegini gostermistir. Ayni zamanda Schneider bu ¢alismasinda, 6zfonksiyonlar

sistemi iizerine acilimin mutlak ve diizgiin yakinsaklig ile ilgili kosullar vermistir.

Fulton "Two-Point Boundary Value Problems with Eigenvalue Parameter Contained
in the Boundary Conditions, Roy. Soc. Edinburg 77a (1977),293-308" kiinyeli

makalesinde ;

TU := —u" +qu = Mu (2.0.7)
cosau(a) +sinau'(a) = 0, a€[0,7) (2.0.8)
—[Bru(b) = B (b)] = A[Bru(b) — Byu' (b)) (2.0.9)

bi¢iminde sinirdeger problemini arastirmis ve Titchmarsh’in 1962 yilinda yayimlanmis
olan "Eigen function Expansions Associated with Second-Order Differential Equations"
adh kitabindaki regiiler Sturm-Liouville problemleri i¢in yer alan incelemelerin (2.0.7)—
(2.0.9) smir-deger problemleri iizerine devam ettirilebilecegini gdstermistir. Ayrica
Fulton; Fourier tipi sartlar altinda noktasal yakinsaklik sartlari igeren bir takim

yakinsaklik teoremleri elde etmis, 6zdeger ve 6zfonksiyonlar icin asimptotik formiiller



bulmus ve ayni zamanda, problemin ele alinacagi araligin sonsuz ve yari sonsuz

olmasi durumlarim da incelemistir.

Hinton "An Expansion Theorem For An Eigenvalue Problem with Eigenvalue Parameter

in the Boundary Conditions, Quart J. Math. Oxford (2) (1979), 33-42"isimli

calismasinda
TU = %{—(pu’)’ +qu} = lu (2.0.10)
cosau(a) +sina(pu')(a) = 0, a € [0,m) (2.0.11)
—[Bru(b) = Bo(pu')(b)] = A[Bru(b) — Bs(pu) (D)) (2.0.12)

bigiminde verilmis Sturm-liouville problemi i¢in daha dnceki yazarlar (Fulton, 1977;
Schneider, 1974) tarafindan uygulanan Hilbert uzayr metodunu kullanarak dikkate
aldiklar1 fonksiyonlari daha genis bir sinifi i¢in diizgiin yakinsaklk teorisini elde
etmistir. Ozdegerlerin negatif olmamasi durumunda bu sif, Az operatorinin
tanim bolgesidir. Buradaki A operatérii, (2.0.10) — (2.0.12) problemi ile baglantil

self-adjoint operatordiir.

D. B. Hinton and J. K. Shaw’in 1987 ve 1990 yillarinda yayimlamis olduklar: makale
lerinde (2.0.10) — (2.0.12) tipinde Sturm-Liouville problemini incelemislerdir. Onlar,
M (M) Titchmarsh-Weyl katsayisinin varhgini kanitlamislar ve bu katsayiy1r Green

fonksiyonu ile Rezolvent operatoriinii insa etmek icin kullanmislardir.

Diger taraftan fizikte sadece stirekli problemler degil, bazi stireksizliklere sahip olan
sinir-deger problemleri de ortaya ¢ikmaktadir. Boyle durumlarda dogal olarak siirek
sizlik noktalarinda gecis sartlari olarak adlandirilan ek sartlar da ortaya ¢ikmaktadir.
Gegis sartlar: ile verilen regular Sturm-Liouville problemleri O. Sh. Mukhtarov
ve galisma arkadaslar tarafindan son yillarda sistemli bir bicimde arastirilmis ve
onemli sonuglar bulunmustur (bkz., 6rnegin, (Akdogan ve ark., 2005; Aydemir ve
Mukhtarov, 2016, 2017; Kandemir ve Mukhtarov, 2016; Mukhtarov, 1994; Mukhtarov
ve Kandemir, 2002; Mukhtarov ve ark., 2015; Mukhtarov ve Yakubov, 2002; Olgar
ve Mukhtarov, 2017; Olgar ve ark., 2018)]). Bu ¢alismalardan esinlenerek diinyadaki

bir cok matematik¢i de son yillarda bu konuya yogun ilgi gostermis ve gostermektedir



(bkz., 6rnegin, (Allahverdiev ve ark., 2013; Ao, Sun ve Zhang 2012; Bairamov ve
Ugurlu, 2011; Chanane, 2007; Lancia, 2004; Wang ve ark., 2009; ?) (ve onlarin

kaynaklarma).

Peryodik Sturm-Liouville problemlerinin matematiksel fizigin ve akiskanlar mekanig
inin bir¢cok alaninda ortaya ciktigi biliniyor. (")rnegin klasik mekanik problemleri,
elektro manyetik teori, kuantum fizigi, termodinamik problemleri ve 6zellikle dalga
denklemlerinde bu problemlere sik¢a rastlanmaktadir. Ilk olarak 19. yiizyiln ortalar:
nda Sturm tarafindan 1s1 iletimi problemlerinin incelenmesiyle ortaya ¢ikan bu tipten
problemler giiniimiizde giincelligini daha da arttirarak yogun bir sekilde incelenmekte
dir. Bu konuda ¢ok sayida kitap ve makale yayimlanmasina ragmen periyodik Sturm
- Liouville problemleri hem diferansiyel denklemler teorisinin hem de uygulamal
matematigin en onemli ve en giincel konusu olmaya devam etmektedir. Matematik
fizigin ortaya koydugu yeni ve giincel problemlerin arastirilma ihtiyaci periyodik
siir-deger problemleri teorisinin daha da gelistirilmesi ihtiyacini ortaya koymaktadir.
Incelenen bu tip problemlerin ¢oziimleri bir¢ok matematikci tarafindan incelenmistir

(Hermann,1985; Webb, 1980).

Yirminci yiizyiin baslarindan itibaren pek cok calismaya konu olmus farkh tiirden
sinir-deger problemlerinin incelemeleri arasina periyodik sinir-deger problemleri de
girmistir ( (Lin ve Jiang, 1987) , Lin ve Jiang, 1987; Cai, 2010; Amiraliyev ve Duru,
2003; Cen,2011). Zamana bagh problemlerin incelenmesi ise Amiraliyev (1988) ve
Giille (1995) tarafin dan yapilmistir. Amiraliyev ve Cakir’'in 2000 yilinda yayimlanan
calismalarinda, konvektif terim ve sifirinci mertebe indirgenmis denklemlere sahip
diizgiin yakinsak fark metodu gelistirilerek singiiler pertiirbe periyodik sinir-deger

problemi i¢in fark semalar1 verilmis ve niimerik ¢oziimleri incelenmistir.

Genel olarak periyodik katsayili diferensiyel operatorler Hill operatorii olarak bilinir.
Bu operatorle ilgili calismalarin biiytk bir kismi 1952 yilinda Mangus ve Winkler
tarafindan 6zetlenmis ve bu calismada denklemin karakteristik degerleri ve diskrimi

nant1 incelenmis, kararlihk ve kararsizlik araliklar: tespit edilmistir.

Yukarida bahsettigimiz biitiin ¢alismalarda sinir - deger problemleri, gecis sartlar

icermeyen siir - deger problemleri i¢in incelenmistir. Muhtarov ve arkadaslar

7



(Muhtarov, 1994; Muhtarov ve Kandemir, 2002; Muhtarov ve Aydemir, 2017; Muhtar
ov ve Aydemir, 2016; Muhtarov ,Olgar ve Aydemir, 2015) calismalarinda ise siireksiz
katsayili adi ve kismi tiirevli diferensiyel denklemler i¢in Sturm - Liouville problemleri
arastirmislar. Bu calismalarda esasen diferensiyel ve 6zdeger parametresine bagh
olan sinir - deger gecis problemleri i¢in izomorfluk, hem uzay degiskenine hem de
ozdeger parametresine gore koersitivlik, 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin asimptotiklerinin
bulunmasi, rezolvent operatoriintin degerlendirilmesi, tamlik ve iki kat tamlik, Abel
bazhig1 v.s. hakkinda teoremler ispatlanmis ve uygun parabolik tipten kismi tiirevli
diferensiyel denklemler i¢in Sturm-Liouville problemleri incelenmistir. Yaptigimiz
tez ¢alismasinda Muhtarov’ un ¢alismalarindan ve kaynaklar kisminda verilen kitap

ve makalelerden yararlanilmistir.



3. GENEL BILGILER
Bu kisimda tez calismamizda istifade edecegimiz temel kavram ve sonuclar ile ilgili

gerekli olan bilgilere yer verilmistir.

3.1. Metrik Uzaylar

H # () kiimesi ve d : HxH — R, (f,g) — d(f,g) doniisimii igin

L VfgeH, d(f,g)=0 , df.g9)=0&f=g
2.Vf,geH, d(fg)=dlg,[)

3. Vf,g,h e H, d(f,g) <d(f,h)+d(h,g)

ozelikleri saglanirsa H = (H., d) uzay1 metrik uzay olarak tanimlanir.

Tanim 3.1.1. H = (H, d) metrik uzaymda bir {f,} dizisi ve bir f; noktas: verilsin.

Eger d(f,, fo) = 0 (n — o0) ise {f,} dizisi fy noktasina yakinsiyor denir.

Tanim 3.1.2. H = (H, d) metrik uzayinda bir { f,,} dizisi verilsin. Eger d(f,, fo) —

0 (n — o0) olacak bi¢imde f, € H mevcutsa { f,} dizisine yakinsak dizi denir.

Tanim 3.1.3. H = (H, d) metrik uzay1 ve bu uzayda {f,} dizisi verilsin. Eger
d(fns fm) — 0 (n,m — o0) ise bu durumda { f,, } dizisi Cauchy dizisi olarak adlandirilir.

Tanim 3.1.4. H = (H, d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya
Tam Metrik Uzay denir.

(Yakubov, 1994)

3.2.  Normlu Uzaylar ve Banach Uzaylari

K = R veya C cismi (reel veya komplex sayilar cismi ) iizerinde tanmimlh H reel
veya kompleks lineer uzay1 olsun. H lineer uzayi tizerinde tammh ||.| : H — K

doniistimiiniin asagidaki sartlar sagladigim kabul edelim:
L VfeHign [f Z0ve [fl =0=f=0(f] =0+ f=0)

ii. Vf e H.Va € R, [laf] = [alf]



iii. Vf,g € H, [[f + gl < f1l+ llgll

Bu durumda H lineer uzayinda bir norm tanimlanmistir denir, || f||— ye f elemanimin
normu denir. H iizerinde (i) — (4i¢) kosullariyla belirlenen norm ile birlikte H vektor
(lineer) uzayma normlu lineer uzay denir. Lineer normlu uzayda d(f,g) = ||f — ¢|
esitligi bir metrik tamimlar. Bu nedenle her normlu uzay ayn zamanda bir metrik
uzay kabul edilir. Eger lineer normlu uzay tam ise (lineer normlu uzay d(f,g) =
|f — g|| metrigine gore metrik uzay olarak kabul edildigi i¢gin metrik uzaylardaki
biitiin kavramlar lineer normlu uzaylar igin de tammlanmis olur) bu uzay Banach

uzay1 olarak adlandirihir (Yakubov, 1994).

3.3. ig Carpim Uzaylar: ve Hilbert Uzaylari

H kompleks vektor uzayr olsun. H uzaymda Vf,g € H eleman ciftine (f,g) ile

gosterilen bir tek kompleks say1 karsihk getirilmisse ve de

LVf,gel, (f.g) =g/

ii. Vf,g,h € H, (f+g,h)=(fh)+ (g, h),
iii. Vf,geH, VvueC, (uf,g)=plf 9),
iv. VfeH, (f,f)>0,

v.VfeH, (f,f)=0< f=0.

kosullar: saglanirsa, H— da bir i¢ ¢arpim tanimlanmistir denir, (f, g) sayisina f ve g
elemanlarinin i¢ ¢arpimi denir, H = (H, (., .)) ise i¢ garpim uzayi olarak adlandirilir.
£l = /{f, f) formiilii H i¢ carpim uzay1 iizerinde bir norm tanimlar. Bu nedenle
her i¢ ¢carpim uzay1 bir normlu uzay, dolayisiyla bir metrik uzay olarak kabul edilir.
Eger H i¢ garpim uzay1 bu norma gore tam ise ve de sonsuz boyutlu ise (yani sonlu

boyutlu degilse) H uzay1 bir Hilbert uzay: olarak adlandirihr (Yakubov, 1994).

3.4. Ls[a,b] Uzay1

[a, b] araliginda tanimh ve Lebesgue anlaminda 6lgiilebilir bir f(z) fonksiyonu olsun.

Eger |f(x)|* fonksiyonu [a,b] arahginda Lebesque anlaminda integrallenebilir ise,
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f(z) fonksiyonuna [a, b] araliginda karesi integrallenebilir fonksiyon denir.(Naimark

1967) Karesi integrallenebilir fonksiyonlarin lineer uzayinda

F-9)eon = [ F@)ala)de (3.4

esitligi bir i¢ carpim tamimlar(burada Lebesque anlaminda integral kastedilir) Bu
i¢c-carpim uzaymin bir Hilbert uzay1 oldugu iyi bilinmektedir. Bu uzay Ls[a,b] ile

gosterilir. (Kreyszig, 1978)

Teorem 3.4.1. Ls[a,b] uzayr tamdir ve sonsuz boyutludur.Yani Ls[a, b] uzayi bir

Hilbert uzayidir (Kreyszig, 1978)

Teorem 3.4.2. Ls[a,b] Hilbert uzay1 ayrilabilirdir,yani bu uzayda her yerde yogun
olan en az bir sayilabilir sonsuz alt kiime mevcuttur. (Kreyszig, 1978)

3.5. Lineer Operatorler ve Lineer Diferansiyel Operatorler

Bir T fonksiyonunun tanim ve goriintii kiimeleri ayni cisim iizerinde lineer uzaylarsa

ve cisimdeki her o ve T nin tanim uzayindaki her x,y vektor ¢ifti i¢in

T(x+y)=T(x)+T(y) (3.5.1)

ve

T(ax) = oT () (3.5.2)

kosullar1 gercekliyorsa T’ye lineer operator denir. Deger kiimesi R reel sayilar veya

C komplex sayilar olan operatorlere fonksiyonel denir.

Tanim 3.5.1. N ve N’ birer normlu uzay ve A : N — N’ lineer bir operator olsun

. Eger oyle bir K > 0 sayis1 varsa ki her z € N i¢in
[A@@)" < K|z (3.5.3)

esitsizligi saglansin,o halde A ya smirh lineer operator denir.Burada ||||’, N’ deki

norm,|||| ise N deki normdur.(Bayraktar, 2006)
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Tanim 3.5.2. L, D(L) tamm bolgesinde lineer operator olmak iizere;

Ly =)\y (3.5.4)
esitligini saglayan y # 0 elemani mevcut ise A parametresine L operatoriiniin 6zdegeri
y # 0 elemanina ise bu 6zdegere uygun 6zfonksiyon denir.

Simdi eslenik operatorler kavramini tanitacagiz ;

Tanim 3.5.3. Bir diferansiyel operatoriin D(L) tamm bélgesi belirli bir homojen
siir kosullarim saglayan tiim v € L2[a,b] fonksiyonlarimin olusturdugu lineer alt

uzaydir ve bu kiime D(L) ile gosterilir.
Tanmim 3.5.4. L ve L* diferansiyel operatorleri verilsin eger her v € D(L) ve her
u € D(L*) igin

(u, Lv) = (L*u,v) (3.5.5)

esitligi saglanirsa L* diferansiyel operatoriine L'nin eslenigi denir. (D(L*)-n tanimi

(Naimark, 1967) kaynaginda bulunur.)
Ornek 3.5.5. Bir érnek olarak ikinci dereceden

d2

d
] + ai(x)— + ap(z) (3.5.6)

L = ay(x) o

lineer diferansiyel operatoriiniin eslenigini bulahm. Eslenik operatorii elde etmek

icin dyle D(L*) kiimesi ve oyle L* diferansiyel operatorii bulmamiz gerekir ki
b
(u, Lv) = / u(av” + av’ + agv)dx (3.5.7)

esitligini (L*u, v) bigiminde yazilabilsin. Kismi integralleme ile

/ u(z)ay (x)v' (x)dr = u(x)a; (z)v(z)|2 — / (w(z)ay(z))v(z)dx (3.5.8)

esitligi elde edilir.

Simdi iki defa kismi integralleme yaparsak,asagidaki esitlik elde edilir
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+/ (w(z)az(z)) v(z)dx (3.5.9)

Bu sonuclarin birlestirilmesi ile asagidaki esitlik elde edilir ;
b
(u, Lv) = / u(axv” + av’ + agv)dx

— a1 (@)u(@)o(@) + ul@)aa(e)! (@) - (u(@)ax(z))"v(z)dall,
+ [l — (@) + aguluds (35.10)

L*m tamm bolgesini Oyle tanmimlamamiz gerekiyor ki asagidaki esitlik saglanmis

olsun;

[ar (2)u(z)o(@) + ulr)az(@)v(z) — (u(@)az(z)) v(z)]|, = 0

bu durumda asagidaki esitlik elde edilir
b
(u, Lv) = / [(agu)” — (a1u) + apu]vdr =< L*u,v >

boylece;
L*u = (aqu)" — (a1u) + agu (3.5.11)

elde edilir. L* = L olduguda operator formal olarak kendine eslenik adlandirilir.
L'nin tanim bolgesi L*’ 1 tanim bolgesi ile ayni oldugunda kendine eslenik operator
elde edilir. Kendine eslenigin kurulmasimda tanim bolgesi énemli oldugundan dolay,

eslenigin tanim bolgesinin buliunacagi bir 6rnegin yapilmasina ihtiya¢ duyariz.

Ornek 3.5.6.
B du

Lu = — 3.5.12
u=—_ (3.5.12)
operatorii i¢in [0, 1] araliginda u(0) = 2u(1) smir kosulunu tanimlayalim

(v,Lu)y = (L*v,u) kosulunu saglayan eslenik operatorii bulmamiz gerekiyor L*
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diferansiyel operatoriinii ve D(L*) tanim bolgesini asagidaki gibi tanimlamamiz

gerekiyor
1. ]
L= (3.5.13)
2.
wv|y =0 =0 = u(1)[v(1) — 2v(0)] = v(1) = 2v(0) (3.5.14)

3.6. Langrange ve Green’in (")zde§likleri

Strum-Liouville probleminin 6zdegerlerinin reel oldugunu ve uygun 6zfonksiyonlarin
ortogonal oldugunu ispatlamak i¢in iki onemli 6zdesligi tamimlamaliy1z. Strum-Liouville

operatori
d, d

—%(P@)

+q (3.6.1)
bi¢iminde tanimlanir .Bu operator i¢in iki tane onemli 6zdeslik bulunmaktadir.

Teorem 3.6.1. (Lagrange 6zdesligi)
ulv — vLu = [p(uwv’ — vu')]". (3.6.2)

ispat. Lagrange ozdesliginin ispati,operatoriin basit islemleriyle bulunabilir;

d , dv d
ulLv — vLu = u[%(pﬁ + qu)] — U[%(p—m + qu)]

oy duy
a udx pdx de pdw
d  dv du dv d  du du dv

= u%(p%) +p%% - U%(p@) —p%@

d . dv du
%[pu% — pv%]. (3.6.3)

Teorem 3.6.2. ( Green 6zdesligi)

b
/ (uLv — vLu)dr = [p(uv’ — vu')]|° (3.6.4)

a
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Green ozdesligi ise Lagrange 6zdesliginin integrallenmesi ile kolayca elde edilir.

3.7. Sturm-Liouville Problemleri

H bir Hilbert uzay1 ve L ise L : H —— H bi¢iminde tanimli olan bir lineer
operator olsun. Eger her hangi H uzaymimn cisminden alinmis )y skaleri i¢in
Lfy = XNofo olacak bigimde fy € H, fy # 0 elemam bulunursa, )\, sayisina L
operatoriiniin 6zdegeri, fy elemanina ise bu 6zdegere uygun olan 6zvektor denir.

Uygulamalarda sik sik rastlanan diferansiyel operatorlerden biri de

d2

=3 q(x) (3.7.1)

bigiminde ifade edilen operatordiir (bu operator genelde H = Ls(a,b) bigimindeki

Hilbert uzaylarinda incelenmektedir). L operatoriiniin tanim bolgesi en sik olarak

f(a)cosa+ f'(a)sina =0 (3.7.2)
f(b)cos B+ f'(b)sin =0 (3.7.3)
(o, 3 € [0,m)) bigiminde veya
fla) = f(b) (3.7.4)
f'(a) = f'(b) (3.7.5)

bi¢iminde verilmis sinir sartlari ile tanimlanir.

Lf(x) = —f"(x) + q(a) f(x) = M (2) (3.7.6)

denkleminin (3.7.2) - (3.7.3) veya (3.7.4) - (3.7.5) tipindeki sinir sartlarin saglayan
¢oziimlerinin bulun masi problemi klasik Sturm-Liouville problemleri olarak adlandirilir.
Eger (3.7.1) - (3.7.2) - (3.7.3) veya (3.7.1) - (3.7.4) - (3.7.5) Sturm-Liouville 6zdeger

probleminde;
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1. [a,b] arahg sl , g¢(x) fonksiyonu integrallenebilir ise o halde (3.7.1) -
(3.7.2) - (3.7.3) veya (3.7.1) - (3.7.4) - (3.7.5) problemleri Regiiler Sturm-Liouville

ozdeger problemleri olarak adlandirilir.

2. Regiiler olmayan Sturm-Liouville problemine Singiiler Sturm-Liouville 6zdeger

problemi denir.

Daha genel olan

f'(@) + pla) f(z) + (U(z) + pr(x) f(x) =0z € [a,b] (3.7.7)

bi¢imindeki diferensiyel denklemler (burada 7(z) ikinci mertebeden siirekli diferen
siyellenebilir bir fonksiyon ve r(z) > 0; p(x) ise birinci mertebeden siirekli

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere)
U+ qt)u = —u (3.7.8)

seklindeki kanonik denkleme indirgenebilir. Bunun i¢in x ve f degiskenlerinden

t = %/:\/@ds t:%/ab\/@ds

NI

u(t) = (r(@)} exp {% / xp(s)ds} F() (37.9)

doniistimii ile ¢t ve u degiskenlerine gecilir. Ayrica bu durumda [a,b] araligi da
[0,7] arahigima doniismiis olur. Bu déniisiim literatiirde Liouville doniisiimii olarak
gegmektedir (Levitan ve Sargsyan, 1988).

Regular Sturm-Liouville 6zdeger probleminin asagidaki ozellikleri sagladig ispat
edilebilir. Ancak, hepsini burada ispatlamayacagiz sadece bazi onemli Ozellikleri
siralayacagiz ve ozelliklerin bir kismina odaklanacagiz.

Asagida en genel bicimde verilmis Sturm-Liouville problemini gz 6ntine alalim

Lu = —(p(x)u) + q(z)u = Ao (x)u (3.7.10)
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au(a) + S’ (a) = 0, (3.7.11)
agu(b) + Bou/(b) =0 (3.7.12)

burada «;, 3; (i=1,2) reel sabitlerdirler, | a; | + | §; |# 0 dir.Bu sabitlerin farkh
degerleri igin farkh tiirden simir sartlar elde edilir.Eger £, = (2 = 0 ise o halde

(3.7.11), (3.7.12) sinir sartlar
u(a) = u(b) =0 (3.7.13)

bigimine doniisiir. (3.7.13) big¢imindeki siir sartlari literatiirde Dirichklet siir
sartlarn olarak adlandirihir. Eger a3 = ay = 0 ise o halde (3.7.11)(3.7.12) simur

sartlari

u'(a) =u'(b) =0 (3.7.14)
bi¢imine doniistir. Bu sinir sartlari literatiirde Neumann sinir sartlari olarak adlandirihir.

1. Ozdegerler reel, sayilabilir ve siralidir ve en kiiciik bir dzdeger vardir. Boylece

onlary; A\; < Ay < ... olarak yazabiliriz ancak en buyiik 6zdeger yoktur ve

n — 00, A\, — 00

2. Her )\, 6zdegerine uygun ¢,, 6z fonksiyonunun (a,b) acik araliginda yerlesen sifir

yerlerinin sayis1 n — 1 dir

3. Farkh ozdegerlere karsiik gelen 6zfonksiyonlar, o(x) agirhik fonksiyonuna gore

dik (ortogonal) dir. Bu durumda i¢ ¢arpim

() = [ t@gta)ot)is (3.1.15

bigiminde tanimlanir. O halde 6zfonksiyonlarin dikligi (ortogonalligi) asagidaki

sekilde yazilabilir;

(Pns Pm) = Oy nym =1,2, ... (3.7.16)
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1, m=n ise
yani n # m ise (¢pdm) = 0 oluyor ;burada 0,
0, m#mnise

kroneker deltasidir.

4. Ozfonksiyonlar sistemi tamdir; yani her parcali differansiyellenebilir f (x) fonksiyonu

f@) = cndn(x) (3.7.17)
n=1
seklinde genellestirilmis Fourier serisi bigiminde temsil edilebilir. Burada ¢,
katsayilari
Lo
" (n )

esitligi ile tanimlanir .

Not 3.7.1. Ashnda bu esitligin L2[a,b] = {f : (f, f) < oo}, o agirhk fonksiyonuna
gore karesi integrallenebilir olan fonksiyonlarin Hilbert uzayimnda saglandigi ispat

edilir.

5. Lo, = —A\o(x)d, esitligini ¢, ile i¢ carpimi alimir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa, asagidaki Rayleigh orani elde ederiz

b
_poute s [l

(¢n, Pn)

An (3.7.18)

Rayleigh orani 6zdegerlerinin bazi 6zelliklerini elde etmek i¢in yararh bir esitliktir

Ornek 3.7.2. Simdi asagidaki operatoriin 6zdeger ve 6z fonksiyonlarini inceleyelim

2
Ly = (zy') + Y= —Xoy =z €][l,2] (3.7.19)

y(1)=0, ¥(2)=0 (3.7.20)

su an i¢in o(z) 'm ne oldugunu tanmimlamiyoruz ancak ¢oziimleri elde edebilmek igin

uygun bir fonksiyon segecegiz bu denklemi

2
zy" +y + Y= — Aoy (3.7.21)
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bi¢iminde yazalim her iki tarafi  ile carparsak
22y + xy + (24 Azo)y =0 (3.7.22)

denklemini elde ederiz eger ; o(z) = 27! segilirse ozaman bu denklem Cauchy-Euler

denklemine indirgenir ve bdylece ;
2y + 2y + 2+ Ny =0 (3.7.23)
Cauchy-Euler denklemi elde edilir o halde karekterislik denklem
A +2=0 (3.7.24)

bigiminde bulunur. Salinimhli ¢oztimler i¢cin A + 2 > 0 olmasina gereksinim vardir;

boylece A > —2 igin genel ¢oziim;

y(x) = crcostW A + 2In |z]) 4+ casin' A + 21n |z|) (3.7.25)

seklinde elde edilir. Simdi sinir kosullarimi uygulayalim 3/(1) = 0 sir sartlarinin
saglanmasi icin c; = 0 olmasi gerekir. Boylece verilmis denklemin /(1) = 0 sartlarim
saglayan genel ¢oziimii

y(x) = crcosW A + 21n|z|) (3.7.26)

biciminde elde edilir. Ikinci y/(2) = 0 smur sartimda yerine yazarsak
sinf/A +2In2) = 0 (3.7.27)
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oztimleri igin
VA+2In2 = nmr, n=0,1,2,.. (3.7.28)

esitlikleri elde edilir. Boylece dzdegerler

Ay = —2+ (;—7;)2 n=01,2,. (3.7.29)
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olarak bulunur. Uygun 6zfonksiyonlar

yn(z) = cos(%lnm) 1<z<2 (3.7.30)

bi¢iminde elde edilir Bu somut ornek i¢in 6zdegerlerin reel sayilabilir ve siralanabilir
olduklar: goriiliir en kiigiik 6zdeger A = 2 dir. Simdi [1, 2] araliginda her 6zfonksiyonun
sifir yerlerinin sayisin1 bulabiliriz. Eger;

nm
cos(ln—anx) =0 (3.7.31)

denklemini ¢ozersek bu denklemin [1, 2] araliginda tam olarak n— 1 tane sifir yerinin

oldugunu kolayca gorebiliriz. Ortagonallik(diklik) de kolayca gosterilebilir. Gergekten;

2
d
(Yn, Ym) :/1 cos(%lnx)cos(%lnm)%
n2 [T
= — cos ny cos mydy
™ Jo
In2
= %&m (3.7.32)

Boylece regular Sturm-Liouville probleminin temel 6zelliklerinin bu somut 6rnek icin

saglandigini gostermis olduk.

3.8. Ozdegerlerin Reelligi Ve ézfonksiyonlarln Ortogonelligi

Bu kisimda Strum-Liouville probleminin 6zdegerlerinin reel oldugunu ve buna karsilik
gelen ozfonksiyonlarin ortagonalligini ispat edecegiz.

Teorem 3.8.1. (3.7.10)-(3.7.12) Sturm-Liouville probleminin tiim ézdegerleri reeldir.

Ispat. Kabul edelim ki A = \, keyfi 6zdegerler olsun uygun ézfonksiyon ise u =
¢n(z) olsun. O halde
Ln = =An00n (3.8.1)

esitligi saglanacak; Bu denklemin kompleks eslenigi asagidaki sekildedir

Loy, = M0y, (3.8.2)
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Simdi ilk esitligi &, ile ve ikinci esitligi ise ¢, ile carparak sonucu taraf tarafa

akardigimizda asagidaki esitlik elde edilir.

aLﬁbn - QSRLE = (/\_n - )\n)UﬁbnE (383)

Bu esitligin her iki tarafinin da integralini alalim

b—

b
/ (PnLpy — dpLpp)dr = (A — M) / O Ppdpda (3.8.4)

Sol tarafa Green ozdesligi uygulayarak, asagidaki esitligi buluruz

b
[p(@ndy — SuBIE = (on = An) / obuFnde (3.8.5)

kendine eslenik diferansiyel operator i¢in homojen sinir kosullarim kullandigimizda,

eslenigin sol tarafi sifira esit olur ve asagidaki esitlik elde edilir;

b
0=\, — An)/ o bn||*dx (3.8.6)
Integral sifirdan farkli oldugu icin A, — A, = 0,yani;
An = A, olmak zorundadir. Bu nedenle )\, 6zdegeri reeldir. ispat bitti.

Teorem 3.8.2. Sturm-Liouville probleminin farkh 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonk-

siyonlar ortogonaldir.

Ispat. A = \, bir ozdeger ve u = ¢, (x) bu dzdegere uygun olan 6zfonksiyon olsun.
O halde
L¢n = _)\na(bn (387)

esitligi saglanir. A, ise A,’den farkh olacak herhangi 6zdeger olsun. Bu 6zdegere

uygun Ozfonksiyon ise u = ¢,,(z) olsun o halde
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esitligi saglanir. Simdi ilk esitligi ¢, ile ve ikinci esitligi ¢, ile carptiktan sonra taraf

tarafa cikarirsak asagidaki esitlik elde edilir;

¢mL¢n - Canﬁbm = (/\m - )‘n)o-gbnqu (389)

Bir onceki ispatta olduguna benzer sekilde,esitligin her iki tarafinin da integralini
alalim ve Green 6zdesligini ve kendine eslenik operator icin siir sartlarim kullanalim.

Bu durumda asagidaki esitlik elde edilir

b
0=(N\pn — )\n)/ OO Omdr (3.8.10)

Ozdegerler farkli oldugundan esitligi A,,, — A, ile boleriz ve asagidaki sonucu elde

ederiz

b
/ Obndmdr =0 (3.8.11)

bu nedenle o(x) agirlik fonksiyonuna gére 6z fonksiyonlar ortogonaldir yani;

n#m= (on, dm) =0 (3.8.12)
Ispat bitti.

3.9. Rayleigh Oram

Rayleigh orani 6zdegerlerin tahminlerini yapmak ve Sturm-Liouville 6zdeger problemleri
ile iliskili baz1 6zelliklerin elde edilmesi i¢in kullamshdir.u = ¢, (x) fonksiyonu A = A,

ozdegerlerine uygun 6zfonksiyon olsun yani;

Lo = — Mo ()0 (3.9.1)

esitligi saglansin. Bu esitligin her iki tarafim ¢, (z) ile carptiktan sonra integrallersek

asagidaki esitligi elde ederiz.

/[% (C?")Jr qoplde = —X, /452 (3.9.2)
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Son esitligi A, i¢in ¢ozebiliriz ve bu bize asagidaki esitligi verecektir.

= Ialbnke(PE) + adhlde (39.3)

fa Podr

Ancak bu ifadeyi gergekten degerlendiremeyiz, ¢iinkii hentiz ¢, (z) 6zfonksiyonlarim
bilmiyoruz. Bu sonucu paydaki birinci terimi kismi integralleme uygulayarak yeniden
yazabiliriz yani; u = ¢,, ve dv = (pdj;")da: secimini yapacagiz. O halde asagidaki

esitlik elde edilir.
" 5o déy, doy,
[ v 0 =g, e~ [ gt @

Bu esitligi bir onceki esitlikte yerine yazarsak asagidaki Rayleigh oranim elde ederiz

—pon 22l + [V[p(%2)? — q¢2]da

Ay =
fa gb%adav

(3.9.5)

Birgok uygulamada 6zdegerin isareti onemlidir. Dolayisiyla, negatif olmayan 6zdegerle-

re sahip olmak i¢in (3.9.5)'de gordiigiimiiz gibi
a. q(x) <0 ve
b. —pgbndd%\g > 0 olmalidir

Ayrica eger A, sifir dzdeger ise o zaman homojen smir kosullarinda g(z) = 0 ve
a; = ag = 0 olur . Homojen smir sartlar ile verilmis Sturm-Liouville 6zdeger
problemlerinin 6zelliklerinden biri 6zdegerlerin siralanabilir olmasidir yani;
AL < Ag < s bigiminde siralanabilmesidir. Boylece en kiigiik 6zdeger vardir. Bu
ozellikten yararlanarak ispat edebiliriz ki;

—py s+ [l qy*)dx

AL = min (3.9.6)
y(z) f y adx

esitligi saglanir. Burada minimum smir sartlarini saglayan ttiim stirekli differansiyelle-
nebilir y(z) fonksiyonlar tizerinden alnir ve bu minimum y(z) = ¢;(z) oldugunda

elde edilir. Bu sonug, siirekli olan ve sinir kosullarini saglayan deneme fonksiyonlarini
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minimum 0zdeger tahminlerini elde etmek i¢in kullanabiliriz. Deneme fonksiyonlari

Sturm-Liouville denklemini saglamak zorunda degil.

Ornek 3.9.1. Yukanda; ¢” +Xp =0, ¢(0) =0, ¢(1) = 0 biciminde verilmis
ozdeger problemini ¢ozmiistiik. Bu durumda en kiigitk 6zdeger \; = 72 idi simdi

siur kosullarimi saglayan y(x) = x —a? basit fonksiyonunu deneme fonksiyonu olarak

1
1 —22)%d

fol(:v — 22)2dx

A1 <

(3.9.7)
tahminini elde ederiz. Gercekten de 72 < 10 olur.

3.10. Oz fonksiyon Ac¢ilim Metodu

Bu boliimde belirli bir homojen olmayan sinir deger problemini ¢ozmek icin 6z

fonksiyon acilimi yontemini uygulayacagiz. Homojen olmayan bir

Ly = f(z) (3.10.1)

diferansiyel denkleminin ¢oziimiinii arastiralim. Burada y(x) verilen homojen simir
kosullarini saglayan fonksiyondur. Bu homojen olamayan diferansiyel denklemin

y(x) ¢oziimiini

y(x) = cnn(z) (3.10.2)

bigiminde arayacagiz (3.10.2)-yi (3.10.1) de yerine koyarsak
F@) =L (@) = =D cndno(2)pn(x) (3.10.3)

n=1 n=1

esitligi elde edilir. Simdi bu acihmdaki katsayilar1 6z fonksiyonlarin ortogonalliklerin-
den yararlanarak bulacagiz. Son denklemi ¢,,(x) ile garpip integralini alalirsak bu

islemden sonra asagidaki esitligi elde ederiz.

b o b
/ F@)pm(@)de = = cady / O () ()0 () da (3.10.4)
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Ortogonallikten yararlanirsak asagidaki esitligi elde ederiz.

b b
/ f(z)pm(x)de = —cm)\m/ @2 (v)o(x)dx (3.10.5)
Burada c¢,,, katsayilarini asagidaki gibi elde ederiz

[ @) (x)de
A [} 82 ()0 (2)da

bunlar1 (3.10.2) de yerine yazarak (3.10.1) homojen olmayan diferansiyel denklemin

(3.10.6)

¢Oziimiinii elde ederiz.

Ornek 3.10.1. Bir 6rnek olarak asagidaki sinir deger probleminin ¢oztimiinii bulmaya

calisalim

(zy) + % = i x € [1,e] (3.10.7)
y(1) =0=y(e) (3.10.8)
y(e) =0 (3.10.9)

Bu diferansiyel denklem kendine eslenik formundadir, bu nedenle iliskili Sturm-liouville
ozdeger probleminin ortogonal bir 6zfonksiyon sistemine sahip oldugunu biliyoruz.

Ik 6nce bu dzfonksiyonlar: bulalim; Yani asagidaki problemi ¢ozmemiz gerekir
@oY + 2= —xo6,  6(1) = 0= () (3.10.10)
x
Terimleri yeniden diizenleyip her tarafi x ile carptigimizda asagidaki denklemi elde

ederiz;

22¢" +2¢' + (1 + Aow)p =0 (3.10.11)

o(x)" i se¢gmekle denklemi Couchy Euler tipi bir denkleme indirgeyebiliriz. Agirhik

fonksiyonunu o(z) = i olarak sectigimizde asagidaki esitligi elde ederiz

22¢" +x¢' + (1 4+ N)p =0 (3.10.12)
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Bu Couchy-Euler tipi denklemdir ve kolayca ¢oztiliir. Karakteristik denklemi asagidaki
gibidir;

P4+ (1+X)=0 (3.10.13)
A > —1 oldugunda sinir kosullarim saglayan 6zdeger probleminin asikar olmayan

coziimleri elde edilir. Coziimler asagidaki gibidir;
on(z) = Asin(nrinz), n=1,2.. (3.10.14)
Bu 6zfonksiyonlara uygun ozdegerler ise ,
Ay =nm% — 1 (3.10.15)

bi¢imindedir. Ozfonksiyonlarln normallestirilmesi genellikle faydahdir yani eger
A 0Ozel olarak secilirse her 6zfonksiyonun norm degeri bir olur boylece asagidaki

esitlikler elde edilir

/1 @ () (a)de

¢ 1
= A2/ sin(nminz)—dz
1 Xz
¢ 1
= A2/ sin(nmy)dy = §A2 =1 (3.10.16)
1

Boylece A =+/2 olur. Simdi biz homojen olmayan Ly = i probleminin ¢oziimiine

dénelim. Ik 6nce bilinmeyen ¢oziimi 6zdeger fonksiyonlarinin serisine agalim
y(x) = Z /2 sin(nmlnz) (3.10.17)
n=1

Bu ¢oziimii diferansiyel denklemde yerine koyarsak asagidaki esitligi elde ederiz;

1 C 1
o= L,=— ;cn)\nﬂsin(nwlnx)z (3.10.18)
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Simdi 6zfonksiyonlarin ortogonalligini kullanacagiz. Esitligin her iki yanini da ¢,,(z) =

V2sin(mnlnz) ile carpalim ve integralini alalim. Bu bize asagidaki esitligi verecektir;

/ Vasin(mrinz) Lae = V2 apm) (3.10.19)

mm
Bu esitligi ¢, icin ¢ozdigimiizde asagidaki esitlik elde edilir

= %% (3.10.20)

Nihayet ¢, katsayilarimizi y(z)’in seri agihminda yerine yazarak asagidaki formiilii

elde edecegiz.

=2 (=) —1]
zjln— n27r2—1 sin(nwinz) (3.10.21)

Béylece (3.10.7)-(3.10.9) homojen olmayan simr deger probleminin (bu problemin
ozdeger problemi olmadigina dikkat edelim!)(3.10.21) ¢éziimiini (3.10.10) homojen
ozdeger probleminin,yani Sturm-Liouville 6zdeger probleminin 6zdegerleri ve 6zfonksi-

yonlar1 yardimi ile bulmus olduk.
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4. BULGULAR VE SONU(C

4.1. Problemin ifadesi

Bu kesimde stireksiz agirlik fonksiyonunu igeren iki-aralikli

L(u) :== —u"(z) + q(z)u(z) = Iw(z)u(z), x € [-1,0)U(0,1] (4.1.1)

Sturm-Liouville denkleminden,sinir noktalarinda verilmis

u(—1) =0, (4.1.2)
u(1) =0, (4.1.3)

siir kosullarindan ve araliklarin ortak siiri olan o = 0 noktasinda verilmis

w0+ 0)—u(0—0)=0 (4.1.4)

w'(040) — 6u/(0 — 0) = 0 (4.1.5)

iletisim(gegis) sartlarindan olusmus iki-aralikli Sturm-Liouville probleminin spektral
ozelliklerini arastiracagiz; burada ¢(z) potansiyeli [—1, 0) ve (0, 1] araliklarinda siirekli

olan ve x=0 tekil noktasinda

q(0+0) = lim ¢(x)

x—0

sonlu limit degerine sahip olan reel degerli fonksiyondur; w(z) agirlik fonksiyonu
parcali-sabit fonksiyondur ve
1 , x€[-1,0
w(z) = | ) (4.1.6)
w o, x€(0,1]
esitligi ile tammmhdir; w > 0, § > 0 pozitif reel sayilardir; A ise kompleks spektral

parametredir.



4.2. Ozdegerler ve Green Fonksiyonu

Bu kesimde (4.1.1) - (4.1.5) Sturm-Liouville probleminin Green fonksiyonunu bulaca-
g1z. Bunun i¢in (4.1.1) denkleminin [—1,0) sol araliginda iki tane vy (z, A),v1(z, A),
¢Oztimiinii (bu ¢oziimleri sol ¢oztimler olarak adlandiracagiz), (0, 1] sag araliginda
ise iki tane vo(x, ) ,y2(x, \) ¢oziimini (bu ¢ozlimlere sag coziimler diyecegiz )
tanimlayacagiz. Bu c¢oziimleri asagidaki yontem ile tamimlayacagiz. Kabul edelim

ki, v1(z, A) fonksiyonu (4.1.1) diferansiyel denkleminin [—1,0) araliginda

81}1(—1, )\)

—1.)\) =
'U1< ,)\) O, 8x

—1 (4.2.1)

baslangig sartlarini saglayan ¢6ztimii olsun. ve(z, A) fonksiyonu ise ayni 4.1.1 denklemi-

nin
Ovs (04 0, A Ov1(0—0, A
Us(0+0,A) = 11 (0 — 0), UQ(@Z N _ s ”1(8:5 ) (4.2.2)
baslangi¢ sartlarim saglayan ¢oztimi olsun. Dikkat edilirse goriilir ki,
vi(x, A , xe€|—1,0
v(z, ) = 1z 3) =10 (4.2.3)
’Ug(x, )‘> ’ X € (07 1]

esitligi ile tanimh v(z, \) fonksiyonu (4.1.1) diferansiyel denklemini tiim [—1,0) U
(0, 1] tamim bolgesinde sagliyor ve de bu ¢oziim (4.1.4) - (4.1.5) gecis sartlarinin her
ikisini sagliyor. Simdi benzer yontemle (4.1.1) denkleminin baska bir

ey = M xElLo (4.2.4)

Yolz, ) ., x€(0,1]

¢Oziimiinii dyle tanmimlayacagiz ki, v(x, \),y(x, \) ¢dziimleri hem [—1,0) araliginda
hem de (0, 1] araliginda lineer bagimsiz olsunlar. Ayrica (z, A) fonksiyonu da (4.1.4)
- (4.1.5) gegis sartlarimin her ikisini saglasin. Bunun i¢in 6nce 72 (z, A) fonksiyonunu
tanimlayacagiz, daha sonra ise bu sag ¢oztimden yararlanarak vy (x, \) sol ¢éziimiinii
tammlayacagiz. Kabul edelim ki,ys(x, \) fonksiyonu (4.1.1) diferansiyel denklemin
(0, 1] arahiginda
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o 872(17 >‘) _

baslangig sartlarim saglayan ¢oziimii olsun.v; (x, \) ise (4.1.1) diferansiyel denklemin

(0—0,0) 1 9y(0+0,\
71(0 = 0, ) = 72(0 + 0, \), ;ﬁ%%__lzg ;ﬁ%%——l (4.2.6)

baslangi¢ sartlarim saglayan ¢oztimleri olur.

Teorem 4.2.1. vy(z,\) , 71(x, A) fonksiyonlar1 [—1,0) arahiginda ,vs(x, A),y2(z, )
fonksiyonlar ise (0, 1] araliginda lineer bagimsizdirlar. v(x, ) ¢dziimii (4.1.1) siur
sartini ve (4.1.4) - (4.1.5) gecis sartlarin y(z, ) ¢oziimii ise (4.1.2) smir sartin ve

(4.1.4) - (4.1.5) gegis sartlarini saglar.

Ispat. Bu ¢oziimlerin varligr lineer diferansiyel denklemler teorisinin iyi bilinen
¢Oziimiin varligi ve tekligi hakkinda Cauchy teoremi geregi agiktir .(Naimark, 1967)
va(x, A) -nm (4.1.1) smir sartlarim saglamas: (4.2.1) geregi (4.1.4) - (4.1.5) gegis
sartlarini saglamasi ise (4.2.2) geregi agiktir. y(z, A\) hakkindaki hitkiimler ise (4.2.5)
ve (4.2.6) geregi aciktir.

Teorem 4.2.2. vi(z, ), v1(z,\) ¢dziimleri Vx € [—1,0) igin, ve(z, A), Ya(z, \)
¢oziimleri ise Vx € (0,1) i¢gin A € C kompleks parametresinin tam fonksiyonudur.

Yani tiim kompleks C diizleminde analitik fonksiyonlardir.

ispat. Bu teoremin ispat1 (Mukhtarov ve ark., 2015) makalesinde basit sonug olarak

ifade edilir.

Sonug 4.2.3. Wvi(z, A), y1(x, )] ve W[vg(z, A), 72(x, A)] Wronskianlarinin her biri
x degiskeninden bagimsizdirlar ve her biri A kompleks parametresinin tam fonksiyonla-

ridirlar.

Sonug 4.2.3 geregi asagidaki karakteristik fonksiyonlar: tanimlayabiliriz:
Az()‘> = W[Ul(xv >\)7 71<I7 /\)] =

vi(x, A i, A
_ el A @A (4.2.7)
61}1596,)\) a’yzéx,)\)
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burada I; = [—1,0) , Iy = (0, 1] gbsteriminden yararlandik.

Teorem 4.2.4. A;(\) ve Ay(A) fonksiyonlar: lineer bagimhdir ve

esitligi saglanir.

Ispat. W{vy(x,\), 71 (2, )] Wronskiam [—1,0) ve (0,1] araliklarmm her birinde x-

den bagimsiz oldugu i¢in asagidaki bicimde ifade edilebilir:

AN = Wo(e )o@y =4 SN xeFL0) (4.2.9)
AQ(}\) 4 X € (07 1]

Diger taraftan(4.2.2) ve (4.2.6)geregi
A2(>‘) = W[U2(x7 )‘)7 72(‘%’ )‘)]

= W[UQ(O + O, )\), ")/2(0 + O, )\)]

va(0+0,\) 72(04+0,))

Ovg (0+0,)\) a’yg (0+0,)\)
oxr ox

UI(O - 07)‘) 71(0 - 07)‘)

Ov1(0—0,N) 071(0—0,))
0 oz 0 ozx

= SW v (0 = 0,A),71(0 — 0, \)]

— A (M)

boylece (4.2.8) esitligi ispat edildi.
vi(x, A) vi(x, A) fonksiyonlar1 Yz € I; igin (¢ = 1,2) A-nn tam fonksiyonlar1 oldugu
icin A;(A),i = 1,2, fonksiyonlar1 da A-nin tam fonksiyonlaridirlar. Ispat bitti.
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Tamm 4.2.5. A(N\) := Ax(\) = JA(N) esitligi ile tammh A(X), A € C tam
fonksiyonuna (4.1.1) - (4.1.5) iki aralikli Sturm-Liouville probleminin karakteristik

fonksiyonu veya sinir-gecis fonksiyonu diyecegiz.

Teorem 4.2.6. )¢ € C kompleks sayisinin (4.1.4) - (4.1.5) iki aralikli Sturm-Liouville

probleminin 6zdegeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart A()g) = 0 olmasidur.

Ispat. (=) A\ € C kompleks sayis1 (4.1.4) - (4.1.5) iki arahkli Sturm-Liouville
probleminin (IASLP) 6zdegeri olsun. O halde v;(z, \) 7i(z, \) ¢oziimleri I; araliginda
(i = 1,2) lineer bagimli olacak. Lineer bagimh fonksiyonlarim Wronskiyan sifira esit
oldugu i¢in

Ar(No) = 0 = Ay(No) (4.2.10)

esitligi saglanir. Buradan Tanim 4.2.5 geregi A()\g) = 0 elde edilir. Gerekliligin
ispat1 bitti.

(<=) A(N\g) = 0 olsun. O halde Tanim 4.2.5 geregi A;(Ag) = 0 ve Ag(Xg) = 0
olur.A;(N\g) = 0 oldugu i¢in lineer diferansiyel denklemler teorisinin ¢ok iyi bilinen
teoremi geregi v;(x, \o), 7i(x, Ao) fonksiyonlar1 /; arahginda (i = 1, 2) lineer bagimh
olacak. O halde hem vy(z, Ag) hem de vo(z, Ag) ¢oziimleri her iki (4.1.2) ve (4.1.3)
siir sartlarini saglayacaklar. Bu ¢oziimlerin (4.1.4) ve (4.1.5) gegis sartlarmi da
sagladiklarini Teorem 4.2.1 - den biliyoruz. Dolayisi ile bu fonksiyonlarin her ikisi
(4.1.1) - (4.1.5) IASLP-nin ¢oziimleridir. Yani bu problemin ézfonksiyonlaridirlar.
O halde 6zdegerin tanimi geregi Ay kompleks sayist (4.1.1) - (4.1.5) TASLP-nin

ozdegeridir. Yeterliligin de ispat1 bitti. Teoremin ispat1 tamamlandi.

Teorem 4.2.7. A()\) tam fonksiyonunun sifir yerleri sayilabilir sonsuz sayida siral

A< Ay < reel dizi bi¢iminde gosterilebilir.
Ispat. ispat1 (Levitan ve Sargsyan, 1988) kaynagma bakiniz

Sonug 4.2.8. A()) karekteristik fonksiyonunun (A,) sifir yerleri n — oo oldugu
zaman sonsuza yakinsar; yani

lim A, = o0 (4.2.11)

n—oo

olur.
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ispat. Bunun sonucunun ispati1 kompleks fonksiyonlar teorisinin bolgede analitik

olan fonksiyonlarin tekligi hakkinda iyi bilinen teoremden direkt olarak elde edilir.

Sonug 4.2.9. (4.1.1) — (4.1.5) IASLP-nin 6zdegerleri sayilabilir sonsuz sayida \; <

Ay < bi¢iminde siralanabilir reel dizi olusturur ve n — oo iken A,, — oo olur.
Ispat. Teorem 4.2.6 ve Sonug 4.2.8 - den direkt olarak elde edilir.

Not 4.2.10. (4.1.1)-(4.1.5) TASLP- nin tiim 6zdegerleri reel oldugu icin uygun
ozfonksiyonlar1 da reel degerli fonksiyonlar olarak kabul edebiliriz. Bundan sonra
tiim ozfonksiyonlarin reel degerli oldugunu kabul edecegiz.

Simdi homojen olmayan

L(u) = dwou+ f,  x€[-1,0)U(0,1] (4.2.12)

diferansiyel denklemini gozoniine alalim;burada f(x) fonksiyonu [—1,0) ve (0, 1]

araliklariin her birinde siirekli olup f(0 % 0) sonlu limit degerleri vardir.

Tamm 4.2.11. Asagidaki esitlikle tammh G(z,&; \) fonksiyonuna (4.1.1)-(4.1.5)
IASLP-nin Green fonksiyonu denir.

w(z)
AN

Gz, &N = — H(z, &)\ r,&€[-1,00U(0,1], AeC (4.2.13)

burada H(x,&; A) fonksiyonu

(

sui(a, (€A, —1<2<E<0
F01(&, M7z, N), —1<€E<2<0
Hpey ) 0@IREN, —1<r<0<e<l o
Jor el ), —1<é<0<z<l1
sua(a, A)72(& V), O<r<E<]
| 502(& M)z, N), 0<é<az<l

esitligi ile tanimlanir.

33



4.3. Ozfonksiyonlar sistemi iizerine Fourier agilimi

Bu kesimde genelligi bozmadan A = 0 sayisim (4.1.1)-(4.1.5) IASLP-nin 6zdegeri
olmadigim kabul edecegiz. Aksi durumda asagidaki yontemi uygulayabiliriz. Kabul
edelim ki A\,, = 0 olsun. O halde 0 < a < Apy41 — Apg, yani 0 < a < A1
olmak tizere A = p + a dontisimii ile A 6zdeger parametresinden yeni p 6zdeger
parametresine gecis yapmak sureti ile ;o = 0 sayisinin 6zdeger olmadigin elde ederiz.
Bu nedenle bu kesimde A = 0 sayisinin 6zdeger olmadigini kabul edecegiz ve bu

kabuliimiiz genelligi bozmaz. Bu durumda
L(u) := —u"(x) + q(x)u(z) = 0, z € [—-1,0)U(0,1] (4.3.1)

denkleminin (4.1.2)-(4.1.5) smir gecis sartlarini saglayan bir tek u(x) = 0 asikar

¢Oziimii bulunacak.
L(u) := —u"(x) + q(x)u(z) = f(x), z €[-1,0)U(0,1] (4.3.2)

denklemini gozoniine alalim; burada f(z) fonksiyonu [—1,0) ve (0, 1] araliklarinda

stirekli ve sonlu f(0 £ 0) limit degerlerine sahip olan keyfi fonksiyondur.

Tanim 4.3.1. —o0 < a < ¢ < b < +00 olmak iizere [a,c) U (¢, b] kiimesinde tammh
ve siirekli olan, ayrica f(c £ 0) limit degerlerine sahip olan tiim f(z) fonksiyonlar

uzaymi Cla, c) @ C(c, b] ile gosterelim.

Teorem 4.3.2. Cla, c] ® C[c, b] lineer uzayinda tanimh

I = sup [ f(z)] (4.3.3)

z€[a,c)U(c,b]
esitligi bir norm tanimlar. Bu normlu uzay tamdir,yani Banach uzayidir.

Ispat. C[a,c) ve C(c,b] lineer normlu uzaylarmim her birinin Banach uzay1 oldugu
litaretiirden bilinmektedir. Ayrica (4.3.3) esitliginin C|a, ¢) & C(c, b] lineer uzayinda
bir norm tammladig1 kolayca gosterilebilir. Simdi bu bilgilerden yararlanarak

Cla, c)UC(c, b] -nin bir Banach uzay1 oldugunu ispat edecegiz. Bunun igin bu uzayda

Cauchy dizisi olan keyfi bir (f,,(z)) fonksiyonlar dizisini alahm sirasi ile [a, ¢] ve [c, b]
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kapali araliklarinda tanimh olan (f. . (x)) ve (f..(x)) fonksiyonlar dizisini asagidaki

esitliklerle tanimlayalim :

fen(z) = ful@), @&l (4.3.4)
falc—=0) z=c , n=12.

Asikar olan
er,n - fe,m”C[a,c] S “fn - me* (436)

Hfr,n — fr,m”C[c,b} S ||fn - me* (437)

esitlikleri geregi (fen) dizisi C|a, ¢] Banach uzaynda, (f,.,) dizisi ise C[c, b] Banach
uzayinda birer Couchy dizileridirler. Bu nedenle her ikisi yakinsaktir. Bu dizilerin

limitlerini sirast ile f.(z) ve f,(x) ile gosterelim ve

fla) = Jele)  x€lane) (4.3.8)

frl@) , x€(cb]
fonksiyonunu tanmimlayalim. Kolayca gosterilebilir ki f € Cla, ) ® C(c,b] ve

1= I = maX{er,n(w) = @t o) — fr(ft)IIC(c,b]} (13.9)

esitligi saglanir. Bu esitlik geregi ve de
||fe,n(x) - feHC’[a,c) —n—oo 07 ||f7",n - f?"”C(c,b] —n—oo 0 (431())

oldugu i¢in

1 fo = fII" —n—00 0 (4.3.11)

elde edilir. Ispat bitti.
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Teorem 4.3.3. Kabul edelim ki A = 0 says1 (4.1.1) - (4.1.5) TASLP-nin 6zdegeri
olmasin. O halde Vf € C[—1,0) @ C(0, 1] i¢in (4.3.2) homojen olmayan diferansiyel
denklemin (4.1.2) - (4.1.5) smir-gecis sartlarimi saglayan bir tek u = u(z) ¢dziimii

bulunur ve bu ¢oziim i¢in asagidaki formiil saglanir

1 0-0

) =2 [Vewornga; [ cwosor s

wJ-1

burada G(x, &) ¢ekirdek fonksiyonu
G(z,8) := G(x,&;0) (4.3.13)

esitligi ile tanimhdar.

Ispat. (4.2.13), (4.2.14) ve (4.2.13) esitliklerini dikkate alarak ve de v;(z, X),v;(z, \)
(i=1,2) ve A(X) fonksiyonlarmin tammlarindan yararlanarak (4.2.12) esitligi ile
tanmiml u = u(z) fonksiyonunu (4.3.2)- de yerine yazarsak bu denklemin sagladigim
kolayca gorebiliriz. Ayrica bu fonksiyonu (4.1.2) - (4.1.5) sinir-gegis sartlarinda
yerine yazarsak,bu sartlar1 da sagladigimi gosterebiliriz. Yani,(4.3.12) ile tammh
fonksiyonun (4.3.2) denklemini ve (4.1.2) - (4.1.5) siur- gegis sartlarin sagladigin

yerine yazmakla kolayca gosterebiliriz.

Teorem 4.3.4. (4.1.1) - (4.1.5) IASLP-nin her \, , n = 1,2, 3, ... 6zdegerine uygun

olan u,(x) = u(x, \,) 6zfonksiyonu i¢in asagidaki integral denklem saglanir:

w(@) =2 [ G u©ds+ [ G s (43.14)

1 Y +0

Ispat. Eger (4.3.2) homojen olamayan Sturm-Liouville denkleminde f(x) fonksiyonu
yerine A\, u,(x) yazarsak o halde (4.3.14) esitligi (4.3.12) - den direkt olarak elde
edilir. Ispat bitti.

Simdi (4.1.1) - (4.1.5) IASLP-i icin 6nemli olan yeni bir integral operator tanimlayaca@iz:

Ty(z) = - / G u€)de + X /0 G, ) (€) e (4.3.15)

W 0 Jo+o
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Sonug 4.3.5. Eger (\,, u,(2)) cifti (4.1.1) - (4.1.5)) IASLP-nin bir ézfonksiyon ¢ifti
ise o halde

ATy () = up () (4.3.16)
esitligi saglanir.
Ispat. (4.3.14) ve (4.3.15) ve (4.3.15)-den direkt olarak (4.3.16) elde edilir . Ispat
bitti.
Sonug 4.3.6. (\,, u,(z)) ciftinin TASLP-nin 6zdeger-6zfonksiyon ¢ifti olmasi icin
gerek ve yeter sart (/\in,un(a:)) ¢iftinin T operatorii i¢in 6zdeger-6zfonksiyon cifti
olmasidir. Simdi Ly[—1,0] & L»[0,1] direkt toplam uzaymnda yeni bir i¢-garpim

tanimlayacagiz.

Teorem 4.3.7.

1 0-0 1 1
< U,V Sgri= —/ w(z)o(z)dr + — u(z)o(z)dx (4.3.17)
WJ-1 0 Joto

esitligi Lo[—1, 0]® L, |0, 1] direkt toplam uzayinda bir i¢-garpim tammlar (bu i¢-garpim
uzaymi @ L, ile gosterecegiz)
Ispat. w > 0 ve § > 0 oldugu icin ispat aciktir.

Teorem 4.3.8. (4.3.17)-nin tirettigi norm ile Lo[—1, 0]® L4 [0, 1] - deki klasik i¢-garpi-
min,yani

<u,v >i= /0 u(z)o(z)dr + /01 u(z)o(z)dx

-1

= /_ u(z)v(x)dx (4.3.18)

1

ig-carpiminin tirettigi normlar denktir.

Ispat. (4.3.18) i¢-carpimmm iirettigi normu |||, ile gosterelim

11 11
‘= min{—, - M = - = 4.3.1
m mm{’y’(S}’ max{ﬁy,(s} (4.3.19)

gosterirsek Yu € La[—1,0] @ Lo[0, 1] i¢in

mlfullz, < [ulles, < Mluls, (4.3.20)
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elde edilir.Ispat bitti.

Teorem 4.3.9. T integral operatoriintin sayilabilir sonsuz sayida (u,) 6zdegerleri

mevcuttur;bu 6zdegerler py > po > ..., biciminde siralanabilir ve

lim @, =0

n—oo
esitligi saglanir.

Teorem 4.3.10. T integral operatoriiniin p,, # u, farkli 6zdegerlerine uygun

©n(x),om(x) dzfonksiyonlart &Ls Hilbert uzaymada ortogonaldir.

Teorem 4.3.9 ve Teorem 4.3.10 -un ispat1 integral operatorler teorisinin bilinen

teoremlerinden direkt olarak elde edilir.

Not 4.3.11. (p,(z)) 6zfonksiyonlar sistemini

Yn(T) = %, n=1,2.. (4.3.20)

biciminde ortonormallestirebiliriz.

Teorem 4.3.12. Vf € C[-1,0) & C(0, 1] i¢in
> <Tf v >erL, ta(x) (4.3.21)
n=1

serisi C[—1, 0)®C(0, 1] Banach uzayinda yakinsaktir ve toplami g(x) = T'f fonksiyonu-
dur yani g = T'f fonksiyonu C[—1,0) & C(0, 1] Banach uzaymnda

Tf=Y <Tftn>er, tu(x) (4.3.22)
n=1

Fourier serisine agilabilir. Yani (4.3.21) serisi T f fonksiyonuna [—1, 0)U(0, 1] kiimesinde
diizgiin yakinsaktir.
Ispat. (f,(z)) fonksiyonlar dizisini asagidaki gibi tanimlayalim:
fal@) = f(2) =) < i >ar, i) (4.3.23)
i=1
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Vi=1,2..ni¢n
< fn,¥i >or,= 0 (4.3.24)

oldugu aciktir. Integral operatorler teorisinin extremal ilkesi geregi Vn icin

1T fullors <I pasr | | fallors (4.3.25)

esitsizligi saglanir. Ayrica T; = p;9;, ¢ = 1,2... oldugu icin

u:Tf=Z<f,¢i >qL, T
i=1

= Z < [, T >ar, ¥
i=1

=Y <Tf.%i>orL, ¥ (4.3.26)
i=1

elde edilir; burada seri @ L, Hilbert uzayinda yakinsaktir. Kolayca gosterebiliriz ki,
oyle K > 0 sayis1 vardir ki,Vf € C[-1,0) @ (0, 1] igin

Tfl < K| fllec (4.3.27)

esitsizligi saglanir. O halde Vn,m (n < m) i¢in

D < fotn > (o) S K Q< fo 23 (4.3.28)

elde edilir. Bessel esitsizligi geregi (4.3.28) esitsizligin sag tarafi m,n — oo iken

sifira yakinsaktir. O halde (4.3.22) ve (4.3.28) geregi
(TH(x) =D <Tf i > ¢i(x) (4.3.29)
i=1

esitligi C[—1,0) & C(0.1] Banach uzayinda gegerlidir.

Teorem 4.3.13. Vf € C[—1,0) ®C(0.1] fonksiyonu verilsin ve bu fonksiyon (4.1.2)-
(4.1.5) smir-gegis sartlarimi saglasin. O halde C[—1,0) & C(0.1]Banach uzaymda f

fonksiyonu (¢;) 6zdonksiyonlar sisteminin ;
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o0

flx) = Z < [, >er, vi(2) (4.3.30)

=1

bi¢gimde seriye acilabilir:

Ispat. u = L(f) gosterirsek ve bir énceki teoremi (Teorem 4.3.12) bu fonksiyona

uygularsak (4.3.30) elde edilir. Ispat bitti.

Sonug 4.3.14. (¢;(z)) 6zfonksiyonlar sistemi & Lo Hilbert uzayinda ortonormal baz

olusturuyor.

Sonug 4.3.15. (Genellestirilmis Parseval esitligi)
Vf € ®L,y icin

0-0

=312 [ fewa@dn+ 1 [ fepa@dn P (4331)
— 0+0

-1

genellesmis parseval esitligi saglanir.

4.4. Rayleigh Orani

Bu kesimde Rayleigh orani yardimi ile (4.1.1) - (4.1.5) IASLP-nin 6zdegerleri ile
arasindaki baginti incelenecektir. Bu problemin ¢zdegerlerinin Rayleigh orani yontemi

ile nasil elde edilebilecegi gosterilecektir. Ik énce asagidaki tanimi verelim

Tanim 4.4.1. Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri art1 sonsuza yakinsak ise
yani A\; < Ay < ... biciminde siralanabilirse ilk 6zdegere, yani en kii¢iik 6zdeger
olan \; -e verilmis problemin esas 6zdegeri denir. Bu 6zdegere uygun olan ¢ (z)

ozfonksiyonuna ise esas ¢zfonksiyon denir.

Teorem 4.4.2. (4.1.1) - (4.1.5) IASLP-nin esas 6zdegeri

0—0 1
R(u) = 5o (u” + qu)da + 5 fo+0(u/2 + qu)da (4.4.1)
= 0-0 1 S
% f_l w?dr + % f0+0 u?dz

fonksiyonelinin ¢C? = C?[—1,0] & C?[0, 1] Banach uzaymdaki infumum degerine
esittir. Ayrica bu fonksiyonel infumum degerini alir( yani bu fonksiyonelin minimumu

mevcuttur) ve min R(u) = R(¢1) = A; esitligi saglanr.
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Ispat. (4.1.2) - (4.1.5) smur gecis sartlarm saglayan keyfi ¢ € ®C? fonksiyonunu

gozoniine alalim. O halde Teorem 4.3.11 geregi ¢(x) fonksiyonu asagidaki seriye

acilabilir:
o) =30 [ e+ [ o @agne @

Ayrica bu seri C[—1,0)@C(0, 1] Banach uzayinda yakmsaktir. Simdi kismi integrasyon

yardimu ile asagidaki esitligi elde edebiliriz:

1 0-0 1 1
;/1 Lip|ndx + 5 /0+0 Lip|ndz

1 0-0 1 1
= [ et [ el

1 0-0 1 1
0 [ v [ ot
= An < 0, Un Sara= MCal(9) (4.4.3)

burada C,(¢),n = 1,2,.. ile < ¢,v%, >gr, i¢-carpimi ,yani ¢ fonksiyonunun (1))
ozfonksiyonlar sistemine gore Fourier katsayilar: gosterilmistir. O halde Sonug (4.3.14)

- (4.3.15) geregi,yani genellestirilmis Parseval esitligi geregi
1 0-0 1 1 0
2 2 2
o A L W O S
W 0-+0 —
ve

1[0 . ) 1 [ e )
" (¢" +aqp )derg (¢" 4 qp)dz

1 0+0

= —/ eL[pldr + = ! @L[go]da:
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0-0

- 1 1
=2 GG [ ntlelde 5 | dnLlelde

-1 0+0
o 1 0-0 1 1
=N (o) (= Lib)ode + = | Li,]od
S Gl [ Hudede+ 5 [ Dl
o0 1 0-0 1 1
- Z Cn(gp))\n(; » Yppdr + 5 - Unpdx)

n=1

D ACHe) = M D C2yp)
n=1 n=1

1 0—-0 1 1
W / Gdr+ = [ pPda) (4.4.4)
—1 6 040

Bu nedenle (4.1.2) - (4.1.5) siir-gegis sartlarim saglayan Yu € &C? igin
AL < R(u) (4.4.5)
elde edilir.(4.4.5)-den direkt olarak
A1 < inf R(u) (4.4.6)

bulunur. Diger taraftan ¢ = v icin

Co(¥1) = 61 = (4.4.7)
0 , n>1
oldugundan (4.4.1) geregi
A1 = R(vn) (4.4.8)
esitligi bulunur.(4.4.6) ve (4.4.8)-den
A = min{R(u)/u € ©C? (4.4.9)

(u fonksiyonu (4.1.2) - (4.1.5) smuwr sartlarim saghyor) esitligi bulunur. Teoremin

ispat1 bitti.

Simdi bu kesimin esas teoremini ifade ve ispat edecegiz.
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Teorem 4.4.3. (4.1.1) - (4.1.5) IASLP- nin n. ézdegeri olan \,, (n = 2,3,..)
sayist (4.4.1) esitligi ile tamimli R(u) Rayleigh orammm (4.1.2) - (4.1.5) sinir-gegis
sartlarim saglayan ve &C? N (span(y,Py....... ¥,_1))T lineer uzaymm elemani olan
tiim fonksiyonlar kiimesi tizerinden alinan infumumuna esittir. Ayrica bu fonksiyonel
bu lineer altuzay iizerinde infumum degerini alir (yani minimumu mevcuttur) ve bu
infumum R(u) -nun ¢ = 1, noktasindaki degerine esittir. Yani A\, = R(¢,,) esitligi

saglanir.

ispat. ¢ fonksiyonu bu teoremin ifadesindeki R(u)-nun tamim bolgesinin elemam
olsun,yani (4.1.2) - (4.1.5) smur gecis sartlarini saglasin ve
0 € ®C? N (span(i1, Ya...... 1)) olsun. O halde (4.4.4) geregi

1

I 1 2 =
—/ (" +ap?)dz+ < [ (¢ +qp”)dz =D ACi ()
WJ 9 Joso =

> Ao i C%(p) (4.4.10)

K=n

elde edilir diger taraftan Sonug 4.3.15 (genellesmis Parseval esitligi)geregi

1 /0—0 2 1 /1 2 N
— o dr + — o dr = Ck(p) (4.4.11)
w 0 Jo+o KZ:H "

-1

esitligi elde edilir. O halde bir onceki teoremin ispatina tamamen benzer bigimde
A = min R(u) = R(vy,) (4.4.12)

esitligi elde edilir; burada minimum (4.1.2) - (4.1.5) smr-gegis sartlarini saglayan

tum

o € ®C? N (span(ih1, vy, Py....... 1))+ fonksiyonlari iizerinden alnir. Ispat bitti.
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