KARADENIZ TEKNIK UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

RASYONEL CEBIRSEL EGRILERIN BENZERLIK TESPIiTi iCiN YENI BiR YONTEM

YUKSEK LiSANS TEZi

Kadir AYDIN

HAZIRAN 2024
TRABZON



KARADENIZ TEKNiK UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

RASYONEL CEBIiRSEL EGRILERIN BENZERLIK TESPiTi iCiN YENi BiR YONTEM

Kadir AYDIN

Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiince
"YUKSEK LiSANS (MATEMATIK)"
Unvam Verilmesi I¢cin Kabul Edilen Tezdir.

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih : 28/05 /2024
Tezin Savunma Tarihi :24/06 /2024

Tez Damismam : Husni Amil COBAN

Trabzon 2024



ONSOZ

“Rasyonel Cebirsel Egrilerin Benzerlik Tespiti I¢in Yeni Bir Yontem” isimli bu tez
Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali, Tez
Programi’nda hazirlanmstir.

Tez ¢alismam boyunca higbir destegini esirgemeyen tecriibesiyle yolumu aydinlatan
danisman hocam Saymn Dr. Ogr. Uyesi Hiisnii Anil COBAN ’a tesekkiirii bir borg bilirim.
Ayrica tez caligmasi siirecinde fikirleri ve destekleri ile katkida bulunan Ars. Goér. Dr.
Ridvan YAPRAK’ a tesekkiirlerimi sunarim.

Son olarak, tiim kararlarda bilgi ve tecriibelerinden faydalandigim ve her kararimda
arkamda olan, manevi desteklerini hi¢bir zaman esirgemeyen esim Gamze AYDIN’ a,
cocuklarim Yigit AYDIN ve Firat AYDIN’ a tesekkiir eder, minnettarligimi sunarim.

Bu tez ¢alismasinin bundan sonraki calismalara katki saglamasini temenni ederim.

Kadir AYDIN
Trabzon 2024



TEZ ETiK BEYANNAMESI

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Rasyonel Cebirsel Egrilerin Benzerlik Tespiti
Icin Yeni Bir Yoéntem” baslikli bu c¢alismayr bastan sona kadar danisman hocam
Dr. Ogr. Uyesi Hiisnii An1l COBAN’ nin sorumlulugunda tamamladigim, verileri/drnekleri
kendim topladigimi, deneyleri/analizleri/tablolar ilgili programlarda
yaptigimi/yaptirdigimi, baska kaynaklardan aldigim bilgileri metinde ve kaynakg¢ada
eksiksiz olarak gosterdigimi, ¢alisma siirecinde bilimsel aragtirma ve etik kurallara uygun
olarak davrandigimi ve aksinin ortaya ¢ikmasi durumunda her tiirlii yasal sonucu kabul

ettigimi beyan ederim. 24/06/2024

Kadir AYDIN



ICINDEKILER

Sayfa No

ONSOZ .o 1]
TEZ ETIK BEYANNAMESI.....c.coiiiiiiiieiieiice ettt v
ICINDEKILER .....cocviiiececteeiee ettt anae et en ettt s s e sas s \Y,
OZET . VI
SUMMARY e VII
SEKILLER DIZINT ...ttt ettt VIl
TABLOLAR DIZINI....ooiiiiiiiiiitisieicietis i IX
SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIZINI .......coooiiiiiiiiiniiiiececssesceeees X
1. GENEL BILGILER ...ttt 1
1.1. Oklid Uzayimda Benzerlikler ve IZometriler ...........co.everiiriveriesicresieece e 3
1.2. Rasyonel Uzay Egrilerinin BenzerliKIeri .........ccoccovvviiiiiiiiiniiiniiieeec 5

2. YAPILAN CALISMALAR ...ttt 7
2.1, INVATYANIAL coooviieiccece e 7
2.2, BenzZerliK TESPILE ...eecviiiiicie et 9
2.3, AlGOTTEMAL .ttt bbbt 14

3. BULGULAR VE TARTISMA ..ottt 22
3.1. Helis Olmayan Rastgele Rasyonel EZriler ..........c.ccoooiiiiiiiiiiiiiiiccc s 23
3.2, Papatyad EZri ALleST..c.cocciiiiiiiiiiiici s 23
3.3. lrrasyonel Oranli BEnZerliKIEr ...........ccoveveveviiiieivireieieceie e 25
3.4, Helis EZIILEIT oo 26

4, SONUGCLAR ....oooiiiiii e 29
5. ONERILER ........cooititiieiiiiieete ettt bbb 30
B. KAYNAKLAR ..ottt 31

OZGECMIS



Yiiksek Lisans Tezi

OZET

RASYONEL CEBIRSEL EGRILERIN BENZERLIK TESPITI iCIN YENI BiR
YONTEM

Kadir AYDIN

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Hiisnii Anil COBAN
2024, 32 Sayfa

Bu tez ¢alismasinda, ii¢ boyutlu reel vektor uzayinda verilen iki rasyonel cebirsel egri
arasindaki benzerlik iligkisini belirleyen yeni bir yontem gelistirilmistir. Yontem, iKi egri
arasindaki benzerlik iliskisinin bu egrilerin parametrizasyonlart arasindaki bir denklige
indirgenmesiyle ortaya c¢ikan duruma diferansiyel invaryantlar yardimiyla ¢6ziim
tiretilmesine dayanmaktadir. Bunun i¢in elde edilen diferansiyel invaryantlar, hesaplamalari,
cok bilinmeyenli rasyonel fonksiyonlar arasindaki islemlerden iki bilinmeyenli polinomlar
arasinda en biiyiik ortak ¢arpani bulmaya indirgemektedir. Girdi egrilerinin benzer olmasi
durumunda yontem, bu egriler arasindaki tiim benzerlik iligkilerinin elde edilmesini
saglamaktadir. Hesaplama adimlar1 bir algoritmaya déniistiiriiliip Maple™ (2021) bilgisayar
cebir sistemi yardimi ile bilgisayar ortamina aktarilmis ve genis capli testlerle yontemin

etkililigi gosterilmeye ¢alisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Benzerlik, Diferansiyel invaryant, Rasyonel cebirsel egri, Algoritma
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Master Thesis

SUMMARY

A NEW METOD TO DETECT SIMILARTY OF RATIONAL ALGEBRAIC CURVES

Kadir AYDIN

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Asist. Prof. Hiisnii Anil COBAN
2024, 32 Pages

In this thesis, a new method for determining the similarity relationship between two
rational algebraic curves given in a three-dimensional real vector space is developed. The
method is based on the solution of the situation that arises when the similarity relation
between two curves is reduced to an equivalence between the parametrizations of these
curves with the help of differential invariants. The differential invariants generated for this
purpose reduce the computations from operations between rational functions in multiple
unknowns to the search for the greatest common factor between polynomials in two
unknowns. The method considers all similarity relations between the input curves if they are
similar. The computational steps are converted into an algorithm and computerized using the
computer algebra system Maple™ (2021) and the effectiveness of the method is

demonstrated through extensive testing.

Key Words: Similarity, Differential invariant, Rational algebraic curve, Algorithm
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Omek 11° de verilen benzer rasyonel helis egrileri. Burada, z(t)
parametrizasyonu ile verilen egri kirmizi renkte, w(t)

parametrizasyonu ile verilen egri ise mavi renkte gosterilmistir...........

Omek 14’ de verilen benzer crunode egrileri. Burada, z(t)
parametrizasyonu ile verilen egri kirmizi renkte, w(t)

parametrizasyonu ile verilen egri ise mavi renkte gosterilmistir...........

Tablo 2’ de verilen derecesi 20 olan benzer papatya egrileri. Burada,
z(t) parametrizasyonu ile verilen egri kirmizi renkte, bu
parametrizasyona (62) deki ifadeler uygulanarak elde edilen egri mavi
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Tablo 3’ de verilen derecesi 15 olan benzer egriler. Burada, k = 5 i¢in

zX  parametrizasyonu ile verilen egri kirmizi renkte, w

parametrizasyonu ile verilen egri ise mavi renkte gosterilmistir...........
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

Ug boyutlu reel vektdr uzayi

3 X 3 tipinde tiim kare matrislerinin olusturdugu kiime
Q matrisinin transpozu

3 X 3 tipinde tiim ortogonal matrislerin olusturdugu kiime
Egri parametrizasyonlari

z ve w vektorlerinin i¢ carpimi

Benzerlik invaryantlari

Mobiiis ¢arpani

f ve g polinomlarinin en biiyiik ortak bdleni

V4, Uy , V3 vektorlerinden olusan matris

Matrisin tersi

Merkezi islem birimi

Maple™ (2021)’ de bir carpanlara ayirma komutu



1. GENEL BILGILER

Oklid (M.O. 330- M.O. 275), giiniimiizde Oklid geometrisi olarak adlandirilan diizlem
geometrinin temellerini 13 ciltlik “The Elements” eserinde ortaya koymustur. Bu eserde,
diizlem geometriyi kendinden dnce elde edilen matematik ve geometri ¢aligsmalarini da
kullanarak ispat ve aksiyomlara dayali bir sistem olarak sunmustur. Felix Klein’ in Erlangen
Program olarak bilinen, geometrileri grup temelli smiflandirmasina kadar, geometri
denildiginde ilk akla gelen Oklid geometrisi olmustur. Her ne kadar Oklid dist
geometrilerden bahsedilse de Felix Klein’ e kadar bu geometrilerin aralarindaki iliskiler tam
olarak ortaya konulamamastir.

Erlangen Program’ da Felix Klein, geometrileri grup temelli cebirsel bir yapiya
oturtmus ve her bir geometrinin, o geometriyi olusturan temel 6zellikleri koruyan doniisiim
grubu tarafindan nasil temsil edilebilecegini gostermistir. Bu da her bir geometrinin, onun
temel Ozelliklerini koruyan doniisim grubunun invaryantlari olarak tanimlanabilmesini
saglamaktadir.

Invaryant teori, temelleri 1850-1870 yillarina dayanan, grup etkilerini ve bu etkilerin
fonksiyonlar ilizerinde ortaya koydugu sonuglari inceleyen cebirsel bir teoridir. Klasik
teoride ¢Oziilmesi gereken ilk problem, G bir grup, V ise k cismi tizerinde sonlu boyutlu bir
vektor uzay1 olmak iizere, k[V] nin elemanlar1 olan invaryant polinomlardan (yani, k[V]
halkasindan segilen herhangi bir A polinomu ve G den segilen her g igin h(gx) = h(x))
olusan k[V]¢ cebrinin sonlu iiretilip iiretilmediginin bulunmasidir. Diger bir deyisle, “k[V]¢
nin her bir elemani, onun sonlu sayida invaryant polinomu yardimiyla elde edilebilir mi?”
sorusuna yanit aramaktir. Buradan gelen evet cevabi iizerine ikinci problem, “Elde edilen
iireteg invaryant polinomlar, aralarindaki iliskiler incelenerek daha da azaltilabilir mi?”
sorusudur. Burada amag¢ hesaba katilacak invaryant polinom sayisini minimize ederek
hesaplama basamaklarini azaltmaktir.

Invaryant teorinin ¢dziimiine katki saglayacagi en énemli problemlerden biri denklik
problemidir. Klein’ in ortaya koydugu sonuglar, her bir geometrinin onu temsil eden
doniisiim grubuna gore invaryantlar yardimi ile tanimlandigini belirtir. Eger bir geometride
iki nesne arasinda o geometrinin doniisiim grubu elemanlari ile gegis yapilabiliyorsa bu iki

nesneye denktir denir. Verilen iki nesnenin denk olmasi da o geometrideki ayni 6zelliklere



sahip olmalar1 anlamina gelir. Denklik probleminin ¢6ziimii ile o geometrideki nesnelerin
siiflandirilmalart saglanmis olur. Bu 6zelliginden dolayr denklik problemi, Bilgisayarl
Gorii, Bilgisayar Grafikleri, Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarim ve Oriintii Tanima gibi
glinlimiizde 6n plana ¢ikmis uygulama alanlari i¢in merkezi problemdir. Daha somut ifade
etmek gerekirse, 6rnegin Oriintii Tanima alaninda, eger calisilmak istenen nesne bir egri
olarak verilirse, problem, bu egriyi daha once smiflandirilmig ve bir veri tabaninda
depolanmis diger egrilerin tiimiiyle karsilastirma problemine indirgenir. Burada egri, veri
tabanindakilerle birebir ayni (ayn1 konum ve boyutta) olmayabilir. Bundan dolay1 geometrik
olarak verilen egriyi veri tabanindaki kayitli egrilerden birine doniistiiren bir benzerlik
doniisimii olup olmadigini kontrol etmek gerekir. Benzer bir durum bilgisayar grafikleri
alaninda gozlemlenebilir. Burada simetri ve benzerlik tespiti, resim analizi, sikistirma, sekil
diizenleme ve sekil tamamlama gibi islemleri yerine getirebilmek i¢in 6nemlidir.

Denklik problemi, cebirsel varyeteler olarak adlandirilan geometrik nesneler tizerinde
cebirsel teknikler kullanarak ¢oziimler arayan cebirsel geometri ile diferansiyel teknikler
kullanarak ¢oziimler arayan diferansiyel geometrinin ortak konusudur. Temelde her iki
calisma alan1 da (incelenecekleri geometrilerde) egri ve yiizeylerin denkliklerinin tam ve
acik bir ifadesine ihtiya¢ duyarlar. Burada iistesinde gelinmesi gereken diger bir durum da
parametrelenislerdir. Iki egrinin denkligi i¢in parametrelenislerin bu duruma etkisi Sendra
vd. (2008) caligmasinda karakterize edilmis ve bu gecis doniisiimiiniin Mobilis doniigiimii
oldugu gosterilmistir.

Bu tez caligmasinda, ii¢ boyutlu reel vektdér uzayinda iki rasyonel cebirsel egri
arasindaki benzerligi veren denklik problemi arastirilmistir. Burada cebirsel egriler tizerinde
calismadaki temel tercih yukarida bahsedilen uygulama alanlar1 ile olan iliskisi ve
problemlerin modellenmesine olan yatkinligidir. Son yillarda cebirsel egrilerin
simetrilerinin, aralarindaki benzerlik iligkilerinin ve singiilerliklerinin belirlenmesi konusu
tizerine bir¢ok c¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalardan bazilari, Perez-Diaz (2007), Lebmeir
& Jiirgen (2008), Chen vd. (2008), Shi vd. (2013), Alcazar vd. (2014a; 2014b; 2015; 2018;
2019a; 2019b), Khadjiev vd. (2018), Oren & Incesu (2020), Coban (2024) olarak verilebilir.
Bu referanslardan Alcazar vd. (2019a; 2019b), kapali formda verilen egriler lizerine yapilmis
caligmalardir. Lebmeir & Jirgen (2008), Alcazar vd. (2014a; 2014b; 2015; 2018)
caligmalarinda cebirsel geometri teknikleri kullanilarak parametrik egrilerin simetri ve
benzerlik tespiti problemleri ¢6ziilmiis, elde edilen algoritma yardimiyla bu ¢oziimler

bilgisayar cebir sistemi araciligiyla bilgisayar ortamina aktarilarak kapsamli testler ile



algoritmanin etkililigi gdsterilmistir. Khadjiev vd. (2018), Oren & Incesu (2020)
calismalarinda benzerlik problemi, diizlem egrileri i¢in gelistirilen benzerlik invaryantlari
aracilig1 ile arastirilmistir.  Coban (2024)° de ise diizlemde verilen iki cebirsel egri
parametrizasyonu arasindaki benzerlik tespiti i¢cin kompleks gosterim iizerinde lretilen
invaryantlar kullanilmis, gelistirilen algoritma yardimiyla ¢éziimler bilgisayar cebir sistem
aracilifiyla bilgisayar ortamina aktarilmigtir. Algoritmanin etkililigi benzer ¢aligmalarda
elde edilen sonuglar ile karsilastirilarak gosterilmistir.

Alcazar vd. (2015) ¢alismasinda, rasyonel uzay egrilerinin simetri tespiti i¢in iyi
bilinen diferansiyel invaryantlar olan egrilik ve burulma invaryanlari kullanilmis ve simetri
tespiti i¢in yapilan onceki ¢alismalara gore oldukea basarili sonuglar elde edilmistir. Bununla
birlikte bu invaryantlar1 kullanarak benzerlik tespiti problemi tekrar ele alinmistir (Alcazar
vd. 2018). Buradan elde edilen sonuglar da oOnceki calismalarda sunulanlara gore
hesaplamalarin ¢cok daha hizli ve etkili yapilabildigini gostermistir.

Alcazar vd. (2015)’ de ortaya konulan diferansiyel invaryantlart kullanma fikrinden
esinlenilerek, Goziitok vd. (2023), Coban (2024), Alcazar vd. (2024) calismalarinda
arastirilan denklik problemine, simetri problemine Alcazar vd. (2015)’ de egrilik ve burulma
invaryantlarinin gosterdigi tepkiyi veren diferansiyel invaryantlar gelistirilmistir. Her bir
calismada ortaya konan algoritmalarin basarist bu yaklasimin benzerlik tespiti i¢in de
kullanilabilecegini gostermistir. Tezde, cebirsel rasyonel uzay egrileri arasindaki benzerlik
iligkilerini belirleme problemi, yine tezde elde edilen benzerlik invaryantlari ile

arastirilmastir.

1.1. Oklid Uzayinda Benzerlikler ve izometriler

Tamim 1. Oklid uzaymin bir benzerligi, uzakliklarin oranini koruyan uzaydan kendine
bir lineer afin doniisiimdiir. Yani, f: R® - R3 bir benzerlik doniisiimiidiir ancak ve ancak

0<A€R,beR3veQ € 0(3) bir ortogonal matris (Q € R3*3,QTQ = I) olmak iizere,

f(x)=20x+b (1)

dir. Burada, A ya benzerlik oran1 denir.



Baska bir agidan benzerlik doniisiimii, x, y € R3 olmak iizere,

d(f (0, f) = 2d(x,y) ()

seklindedir. Burada, || .|| Oklid normu olmak iizere, d(x, y): = ||x — y|| Oklid uzakligdir.
Ayrica f birim doniisiim ise siradan benzerlik olarak adlandirilir.

Not 2. Eger A =1 ise f bir (afin) izometridir. Siradan olmayan izometrilerin
siniflandirilmas1 (diizlemde) yansimalari, donmeleri, Otelemeleri igerirler ve bunlar
degismeli ¢iftler halinde birleserek biikiilmeleri, kayma ve donme yansimalarini
olustururlar. Bagka bir ifadeyle, biikiilme, bir eksen etrafinda donme ve bu eksene paralel
olan bir vektor yoniinde bir 6telemenin birlesimidir. Bununla birlikte kayma yansimasi ise
diizlemde bir yansima ve bu diizleme paralel olan bir vektdr yoniinde Otelemenin
birlesimidir. Bir x noktas1 boyunca karsilikli dik diizlemlerdeki ii¢ yansimanin bilesimi x
noktasina gore bir merkezi inversiyon verir. Eger 4, Q nun bir 6z vektorii degilse bu takdirde
f, benzerlik merkezi olarak adlandirilan tek bir sabit ¢ :== (I — A1Q)~!h noktasina sahiptir.
Ozel olarak, izometri olmayan her simetrinin bir merkezi vardir. Ciinkii Q ortogonal matrisi,
modiilii 1 e denk olan 6zdegerlere sahiptir. Bir homoteti, herhangi bir dogruyu bir paralel
dogruya gotiiren doniisiim olarak tanimlanan benzerligin 6zel bir halidir. Yani oteleme
olmayan herhangi bir homoteti bir x noktasini ¢ + A(x — ¢) noktasina gotiiriir ve f(x) =
Alx + (1 — A)c seklinde tanimlanir. Bir homotetik dénme, bir ¢ merkezli homoteti

doniigiimii ile ¢ yi igeren bir [ dogrusuna gore Q ortogonal matrisinin ¢arpimina esittir ve

f@x)=0Qf(x) =4Qx+ (1 =D, Qc=c ©)

seklinde ifade edilir.
Teorem 3. Herhangi bir benzerlik ya bir izometridir ya da bir homotetik donmedir
(Coxeter, 1969, s. 103).



1.2. Rasyonel Uzay Egrilerinin Benzerlikleri

Bu asamadan itibaren tez boyunca, €y ve C, egrileri ne dogru ne de ¢gember olan ve
aksi belirtilmedikge diizlemsel olmayan iki uzay egrisi olarak ele alinacaktir. Boyle egriler

indirgenemezler ve

zzR->C; C RB; z(t) = (Z1(t)'22(t)'23(t)) 4)
w:R-C; C R3, w(t) = (wy (1), wo(£), ws3(t)) ()

seklinde verilen rasyonel dontisiimler yardimi ile parametrize edilebilirler. Burada z ve w,
sirastyla z; ve w; bilesenleri reel katsayili ¢t nin rasyonel fonksiyonlaridir ve t nin sonlu
sayidaki degerleri hari¢ diger tiim degerleri i¢in tanimhidir. Ayrica (4) ve (5) de verilen
parametrizasyonlarin uygun, yani t nin sonlu sayida degeri haricinde diger tiim degerleri i¢in
birebir oldugunu varsayalim. Ek olarak z ve w nun bilesenlerinin pay ve paydalarinin da
aralarinda asal oldugunu kabul edelim. Ayrica, rasyonel cebirsel egrilerin derecesi, her bir

parametrizasyona ait tiim bilesenlerin pay ve payda dereceleri arasinda en biiyiik olanidir

(der(z(t)) = maksimum{der(z;;(t))}burada 1 <i <3 vel<j < 2i¢in z(t) = ?1—8

ve der(+), - nin derecesidir.).

Bu tez caligmasinda (4) ve (5) de verilen cebirsel uzay egrilerinin benzerligi
incelenecektir. Yani birinin, benzerlik doniisiimii altinda digerinin resmi olup olmadigi
arastirilacaktir.

Tamim 4. f bir benzerlik doniisiimii olmak {izere, f(C4) = C, ise €4 Ve C, arasinda
bir benzerlik iligkisi vardir veya €, ve C, egrileri benzerdir denir.

Dogru lizerinde tanimlanan rasyonel fonksiyonlar literatiirde iyi bilinen Mobiiis

doniistimleridir. Bu rasyonel fonksiyonlar,

at+ b

- 6
T d’ ad —bc # 0 (6)

p:R- R, p(t) =

seklindedir. Asagida verilen sonug, dogru iizerindeki bir Mobiiis doniistimii ile uzayda

verilen bir f benzerlik doniistimiinii iliskilendirmektedir.



Teorem 5. C4,C, c R3, z,w: R —» R3 uygun parametrizasyonlu iki rasyonel uzay
egrisi olsun. Eger €4, C, bir f benzerlik doniisimii ile iliskili ise bu takdirde, asagidaki

diyagramin degismeli oldugu tek bir ¢ doniistimii vardir. (Sendra vd., 2008)

f
GG — (
z 1 T w @)
R — R
¢
Bu teorem sayesinde,
f(z(t) = w(p(®) (8)

esitligi ile dereceleri ayni iki egri arasindaki benzerlik iligkisi, onlarin parametrizasyonlari
arasindaki benzerlik iligkisine indirgemis olur. Bu esitlikten goriilmektedir ki egriler
arasindaki her bir f benzerlik doniisiimiine karsilik gelen tek bir ¢ doniisiimii vardir.
Bundan dolay1 benzerlik doniisiimiinii elde etmek i¢in Mdbilis doniisiimlerini bulmak
yeterlidir. Ayrica burada ¢ Mobiiis doniisiimiiniin, reel dogruyu kendisine dontistiirdiigii i¢in
gerekirse katsayilart ortak bir kompleks sayiya bdliinerek reel yapilabilecegi daima

varsayilabilir (Alcazar vd., 2015, Lemma 3).



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Invaryantlar

Bu boliimde bir € egrisinin benzerlik doniisiimiine gore invaryant fonksiyonlarmdan
olusan bir sistem elde edilecektir ({I;,1,,13,1,}). z = z(t) ve w =w(t), z,w:R - R3
olmak {lizere, sirastyla, €4 ve C, egrilerini tanimlayan parametrizasyonlar olsun. Burada,
0<A€ER,bER3 Q€ 0(3) olmak iizere 1Qz(t) + b = w(g(t)) dir. Bu taktirde, Tanim
4’ e gore Cq Ve C, egrileri benzerdir. Burada z ve onun tiirevlerinin i¢ ¢arpimlarindan olusan
rasyonel ve I;(z) = I;(A1Qz + b) esitligini saglayan I; ifadelerini insa edecegiz. Bu I;
ifadeleri benzerlikler altinda invaryanttir. Ozel olarak I;(z) = I;(w) esitligi z,w ile
tanimlanan egrilerin benzerligi i¢in bir gerekli durumdur. Basitlik i¢in u = z(t), v:=
w(p(t)) seklinde isaretleyelim.

AQu + b = v esitliginin her iki tarafinin t ye gore tiirevi alinarak,

AQu'(t) =v'(t) 9)

elde edilir. < x,y >, x ve y vektorlerinin i¢ garpimi olmak iizere, (9) denkleminden,

< AQu'(t), AQu’(t) >=<v'(t),v'(t) > (10)

esitligine ulasilir. I¢ carpimin ve ortogonal matrisin dzelliklerinden,

A2 <u'(t),u'(t) >=<v'(t),v(t) > (11)

elde edilir. Benzer sekilde (9) denkleminin her iki tarafinin t ye gore tiirevi alinarak,

AQu'' (t) = v"'(1) (12)



buradan da
< AQu'(t), AQu’'(t) >=<v'(t),v"(t) > (13)
esitligi yardimiyla,
A2 <u'(0),u’(t) >=<v'(t),v'(t) > (14)
elde edilir. (11) ve (14) esitliklerinden,

<u'(t),u"(t) > < v'(t),v"(t) >

<u'()u®)> <v®),v)> (15)

rasyonel fonksiyonlarin esitligine ulasilir. (15) denkleminin sol tarafindaki rasyonel ifadeyi

<u'(t),u’(t) >
<u'(t),u'(t) >

I(u): = (16)

gosterelim. 0 < A € R, b € R3, Q € 0(3) olmak iizere, I, (u) = I, (AQu + b) oldugundan
11, benzerlik doniisiimii altinda bir invaryant fonksiyondur. (12) denkleminin tekrar tiirevinin

alinmasiyla ve benzer adimlar izlenerek asagidaki invaryant fonksiyonlar da elde edilir.

<u'(t),u"(t) >

L(w):= <uw(t),u'(t) >

C<u' @U@ >
I (w): = <u'(t),w(t) > (17
L (w): = <u'(t),u""(t) >

<u'(t),u'(t) >

Boylece boliimiin baslangicinda z ve w parametrizasyonlari ile verilenve 1 <i < 4
olmak tizere AQz + b = w o ¢ igin, I;(z) = I;(1Qz + b) esitliklerine sahibiz.

Onerme 6. C;, C,, sirasiyla z, w parametrizasyonlar ile verilen iki egri olsun. Bu
takdirde, 0 < 1 € R, b € R3, Q € 0(3) olmak iizere 1Qz + b = w o ¢ dir ancak ve ancak

bir ¢ Mobiiis dontisiimii vardir 6yle ki 1 < i < 4 i¢in



Ii(z) = I;(w ° @). (18)

2.2. Benzerlik Tespiti

Sirastyla z = z(t) ve w = w(t) parametrizasyonlari ile tanimlanan C4 ve C, egrilerini
alalim. Teorem 5 ve Onerme 6’ dan, C; Ve C, egrileri benzerdir ancak ve ancak bir ¢ Mobiiis
dontisimii i¢in 1 < i < 4 olmak {izere (18) esitligi vardir.

Bu denklemlerden ¢ parametrelerinde bir polinom sistemi tiiretilebilir. Boylece bu
polinom sistemini ¢dzerek ¢ parametrelerine ulasilir. Devaminda AQz + b = w(@(t))
denkleminden €4 ve C, egrileri arasindaki benzerlikler (eger varsa) tespit edilir. Fakat, bu
sistem yliksek mertebeden ve yiiksek hesaplama siirelerine sebep olan ¢dziime sahip olabilir.
Bunun yerine bizim yontemimiz Goziitok vd. (2023) ¢alismasindan esinlenerek ¢arpanlara
ayirma yardimiyla ¢ yi hesaplamay1 amaglamaktadir.

Bunu yapmak i¢in I; invaryantlari uygun degildir. Cilinkii 1 < i < 4 i¢in

liwe ) #L;(w)e g (20)
dir. Bunun iizerine s: = @(t) = jﬁ:g ,a6 — fy # 0 yazarak ve zincir kuralin1 kullanarak
asagidaki esitlikler elde edilir:

S” .
Lwep)=—+sL(w)eg, (21)
Slll
Lweg)=—-+3s"L(w)eg+ (s"N2L(w) o @, (22)
(S”)Z " "2
LW e 9) = Ty + 25" W) 0 @ + ()W) 0, 23

nr

s
L,(wog) = o + 5" L,(Ww)o @+ 65's"L(w)o g+ (s)3,(W) o . (24)
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!

Burada s',s”,s',s'""" ler sirasiyla s nin birinci, ikinci, tgiincti ve dordiinci
tirevlerini gostermektedir. Ayrica bu tiirevler, ¢ nin parametreleri olan «,B,y,98

degiskenlerini igerir.

Simdi, (21), (22), (23), (24) denklemlerinden yararlanarak, Mobiiis doniisiimiinden

etkilenmeyen, yeni S; ve S, invaryantlarini elde edebiliriz.

Bunu yapmak i¢in s = ¢(t) nin tiirevleri arasindaki iliskiyi kullanacagiz. s nin t ye

gore tiirevleri asagidaki gibidir;

o Wby (25)
T (yt+6)?

o 2y(aé — By) (26)

T (yt+06)3
. 6y (as — By) (27)

T (yt+6)t
oy 24y3(ad — By) (28)

- (yt+6)5

Elde edilen bu tiirevlerden,

s's"" = E(5”)2 (29)
2
ve
(s")2s"" =3((s)?s" = (s")%) (30)
esitlikleri elde edilir. Buradan s'”’ ve s"""" yalmz birakilirsa,
g =36 (3)

T2 s
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11\3
SIIII _ 3 (S )

= 32
L (32)

elde edilir. Boylece (22) ve (24) denklemlerinde s”"’, s"""" yerine (31) ve (32) denklemlerinde

verilen s’ ve s”’ cinsinden esitlikleri yazilirsa ve (18) denkleminde uygulanirsa s = ¢(t) igin,

1

L@© ==+ W) (39
3(s")?
L(z)(t) = 205)2 + 3s"IL,(w)(s) + (s, (w)(s), (34)
I3(2)(t) = ((ZT)Z + 25", (w)(s) + (s)2I;(w)(s), (35)
11\3 11\2
I,(z)(t) = 3((;)2 b 9(;) L(w)(s) + 65's" I, (W)(s) + (s")°I,(W)(s) (36)
elde edilir.

(33) denkleminden s” = s'I,(2)(t) — (s")?I;(w)(s) elde edilip, (34), (35) ve (36)

denklemlerinde yerine yazildiginda,

3 3
L@® =5 (L@®)" + (s (12 w)(s) =5 (W) (s))z), (37)
L@® = (L@ ®) + )2 (LW)E) - (LW)()) (38)
L@ ®) =3(L@D®)° ~ (s)2(9L@ O (L))" + 65" (I W)(s))’ )
+(6-65)1; W) (L W)(s) + 5" L (W)(s))
esitliklerine ulagilir.(37) ve (38) denklemlerinde (s')? yalniz birakilirsa sirasiyla,
3 2
1 —5(1
oyt = 2O : (h@®) ) )
LW)(s) -5 (Lw)(s))
2
sy = B@O = (h@O) )

Lw)(s) — (Lw) ()™
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ifadeleri elde edilir. (40) ve (41) dan,

L@® -5 L@O)  LWw)s) -5 (HW)E)’

- (42)
L@® - (L@W®) LWw)s) - (Lw)(s)

esitligine ulasilir. Boylece, (42) de ayni fonksiyonun sol tarafta z parametrelenisinin t ye

gore, sag tarafta ise w parametrelenisinin s ye gore ifadesi yer almis olur. Bir baska deyisle

3 2
. L@@ -5 (L@ ®) 43)

1;(2)(®) — (L(2)(®)°

seklinde tanimlanarak S;(z)(t) = S;(weo @) = S;(w) o ¢ sartim1 saglayan S; benzerlik
invaryant1 elde edilmis olur.
(39) denkleminde ise (s")? yerine (40) daki esiti yazilir ve yukardaki yaklasim

uygulanirsa,

(s")? = 1,(2)(®) + 6(L(2)(1)” — 6L (2) (DL (2)(1)
Lw)(s) + 6(Lw)(s))” — 61, W) (), (W)(s)

(44)

ifadesi elde edilir. (41) in her iki tarafinin kiipii, (43) {in ise her iki tarafinin karesi alinarak

elde edilen esitlik bir taraf ¢t ye diger taraf s ye gore diizenlendiginde,

2
(L@©® +6(L@®) - h@DOLE)
(@ ® - (L@©))

(45)
(LLW)() + 6(LW)())” = 6L, W) () (W) (s))2

(W) () = (L))’

esitligi ve buradan da
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3 2
(L@ ® +6(L@®) - L@ OLE®)

— (46)
(L@® - (L@ ®))

SZ =

S,(z2)(t) = S,(wo @) = S,(W) o @ sartin1 saglayan ikinci benzerlik invaryanti S, elde
edilmis olur.

Lemma 7. C egrisini bir z = z(t) parametrizasyonu ile uygun sekilde
parametrelenmis ve ne dogru ne de gember olan bir cebirsel uzay egrisi olsun. Bu takdirde
i € {1,2} i¢in, S; lerin paydalar1 6zdesge sifir degildir. Dolayist ile, S; benzerlik invaryantlari
1yl tanimlidir.

Ispat. C egrisini bir z = z(t) parametrizasyonu ile uygun sekilde parametrelenmis
bir cebirsel uzay egrisi olarak alalim. Varsayalim S; benzerlik invaryantlarinin paydalar

ozdesce sifir olsun. Bu takdirde, I53(z)(t) — (I;(2)(t))? = 0 dir. (16) ve (17) den,

14 n ! n 2
<z'(t),z (t)>_<<z(t),z (t) >> ~o 47
<z'(t),z'(t) > <z'(t),z'(t) >
ve buradan da,
<z'(t),Z'(t) >< Z'(t),Z2(t) > (< Z'(t),2'(t) >)? =0 (48)

esitligi elde edilir. Ayrica,

<zZ'(),Z'(t) >< Z'(t),Z2(t) > —(< Z'(t),2'(t) >)? = ||z’(t) x 2" (O)||*> (49)

oldugundan, [|z'(t) x z"(t)|| = 0 dir. Bu da C egrisinin egriliginin sifir olmasi demektir.
Buradan, € egrisinin bir dogru oldugu elde edilir. Bu ise kabuliimiizle geligir. m

Lemma 8. C egrisi bir z parametrizasyonu ile uygun sekilde parametrelenmis ve ne

at+p
yt+6'

dogru ne de ¢cember olan bir cebirsel uzay egrisi olsun. Bununla birlikte, ¢(t) =

ad — By # 0 Mobiiis doniisiimiinii alalim. Bu takdirde, i € {1,2} icin,

Si(zogp)=5i(2)o¢ (50)
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dir.

Teorem 9. C;,C, egrileri z,w parametrizasyonlar1 ile uygun sekilde
parametrelenmis ve ne dogru ne de ¢gember olan iki cebirsel uzay egrisi olsun. Bu takdirde,
0<A€ER, beR3 Q €0(3) olmak iizere, C;,C, egrileri bir w= f(z) =AQz+ b

benzerlik doniistimii ile iliskilidir ancak ve ancak i € {1,2} icin asagidaki sartlar1 saglayan
bir

s=¢(t) = ZZ:? ,ad — By # 0 Mobiiis doniisiimii vardir.
5i(2)(®) = S;(w)(s) (51)
2.3. Algoritma

Benzerligi tespit etmek icin Teorem 9’ daki sonuclar1 kullanarak bir algoritma
gelistirecegiz. Bunu yapmak i¢in denklem (43) ve (46) de tanimlanan invaryantlarin sabit

olmadigini kabul edecegiz. Ilk olarak S; ve S, invaryantlarinin rasyonel olmasindan dolayz,

@0 =30 5.0 =55 52
5, (W)(0) = % S,(W)(0) = % (59
seklinde yazilabilir. Buradan da, s = @(t) icin
Ei(t,s) =U@)V(s)— V()U(s), (54)
Ey(t,s) =Y()Z(s) — Z(t)Y(s) (55)

seklinde E; ve E, polinomlarini tanimlayalim. Bu polinomlar bir ortak ¢arpana sahip
olmalidir. Bu ¢arpani,

G(t,s) == gcd (E{(t,s),E,(t,s)) (56)
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seklinde tanimlayalim. Burada gcd (en biiyiik ortak bélen), E; ve E, polinomlarinin en

at+ ot g e e s
B Mabiiis doniisiimii i¢in,
yt+8

biiyiik ortak bolenidir. Son olarak bir keyfi s = ¢(t) =

F(t,s) ==s(yt+6)— (at+ B) (57)

seklinde F Mdbiiis carpanini tanimlayalim. Boylece asagidaki sonuca sahip oluruz.

Teorem 10. €4, C, egrileri sirasiyla z, w parametrizasyonlar1 ile uygun sekilde
parametrelenmis ve ne dogru ne de ¢ember olan iki cebirsel uzay egrisi, G ise denklem (56)
deki gibi olsun. Eger C; ve C, benzer ise F boler G olacak sekilde bir F Mobiiis garpant
vardir.

Ispat. Teorem 9 ve (54), (55) denklemlerinden i = 1,2 icin E;(t,s) = 0 olacak
sekilde bir s = ¢(t) Mobius doniisimii vardir. Bu Mobius doniisiimiine karsilik gelen
Mobius carpan1 F(t,s) olsun. Bu takdirde, F(t,s) polinomunun sifir yerleri, G(t,s)
polinomunun sifir yerlerinde igerilirler. Diger taraftan F(t,s) indirgenemez oldugundan
Bezaut Teoremi’ ne gore, F(t,s), G(t, s) nin bir boleni olmak zorundadir. m

Buradan artik ¢ Mobius dontisiimlerini hesaplayabiliriz. Bunun i¢in (56) da verilen
G(t,s) polinomunda F(t, s) Mobius ¢arpanlarini bulmaliyiz. Bunu da G (t, s) polinomunu
carpanlarina ayirip, ¢arpanlarindan hem t ye hem de s ye gore lineer olanlarini segerek
basarabiliriz. Burada G(t,s) polinomunun ¢arpanlarina ayrilmasi islemini etkili bir sekilde
yapabilmek i¢in Maple™ (2021)’ daki AFactor komutunu kullanacagiz. Segilen her bir
carpandan s yi izole ederek Mobiiis doniisiimlerini hesaplariz. Daha sonra elde edilen her
bir ¢ Mobiiis doniisiimii (11) denkleminde yerine yazilarak A benzerlik orani asagidaki gibi

hesaplanir:

< (w(go(t))), , (W(q)(t)))’ > (58)
<(z®) (z) >

Devaminda, (9), (12) ve AQu""'(t) = v'"(t) esitlikleri kullanilarak elde edilen

[2Qu'(t) AQu" () AQu"' ()] = [v'(t) v" (&) v"'(t)] (59)
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matris esitliginde

[AQu'(¢) 2AQu” (¢) AQu"' ()] = AQ[w' (&) u" () u"' ()] (60)

seklinde yazilabildiginden, Q ortogonal matrisi

Q=-'®Ov'® v OI®Ou® v O] (61)

N

olarak elde edilir. Burada, [u'(t)u”(t) v (®)]™Y [w'@®) v (t) u"'(t)] matrisinin
tersidir. Son olarak da elde edilenler AQz + b = w(p(t)) esitliginde yerine yazilarak b
Oteleme vektorii bulunur. Boylece, iki rasyonel egri parametrizasyonu arasindaki tiim

benzerlik doniisiimleri tespit edilmis olur.

Algoritma Sim3D

Girdi: S, ve S, benzerlik invaryantlarini sabit yapmayan ve Boliim 1.2 de verilen
hipotezleri saglayan z ve w egri parametrizasyonlari.
Cikti: Hem Mobiiis hem de benzerlik doniisiimlerinin listesi. Eger benzerlik yok

ise uyar1 yazis1 “Egriler benzer degildir.”

1. Adm: z ve w parametrizasyonlar1 i¢in ayr1 ayr Iy, 1, 13,1, temel benzerlik
diferansiyel invaryantlar1 hesapla.

Adimm: (54) ve (55) dan E;(t, s) ve E,(t, s) polinomlarini hesapla.

Adim: (56) den G(t, s) polinomunu hesapla.

Admm: AFactor fonksiyonu uygulanarak, G polinomunun FS ¢arpanlarini hesapla.

a > DN

Admm: FS carpanlarindan hem t ye hem de s ye gore birinci derece olanlari segilerek
Mobius ¢arpanlarinin MF kiimesini olustur.

6. Adim: MF kiimesinin her bir elemanindan s izole edilerek M6bius doniisiimlerinin
MBS kiimesini olustur.

7. Adim: (58) dan A benzerlik oranini hesapla.

8. Adim: 6. ve 7. adimda elde edilen bilgiler (61)’ de yerine yazilarak her bir M&bitis
doniisiimiine karsilik gelen Q ortogonal matrisi hesapla.

9. Adim: Bundan 6nceki adimlarda elde edilenler AQz + b = w(¢(t)) denkleminde

yerlerine yazilarak benzerlik doniisiimiiniin b 6teleme vektoriinii bul.
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Ornek 11. (Helis egrileri arasindaki benzerlikler) Rasyonel parametrizasyonlar

asagidaki gibi olan iki helis egrisini alalim:

1
z(t) = _F(ZZ —99¢ +39t3,33 + 33t — 13¢3,3(33 + 33t + 143¢% + 13¢)),
t) = ——— (310 + 6t + 39t% + 13t3,—2(—235 + 54t + 351t% + 117t3),

5(664 + 1068t + 540¢2 + 37¢3)).

Yukarida verilen parametrizasyonlara ait temel invaryantlar,

2(13t% + 9t + 22)

LE® = - t(13t2 + 6t + 11)’
L@@ = 2(507t* + 702t3 + 2049t2 + 1056t + 1210)'
t2(13t? + 6t + 11)2
L@ () = 4(169t* + 234t3 + 666t% + 396t + 484)‘
t2(13t2 + 6t + 11)?
L@@ = - 24(169t* + 273t3 + 922t2 + 495¢ + 605)'
t3(13t? + 6t + 11)2
2
Lw)(®) = - (t 42-(11)3(t13Jtr23-f 1:3;;:‘-} )30)’
Lw)(©) = 2(507t* + 2730t3 + 7197t* + 9288t + 5524)'
(t +1)2(13t? + 32t + 30)?
Lw)(E) = 4(169t* +910¢3 + 2382t2 + 3106t + 1949)’
(t + 1)?(13t? + 32t + 30)?
24(169t* + 949¢3 + 2755t + 3834t + 2464)
LL(w)(©) = -

(t + 1)3(13t? + 32t + 30)? ’

seklindedir. Bu invaryantlar yardimiyla asagidaki benzerlik invaryantlar: elde edilir.

45t2 — 66t — 121

Sl(z)(t) = 13t2 )
1089(27t3 + 81t% — 99t — 121)?
S, (2)(t) = 519776 ,
45t% + 24t — 142
Si(w)(t) =

13(t2+2t+1)°
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1089(27¢3 + 81¢2 — 99t — 121)"
2197(¢2 + 2t +1)° '

S;(w)(t) =

Buradan da (54), (55) da ifade edildigi gibi E;(t, s), E,(t, s) polinomlarini hesaplar ve (56)
daki gibi bu polinomlarin en biiyiik ortak bolenini (gcd) bulursak,

G(t,s) =Szt—st2+Esz+25t—£t2+£s+t+£
6 6 3 6

polinomuna ulasiriz. Daha sonra elde edilen bu polinom ¢arpanlarina ayrilarak,

FS[1] = t+11 +171:+11
A AT &

FS[2] = —t+s+1

carpanlari elde edilir. Bu ¢arpanlardan hem t ye hem de s ye gore birinci dereceden polinom

17t+11

olanlardan s izole edilerek {¢p,(t) = —

@,(t) =t — 1} Mobilis dontisimleri MBS
kiimesi elde edilir.
(57) den benzerlik oran1 A = 2 olarak hesaplanir. Elde edilen benzerlik oran1 ve her bir ¢; (t)

MGobiiis doniisiimii icin (61)” den sirasiyla,

- 243 1420 12121
- _ 3 4
605 1573 7865 ~ -0
524 675 2016 5 5
le —_ — ) Q2: 4 3
605 1573 7865 — Z 0
36 48 1501 5 5
_= 2 22 0 0 1
7121 1573 15734

benzerlik doniisiimiiniin ortogonal matrisleri elde edilir. Son olarak biitiin bu elde edilenler

AQz + b = w(p(t)) esitliginde yerine yazilarak benzerlik doniisiimiiniin 6telemesi olan

216

5 0
by =112} b, = [O]

5 2

134
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vektorleri bulunur. Bu 6rnege ait hesaplanmalarin tamami 0.078 saniye stirmiistiir.

4000
2000
0]
~20004]
~4000-]
— 6000

8000

n 1 0o~

2000 1000

Sekil 1. Ornek 11° de verilen benzer rasyonel helis egrileri. Burada, z(t) parametrizasyonu

ile verilen egri kirmizi renkte, w(t) parametrizasyonu ile verilen egri ise mavi
renkte gosterilmistir.

Not 12. Bundan sonraki drneklerde islem adimlart Ornek 11° deki kadar ayrintili
verilmeyecektir.

Ornek 13. (Helis egrileri arasindaki benzerlikler) Parametrizasyonlar1 asagidaki gibi
olan iki helis egrisini alalim:

3 3 1,4 3 1 1
z(t) = (ZtS +§t4 +-t3 =t + ¢t -t + ottt +—t3>,

4 5 5 2 3

3 3 6 8 4
t)=(=t>+—-t*+t3,-t>+ 3t —=t> + t* —t3>.

w(t) (2 RN St5 et

Burada G(t,s) = 1 oldugundan bu iki helis polinom egrisi arasinda benzerlik iligkisi yoktur.
Hesaplamalarin tamami1 0.031 saniye slirmiistiir.

Ornek 14. (Crunode egrileri arasindaki benzerlikler) Parametrizasyonlar1 asagidaki
gibi olan iki crunode egrisini alalim:
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t t2 t3
Z(t): 4 ’4 )4 )
t*+1't*+1 t*+1

_(2t+1D)(At+7) 2(t+1)(Et-1)  2(t+1)3
w(t) = (5((t+1)4+1) P 5((t+1D)4+1) T ((t+1D4+1)

+ 2).
Burada,
G(t,s) = s*t? — s?t* + 4s3t? — 2st* + 65%t? — t* + 4st? —s? + 2t? — 25 — 1

polinomu elde edilir. Bu polinomun ¢arpanlara ayrilmasiyla,

FS[1] =st+t+1,
FS[2] =st+t—1,
FS[3]=s+t+1,
FS[4]=s—t+1,
carpanlar1 elde edilir. Buradan da,
- t+1
@1(t) = T @, (t) = T p3(t) =—-t—1, ps(t)=t—1

Mobiiis doniistimleri bulunur. (58) kullanilarak benzerlik oran1 A = 2 olarak hesaplanir. Her
bir ¢;(t) Mobiiis doniisiimii igin sirasiyla benzerlik doniisiimiiniin ortogonal matrisi ve

otelemesi agagidaki gibi elde edilir;

04 3
5 5 0
Q1=03 41 bl_or
5 5 2

10 0

0 4 3
5 5 0
Q2=0 3 4 b, =10}/
5 5 2

-1 0 0
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3 4
5 5 0
Q=4 3 .} by =10,
15 5 ’

0 0 -1

34
5 5 0
Q4=_f§0; b4:0
5 5 2

0 0 1

Sekil 2. Ornek 14’ de verilen benzer crunode egrileri. Burada, z(t) parametrizasyonu ile
verilen egri kirmizi renkte, w(t) parametrizasyonu ile verilen egri ise mavi
renkte gosterilmistir.



3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde, Sim3D algoritmast, bilgisayar cebir sistemi Maple™ (2021) kullanilarak
genis capli ornekler lizerinde test edilmistir. Algoritmanin performansi hakkinda daha iyi
karar verebilmek adina Alcazar vd. (2018) ¢alismasinda kullanilan 6rnekler tizerinde testler
yuriitiilmiistiir. Bu sayede elde edilen hesaplama stireleri karsilastirilarak tezde tanitilan
yontemin etkililigi ve basarisi ortaya konulmaya c¢alisilmistir. Bunun igin 2.4 GHz Intel Core
15 islemciye ve 8 GB bellege sahip bir bilgisayar kullanilmistir. Hesaplama detaylarina
(6rnekler ve kaynak kodlarina) Kadir (2024) internet sayfasindan ulasilabilir.

Bu boliim boyunca benzerligi garanti etmek icin benzerlik iliskisi incelenecek

egrilerden, her bir C; egrisinin bir z(t) parametrizasyonuna,

ul]l W

0
p®=t+1, 1=2, Q= = H (62)

I —
o |
ui| &
o
e —

uygulanarak, C, egrisinin bir w(t) == (1Qz(t) + b) o p(t) parametrizasyonu elde
edilmistir (Alcazar vd. (2018) caligmasinda oldugu gibi). Egri parametrizasyonlar
arasidaki bu genelleme iliskisi sadece, 3.3. Irrasyonel Oranli Benzerlikler alt boliimiindeki
tim Orneklerde ve 3.4. Helis Egrileri alt boliimiinde m = 3 durumu igin verilen 6rnekte
farklidir. B6liim boyunca uygulanan biitlin bu tercihler Sim3D algoritmasi ile Alcazar vd.
(2018) calismasinda gelistirilen Similar3D algoritmasinin etkililik karsilastirilmasinin
saglikl bir sekilde yapilabilmesi i¢indir.

Alt boltimlerde verilen tablolarda t, ile Alcazar vd. (2018) ¢alismasinda gelistirilen
Similar3D algoritmasinin hesaplama siireleri, t;, ile de bu calismada tanitilan Sim3D
algoritmasinin hesaplama siireleri gosterilmistir. Ayrica, tablolarda mavi renk ile yazilanlar,
hesaplamada elde edilen CPU siirelerinden daha iyi olanlaridir. Biitiin bunlarin yaninda,
egrinin derecesi, egri parametrizasyonundaki rasyonel bilesenlerin paylarindaki ve
paydalarindaki en yiiksek dereceyi; bitsize degeri ise egri parametrizasyonundaki
bilesenlerin paylarimin ve paydalarinin katsayilarinin en biiylik bitsize degerini

belirtmektedir.
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3.1. Helis Olmayan Rastgele Rasyonel Egriler

Tablo 1, ¢esitli m derecelerde ve katsayi bitsize degeri en ¢ok T olan helis olmayan
rastgele rasyonel parametrizasyona sahip egrilerin benzerlik iliskilerini hesaplama siirelerini
vermektedir. Burada, tablodan da goriilecegi lizere, sadece m =3, t=4vem=3,7 =8

durumlar disinda kalan tiim durumlarda Sim3D algoritmasinin Similar3D algoritmasina

gore belirgin bir sekilde daha iyi sonuglar ortaya koydugu gozlemlenmektedir.

Tablo 1. Cesitli m derecesine ve t bitsize degerine sahip rastgele rasyonel

parametrizasyonlarin benzerliklerinin hesaplanmasinda harcanan CPU siireleri (sn)

ta/ty T=4 T=28 T=16 T=32
m=3 0.327/0.328  0.375/0.594  0.577/0.266 0.842/0.281
m=4 0.655/0.281 1.170/0.422  1.497/0.344 3.120/0.407
m=>5 1.263/0.469 1.700/0.406  3.292/0.797 7.098/0.953
m==6 1.716/0.594  3.900/0.750  6.880/0.687 15.288/0.672
m=7 4.336/0.688 6.896/0.625 14.290/1.078 27.659/1.187
m=2_8 8.253/0.875 12.683/1.140 22.168/1.453 35.927/1.547
m=9 11.762/1.109 10.998/1.250 21.466/1.500 57.424/2.156
m =10 12.340/1.500 23.509/1.828 46.519/2.313 90.746/2.844

3.2. Papatya Egri Ailesi

o o e . . 1-t2
Papatya egri ailesi, parametrik olarak u = 1+z2

2(©) = (u Z( v (

2] 21 20 pZ( 1)1

seklinde ifade edilir. Burada j > 0 dir.

21 21

P )

pryEY

(63)
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Asagida verilen tablo 0 < j < 4 olmak lizere m = 4j + 4 dereceli papatya ailesi i¢in

benzerliklerin hesaplama siirelerini listelemektedir.

Tablo 2. Cesitli m dereceli papatya egri parametrizasyonlarinin benzerliklerinin

hesaplanmasinda harcanan CPU siireleri (sn)
Derece m=4

m=28 m=12 m=16 m =20
ta/ts 0.858 3.182 19.603 72.166 209.541
/0.453 /1.105 /3.266 /6.875 /15.094

Tablo 2’ de ortaya konulan sonuglar, papatya egrileri i¢in tiim derecelerde Sim3D

algoritmasinin daha etkili oldugunu gdstermektedir.

Sekil 3. Tablo 2’ de verilen derecesi 20 olan benzer papatya egrileri. Burada, z(t)
parametrizasyonu ile verilen egri kirmizi renkte, bu parametrizasyona (62) deki
ifadeler uygulanarak elde edilen egri mavi renkte gosterilmistir.
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3.3. Irrasyonel Oranh Benzerlikler

Burada,

, , 64
t2k + 172k + 172k + 1 (64)

z"(t) = (

t2k+1 t2k+3 t2k+5 )

parametrelenisi ile verilen egri ailesine diger boliimlerden farkli olarak benzerligi garanti

etmek i¢in uygulanan doniisimde, 1 = V2 ve ¢(t) = % uygulanarak

(2t)2k+1 (2t)2k+3 (2t)2k+5
(2t)2k + 2K’ 2((2t)2k + 2K)’ 4((2t) 2k + 2K)

wh(t) = ( ) (65)

elde edilmistir (W*(t) := V2 z* (\/%)) Burada k = 1,2, ... dir. Amag, irrasyonel girdilerde

algoritmanin basar1 durumunun incelenmesidir.

Alcazar vd. (2018) calismasinda yapilan testlerde, beklenin aksine, hesaplama
sliresini artiran durumun irrasyonel benzerlik oraninin dogru hesaplanmaya ¢alisiimasindan
kaynaklanmadigi, hesaplamada ortaya ¢ikan, benzerlikle ilgili olmayan hesaplamalardan
kaynaklandig1 gézlemlenmistir. Bunu gosterebilmek i¢in de Alcazar vd. (2018)’ de Tablo 3’
de verilen hesaplama siireleri, benzerlik oraninin hesaplanmasina, daha sonra da Mdbiiis
dontisimiiniin elde edilmesine kadar gegen stireler olarak ayri ayri t;, t,, ve toplamlari t; +
t, seklinde verilmistir.

Tezde ortaya konulan yontem ile once (varsa) benzerlik iliskisine ait Mobiiis
doniisimii bulunmakta ve ardindan bu doniisiime ait benzerlik oranmi elde edilmektedir.
Bununla birlikte, incelenen 6rneklerde Sim3D algoritmasi, Mobiiis doniisiimiiniin elde
edilmesinden ¢ok az bir siire sonra yani neredeyse hemen sonra benzerlik oranini
hesaplayabildigi i¢in asagidaki tabloda siireler, her iki galismada da elde edilen t; + t,,

seklinde listelenmistir.
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Tablo 3. Cesitli m = 2k + 5 dereceli (z*, w") egri ciftlerinin benzerliklerinin

hesaplanmasinda harcanan CPU siireleri (sn), burada 1 < k <5

Derece m=17 m=29 m=11 m =13 m =15
ta/ty 2.152 1.528 2.839 3.978 9.968
/0.375 /0.297 /0.547 /0.375 /0.516

) m **TT*

i:l:l

Sekil 4. Tablo 3’ de verilen derecesi 15 olan benzer egriler. Burada, k = 5 icin z*
parametrizasyonu ile verilen egri kirmizi renkte, w* parametrizasyonu ile
verilen egri ise mavi renkte gosterilmistir.

3.4. Helis Egrileri

Sim3D algoritmas1 helis egrileri arasindaki benzerlik iligkisi i¢in polinomsal ve
rasyonel helis egrileri olarak ayr1 ayri test edilmistir. Bu egriler i¢in Alcazar vd. (2018)
calismasinda bazi zorluklar ortaya c¢ikmistir. Bunun sebebi, egrilik ve burulma
invaryantlarinin Alcazar vd. (2015) ¢alismasindaki simetri tespitinde oldugu gibi benzerlik
tespitine cevap verememesinden kaynaklanmaktadir. Clinkii bu invaryanlar kullanildiginda
benzerlik oranina bagl ifadeler ortaya ¢ikmakta bu da helis egrilerinin benzerlik tespitinde

benzer olamamalarina ragmen benzermis gibi sonu¢ vermelerine yol agmaktadir. Tezde
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verilen Ornek 13 de verilen egrilerin Alcazar vd. (2018)’ de ilk énce benzer olmamalarina
ragmen benzer olarak tespit edildikleri goriilmektedir. Bundan dolayz, helis egrileri i¢in 6zel
bir yontem gelistirilmistir. Tezde ise elde edilen benzerlik invaryantlar1 sayesinde benzerlik
orani da elendigi i¢in, ek bir yonteme ihtiya¢ kalmadan ayn1 islem adimlariyla diger egrilerde
oldugu gibi helis egrileri i¢in de benzerlik tespiti yapilabilmektedir.

Tablo 4’ de polinomsal helis egrileri arasindaki iliskiye ait hesaplama siireleri,
Alcazar vd. (2018)’ de elde edilen siireler ile sunulmustur. Burada incelenen polinomsal
helis egriler, Farouki (2008) c¢alismasinda ii¢lincii ve besinci dereceden polinom helis
egrilerinin {iretilmesine iliskin sonucglardan, diger derecelerdekiler ise Sengiiler-Ciftci
(2014) calismasinda sunulan rasyonel helis egrilerin iiretilmesi i¢in verilen algoritma

kullanilarak elde edilmistir.

Tablo 4. Cesitli m dereceli polinom helis egri parametrizasyonlarinin benzerliklerinin

hesaplanmasinda harcanan CPU siireleri (sn)

Derece m=3 m=4 m=>5 m==6 m=7
tqe/ts 0.390 0.655 0.312 15.460 63.228
/0.047 /0.078 /0.062 /0.063 /0.078

Diger egri yapilarinda oldugu gibi polinom helis egrilerinin benzerlik iliskisinin

incelenmesinde de Sim3D’ nin daha etkili oldugu gézlemlenmistir.

Sekil 5. Tablo 4’ de verilen derecesi 3 olan benzer polinom helis egrileri.
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Bununla birlikte, Similar3D algoritmasi rasyonel helis egrileri arasindaki benzerlik
hesaplamalarini basit 6rneklerde bile uzun stirede tamamladigi i¢in Alcazar vd. (2018)° de
bu orneklere deginilmemistir. Sengiiler-Cift¢i (2014) calismasinda verilen algoritmadan
tiretilen ¢esitli derecelerdeki rasyonel helis egrileri i¢in benzerlik tespitine ait siireler Tablo

5’ te verilmistir.

Tablo 5. Cesitli m dereceli rasyonel helis egri parametrizasyonlarinin benzerliklerinin

hesaplanmasinda harcanan CPU siireleri (sn)

Derece m=3 m=4 m=5 m==6 m=7

ty 0.313 0.125 0.140 0.156 0.219

Tabloda listelenen siireler Sim3D algoritmasinin rasyonel helis egrilerinin benzerlik
tespitinde de basarili oldugunu gozler 6niine sermektedir. Ayrica Sim3D’ nin uygulandigi
ayni dereceli iki polinom helis egrisinin benzerlik tespiti ile iki rasyonel helis egrisinin
benzerlik tespiti hesaplamalarinda gegen siireler arasinda biiyiikk farkliliklara

rastlanmamuistir.



4. SONUCLAR

Tezde asagidaki sonuglar elde edilmistir:

1.

Alcazar vd. (2015)’ de simetri probleminin ¢oziimiinde literatiirde iyi bilinen
egrilik ve burulma invaryantlarini kullanmistir. Problemin ¢o6ziimiinde bu
invaryant fonksiyonlarin hem simetri doniisiimiine gore invaryant hem de Mdbiiis
doniistimiinden etkilenmeyen yapisindan yararlanilmistir. Tezde ise benzerlik
problemi i¢in ayni1 6zellikleri saglayan S;,S, benzerlik invaryant fonksiyonlari
elde edilmistir.

Iki egrinin uygun parametrizasyonlarina benzerlik invaryantlar: uygulanarak elde
edilen esitlikler araciligi ile iki cebirsel rasyonel uzay egrisi arasindaki tiim
benzerlik iliskilerini tespit eden yeni bir yontem tanitilmistur.

Elde edilen yontemin hesaplama adimlari kullanilarak Sim3D adinda bir algoritma
olusturulmustur.

Sim3D algoritmas1 Maple™ (2021)kullanilarak bilgisayar ortamima bir Maple™
(2021) prosediirii olarak aktarilmis ve cesitli Ornekler {izerinde testler
yiriitiilmiistiir. Yontemin etkililigini daha iyi ortaya koyabilmek adina bu konu ile
dogrudan iligkili ve bu konuda hazirlanmis bildigimiz kadariyla en son ¢alisma
olan Alcazar vd. (2018) makalesindeki Ornekler kullanilmigtir. Testlerin
sonucunda ortaya ¢ikan tablolar ile tanitilan yontemin basarisi ortaya konulmustur.
Testlerde kullanilan o6rnekler karsilastirma amaciyla sinirli derece ve bitsize
degerlerine sahip egrilerden olussa da elde edilen hesaplama siireleri tezde sunulan
yontemin daha yiiksek dereceli ve bitsize degerlerine sahip egriler igin de rahatlikla

hesaplama yapabilecegini ortaya koymaktadir.



5. ONERILER

Bu tez ¢alismasinin devami olarak gelecekte asagidaki konular arastirilabilir:

1. Tezde ortaya konulan yontem keyfi boyuta verilen iki rasyonel cebirsel egrinin
benzerlik iliskisinin tespitine genellestirilebilir.

2. Literatiirde egrilerin simetri tespiti iizerine hazirlanmig c¢aligmalar ile
karsilastirilarak yontemin simetri tespitinde de etkili olup olmadig: arastirilabilir.

3. Yiizeylerin benzerligini arastirmak i¢in Gauss egriligi ve Ortalama egrilik gibi
invaryant yapilarina benzer cebirsel yiizey parametrelenislerinin benzerlik

invaryantlar1 bulunabilir.
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