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ABSTRACT
TOPOLOGY OF REAL ALGEBRAIC PLANE CURVES

PEKTAS, Muhammed
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Remziye Arzu ZABUN DEMIR
July 2023
45 pages

The topology of real algebraic curves studies the relation between the algebraic
properties of a given equation and the geometric properties of the curve determined
by this equation. In this thesis, two different topological classifications of non-
singular real algebraic curves will be discussed. The first one is "Topological
classification”, that 1is, understanding what are the possible sets (up to
homeomorphism) of real points of such curves. The other is "Isotopic classification",
that is, understanding how such a curve can lie in the real projective plane. In other
words, it is to examine the relative positions of components of the curve. The second
problem is known in the literature as "Hilbert's 16th problem".

Our aim is to understand these problems according to the degree of such curves, and
try to present the known results in a systematic way. To summarize in outline: In the
first chapter, some basic definitions, theorems and examples of algebraic geometry
related to affine/projective space, affine/projective algebraic varieties are given in
order to understand the content of the thesis. In the second chapter, various
topological properties of non-singular real algebraic plane curves, which are special
cases of algebraic varieties, are presented systematically. In addition, some
construction methods of such curves are mentioned. In the last chapter, the complex
version of the results given in the previous one, that is the results derived from the

complexification of real algebraic plane curves are presented.

Key Words: Affine/projective spaces, Affine/projective algebraic varieties, Reel

algebraic plane curves, The topology of real algebraic plane curves.



OZET
REEL CEBIRSEL DUZLEMSEL EGRILERIN TOPOLOJIiSi

PEKTAS, Muhammed
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Remziye Arzu ZABUN DEMIR
Temmuz 2023
45 sayfa

Reel cebirsel egrilerin topolojisi belirli bir denklemin cebirsel ozellikleri ile bu
denklem tarafindan belirlenen egrinin geometrik oOzellikleri arasindaki iliskiyi
inceler. Bu tezde tekilligi olmayan cebirsel egrilerin iki farkli topolojik
siniflandirmalarindan bahsedilecektir. Bunlardan birisi “Topolojik siniflandirmadir”,
yani bu tiir egrilerin reel noktalar kiimesinin neye homeomorfik oldugunun
anlasilmasidir. Digeri ise “Isotopik siniflandirmadir”, yani egrilerin reel projektif
diizlemde topolojik olarak kag farkli sekilde var olabilecegini anlamaktir. Diger bir
degisle egrinin bilesenlerinin bir birine gdre konumunu incelemektir. Ikinci problem
literatiirde"Hilbert'in 16. problemi" olarak bilinir.

Bu tezde amacimiz tekilligi olmayan reel cebirsel diizlemsel egriler i¢in yukarida
bahsedilen problemleri egrilerin derecesine gore anlamaya, bu konudaki temel
sonuglari sistematik olarak sunmaya ¢alisacagiz.Ana hatlariyla 6zetlemek gerekirse:
Birinci boliimde tezin igeriginin anlasilmasi ig¢in gerekli olan cebirsel geometrinin
afin/projektif uzay, afin/projektif cebirsel varyeteler ile ilgili temel bazi tanim,
teorem ve orneklerine yer verilmistir. Ikinci boliimde cebirsel varyetelerin 6zel bir
hali olan olan reel cebirsel diizlemsel egriler ile ilgili elde edilmis sonug¢lar sunulmus
ve bu tiir egrileri iiretme yontemleri hakkinda bilgi verilmistir. Son boliimde, ikinci

boliimde verilen sonuglarin kompleks versiyonu ile ilgili baz1 sonuglar sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Afin uzay, Projektif uzay, Afin/projektif cebirsel varyeteler,
Reel cebirsel diizlemsel egriler, Reel cebirsel diizlemsel

egrilerin topolojisi.
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BOLUM 1
CEBIRSEL VARYETELER

1.1 Afin Varyeteler

Bu boliimde k = R veya k = C’dir. Her bir bileseni k’nin elemani olmak iizere, biitiin
sirali n’lilerden olusan kiimeye, yani {(xy,...,x,): x; € k}, k iizerinde n-boyutlu afin
uzay denir, ve A} ya da karisikliga mahal vermeksizin kisaca A" ile gosterecegiz. A™ ’nin
bir elemant p = (xq,...,%,) € A" nokta olarak adlandirilirken x;’ler de p’nin
koordinatlar1 olarak adlandirilir. A" afin uzayin, R" (ya da C")’den farki herhangi
metrik veya vektor uzayr ozelliklerini géz onlinde bulundurmamaktir. Yani {izerinde
herhangi bir cebirsel yapinin tanimli olmamasidir. k[xq, ..., x,,] notasyonu ile k cismi
tizerindeki n degiskenli polinomlar halkasini gosterelim. Kolaylikla goriildiigli gibi bir
polinom f € k[xy, ..., x,] her zaman A}; ’den k’ya bir fonksiyondur. Bu nedenle f’nin

stfirlarinin kiimesi Z (f)’den bahsedebiliriz. Genel olarak S € k[x4, ..., x,,] i¢in

Zi(8) = Z(S) = {p € Ay : Vf € Sicin f(p) = 0}

Seklindeki bir kiimeye afin (reel veya kompleks) cebirsel kiime denir. Eger S =
{fi ..., f;} sonlu ise Z(fi, ..., f;) notasyonunu kullanacagiz. Ozel olarak, herhangi bir d.
dereceden f € k[x,y] polinomu i¢in Z(f) kiimesine d. dereceden afin (reel veya

kompleks) cebirsel diizlem egrisi denir.

Ornek 1.1.1

i. Herp =(ay,..,a,) € A" i¢cin Z(x; — aq, ..., x, — a,) = {(ay, ..., a,)} oldugundan

A™’de tek nokta kiimesi cebirsel kiimedir.

ii. Bilindigi gibi A% ‘de geometrik olarak 4 farkl koni kesiti, yani bir ¢ift tarafli koni ile
bir diizlemin kesisimi, mevcuttur: ¢gember, elips, parabol ve hiperbol. Bunlarin herbiri
iki degiskenli 2. dereceden bir polinomu saglayan reel noktalar kiimesi olup birer

(afin) reel cebirsel kiimedir.



iii. 4a3 + 27b # 0 saglayan her a,b € R i¢in f =y? —x3 —ax — b polinomunun
sifirlariin kiimesi Z(f) c A? eliptik egri olarak adlandirilir. Z¢(f) kiimesi, iizerinden
bir nokta ¢ikarilmis torustur (Yani S x S\ {p}). Fakat Zx(f) kiimesi Sekil 1.1°de

gosterilen egrilerden bir tanesine homeomorfiktir.

Y Y
——_______/
0 T Q <I
T
Y =2’ +1 y=a—z

Sekil 1.1 A% de eliptik egriler

iv. C={(t%t3)|tek}c A kimesi Z(x? — y,x3 — z) kiimesine esit oldugu icin

bir afin varyetedir ve bu varyete twisted kiibik egri olarak adlandirilir.

v. Girdileri k'nin elemani olan n x n lik matrisler kiimesini A} ile gosterelim. O

zaman SL(n, k) ={B € Aﬁz | detB = 1} kiimesi Z(det —1)’ye esit oldugundan

cebirsel bir kiimedir.

vi. y = e”* egrisi cebirsel bir egri degildir; ¢linkii bu egri y = 1 dogrusuyla sonsuz
noktada kesisir. Bu noktalar, her n € Z i¢in (2imrn, 1)’dir. Benzer sekilde y = sin x
egrisi de cebirsel degildir; ¢linkii bu egrinin y = 0 dogrusuyla kesisimi {(27n,0) | n €

Z} kiimesidir.

Teorem 1.1.1 § € k[xy, ..., x,] ve I, S’nin elemanlar1 tarafindan iiretilen ideal olsun. O

zaman Z(S) = Z(I)’dir. m

Polinomlar halkas1 Noetheriandir, yani her ideali sonlu sayida iiretece sahiptir. Bu bilgi

ve Teorem 1.1.1 kullanmilarak agagidaki sonug kolaylikla elde edilir.

Teorem 1.1.2 A™'de herhangi bir X cebirsel kiimesi sonlu sayida polinomun sifirlarin

kiimesidir. Yani, fi, ..., f € k[x1, ..., %] icin X = Z(f4, ..., fn) dir. m

Teorem 1.1.3 n > 0 olsun. O zaman asagidakiler saglanir.



a) @ ve A" cebirsel kiimedir.
b) Iki afin cebirsel kiimenin birlesimi de cebirsel kiimedir.

¢) Herhangi bir afin cebirsel kiime ailesi {X, € A™":a € '} i¢cin NX, de cebirsel

kiimedir.

Ispat. Z(1) = @ ve Z(0) = A" oldugundan a)’nin dogrulugu gériiliir. b) icin X ve Y iki
tane afin cebirsel kiime olsun, yani X =Z(l;) ve Y =Z(l,) olacak sekilde
k[xq,...,x,]’nin I; ve I, sonlu alt kiimesi vardir. O zaman X UY = Z(I;I;) oldugu
kolaylikla gosterilir. {X, = Z(S,) | « € T'} afin cebirsel kiimelerin herhangi bir ailesi

olsun. O zaman NX, = Z(US,) esitligi gosterilerek ¢) sonucuna ulasilir. m
Teorem 1.1.4 AZ’de biitiin reel cebirsel kiimeler cebirsel egridir.

Ispat. X c A% reel cebirsel kiime olsun. O halde X = Zgx(fi, ..., f;) olacak sekilde

fi, o, fs € R[x,y] polinomlart vardir. X = Zg(fi,...,f;) = Zg(f1) N ..N Zg(f;) =
Zr(fE + -+ £2) oldugundan X bir cebirsel egridir.

Tamim 1.1.1 Cebirsel kiimelerin afin uzaydaki tiimleyenlerini agik kiime olarak kabul
edersek, bu acik kiimelerin olusturdugu kiimenin A™ {izerinde bir topoloji olusturdugu
Teorem 1.1.2°den yararlanilarak gosterilir. Bu topolojiye A" iizerinde Zariski topolojisi
denir. Zariski topolojisi cebirsel geometrinin amact i¢in daha uygundur, fakat bu topoloji
Oklid topolojisinden oldukga farklidir ¢iinkii n > 0 igin Zariski topolojisi Hausdorff
degildir.

Uyar 1.1.1 A" 'nin Zariski topolojisine gore agik kiimelerinin formati agagidaki gibidir:
Utk € A" olsun. O zaman A" \ U kapali kiimedir. O halde A® \ U = Z(fy, ..., fn)
olacak sekilde fi, ..., fin € k[xq, ..., x,] vardir. O halde

A"\NU =Z(f1, s f) = Z() 0 .0 Z(fin)
ve dolasiyla U = A" \ Z(f1) U ..U A" \ Z(f;,) olur.

Ornek 1.1.2 A° (yani tek nokta) iizerindeki Zariski topolojisi olabilecek yegane
topolojidir. Afine dogru (A!) fiizerindeki Zariski topolojisi sonlu tiimleyenler

topolojisidir. Yani acik kiimeleri @, A® ve sonlu kiimelerin tiimleyenidir.



Tamm 1.1.2 X bir topolojik uzay ve Y, X‘in bostan farkli alt kiimesi olsun. Eger Y,
kendisinin kapali iki 6z alt kiimesinin birlesimi olarak yazilamiyor ise Y kiimesine
indirgenemez kiime denir. Bos kiimeyi indirgenebilir olarak kabul ediyoruz.
Indirgenemez afin cebirsel kiimeye (alt uzay topolojisi ile diisiiniildiigiinde) afin cebirsel

varyete (ya da kisaca afin varyete) denir.

Ornek 1.1.3 Eger f € k[xq,...,x,] indirgenemez polinom ise X = Z(f)’de

indirgenemez olup bir cebirsel varyetedir.
Her X c A" igin
I(X) ={f € k[xq, ..., x,]: Vp € X icin f(p) = 0}

taniml kiimeye X ’in ideali denir. Eger X cebirsel kiime ise I (X) radikal idealdir.
Teorem 1.1.5

a) VI, I, C k[xq,..,x,]i¢in I; € I ise Z(1,) € Z(1).

b) VX, X, c A" igin X1 € X, ise [(X3) € 1(X4).

c) VXi,X, € A% igin [(X; U Xy) = 1(X1) N I(Xy).

d) VS c k[xq, ..., x,] radikal ideali i¢in I (Z(S)) = S’dir.

e) VXS A" i¢in Z(I(X)) =X. Burada X, X’in Zariski topolojisine gore

kapanisidir. m

Teorem 1.1.6 Afin cebirsel kiimeler kompaktir. Yani X afin cebirsel kiimesinin her acik

ortiisti sonlu bir alt ortiiye sahiptir. ®

Teorem 1.1.7 X c A™’in boyutu n — 1 olan cebirsel bir varyete olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosul X’in sabit olmayan indirgenemez bir tek f € k[xq,...,x,] polinomun

stfirlarinin kiimesi, yani X = Z(f), olmasidir.

Ispat. (=) X bir cebirsel bir kiime oldugu igin sonlu bir I € k[xy, ..., x,] i¢in X =
Z(I) dir. Varsayalim ki, I kiimesi lineer bagimsiz f, g gibi iki tane polinom igersin. O
zaman f = 0 ve g = 0 esitlikleri toplam degisken sayimizi 2 azaltir. Yani, X in boyutu

en fazla n — 2 olur. Bu bizi celiskiye gotiiriir. O halde 7 sadece bir polinom igermelidir.

4



X varyete (yani indirgenemez) oldugundan bu polinom da indirgenemezdir. (<) Bu

kisim asikardir. m

1.2 Projektif Varyeteler
1.2.1 Projektif Uzay

A1 de 0 dan (orijinden) gegen dogrular kiimesine k cismi iizerinde n-boyutlu projektif
uzay denir ve P} ile gosterilir. Eger k = R ise P} ’ye n-boyutlu reel projektif uzay denir
ve RP" ile gosterilir. Eger k = C ise P} ye n-boyutlu kompleks projektif uzay denir ve
CP™ ile gosterilir. A7™1’de orijinden gegen her bir I dogrusu, iizerinde yasayan sifirdan
farkli herhangi bir (xg, Xy, ..., X, ) noktas1 tarafindan tek tiirlii belli oldugundan bu
dogruyu [xg: ...:x, ] € P" ile gosterecegiz. Bu gosterime homojen koordinatlar denir.
Dikkat edilirse; her A€ k\ {0} icin (Axg, Axq,...,Ax,) € I’dir. Dolayisiyla
[X0: w1 X, ] = [Axg: .. Ax, ] dir. APTL \ {0} kiimesi

(x0s wer X )~(Vg, o, V) & Oylebir 1 € k \ {0} icinx; = 1 y;
tanimli ~ denklik bagintisi ile diistiniildiigiinde
P = (AR \ {03)/~ dir.

Ornek 1.2.1.1 RP! = {Aﬂzglde orijinden gecen dogrular} kiimesi, yani reel projektif
dogrusu, g¢embere homeomorfiktir; ¢linkii [: = {y = 1} dogrusunun noktalar1 ile
RP! \ {x — ekseni} nin noktalar1 arasinda birebir esleme vardir. [ ve x-ekseni birbirine
parallel oldugu igin A%’de kesismeleri miimkiin degildir. Bunlar1 kesim noktasina
sonsuzda nokta diyelim ve oo ile gosterelim. O halde RP! = [ U {o0} = R! U {00} = S!
olur. CP!, kompleks projektif dogrusu, kiireye (S?) homeomorfiktir. Bunu gérmek igin
CP! = {[z2w] | (z,w) € C?\ {(0,0)}} tanmimin kullanalim. O halde

1 ([1:w/z] egerz # 0 N
P _{ [0:1 egerz=0 —CYi®)
olur.

C U {0} ile S?’nin birbirine homeomorfik oldugu stereografik izdiisiimden kolaylikla

gortliir.



Ornek 1.2.1.2 RP? = {A?’R’de orijinden gecen dogrular} kiimesini, yani reel projektif
diizlemini, anlamaya ¢alisalim. 7: = {(x,y,z) € R® | z = 1} diizleminin noktalar1 ile
RP? \ {xy — diizlemindeki orjinden gecen dogrular} kiimesinin noktalar1 arasinda
birebir esleme vardir. xy-diizleminde yasayan ve orijinden gegen her dogru m diizlemini
sonsuzda bir noktada kestigi varsayalim. Dikkat edilirse bu sonsuzdaki noktalarin hepsi
bir dogru iizerinde yasar. Bu dogruya sonsuzda dogru diyelim ve [, ile gosterelim. O

halde RP? = R? U [, olur.

1.2.2 Projektif Varyeteler ve Zariski Topolojisi

Derecesi d olan bir f € k[x, ..., x, ] polinomu eger her 4 € k* = k \ {0} i¢in
F(A%0, AXq ooy AX) = A4 f (X0, X1 oov) Xpy)

esitligini sagliyorsa f’ye homojen polinom denir. Homojen polinomlar tarafindan

tiretilen k[xg, ..., x,, | 'nin bir idealine homojen ideal denir.

Ornek 1.2.2.1 f(x,y) = x° + 2x3y? — 9xy* iki degiskenli 5. dereceden homojen bir
polinomdur; fakat g(x,y) = x° + 2x* — 9y + xy + 6 polinomu homojen degildir.

Notasyon 1.2.2.1 Bir f € k[xy, ..., X, ] polinomunun homojen oldugunu vurgulamak i¢in

kiiglik harf yerine F gibi biiyiik harfler kullanacagiz.
S € k[xy, ..., X, ] homojen polinomlardan olusan bir alt kiime olsun.
2, (8) =Z(S) ={p € P":VF € Sicin F(p) = 0}

taniml1 kiimeye projektif cebirsel kiime denir. Eger S = {F; ..., F;} sonlu ise Z(Fy, ..., F)
notasyonunu kullanacagiz. Ozel olarak, herhangi bir d’inci dereceden homojen F €
k[x,y] polinom i¢in tanimhi Z(F) kiimesine d. dereceden projektif cebirsel diizlem
egrisi denir.

Uyan 1.2.2.1 Projektif uzaylarda ¢alisirken homojen polinomlara ihtiyacimiz var; aksi

halde homojen olmayan bir f(x,y) = y? — 4x polinomu ve [1: 2] = [2: 4] € RIP?

noktasi diisiiniildigiinde f(1,2) = 0 # 8 = f(2,4) ¢eliskisi elde edilir.



Afin durumda oldugu gibi @ = Z(1) ve P" = Z(0) projektif cebirsel kiimedir, ve
k[xg, ..., x,] Noetherian halkadir. Teorem 1.1.2 ve Teorem 1.1.3b)-c)’de verilen

sonugclar projektif cebirsel kiimeler i¢in de gecerlidir.

Tanmm 1.2.2.1 Projektif cebirsel kiimelerin projektif uzaydaki tiimleyenlerini agik kiime
olarak kabul edersek, bu acik kiimelerin olusturdugu kiime P" iizerinde bir topolojidir,

ve bu topolojiye P" iizerinde Zariski topolojisi denir.

1.2.3 Projektif Uzaymn Acik Ortiisii

i nin iki dnemli alt uzayini tantyalim: her 7 igin
Hi = Z(xl‘) = {[XO: ...:xn] | X; = 0}

olsun. Burada H; sonsuzdaki hiperyiizey olarak adlandirilir. U; = P} \ H; kiimesine

i'inci koordinat sistemi denir. Dikkat edilirse; her i i¢in U;, P}’ nin agik kiimesidir.

Ai’den U;’ye W (%1, ey %) P2 [xq0 i X1 1 X411 i X, ] fonksiyonunu diistinelim.
Bu fonksiyon Zariski topolojisine gore bir homeomorfizmadir. Bu fonksiyonun tersi

— X Xi— Xi X . . . . . . . .
Yl [xg: i x,] P (x—?, ...,%,%, ., ) dir. Bdylece biz Ay ’yi Py "nin bir alt kiimesi
L L L L

olarak disiinebiliriz. A} ’ye P} ’nin afin parg¢asi denir.

Benzer sekilde ¢b;:[xg:..ix_1:0:x401: X ] 2 [Xo8 vt X1t Xyt e Xy ] taniml
fonksiyon ile H;’in P} 1’e homeomorfik oldugu goriilebilir. Bu bilgiler 1s1ginda

asagidaki sonuca ulasiriz.
Teorem 1.2.3.1 P} = A} U P} 1"dir. m

Sonug 1.2.3.1 P} afin uzaylarla ortiiliir. Yani P} = A" U A""1 U ...u A”dir. (Burada
A° = {[0:0:...:0: 1]}’dir.) m

Ornek 1.2.3.1 Daha once afin diizlemde iki degiskenli ikinci dereceden bir polinomun
reel ¢dziim kiimesi icin bostan farkli 4 olasi durum oldugu belirtilmisti (Ornek 1.1.1-
(ii)’ye bakiniz.) Reel projektif diizlemde bu olasiliklar sadece bir tanedir ve o da
topolojik olarak ¢gemberdir ¢linkii ikinci dereceden ii¢ degiskenli homojen bir polinom en

genel olarak



F(x,y,z) = Ax* + By?> + Cz? + Dxy + Exz + Fyz
seklinde ifade edilir. Uygun bir koordinat degisikligiyle bu polinom
F(x,vy,z) = +x%> + y2 + z°

seklinde vyazilir. Genelligi bozmaksizin F(x,y,z) icin asagidaki dort durumu
diisiinebiliriz;

I. Durum: F(x,y,z) = x?> + y? + z2. Eger z # 0 ise {F = 0} ¢dziim kiimesi reel
afin uzayda bos kiimedir. Yani U, N Zx(F) = @. Eger z = 0 ise x?> +y? =0 olup
x =y = 0°dir. Fakat [0:0:0] & P?. O halde sonsuzdan nokta gelmez. Yani Zg(F) =
@dir.

IL. Durum: F(x,y,z) = x? + y? — z2. Eger z # 0 ise {F = 0} ¢oziim kiimesi afin
uzayda bir ¢emberdir. Yani U, NZgx(F) =S'. Eger z=10 ise x2+y?=0 olup
x = y = 0°dir. Fakat [0:0:0] & P?. O halde sonsuzdan nokta gelmez. Yani Zg(F) bir
¢emberdir.

III. Durum: F(x,y,z) = x?> — y? — z%. Eger z # 0 ise {F = 0} ¢dziim kiimesi afin
uzayda bir hiperboldur. Eger z=0 ise x> —y?> =0 olup x = +y’dir. O halde
[x:x:0] =[1:1: 0] ve [x:—x:0] =[1:—1:0] sonsuzda iki nokta mevcuttur. Yani

H, N Zx(F) = {[1:1: 0], [1: —1: 0]}. O halde Zk(F) topolojik olarak bir ¢emberdir.
IV. Durum: F(x,y,z) = —x? — y? — z%. Fakat bu durum L. Durum ile aynidir.
1.2.4 Homojenlestirme ve Projektif Kapams
Her X c P" i¢in
1(X) = {f € k[xy, ..., x,]: f homojen ve Vp € X i¢in f(p) = 0}

seklinde tanimlanan kiimeye X 'in homojen ideali denir. Eger X cebirsel bir kiime ise bu

ideal homojen radikal idealdir.

Tamm 1.24.1 f € k[xo, ..., X;_1, X; 11, ---, X | derecesi d olan bir polinom olsun. f"den

yararlanilarak elde edilen



X0 Xn
F(xg, .., Xjy vy, X)) = x4 — e, —
Gl oo o 20) = K F )
homojen polinoma f’nin (x; koordinatina gore) homojenlestirilmesi denir ve hom;(f) =
F ile gosterilir.

Ornek 1.2.4.1 f(x,y) =2+ x+xy—x> polinomu homojen olmayip z’ye gore

homojenlestirilmesi F(x,y,z) = 2z3 + xz? + xyz — x%dir.

Tamm 1.2.4.2 F € k[x, ..., x,] derecesi d olan homojen bir polinom olsun. Herhangi

sabit bir i € {0, ..., n} i¢in F"'den yararlanilarak elde edilen

1
/% X1 /Xis s Xia [ X, Xip1 [ Xiy ooy X [ X)) = x—dF(xo'xL ey Xp)
i

homojen olmayan polinoma F'nin (x; koordinatina gore) homojenlestirilmemesi denir

ve dehom;(F) = f; ile gosterilir. Denk olarak herhangi bir i € {0, ..., n} igin
F (X0, s Xi—1, Xig1s o0 Xn) = F (X0, X1, 0,1, o), Xp)
olarak tanimlanr.
Ornek 1.2.4.2 F(x,y,2) = x3 + xz? + xyz i¢in
dehom,(F) = f(x,y) = x> + x + xy’dir.
Teorem 1.2.4.1

a) Fi, .., E € k[xg,...,x,] homojen polinomlar olmak iizere X = Z(Fy, ..., F,) € P" ve

her j igin f; = dehom;(F;) olsun. O zaman Y; ' (X N U;) = Z(f3, ..., ;) € A™ dir.

b) S € k[xq,...,x,] alt kiimesi i¢cin Y = Z(S) € A" ve homy(S) = {homy(f) | f € S}
olsun. O zaman Yy (Y) = Z(hom(S)). m

X c A™ afin cebirsel varyete olsun. Boliim 1.2°den n-boyutlu afin uzaymin P"’nin U,

acik kiimesine homeomorfik oldugunu biliyoruz. O halde X’in P"’de ki kapanisi X dan

bahsedebiliriz. Bu kapanisa X'in projektif kapanisi denir.



Teorem 1.2.4.2 X = Z(S) S A" afin cebirsel varyete ve X, X’in projektif kapanisi olsun.
O zaman I(X) ideali homy(I(X)) kiimesinin elemanlar tarafindan tiretilir. Anlasilacag
iizere, I(X)’in tiretegleri fi, ..., fi ise I(X)’in tiretecleri homg(fy), ..., homg(f,) olmak
zorunda degildir (Ornek 1.2.4.3’e bakiniz).

Ornek 1.2.4.3 X = Z(x? — y,x3 — z) c A3 twisted kiibik egri olsun (tanimi i¢in Ornek
1.1.1-iv’e bakmiz.) X’in P3’teki projektif kapanisina twisted kiibik egri denir, ve
X # Z(x? — yw, x3 — zw?) c IP3; ¢iinki bilindigi tizere twisted kiibik egri 6([x:y]) =
[x3:x%y: xy?: y3] tamml 6: P! - P3 fonksiyonun goriintii kiimesine, Gor(6), esittir.
P3 uzaymi [a: b: c: d] homojen koordinatlar ile birlikte diisiinelim. O zaman gériintii
kiimesinin Z(ad — ch, b? — ac, c? — bd)‘ye esit oldugu kolaylikla goriiliir. A3 uzayim
Uy = {[1: b: c: d]} c P? ile eslestirelim. O zaman X < Gor(8) c P3 ve Gor(0) = X U
{[0:0:0:1]}’dir. Gor(0) kiimesi P3’te kapali oldugundan ya X =X ya da X =
Gor(0)’dir. ilk durum igin X’in biitiin noktalarinda sifirlanan, ama [0:0:0: 1]
sonsuzdaki noktada sifirlanmayan bir homojen polinomun var olmasi gereklidir. Fakat
bu miimkiin degildir: f(x,y,z,w) d. dereceden homojen bir polinom olsun. Her
p = [1:t:t%:t3] € X noktasinda f(p) = 0 olmas1 icin gerek ve yeter kosul fnin w¢
terimine sahip olmamasidir. O halde f([0: 0: 0: 1]) = 0 olmak zorundadir. Sonug olarak

X = Gorn(H)
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BOLUM 2
REEL CEBIRSEL EGRILERIN TOPOLOJISi

2.1 Reel Cebirsel Diizlemsel Egriler

Uc degiskenli reel katsayili d‘inci dereceden homojen bir polinomun sifirlarinin
kiimesine d‘inci dereceden reel projektif cebirsel diizlem egri denir. Eger C bdyle bir f
polinomunun belirledigi egri ise o zaman f(xg,x1,%x;) = 0 denklemini saglayan reel
noktalar kiimesine C‘nin reel kismi denir ve RC c RIP?ile gosterilir. Benzer sekilde
f(x0,x1,x2) = 0 denklemini saglayan kompleks noktalar kiimesine C‘nin kompleks

kismi denir ve CC © CIP? ile gosterilir.

Eger (xg,x1,%;) € R3 noktast f polinomun kritik noktasi yani f‘nin kismi tiirevlerini
sifir yapan nokta ise o zaman [x:x;:x,] € RPP? noktasma C egrisinin (reel) tekil
(singular) noktasi denir. Eger C egrisinin hi¢ tekil noktas1 yoksa C egrisine fekilligi

olmayan (non-singular) egri denir.

Non-singular reel projektif cebirsel diizlem egrilerin topolojisi dikkate alindiginda iki
problem karsimiza ¢ikar: Topolojik problem ve Izotopik problem. Topolojik problemden
kastimiz; RC kiimesinin neye homeomorfik oldugunu belirlemektir. Bilindigi tizere
tekilligi olmayan reel projektif diizlem egrisinin reel noktalarinin kiimesi, yani reel
kismi, projektif diizlemin diizgiin kapali 1-boyutlu alt uzayidir ve bu uzayin bilesenleri
RIP?‘de topolojik olarak cemberdir (yani gembere homeomorfiktir). Bu nedenle RC ’nin

topolojik sinifi sahip oldugu parca sayisiyla belirlenir. A. Harnack [25], Teorem 2.6.1 ve
Teorem 2.6.2 verilen Onermeleri ispatlayarak tekilligi olmayan diizlemsel egrilerin

topolojik siniflandirmasini tamamlamistir. Yani ilk probleme cevap vermistir.

Ikinci problemden kastimiz; (RIP?, RC) ikilisinin topolojik olarak ka¢ farkli olasiliginin
oldugunu belirlemektir. Yani RC‘nin RIP?>‘de topolojik olarak kag farkli sekilde

konumlanabilecegini belirlemektir.
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Uyar1 2.1.1 Reel rojektif diizlemin herhangi bir homeomorfizmasi RIP?‘nin birim

fonksiyonuna izotopik oldugu i¢in ikinci problem gercekten bir izotopi

siiflandirmasidir.

Su ana kadar bu izotopik probleme derecesi d < 7 olan egriler i¢in cevap verilmistir. Bu

problemlerin ispat1 d < 5 dereceli egriler i¢in oldukca temel sonuglara dayanmaktadir.

2.2 Projektif Diizlemin 1 —Boyutlu Alt Uzaylarinin Topolojisi

Bu boliimde projektif diizlemin kapali 1-boyutlu alt uzaylarina topolojik diizlem egrileri
ya da sadece egri diyecegiz. Daha Once bahsettigimiz gibi bir egrinin bilesenleri
topolojik olarak ¢emberdir. Fakat RIP?'de bir gember topolojik olarak iki tarafli ve tek
tarafli olmak iizere ikiye ayrilir. Ilk durumda ¢ember RIP?’de bir dairenin siniridir ve bu
cembere oval denir. Bir ovalin RIP?’deki tiimleyeni biri daire ve digeri Mdbius seridine
homeomorfik olan iki bilesene sahiptir. Birincisine ovalin i¢i ikincisine ovalin dist denir.
Tek tarafli gember projektif dogruya homeomorfiktir ve RPZ’den cikarildiginda
elimizde sadece daire kalir. Tek tarafli bilesen igeren topolojik egriye tek tarafli egri

denir. Aksi halde iki tarafli egri olarak adlandirilir.

Teorem 2.2.1 ([1]) Bir diizlem egrisinde tek tarafli bilesenin var olmasi igin gerek ve
yeter kosul egrinin H; (RIP?,Z,) homoloji grubunun sifirdan farkli elemanma karsilik

gelmesidir. m

Uyan 2.2.1 Tek tarafli cember H;(RIP?,Z,;) homoloji grubunun sifirdan farkli (self-
kesisimi sifir olmayan) elemanina karsilik geldigi i¢cin herhangi iki tek tarafli gember her
zaman kesisir. Boylece non-singular bir diizlem egrisi en fazla 1 tane tek tarafli bilesene

sahip olabilir.

RP?‘de ayrik iki oval Sekil 2.1°de goriildiigii gibi topolojik olarak iki farkli sekilde
konumlanabilir: ovallerden biri digerinin diginda yasayabilir (yani o oval digerinin
timleyeninin dis bilesenindedir) veya bunlardan biri digerinin tiimleyeninin i¢

bilesenindedir. Tkinci durumdaki ovallere injektif ikili denir.
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a) Injektif olmayan ikili b) Injektif ikili

Sekil 2.1 iki ovalin birbirine gére konumu

Tamm 2.2.1 Bir egrinin ikiser ikiser injektif ikili olan % tane ovallerin kiimesine

derinligi h olan yuva denir.

X non-singular topolojik diizlem egrisi olsun. (RIP?, X) ikilisinin topolojisi (yani X’in
izotopik sinift), X'in tek tarafli bir bilesene sahip olup olmadigina ve her bir oval ¢iftinin
birbirine gore konumuna gore belirlenir. Farkli topolojik (RP?, X) ciftleri tamimlamak

icin O. Viro[ 1]’ nun sundugu asagidaki semboller kullanilacaktir.

1) Sadece tek bir ovalden olusan egri (1) sembolii ile gdsterilirken, bos egri (0) ile ve

tek tarafli baglantili bir egri (J) ile gosterilir.

2) (A) iki tarafli bir egri olsun. O zaman bu egrinin tiim ovalleri kapsayan yeni bir

ovalin eklenmesiyle elde edilen egri (1(A)) ile gosterilir.

3) (A) ve (B) ayrik iki egri olsun. Varsayalim ki bu egrilerden birinin ovallerinden hig
biri diger egrinin ovalleri i¢inde olmasin. O zaman bu iki egrinin birlesimi olan egri

(A U B) ile gosterilir.

4) (A) bir egri olsun. A’nin n Kere bir araya getirilerek elde edilen egri (A LA U ... U A)

ya dan X A ile gosterilir, ayrica n X 1’1 basitge n olarak yazariz.

Bir topolojik diizlem egrisi tasvir edilirken genellikle reel projektif diizlemin ya disk
modelini kullaniriz (yani bir diskin smirindaki karsit noktalari aymi gérme) ya da
projektif diizlemi R?’nin kompaktlamasi olarak goriiriiz (yani RP? = R? U l,). Bu

tezde ikinci modele gore egri tasviri yapilmaktadir.

Ornek 2.2.1 (J U2 U 1(1) U 1(2) U 1(3 U 1(2))) semboliiyle ifade edilen egri Sekil

2.2’de verilmistir.
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Sekil 2.2 Derecesi en az 15 olan bir diizlem egrisi
2.3 Bezout Teoremi ve Harnack’in Esitsizligi

Bu boliimde Bezout teoreminin en temel topolojik sonuglarindan Bezout'un kisitlamalari

ve Harnack’1n esitsizliginden bahsedilmektedir.

Teoremi 2.3.1 (Bezout’un teoremi) C; ve C, derecesi sirasiyla d; ve d, olan non-
singular iki diizlem egri olsun. Eger RC; N RC, sonlu ise bu kesisimde en fazla d;d,
tane nokta vardir. Ek olarak eger RC; ve RC, transversal kesisiyorlarsa bu kesimdeki

nokta sayisi ile dd, sayis1 2 modiiliine gore denktir, yani
]RCl N ]RCZ = d1d2 mod 2°dir. m

Sonug¢ 2.3.1([1]) Tekilligi olmayan d. dereceden diizlem egrisinin tek tarafli olmasi igin
gerek ve yeter kosul d’nin tek say1 olmasidir. Ek olarak tek dereceli bir egri her zaman

bostan farklidir.

Ispat. Tekilligi olmayan d‘inci dereceden diizlem C egrisinin iki tarafli olmas1 igin gerek

ve yeter kosul [C] € H(RIP?, Z,) sifir olmasidir. O halde [C] N [J] = 0 mod2. O halde
C ile J egrisinin ortak nokta sayisi ¢ifttir. Burdan d ¢ift say1 olmalidir sonucuna ulasiriz.

Sonu¢ 2.3.2 ([1]) Tekilligi olmayan d.dereceden bir diizlem egrisinin iki yuvasinin

birlesimindeki oval sayist en fazla %’dir. Ozel olarak, boyle bir egrinin yuva derinligi en
fazla %’dir ve eger boyle bir egri derinligi % olan bir yuvaya sahipse yuva i¢inde olmayan

bir ovale sahip olamaz.
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Ispat. Bunu ispatlamak i¢in Bezout'un teoremini egrimize ve yuvalardaki en igteki

ovallerin i¢inden gegen bir dogruya uygulamak yeterlidir. m

Sonu¢ 2.3.3 ([1]) C tekilligi olmayan d.dereceden bir diizlem egrisi ve A asagidaki iki

kosulu saglayan C’nin ovallerinden olusan bir kiime olsun:
1) A, 5 veya 5’ten daha az sayidaki C’nin yuvalarinin birlesimindeki ovalleri igerir.
2) A, diger biitiin ovallerini i¢inde barindiran bir oval igermez.

O zaman A kiimesi en fazla d tane oval igerir.

Ispat. Bu sonucu kanitlamak icin Bezout'un teoremini egrimize ve yuvalardaki en icteki

ovallerin i¢lerinden gecen bir konige uygulamak yeterlidir. m

Sonu¢ 2.3.4 (Harnack’in esitsizligi [25]) Tekilligi olmayan d.dereceden bir diizlem

(d-1)(d-2)

egrisinin bilesen sayisi en fazla + 1 kadardir. m

2.4 Derecesi d < 5 olan Diizlem Egrileri

Derecesi iki ve ikiden kiiciik non-singular egrilerin izotopi siniflar1 kolaylikla elde edilir.
Ucgiincii dereceden egrilerin izotopi simiflari; Sekil 2.3’te goriildiigii gibi bir konik ve bir
dogrunun kesismesiyle olusan ii¢lincii dereceden egrinin mevcut iki tekil noktasinin
coziilmesiyle elde edilir (tekillik ¢ozme yontemi 5. Bolim’de ayrintili olarak
incelenmistir). Bu konigin € =0 ve dogrunun da L =0 denklemiyle verildigi
varsayildiginda CL = 0 denkleminin belirledigi egrinin iki tekil noktasini ¢ozebilmek
icin esitligin sag tarafina €L;L,L3; tgiincii dereceden polinomun eklenir. Burada €

yeterince kiiciik pozitif bir reel say1 iken L; = 0,i = 1,2,3, bir dogru denklemidir.

Sekil 2.3 Tekilligi olan iiglincii dereceden bir egrinin ¢oziilmesi
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Tekilligi olmayan dordiincii dereceden egrilerin bostan farkli izotopi siniflari; Sekil
2.4’te gorildiigli gibi dort reel noktada kesisen iki konigin birlesiminin ¢oziilmesiyle
benzer sekilde elde edilir. Bos kiime olan izotopi smifi x* + y* + z* = 0 denkleminin

belirledigi egri ile tanimlanabilir.

]
IR
I 3 e
g i R

nu

N\, Yty I
il el i‘.‘\'.l
: i il

HH \ ol i
i \, I it
it 1l il
iifi ] il

1 e

i

Sekil 2.4 Tekilligi olan dordiincii dereceden bir egrinin ¢oziilmesi

Tekilligi olmayan besinci dereceden egrilerin tiim izotopi smiflart Sekil 2.5°te
gosterildigi gibi iki konik ve bir dogrunun birlesiminden olusan egrinin var olan 6 tekil

noktasinin ¢oziilmesiyle elde edilebilir.

O

0000
00900

Sekil 2.5 Tekilligi olan besinci dereceden bir egrinin ¢éziilmesi

Derecesi d < 3 olan egrilerin baska izotopi smnifinin var olamayacagi Sonug 2.3.1 ve
2.3.2°den elde edilirken; derecesi d =4 olan egriler i¢in baska izotopi sinifinin var
olamayacag1 Sonug 2.3.1, 2.3.2 ve 2.3.3“ten elde edilir. Derecesi d = 5 olan egriler i¢in
bagka izotopi sinifinin var olamayacagi Sonug¢ 2.3.2, 2.3.3 ve 2.3.4’ten gosterilir. Bu

bilgiler 1s1g81nda asagidaki sonug elde edilir.
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Teorem 2.4.1 Derecesi d < 5 olan bir non-singular diizlem egrisi Tablo 2.1‘in d’inci

satirinda gosterilen egrilerden birisine izotopiktir.

Tablo 2.1 Derecesi d < 5 olan non-singular diizlem egrilerinin izotopi siniflari

d Non-singular diizlem egrilerinin izotopi stiflarim

! J)

2 (0),(1)

3 »yui)

4 (0),(1),(2),(1(1)),(3),(4)

5 )y ul)gu),guid)),gus){u4),Jus)Jue)

Uyann 2.4.1 Tekilligi olmayan 6 ve 6’dan biyiik dereceli egrilerin izotopik

siiflandirmasi i¢in ¢6zme yontemi artik yeterli degildir.

2.5 Non-singular Diizlem Egrileri Olusturmanin Klasik Yontemi

C < IP? bir reel cebirsel egri ve p = [xq:Yo: Zy] € C reel nokta olsun. Eger bu egriyi
tanimlayan polinomun bu noktadaki Hessian matrisi bir pozitif ve bir negatif 6z degere
sahipse p’ye C ‘nin nodal tekil noktasi (veya iki transversal parcamin kesigim noktast)
denir. Morse Lemma’dan (detayl bilgi i¢in [20]’ya bakiniz), C egrimiz p noktasinin
komsulugunda iki dogrunun birlesimi olarak goriiniir. Tersine, RCjy, ..., RC, tekilligi
olmayan ikiser ikiser transversal olan egriler olsun. Eger bu egrilerin hi¢ bir ii¢ tanesi
ayni noktadan ge¢miyor ise bu egrilerin birlesiminin, RC; U ...U RC,, biitiin tekil

noktasi nodal tekilligine sahiptir.

Teorem 2.5.1 (Klasik Cozme Yontemi [1]) C tiim tekil noktalar1 nodal olan d.

dereceden bir diizlem egrisi ve B’de C’nin tekil noktalarindan gegcmeyen d. dereceden
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baska bir diizlem egri olsun. Uy, C’nin tekil noktalarinin kiimesinin bir komsulugu ve U;
ile RC\ U, c RP?\ U, alt uzaymin tiip komsulugunu (tubular neighborhood)
gosterelim. U = Uy U U; yani RC’nin RPP?’deki komsulugu olsun. O zaman asagidaki
kosullar1 saglayan d. dereceden tekilligi olmayan bir X diizlem egrisi vardir (Sekil
2.6’da bu yontemin bir dogru ve bir ¢gemberin birlesiminden olusan C kiibik egrisi ile ii¢

dogru birlesiminden olusan B kiibik egrisi i¢in 6rneklemesi verilmistir):

(HRX cU

(2) Up’1n baglantili her V parcasi icin
f(RC N V) = D' x {0} U {0} x D! ve f(RX N V) = {(x,y) € D! x D}:xy =3}
saglayan f:V — D! x D! homeomorfizmas: vardir.

B)RX \ Uy, U; = RC \ Uy tiip komsulugunun bir kesitidir.

(4) C ve B egrileri sirastyla g ve h polinomlar tarafindan belirlendigi varsayildiginda
RX c {(x:y:z) € RP?|g(x,y,2)h(x,y,z) < 0} dir.

SG)RXNRC=RXNRB=RCNRB

(6)Eger p € RC N RB, B ve RB’nin tekil noktas1 ve RB, RC’ye bu noktada transversal
ise o zaman RX de RC’ye bu noktada transversaldir.

Oyle bir pozitif € > 0 sayis1 bulabiliriz ki her t € (0, €] i¢in g + th polinomu X’e

dayatilan yukaridaki tiim kosullar1 saglar.

Sekil 2.6 Klasik ¢6zme yontemi ile elde edilen X egrisi

Ispat. C = Z(g) ve B = Z(h) olsun. x, = g + th olarak alalim. Her t # 0 igin x, nin
belirledigi X, egrisinin (5) ve (6) kosullarii sagladigi kolaylikla goriiliir. Ek olarak
t > 0 iginde X, egrisi (4)’iincii kosulu saglar. Yeterince kiiciik [t| i¢cin RX, U oldugu

asikardir. Dahas1 x;’nin gradyani ile g’nin gradyani arasindaki degisim farki ¢ok kiiciik
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oldugu i¢in RX, egrisinin RX; N RB = RC N RB kesisim noktalarinda tekilligi yoktur.

Ek olarak B, C’nin tekil noktalarindan ge¢gmesin kabuliimiizden dolay1 g’nin gradyanti

RC N RB iizerinde sifirdan farklidir. RB’nin disinda RX,, % fonksiyonunun seviye

egrisidir. RC \ RB 1izerinde bu seviye egrisinin kritik noktalar1 RC’nin tekil
noktalaridir, ve bu kritik noktalar dejenere degildir (yani Hessian matrisinin determinanti
bu noktalarda sifirdan farklidir). Boylece yeterince kiigiik ¢ # 0 icin bu egri non-
singular olup (2) ve (3)’deki kosulu saglar. Sonug olarak, dyle bir pozitif € > 0 sayisi
bulabiliriz ki her t € (0, €]icin RX,; non-singular olup (1)’den (6)’ya tiim kosullart

saglar. m

Uyan 2.5.1 Dikkat edilirse (1)-(3)’den sabit bir C egrisi i¢in RX egrisinin izotopi
sinifinin Cegrisinin tekil noktalarinin her birinin komsulugunun davranisina bagl oldugu
goriiliir. Bu davranis (4). kosul tarafindan belirlendigi icin RX’in izotopi sinifint (1)-(4)
kosullar1 belirler. RX’in RC’ye gore konumu (4)-(6) kosullar: tarafindan belirlenir.

Tanmm 2.5.1 C ve B sirastyla g ve h polinomlarinin belirledigi egriler olsun. Her
t € (0,e] icin x, = g +th polinomlarin belirledigi egrilere C egrisinin B egrisi
vardimiyla ¢oziilmesiyle elde edilen egri denir. Burada dikkat edilmesi gereken husus C
ve B egrileri ¢oziilen egrilerin izotopi sinifin1 belirlemez ¢linkii A ve —h polinomlarinin
her ikiside B egrisini belirler ve bdylece yeterince kii¢lik t > 0 degerleri i¢in g — th
polinomu C egrisinin B egrisi yardimiyla ¢oziilmesiyle elde edilen egridir fakat eger C

tekil noktasina sahipse bu egriler g + th polinomun belirledigi egriye izotopik degildir.
2.6 Harnack’in Egrileri

Tekilligi olmayan d‘inci dereceden reel projektif cebirsel diizlemsel egrilerin bilesen

(d-1)Ed-2)

sayisinin en fazla + 1 oldugu Sonug 2.3.4’ te belirtilmisti. Asagidaki teoremle

birlikte Harnack bu egriler icin topolojik siniflandirma probleminin ¢6ziimiini

tamamlamistir.

Teorem 2.6.1 (Harnack [25]) Her d dogal sayisi ve L tamsayist i¢in asagidaki

esitsizligi
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—(-1)4 — —
O g 6D @1

saglayan tekilligi olmayan d‘inci dereceden L bilesen sayili reel projektif cebirsel

diizlem egrisi vardir. m

Uyan 2.6.1 (2.1) esitsizliginin solundaki esitsizlik Bezout teoreminin bir sonucudur

(Sonug 2.3.2°ye bakiniz).

(d-1)(d-2)

Tanim 2.6.1 Maksimum bilesene sahip egriler (yani, + 1 bilesenli) M-egrisi

d-1)(d-2)

olarak adlandirilirken, + 1 —a bilesenli egriler ise (M — a)-egrisi olarak

adlandirilir.

Teorem 2.6.2 ([1]) Herhangi bir d dogal sayisi1 i¢in d. dereceden bir M-egrisi vardir.

Ispat. Burada M-egri dizisi olusturacagiz. Bu egrileri iiretme asamasmin her adiminda
onceden bilinen bir M-egrisini bir dogru ile kesistirip, elde edilen egrinin tekil
noktalarini ¢o6zecegiz. Bolim 4’te d < 5 dereceli egriler i¢in M-egrileri olusturmustuk.
Orada iki konik ve bir L dogrusunun birlesimini ¢ozerek derecesi 5 olan bir M-egrisi
elde ettigimiz hatirlayalim. Aslinda bu ¢6zme yontemi ¢esitli egriler kullanilarak
yapilabilir. Burada 6nemli olan konu yardimci egrinin iki ¢ember disinda L ile bes
noktada kesismesidir. Ornegin, yardimci egriyi Sekil 2.7°de goriildiigii gibi bes
dogrunun birlesimi olarak alalim. Bu birlesimi Bs ve yardimci egri yardimiyla elde

edilen tekilligi olmayan M-egrisini de A5 ile gosterelim.

)

RL

Sekil 2.7 Besinci dereceden non-singular M-egrisinin elde edilmesi

B, yardimci egri dizisini sdyle olusturacagiz: Her d > 5 i¢in B, yi L ile d farkli noktada
kesen d tane dogrunun birlesimi olarak alalim &yle ki d ¢ift oldugunda bu noktalar

RL \ RB,;_1‘in herhangi bir baglantili parcasinda yasar iken; d tek oldugunda bu
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noktalar RL \ RB;_;’in RL N RB,_;’yi iceren parcasinda yasar. Varsayalim ki RA;_4
egrisi ve RL dogrusu d — 1 noktada transversal olarak RL {izerindeki siraya gore
kesigsin dyle ki bu noktalar RL N RB;_4 ile RA,;_; egrisinin ayn1 par¢asinda yasasin. O
zaman A, egrisi olusturulurken mevcut olan iki ¢ézme olasiliginin her biri i¢in, RL
dogrusu ve RA,;_; nin bu parcast RA, i¢in d — 1 parga verirken; RA,;_1 nin

(d—1)?-3d-1)+4 1_d2—5d+6

2 2

2_
tane olan diger pargalar1 hafifce deforme edilerek RA, nin parca sayist @ olarak

kalir. Boylece d dereceden bir M-egrisi elde edilmis oldu. Bu egri RL ile transversal

kesistigi gibi bu kesisim RL N RB;’ye esit olur. (Teorem 2.5.1°e bakiniz.)
T RB
- il

(o

@RBE,
>

A RBg RB;
0™ ]
N2
gy
— 0 % ey —_

S RAT Il

Sekil 2.8 Yardimici egri B, nin insast

Ek olarak RL N RBy, RL \ RB,_;’in baglantili bir parcasinin alt kiimesi oldugundan
Sekil 2.8’ de goriildiigii gibi egrimizle RL dogrusunun kesisim noktalar1 bu egrinin ayni

parcasinda, ayni sirada yer almaktadir. m

Uyar 2.6.2 Teorem 2.6.4’in ispatinda M-egrilerin insaasinda,B; yardimci egrilerimizi

farkli sekilde secerek diger parga sayili egrileri tiretmemiz miimkiindiir. Teorem 2.6.2°de
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ki en kiigiik parca sayili egri iddiamiz oldukca asikardir. Egrimizin x¢ + y¢ + z% = 0
denklemiyle verildigi kabul edildiginde d ¢ift (tek) oldugunda bu esitligi saglayan reel
noktalar kiimesi bos kiimedir (RP!’e homeomorfiktir). Ikinci durum igin, [0:0:1]

noktasindan izdiisiim yaparak bdyle bir homeomorfizma elde edebiliriz.

2.7 Reel Projektif Diizlem Egrilerinin Uzay1

d(d+3)

Derecesi d olan reel projektif cebirsel diizlem egrilerinin kiimesi -boyutlu bir

projektif uzaydir. Bu uzayt RC,; sembolii ile gosterecegiz. Bu uzaymn homojen
koordinatlari, egrileri tanimlayan polinomlarin katsayilaridir. RC;’nin standart reel
projektif uzaydan RP4@+3)/2 tek farki homojen koordinatlarin alisilmadik
numaralandirilmasidir. Mesele su ki; asagida goriildiigii gibi ti¢ degiskenli homojen bir

polinomun katsayilar1 dogal bir ¢ift indekslemeye sahiptir.

f6y,2) = Zijzoisjzaayx'y 247

Tekilligi olmayan egrilerin olusturdugu RCj;’nin alt kiimesini RNC; ile gdsterecegiz.
RNC,;, RC;’nin agik alt kiimesi oldugu kolaylikla goriilebilir. Dahasi, tekilligi olmayan
her reel projektif cebirsel diizlem egrisi C, RN C;’de kendisine izotopik olan tekilligi
olmayan egrilerden olusan bir komsuluga sahiptir. Bagka bir deyisle, C’yi belirleyen
polinomun katsayilarinda yapilan kiiciik degisiklikler sonucu elde edilen polinomlar,
C’nin tiip komsulugunun piiriizsiiz (smooth) bir kisminda bulunur. Bu kapali fonksiyon

teoremin en asikar sonucudur (Teorem 2.5.1 kosul (3) ile karsilagtiriniz).

RNC,; nin ayn1 baglantili par¢asinda yasayan tekilligi olmayan egrilere izotopik egriler
denir. RNC,; uzaydaki bir yol bir egrinin reel noktalar kiimesi i¢in RP?’de 1zotopi
tanimlar. Boyle bir izotopi, derecesi d olan reel projektif cebirsel diizlem egrilerin reel
noktalarimin kiimesidir. Boyle bir izotopiye deformasyon diyecegiz. (Baz1 kaynaklar
bunun icin rigid izotopi terminolojisini kullanmaktadir). Bu tanim, dogal olarak
topolojik ve izotopik siniflandirma problemleri kadar klasik olan asagidaki siniflandirma

problemine yol agar.
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2.7.1 Deformasyon (Rigid izotopi) Siniflandirma Problemi

Bu boliimde deformasyon siniflandirma problemi (yani derecesi d olan tekilligi olmayan
diizlem egrilerin deformasyon siniflarini belirlemek, denk olarak RN C; uzayin kag
par¢adan olustugunu anlamak) ile ilgili elimizde var olan yakin tarihli sonuglar
sunacagiz.

Eger d < 2 ise, bu problem, izotopik siniflandirma problemi ile aymdir. Ugiincii ve
dordiincii dereceli egriler icin izotopi kavrami deformasyondan daha geneldir. Yani
izotopinin varlig1 deformasyonun varli§in1 garanti eder ama tersi dogru degildir.
Deformasyon simiflandirma problemi, d < 6 dereceli egriler icin ¢oziilmiistiir. 1978'de
V.A. Rokhlin (bkz. [11]), derecesi d = 5 olan tekilligi olmayan egriler i¢in izotopinin
varliginin artik deformasyonun varligin1 garanti etmedigini gostermistir. Sekil 2.9° da
birbirine izotopik olan fakat ayni deformasyon smifinda bulunmayan 5. dereceden
tekilligi olmayan iki egri Ornegi verilmistir. Bunlar iki konik ve bir dogrunun
coziilmesiyle elde edilir.

) A R A
//////////// L

Sekil 2.9 Ayn1 deformasyon sinifinda bulunmayan 5. dereceden iki tane egri

Rokhlin'in orijinal kaniti, bu egrilerin kompleks noktalar kiimesi tizerinde Boliim 2‘de
verilen argiimana dayanir. Fakat su an bu egrilerin ayni1 deformasyon sinifinda
olmadigini kanitlamak i¢in temel arglimanlar kullanacagiz. Sekil 2.9°da gortildigi gibi
ilk egri J bileseni (yani egrinin tek tarafli parcasi) ile kesismeyen iicgen i¢inde yasayan
bir ovale sahiptir. Dikkat edilirse bu liggenin koseleri diger ii¢ ovalin iginde yer
almaktadir. Ikinci egrinin boyle bir ovali yoktur. Herhangi bir deformasyon ovali bu
licgenden ayiramaz. Aksi halde bu Bezout'un teoreminin ihlali anlamina gelir. Simdi,

RC,; nin tekilligi olan reel diizlem egrilerden olusan bir alt kiimesini incelecegiz.
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Derecesi d olan bir egrinin [1:0: 0] noktasinda bir tekillige sahip olmasi igin gerek ve

d=1y x4=17 terimlerin olmamasidir. O

yeter kosul bu egriyi veren polinomda x%,x
zaman tek bir tekil noktasina sahip d.dereceden diizlem egrilerin kiimesi RC,’nin

d(d + 3)/2 — 3 boyutlu bir alt uzayidir.
S ={(p,C):p € RP?,C € RC, ve p € C tekil noktas1 } € RP? x RC,

kiimesini diisiinelim. $’nin RP? X RC,; uzayinin cebirsel bir alt uzay1 oldugu asikardir.
m1: RP? X RC; —» RP? izdiisiimiin S’ye kisitlamasinin her bir lifi (yani p € RP? igin

T[fl(p)), p’de tekilligi olan d. dereceden egriler kiimesidir. Yani, her bir lif (fiber)

d(d+3)
2

d(d+3)

— 3 boyutlu diizgiin altmanifold’dur. Boylece S de — 1 boyutlu diizgiin

manifolddur. 7,: RP? X RC; —» RC; izdiisiimiin S’ye kisitlamasinin goriintiisii d.

dereceden tekilligi olan egrilerden olusur, yani bu goriintii kiimesi RC; \ RNC, olup bu

d(d+3)

kiimeyi RSC, ile gosterelim. RSC,; kiimesi — 1 boyutlu bir kiimenin diizgilin bir

d(d+3)

fonksiyon altindaki goriintiisii oldugu i¢in, boyutu en fazla — 1. Ayrica boyutu en

z {9 1 olmals ciinkii aksi halde, RC,; \ RSC; uzayr baglantili olur yani d.

dereceden tekilligi olmayan biitiin egriler birbirine izotopik olurdu. Boyut(RSC,;) <

d(d+3)
2

— 1 ispatina benzer bir argiiman kullanilarak iki tekil noktasina sahip d.

dereceden egriler kiimesinin (benzer sekilde bir tekil noktasina sahip ve Hessian
matrisinin ranki bir ve birden kii¢iik olan d. dereceden egriler kiimesinin) boyutunun en

d(d+3)

fazla — 2 oldugu gosterilebilir. Boylece sadece bir tekil noktasina sahip ve o

noktadaki Hessian matrisinin ranki 2 olan d. dereceden egrilerin olusturdugu X kiimesi
RSC,’nin agik ve her yerde yogun bir alt kiimesidir. Bu kiimeye RSC, 'nin temel par¢asi
denir. Ashinda, Y = ;1 (X), S nin acik ve her yerde yogun bir alt kiimesidir ve Y —

RC,; kisitlamasi piirtizsiiz gomme fonksiyonudur.

Bir diizlem C egrisinde iki tiir dejenere olmayan reel nokta vardir. Eger C’yi belirleyen
polinomun Hessian matrisi bir p € C noktasinda iki negatif olmayan veya iki pozitif
olmayan O6zdegere sahipse, bu noktaya C’nin solitary noktasi denir. C’nin dejenere

olmayan solitary noktasi, RC’nin izole noktasidir. Genel olarak, RC’de izole olan C’nin
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tekil noktasina solitary reel tekil noktas: denir. Diger dejenere olmayan C’nin reel
noktalarina nodal tekil nokta (ya da crossing) denir (BOlim 2.5’e bakiniz). Dejenere
olmayan noktalar tizerindeki bu ayrim RSC,; kiimesini iki a¢ik kiimeden olusan dogal bir

parcalanigini verir.

Eger bir C egrisi solitary tekillige sahip reel egrilerin kiimesinin temel pargasinin yarisi
ile transversal olarak kesilen bir yay parcasi lizerinde hareket eden RC, nin bir nokta
olarak goriiliirse o zaman bu egri lizerindeki reel nokta kiimesinin Morse degisim
indeks’i 0 veya 2 olur. Yani, egri ya solitary tekillige sahiptir ve sonra bu bir oval’e
dontiigiir ya da ovallerden biri noktaya (solitary) doniisiir ve sonra yok olur. Crossing
oldugu durumda Morse indeksi 1’dir. RC,; uzayinda bir dogru d dereceli egriler demeti
olarak adlandirilir. Eger f ve g bu demette iki egri tanimlarsa o zaman bu demette ki
diger egriler, 4, u € R\ {0} olmak iizere Af + pg formundaki polinomlar tarafindan
belirlenir. Transversality teoreminden dolayr RSC,; kiimesini sadece temel parganin
noktalarinda transversal olarak kesen demetler d. dereceden egrilerin biitiin reel

demetlerin agik ve her yerde yogun bir alt kiimesidir.

2.8 Teorem 2.6.2°nin ispatinin Tamamlanmasi

Bolim 2.6 da herhangi bir d dogal sayisi i¢in minimum (veya maksimum) bilesen

_(—1\d 2_
1 (21) (Veyad 3d

say1s1 - +4) olan d. dereceden tekilligi olmayan egrilerin var oldugu

gosterilmistir. Birbirine izotopik olan tekilligi olmayan d dereceli egriler RC,; uzayinda
acik bir kiime olustururlar (bkz Boliim 2.7). Boylece minimum bilesen sayisina sahip bir
egriyi, maksimum bilesen sayisina sahip bir egriye baglayan, d. dereceden egriler demeti
vardir. Bu demet sadece RSC,; nin temel pargasi ile transversal olarak kesisir. Minimum
parcal1 bir egriyi maksimum pargali bir egriye bu demet boyunca hareket ettirdigimizde
Morse degisimler meydana gelir 6yle ki her bir Morse degisimi sirasinda egrinin parca
sayis1 en fazla 1 artar. Sonug olarak bu demet herhangi parga sayili d. dereceden tekilligi

olmayan egriler iiretir.
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2.9 Harnack M-Egrilerin izotopi Stmflari

Harnack'in M-egri iiretme yontemi Teorem 2.6.2° nin ispatinda kullanilan yontemden
farklidir. Sekil 2.10° da Harnack’in ingasinda kullanilan derecesi d < 5 olan M-egriler
gosterilmektedir. Derecesi d > 6 olan M-egrileri i¢cin Harnack'in insas1t Boliim 2.6°da

oldugu gibi ayni izotopi tipine sahip M-egriler iiretir.

A
N
>

\

)

j_@?—?

Sekil 2.10 Derecesi d < 5 olan M-egriler

Bu insa yontemlerinde sec¢tigimiz yardimci B, egri secimine bagl olarak (daha acik
soylemek gerekirse, RB; N RL kesisimlerin birbirine gére konumuna bagli olarak) farkl
izotopi smifina ait M-egriler elde ederiz. Maksimum parcali egri iiretebilmek icin
RB,; N RL kiimesinin d nokta igermesi ve RL \ RB,;_; nin tek bir parcasinda yer almasi
gerektigini hatirlayalim. Burada d tek dogal sayisi icin bu parga RB;_, N RL’yi igermek
zorundadir. Elde edilen maksimum pargali egrinin izotopi sinirinin d den kiigtik her ¢ift r
sayist i¢in RL \ RB,_; ‘in RL N RB,’ yi igeren baglantili bilesen se¢imine bagli oldugu
asikardir. Eger her cift r sayis1 icin RB,_, N RL’yi iceren baglantili bileseni segersek o
zaman elde edilen M-egrinin izotopi sinif1 d tek say1 ise (J U (d2 — 3d + 2)/2) olurken
d ¢ift ise ((3d? — 6d)/8 U 1((d? — 6d + 8)/8)) olur. Tablo 2.2’de olas1 tiim B, egriler
kullanilarak Harnack‘in metoduyla elde edilmis derecesi d < 10 olan M-egriler
listelenmistir.

Harnack M-egrileri ile ilgili asagidaki iki sonug kolaylikla elde edilir.

Sonug 2.9.1 Harnack M-egrisindeki bir yuvanin derinligi en fazla 2 dir. m
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Sonug 2.9.2 Cift dereceli herhangi bir Harnack M-egrisi (3d? — 6d + 8)/8 tane dis oval
ve (d? — 6d + 8)/8 tane i¢ ovale sahiptir. m

Tablo 2.2 Derecesi d olan Harnack M-egrilerin izotopi siniflari

d Harnack M-egrilerin izotopi siniflari

2 (1)

3 Jul)

4 (4)

5 (Jue)

6 (9 U 1(1))

7 (J U 15),(J U 13 U 1(1))

8 (18 L 1(3)),(17 L 1(1) L 1(2))

9 (J u28),(J u24u1(3)),(Ju26u (1)) u23u1(l)u1(2)

10 (30 L 1(6)),(29 L 2(3)),(29 L 1(1) L 1(5)),(28 U 1(1) L 1(2) L 1(3))

2.10 Hilbert Egrileri

Hilbert [24] tekilligi olmayan egriler icin izotopi siniflandirma problemini agik¢a ifade
eden ilk kisidir. Ayn1 zamanda bu problemde en ¢ok M-egrilerinin ilging oldugunu 6ne
stirmiistiir. Bildigimiz gibi Harnack da ¢ok 6zel M-egrilerinin izotopi siniflari iizerinde
calismistir. Fakat, dikkat edilirse Sonug¢ 2.9.1 ile Sonug¢ 2.3.3 arasinda oldukga biiytlik
hata pay1 vardir. Hilbert, bu hatanin M-egrilerinin igsel Ozellikleriyle degil, M-egri
tiretme yonteminin 6zellikleriyle agiklandigini gosterdi. Hilbert, Harnack’in yontemine
yakin, ancak Teorem 2.3.3 belirtildigi gibi herhangi bir derinlikte yuvalara sahip M-

egrileri {ireten yeni yontemi Onerdi. Onun yOnteminde, Harnack'in ydnteminde
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kullanilan dogru yerine tekilligi olmayan bir konik kullanilmaktadir ve baslangi¢ egrisi
icin de bir dogru veya konik kullanilir. Sekil 2.11 ve 2.12°de Hilbert’in yontemi

kullanarak M-egrilerin nasil elde edildigi gosterilmektedir.

Sekil 2.12 Dereceleri 3 ve 5 olan egrilerin Hilbert yontemi ile insas1

Hilbert'in yontemiyle elde edilen d < 8 dereceli M-egrilerinin izotop siniflarinin listesi
Tablo 2.3’ te verilmistir. Hilbert diger durumlarin aksine 6.dereceden egrilerin

siniflandirilmasinda biiyiik bir zorlukla karsilasmistir. Harnak tarafindan bulunan
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(9 U 1(1)) M-egrisinden farkli baska bir maksimum bilesenli (1 U 1(9)) egrinin
varligin1 gostermigtir. Maksimum bilesenli 6.dereceden egrilerde sadece bu iki reel
yapiin miimkiin olabilecegi sonucuna varmistir. Bu iddia, Gudkov [16] tarafindan bu
iki egriden farkli yeni bir (5 U 1(5)) M-egrinin bulunmasiyla ciriitiilmiistiir. Gudkov
[13], 6. dereceden egrilerin biitiin izotopi siniflandirilmasini tamamlamistir. (Bu konu
Boliim 2.13’te detayl incelenmistir.)

Tablo 2.3 Derecesi d olan Hilbert M-egrilerin izotopi siniflar1

d Hilbert M-egrilerin izotopi smiflari
4 (1)

5 (J U 6)

6 (9 U (1)), (1 u 1(9))

7 | ui1s),(Ju12u1(2)),(Ju13u1(3)),(Ju2u1(12)),{(J u1u 1(13))

@u1u4uun»$7u1pu1u»fm8uu$)ﬁu1pu1an»

@u1m4uua»

2.11 Ragsdale'in Katkilar:

Herhangi bir egrinin bir ovali eger ¢ift sayida oval i¢inde yasiyorsa bu ovale ¢ift oval
denir. Aksi halde tek oval denir. Verilen bir egrinin ¢ift oval sayisin1 ¢ ile tek oval
sayisinida t ile gosterelim. V. Ragsdale [23] c,t sayilarinin egrinin derecesi ¢ift
oldugunda 6nemli topolojik bilgi barindirdigini gérmiis ve [25]’de Harnack ve Hilbert'in
yontemlerinden yararlanarak ¢ift dereceli egrilerin bu sayilar1 i¢in asagidaki sonuglari
bularak bu siirece dikkate deger bir katkida bulunmustur.

Teoerem 2.11.1 Derecesi d=2k olan Harnack M-egrileri i¢in

_ 3k2-3k+2 ve = k%—3k+2
- 2 T2
esitlikleri saglanir.
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Teorem 2.11.2 ([23]) Derecesi d=2k olan Hilbert M-egrileri i¢in

k2—3k+4<c<3k2—3k+2 ve k2—3k+2<t<3k(k—1)
2 == 2 2 = = 2 -

Uyan 2.11.1 Cift dereceli bir egri iki tarafli oldugundan reel projektif diizlemi (RIP?) iki
bolgeye ayirir. Bunlardan birisi yOnlendirilemez bir parcaya sahipken; digeri
yonlendirilebilirdir. Bu bolgeleri sirasiyla RPZ ve RIPZ ile gosterelim. RIP2 nin t + 1
ve RIP%’in de c tane bilesene sahip oldugu kolaylikla goriilebilir. Buradan bu bélgelerin
Euler karakteristigi y(RP,) = ¢ — t ve y(RP_) =t — ¢ + 1 olarak elde edilir.

Bu sonuglardan yararlanarak Ragsdale ¢ift dereceli herhangi bir egri i¢in t ve ¢

degerlerinin iist sinirin1 veren asagidaki hipotezi 6ne siirmiistiir.

Ragsdale Varsayim 2.11.3 Derecesi d=2k olan herhangi bir egri i¢in

c < —3]‘(];_1) +1 ve t<

< HED: dir. m

2
Ragsdale bu siirecte daha zayif varsayimlar da ortaya atmistir. Yaklagik otuz yil sonra I.
G. Petrovsky, bu zayif varsayimlardan biri olan asagidaki onermeyi kanitlamistir. Bu

teorem Bezout teoremi kullanilmadan elde edilen ilk sonug olarak bilinir.

Teorem 2.11.4 (Petrovsky [21]) Derecesi d=2k olan tekilligi olmayan reel projektif

cebirsel egriler i¢in

3k(k—1 3k(k—1
(SR D o 3R
2 2
saglanir.m
. 3k (k—1) o C e - .
Viro [10], t = — t 1 oval sayisina sahip ¢ift dereceli egrilerin varligini gostererek

Ragsdale’in ¢ igin verdigi iist sinirin yanlis oldugunu ispatlamistir. 1V. Itenberg [5], ¢

(k—-1)

(veya 1) ile 3kT+ 1 arasindaki farkin k’ya bagl ikinci dereceden bir fonksiyon

oldugunu gostererek Ragsdale-Petrovsky’nin verdigi bu iist sinirlarin yanlis oldugunu

kanitlanmustir.

Ragsdale’in bu c¢aligmalarinindan esinlenerek 1960’larin sonlarina dogru Gudkov [18]
asagidaki hipotezi One siirmiis bu hipotez V.A. Rokhlin [17] tarafindan 1972 yilinda

ispatlanmustir.-
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Teorem 2.11.5 (Gudkov-Rokhlin [17]) Derecesi d=2k olan herhangi bir M-egrisi i¢in
c—t=k*mod8

saglanir. m

2.12 Harnack ve Hilbert Yontemlerinin Genellestirilmesi

1910-1917'de L. Brusotti.[19]’de Harnack ve Hilbert'in yontemlerinden farkli klasik
¢ozmeye dayali tlimevarim yoluyla M-egri liretme yontemi buldu. Bu ydntemini

anlatmadan Once bazi tanimlar verilecektir.

Tanim 2.12.1 C derecesi d olan bir egri, X, C nin reel noktalar kiimesinde basit bir yay
ve p pozitif bir say1 olsun. Eger bu yay1 pd noktada kesen derecesi p olan bir egri varsa,
X yayna C’nin rank: p olan bir bazi (tabani) denir. Ranki p olan bir baz ayn1 zamanda
ranki p’nun herhangi bir kat1 olan bir bazdir; clinkii elde edilen egrinin bir ka¢ ayrik
birlesimi diisiiniilerek (egrinin her bir kopyas1 hafif¢e kaydirilarak) derecesi p olan yeni

egriler uiretebiliriz.

Tanim 2.12.2 C derecesi d olan bir M-egri olsun. Eger C ranki d/2 olan ayrik iki baza

sahipse C’ye iireten egri denir.

Tamm 2.12.3 C, derecesi d, olan bir M-egri ve C de X ve Y gibi iki baz ile d. dereceden

tireten egri olsun. Eger asagidaki kosullar saglanirsa Cy’a C’nin yardimct egrisi denir.

i) RC N RCy kesisimi ddy farkli noktadan olusur, ve bu kesisim noktalar1 RC nin tek bir
K parcasinda ve benzer sekilde RCy’nin tek bir K, par¢asinda yer alir.

ii) RC N RC, kesim noktalarinin dairesel siralamalar1 K ve K;’da nasil konumlandigina
bagli olarak aynidir.

iii) X € RC \ RC,

iv ) K tek tarafl1 bir egri ve dy = d mod 2 ise X tabani K, ovalinin disindadir.

v ) X tabaninin ranki, d + d, ve 2d sayilarinin bir bolenidir ve Y'nin ranki da 2d + d,,

ve 2d'nin bolenidir.

Uyarn 2.12.1 Derecesi dy = 0 olan bos bir egri de yardimci egri olabilir. Bu durumda,

X'in ranki, tireten egrinin derecesinin bir béleni olmalidir.
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C d. dereceden iireten bir egri ve Cy, d dereceli C’nin yardimci1 egrisi ve X ile Y, C ‘nin
bazlar1 olsun. X’in rank1 d + d,’1 b6ldiigii i¢in X’in rankini d + d, olarak kabul edelim.
A, X ile d(d + d) farkli noktada kesisen d + d, dereceli reel bir egri olsun. C U C,
egrisini bir L dogrusu yardimiyla ¢ozersek d + d, dereceli bir M-egrisi elde edecegimiz
kolaylikla goriiliir. Bu M-egrisi C'nin yardimci egrisidir ve bazlarda X ve Y’den elde
edilir. Cy egrisi yerine yeni iirettigimiz egriyi alip bu yontemi tekrar edebiliriz. Bu
sekilde devam edildiginde M-egrilerden olusan bir dizi elde ederiz dyle ki bu egrilerin
derecesi de aritmetik bir dizi {kd + dg};-;olusturur. Bu maksimum egri {iretme

yontemine Brusotti yontemi ve elde edilen M-egri dizisine de Brusotti dizisi denir.

Derecesi d < 2 bir egrinin herhangi bir yayr ranki 1 olan bir bazdir, fakat bu durum
ligiincli dereceden egriler i¢in her zaman dogru degildir. Ornegin; derecesi 3 olan bir
egrinin bir yayinin 1 rankl taban olmasi i¢in gerek ve yeter kosul o yayin biikiim noktasi

icermesidir.

Teorem 2.12.1 ([1]) Ureten egrinin derecesi d = 1 ve yardimci egrinin derecesi dy < 2
ise Brusotti yontemi ile Harnack yontemi aynidir. Eger d = 2 ve dy < 2 ise Brusotti

yontemi ile Hilbert yontemi aynidir. m

Brusotti'nin yonteminde derecesi 1 olan iireten egri ve derecesi dy < 4 olan yardimci
egri kullanildiginda Harnack'in yontemiyle ayni izotopi sinifina sahip M-egrilerin elde
edildigi gosterilebilir. Ancak derecesi 5 olan yardimci egriler kullanilir kullanilmaz,
Brusotti'nin yontemiyle M-egrilerin yeni izotopi simiflart elde edilebilir. Yeni izotopi
sinifi iireten 5. dereceden yardimci egriyi Gudkov [16] ancak 1971'de buldu. Bu egrinin

bilesenlerinin. sabit bir dogruya gore konumu Sekil 2.13’te gosterilmektedir.

Sekil 2.13 Gudkov’un 5. dereceden yardimci egrisi

Bu yardimci egri ve dogrunun birlesiminin ¢ozlilmesiyle Harnak ve Hilbert yontemiyle

elde edilememis (5 U 1(5)) izotopi sinifina sahip 6. dereceden bir M-egrisi elde edilir.
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Bu egri daha 6nce 1960'larin sonlarinda Gudkov [18] tarafindan ¢ok daha karmasik bir
yontemle bulunmustur.

Sekil 2.14 ve 2.15° te derecesi 6 olan iki tane yardimeci egri insasi veriliyor. Brusotti
yonteminde bu yardimci egriler kullanilarak, 8. dereceden baglayan yeni izotopi

siifinda egriler elde edilir.

Sekil 2.14 Altinci dereceden Harnak’in M-egri insasi

O Q)
N

Sekil 2.15 Altinct dereceden Hilbert’in M-egrisi insasi (en alttaki)
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2.13 Gudkov’un Katkilari

Boliim 2.4°te gordiigiimiiz gibi derecesi d < 5 tekilligi olmayan projektif egrilerin izotopi
siiflarint belirlemede yukarida bahsedilen yontemler yeterlidir. Ancak derecesi d > 6
olan M-egriler i¢in bu teknikler artik yeterli degildir. Hilbert [24], derecesi 6 olan M-
egriler i¢in iki tane izotopi sinifinin (9 u 1(1)), (1 ] 1(9)) var oldugunu gosterip
baskada olamayacaginin iddia etti. Bu iddianin ispatinda altinci dereceden egrilerin
uzayinin katmanlagmasi (stratification) ile ilgili detayli bir arastirmanin gerekliligine
inaniyordu. Rokhlin 1913’te, Hilbert’in bu bakis ag¢isindan ilerleyerek 6.dereceli M-
egriler icin (11) ve (1(10)) izotopi smiflarinin miimkiin olamayacagini gosterdi. Bu
egriler icin izotopik siniflandirma problemin ¢dzlimiiniin tamamlanmast Gudkov

tarafindan gerceklestirildi.

Teoremi 2.13.1 ([14]) Derecesi 6 olan tekilligi olmayan herhangi bir projektif cebirsel

reel diizlem egrisi Tablo 2.4’te verilen 56 izotopi siniftan birine aittir.

Tablo 2.4 Altinci dereceli reel diizlem egrisinin 56 izotopi sinifti

(91 1(1)) (S 1(5)) (1111(9))
(10) (8 11(1)) (SI1(4)) (411 1(5)) (1I11(8)) (1(9)
(9) (TU 1)) (6 12)) (5T 1(3)) (4 1T 1(4)) B 1(5)) (2L 1{6)) (1 LT 1(7)) (1(8))

(8) (6 LI 1(1)) (S 1(2)) (4 1(3)) (311 1{4)) (2L 1(5)) (1 LL 1{6)) {1(T))

(7) GO (4111(2)) (3 T1(3)) 21T 1{4)) (1 LT 1(5)) (1(6))

(6) (41011(1)) 3 L 1(2)) (21 1(3)) (1 L 1(4)) (1(5))

(3) B3I K1) QU 1{2)) (1111(3)) (1{4))

(4) 2 K1) (111(2)) (13))

(3) (1T K1) (1(2)) (LI

(2) (K1)
(1)
(0)

Gudkov’un Varsayimlar 2.13.2
(i) Derecesi d = 2k olan herhangi bir M-egrisi i¢in
c—t=k’modS8
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(ii) Derecesi d= 2k olan herhangi bir (M-1)-egrisi i¢in
c—t=k?>+1mod8

saglanir. m

V. L Amold [15], (i) varsayimimi kanitlamaya calisirken, reel cebirsel bir diizlem
egrisinin topolojisi ile onun komplekslestirilmis halinin topolojisi arasinda bazi carpici
baglantilar kesfetti. Bu hipotez yerine daha zayif bir halini, yani 8 yerine modulii 4,
kanitlamistir. Ayn1 zamanda Teorem 2.11.4‘te s6zii edilen Petrovsky'nin esitsizliklerini

giiclendirdi. Gudkov’un (i). varsayimi ve onun yiiksek boyuta genellemesi Arnold’un

1971 yilinda kesfettigi baglantilardan yararlanilarak Rokhlin [17] tarafindan ispatlanda.
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BOLUM 3
REEL CEBIiRSEL EGRILERE KOMPLEKS ACIDAN BAKIS

3.1 Reel Egrilerin Kompleks Topolojisi

F.Klein [22] 1876da tekilligi olmayan reel projektif cebirsel C c P? egrisinin izotopi
siifinin, C’nin reel noktalar kiimesinin (RC’nin), C’nin kompleks noktalar kiimesinde
(yani CC’de) nasil konumlandigina bagli olup olmadigiyla ilgilenmistir. Bilindigi gibi
CC, CP?’nin yonlendirilebilir piiriizsiiz iki boyutlu alt uzayidir, ve onu topolojisi C’yi
belirleyen polinomun derecesine baglidir. Eger polinomun derecesi d ise CC, kiireye
(d—=1)(d —2)/2 tane kulp (handle) eklenmesiyle elde edilir. Burada kulp sayisi
yiizeyin cinsi (genusu) olarak adlandirilir. O halde Boliim 2’de bahsedilen topolojik
problem CC igin siradandir. Izotopi siniflandirmasi da bu durumda siradan bir probleme
doniisiir ¢iinkii (CIP?,CC) ikilisinin topolojisi yine C’yi belirleyen polinomun derecesi
tarafindan belirlenir. B6liim 2.7.1°de bahsedilen deformasyon (rigid izotopi) problemi
yine bu durumda asikardir ¢iinkii CCy \ CSC; uzayinin reel boyutu 2 oldugundan,
CNC,; uzay1 (yani tekilligi olmayan d. dereceden kompleks projektif egrilerin uzay1)
baglantilidir. Burada CC,, d. dereceden kompleks projektif egrilerin uzay: iken, CSC,

ise bu uzayda tekilligi olan egrilerin uzayidir.

Uyari 3.1.1 C egrisinin kompleks noktalar kiimesi CC, [zy: z1: z3] = [Zo: Z1: Z2] tanmiml
kompleks involusyon, conj:CP? - CIP?, altinda korunur ve sabit biraktii noktalar

kiimesi, { p € CC | conj(p) = p }, RC kiimesine esittir.

Tanmm 3.1.1 Klein’e gore eger CC \ RC uzayr baglantili degilse C’ye bélen egri ya da
Tip 1 egri denir. Aksi halde C’ye Tip 2 egri denir. Aslinda eger C, Tip 1 egri ise

CC \ RC uzay1 2 pargadan olusur (bunlara halves denir), ve bu parcalar yonlendirebilir

36



olup onlarin yonlendirilmesi (orientations), RC igin iki tane zit yonlendirme tanimlar.
RC egrisinin bu yoOnlendirmelerine egrinin kompleks yonlendirmeleri (complex

orientations) denir.

Bu zit yonlendirmelerin olusturdugu ikiliye yari-oryantasyon (semi orienatation) denir.

O halde Tip 1 egrilerin kompleks yonlendirmeleri yari-oryantasyon iiretir.

Tanim 3.1.2 Boliim 2.2°de ifade edilen bir egrinin ovallerinin birbirine gore konumunun
gosterimine egrinin reel gosterimi denir. Egrinin tipinin reel gosterime eklenmesiyle
elde edilen ifadeye ya da Tip 1 egriler i¢in egrinin kompleks yonlendirmelerinin reel

gosterime eklenmesiyle elde edilen edilen ifadeye egrinin kompleks gésterimi denir.

Eger bir C egrisi Tip 1 (veya Tip 2) ise bu egrinin reel gosterimine Tip 1 (veya Tip 2)

denir.

Daha sonraki bolimlerde gorecegimiz gibi kompleks gosterim fikri reel gdsterimden
daha kullanighidir. Bir egrinin kompleks gosterimi deformasyon altinda korunur. Boylece
reel gosterimi ayni; fakat kompleks gosterimi farkli olan iki egri ayni deformasyon
sinifinda yer alamaz. Sekil 2.9°da gosterilen besinci dereceli egriler bunun tipik
ornegidir.

Ornek 3.1.1 Ornek 1.2.1.1°de gosterildigi gibi kompleks projektif dogru (CP!), kiireye
ve reel projektif dogru (RP') da ¢cembere (S') homeomorfiktir. Jordan teoreminden
CP! \ RP! baglantili degildir. O halde RP!, Tip 1 olup zit iki yonlendirmeye sahiptir.
Fakat RP! baglantili bir uzay olugu i¢in bu yonlendirmeleri reel gosterimde gostermeye

gerek yoktur.

Ornek 3.1.2 X = Z(F) c IP? tekilligi olmayan reel projektif konik olsun. Burada F’nin
derecesi d = 2 olup cins formiiliinden g = (2 — 1)(2 — 2)/2 = 0 elde edilir. O halde
CX, S?’ye homoemorfiktir. Kiire iizerinde 2 farkli involusyon mevcuttur:

Cl:SZ_)Szrcl(x)yiz)z(xly)_z) ve Cz:SZ—>SZ,C1(x,y,Z)=(_x,_y,_Z)-
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Birincisine gore RX = S!, fakat ikincisine gére RX = @’dir. O halde bos kiime Tip 2
egridir. Jordan teoreminden, reel parcasi bostan farkli olan tekilligi olmayan ikinci
dereceden egriler Tip 1°dir. Boylece (0) reel gosterim Tip 2 iken (1) reel gosterim Tip
1°dir.

3.2 Kompleks Bakis Acisiyla Klasik Cozme Yontemi

Bu boliimde Bolim 2.5°te verilen klasik ¢dzme yoOntemini kompleks agidan
inceleyecegiz. Ornek olarak bir noktada kesisen iki reel Lq,L, € P?dogrusunu alalim.
Bu tek noktanin klasik ¢6ziilmesi ile elde edilen egriye de C diyelim. Bildigimiz gibi CL;
ve CC kiireye homeomorfiktir. CL; ve CL, kiireleri tek noktada birbirlerine yapisiktir.
Uy, bu noktanin bir komsulugu olsun o6yle ki CC \ Uy, (CL; U CL;y) \ Uy’in tiip
komsulugunun bir boliimiidiir (section). O halde CC \ U, topolojik olarak iki ayrik
dairedir. CC, S?’ye homeomorfik oldugu icin CC \ (D? U D?) i¢ i¢e ge¢mis cemberler
arasindaki bolgeye (annulus) homeomorfiktir. Dikkat edilirse burada hersey conj
involusyonuna gore korunur. Yani, kesisim noktasi reel noktadir ve Uy, conj altinda
korunacak sekilde secilebilir. Sekil 3.1°de goriildiigii gibi CC nin yarist iki yarim disk ve

bunlara baglantili yarim annulus olarak ifade edilir.

CL,

Sekil 3.1 Kompleks agidan klasik ¢6zme yontemi

Eger C egrimiz Tip 1 ise CC \ RC‘in sahip oldugu iki simetrik parga, RC’nin
yonlendirmesiyle ayirt edilir. Bir noktada kesisen iki reel dogru CP*’de Sekil 3.2°de
goriildiigii gibi iki farkli sekilde ¢oziiliir.

Kompleks parganin klasik ¢oziilmeden nasil etkilendigini anlamak i¢in yukarida fikir
anahtar niteligindedir. Ilk olarak reel par¢aya bakmadan kompleks pargaya bakacagiz. C,
dejenere olmayan c¢ift katli tekil noktasina sahip projektif diizlem egrisi olsun. C, bu

nokta civarinda bir noktada kesisen iki dogru gibi goriiniir. Morse Lemma’dan
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Sekil 3.2 Kesisen iki reel dogrunun RP? ve CP?°de ¢Oziilmesi (soldan saga)

U c CP?, bu nokta civarinda bir komsuluk olmak iizere U N C kesisimini 0’da kesisen

iki kompleks dogruya gétiiren bir f: U — c* gomme fonksiyonu vardir. Yine Morse
Lemma’dan egrinin ¢ift katlh noktalar1 civarinda klasik ¢oziilmesi; bu dogrularin
¢cOziilmesine denktir. Yani birbiriyle transverse kesisen iki disk, annulus ile yer
degistirir.

Ornek 3.2.1 C c IP? ikiser ikiser kesisen, ama {i¢ tanesi ayn1 noktadan gegmeyen d tane

projektif dogrunun birlesimi olsun. Bu egrinin kompleks parcast CC, herhangi ikisi tek

noktada teget d tane kiirenin birlesimidir. Burada ¢oziilme her kiireden d — 1 ayrik

(d-1)(d-2)
2

daireler ¢ikartip yerine bu dairelerin sinir ¢emberine tane tiip baglamak

anlamina gelir. Elde edilen kompleks manifold oldugundan yonlendirilebilirdir ve Euler

-1

karakteristik hesabiyla bu uzayin cinsi 5 —2) oldugu gortiliir.

Teorem 3.2.2 ([1]) C < P? bir reel bir egri olsun. Eger RC = @ ise C, Tip 2’dir. m

Teorem 3.2.3 ([1]) Maksimal egrileri (yani M-egrileri) Tip 1’dir.

Ispat. C derecesi d olan bir M-egrisi olsun. O zaman RC, (d — 1)(d — 2)/2 + 1tane

ayrik ¢cemberin birlesimidir. CC de cinsi g = (d — 1)(d — 2)/2 olan yonlendirelebilir

yiizeydir. Varsayalim ki C, Tip 1 olmasin. CC’yi RC boyunca kesildiginde elde edilen

yiizey baglantilidir. Bu yiizeyin Euler karakteristigi y bu siirecte degismez ve
x=2-29g=2-2d-1)(d—-2)/2=2—-(d—-1)(d—2)¢

esittir. RC 'nin her bir pargast sinirda 2 tane gember ortaya ¢ikarir. Boylece sinirdaki

cember sayist (d — 1)(d — 2) + 2’dir. Her sinir cemberini daire ile kapatildiginda elde
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edilen ylizeyin Euler karakteristigi 2 — (d —1)(d —2) + (d — 1)(d — 2) + 2 = 4 olur.
Fakat Euler karakteristigi 4 olan baglantili kapal1 bir ylizey yoktur. m

Teorem 3.2.4 ([1]) C c P? derecesi d olan reel bir egri olsun. Eger C’nin reel gosterimi
derinligi d/2 igeren bir yuvaya sahipse bu egri Tip 1’dir.

Ispat. Bu yuvanin i¢ ovalinden bir p € RP? noktas alalim. Bu noktadan gecen her reel
dogru RC’yi d noktada kestigi i¢in CC \ RC ile kesismez. CC \ RC’nin f:CP?\
RIP? — S? fonksiyonu altindaki goriintiisii ile biiyiikk cember ortak bir noktaya sahip
degildir. Fakat goriintii kiimesi nokta ve onun antipodal noktasini da igerir. Boylece

baglantili olamaz. O halde CC \ RC de baglantili degildir. m

Teorem 3.2.1 (Rokhlin [11] ve Marin [9]) C;, ..., C, dereceleri sirastyla dy, ..., d olan
ve tekilligi olmayan egriler olsun dyle ki bunlardan ii¢li ayn1 noktadan ge¢mesin ve her
[,j i¢in C; ile G egrisi d;d; reel noktada kesigsin. C de C; U ...U C egrisinin klasik
¢oziilmesi sonucunda elde edilen tekilligi olmayan egri olsun. O zaman C’nin Tip 1
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her i i¢in C;’nin Tip 1 olmast ve RC’nin Cj, ..., C; 'nin
baz1 kompleks yonlendirmesiyle ayni yonlendirmeye sahip olmasidir. (Yani C; U ...U G,
birlesimi C’ye doniistiiren deformasyon C;’nin kompleks yonlendirmelerini RC nin tek

yonlendirmesinin tirettigi RC’nin ilgili kisminin yonlendirmelerine tagir.) m

Ornek 3.2.2 Sekil 3.3 te kiibik egrilerin kompleks yonlendirmesi gosterilmistir.

Tip 2 egrisi - oot Tip 1 egrisi

Sekil 3.3 Kompleks yonlendirmesi ile gosterilen kiibik egriler

Ornek 3.2.3 Dérdiincii dereceden egrilerin kompleks yonlendirmesinin egrinin tipine

gore ayrimi1 Sekil 3.4°te verilmistir.
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Tip 2 egrisi Tip 1 egrisi

Sekil 3.4 Kompleks yonlendirmesi ile gosterilen dordiincii dereceden egri.
3.3 Egrilerin Kompleks Gosterimi

Eger injektif iki ovalin yonlendirmeleri (bunlart egrinin ydnlendirmesi iiretir), bu
ovallerin sinirlandirdigl annulus tarafindan tiretiliyorsa bu ovallere pozitif denir. Aksi
halde negatif denir (Sekil 3.5’e bakiniz). Bir egrideki pozitif injektif ikili sayismi it ile

negatif injektif sayisini da i~ ile gosterelim.

pozitif injektif ikili negatif injektif ikili

Sekil 3.5 Injektif ikililerin isareti

Tek tarafli bir egrinin ovalleri de negatif ve pozitif diye ikiye ayrilir sdyle ki bu
ovallerden birinin sinirladigi daireyi RP?’den cikardigimizda elde edilen Mé&bius
seridini diisiinelim. Bu ovalin homoloji sinifi ile tek tarafli bilesenin homoloji sinifi

Mbbius seridinde ayni1 ise o zaman bu ovale negatif aksi halde pozitif denir. Ornek igin

Sekil 3.6’ya bakiniz.

tek tarafli bilesen

pozitif oval negatif oval

Sekil 3.6 Tek tarafli egrinin ovallerinin igareti
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Iki tarafli egrilerde sadece dista yasamayan ovaller pozitif ve negatif diye adlandirilir.
Eger dista olmayan bir oval onu cevreleyen diger oval ile birlikte bir pozitif ikili
olusturursa pozitif aksi halde negatif denir. Bu durumda ovallerin isareti egrinin
yonlendirmesine bagli degildir. p ve n ile sirasiyla bir egrideki pozitif ve negatif

ovallerin sayisin1 gosterelim.

C, d. dereceden bir diizlem egrisi olsun. (RIP?, CC) ikilisini topolojik olarak ayirt etmek
icin asagidaki kodlama kullanilacaktir. C egrisi Tip 1 (veya Tip 2) ise reel gosterimde I
(veya II) alt indeks olarak ve egrinin derecesi de iist index olarak yazilir. Ayrica Tip 1

egriler icin negatif ovaller i¢in ovalin iistiine —, pozitifler ovaller icin + yazilir.

Ornek 3.3.1 Sekil 3.2.3’te verilen kiibik egrilerin kompleks gosterimi (J)3; ve (J LI

17)3 dir. Sekil 3.2.4‘te verilen 4. dereceden egrilerin kompleks gosterimi (0)7;, (1)7,

(2)f, (LATNT, (3)y ve (4)] tir.

3.4 Rokhlin’in Kompleks Yonlendirme Formiilii

Bu boliimde Rokhlin tarafindan Tip 1 tipindeki tekilligi olmayan cebirsel egrilerin
kompleks yonelimi iizerinde verilmis sonuc¢lardan bahsedilmektedir.
Teorem 3.4.1 (Rokhlin Formiilii [11]) C derecesi 2k olan Tip 1 bir egri ve [’de C nin

bilesen sayis1 olsun. O zaman
2(it—i7)=1—k*dir. m

Teorem 3.4.2 (Rokhlin-Mishachev Formiilii [11]) C derecesi 2k + 1 olan Tip 1 bir

egri ve I’de C’nin bilesen sayis1 olsun. O zaman
p-n)+2@("—i)=1—(k*+k)dr. m

Teorem 3.4.3 (Rokhlinin Kompleks Yonlendirme Formiilii [11]) C derecesi d olan

Tip 1 tekilligi olmayan reel projektif egri olsun. O zaman

S (ire())2dx(x) = i—z’dﬁr. m
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