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OZET
Yiksek Lisans Tezi

REEL DIZILERIN . MERTEBEDEN
YAKINSAKLIK TIPLERI

Arzu CETE
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dalh

Damsman : Dr. Ogr. Uyesi Esra GULLE
Bu tez caligmas alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci bolim girig kismina ayrilarak konunun tarihi geligimi verilmigtir. Tkinci
bolimde, tez ¢aligmamizin daha iyi anlagilmasi icin gerekli olan temel kavramlar-
dan bahsedilmistir. Uciincii boliimde, reel diziler icin a. mertebeden istatistiksel
yakinsaklik ve ae. mertebeden kuvvetli p-Cesaro toplanabilme kavramlar: tanimlana-
rak, bu kavramlarin bazi 6zellikleri ve aralarindaki iligkiler incelenmigtir. Dordiincii
boliimde, reel diziler i¢in «. mertebeden lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami
tanitilarak, bazi ozellikleri ile a. mertebeden istatistiksel yakinsaklik kavrami ile
arasindaki icerme bagintilar1 verilmisgtir. Ayrica, o. mertebeden kuvvetli p-lacunary
toplanabilme kavrami da verilerek, bu kavram ile o. mertebeden lacunary istatis-
tiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iligkiler 6rnekler ve teoremlerle aciklanmigtir.
Beginci boliimde, reel diziler i¢in «v. mertebeden Z-istatistiksel ve Z-lacunary istatis-

tiksel yakinsaklik kavramlarinin tanimlari ve bazi ozellikleri verilmigtir.
Son boliimde ise, bu ¢alismada yararlanilan kaynaklar listelenmistir.

2023, v + 35 sayfa

Anahtar Kelimeler : «. mertebe, Cesaro toplanabilme, Istatistiksel yakinsaklik,

Lacunary dizi, Z-yakinsaklik.



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

CONVERGENCE TYPES OF ORDER «
FOR REAL SEQUENCES

Arzu CETE
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Asst. Prof. Esra GULLE
This thesis study consists of six sections.

The first section is dedicated to an introduction part by giving the progress of the
topic over the years. In the second section some elemental notions are mentioned in
order to be more understandable of the work. In the third section, statistical con-
vergence of order o and strong p-Cesaro summability concepts for real sequences are
introduced, some properties and relationships between them are examined. In the
forth section, lacunary statistical convergence of order « concept for real sequences
is introduced, its properties and inclusion relations with statistical convergence of
order o concept are given. Also, strong p-lacunary statistical convergence of order «
concept is presented, the interactions among the two concepts given in forth section
are explained with theorems and examples. In the fifth section, Z-statistical and Z-
lacunary statistical convergence concepts of order a for real sequences are defined,

their some features are offered.
Finally, in the sixth section, resources applied for this study are listed.

2023, v + 35 pages

Keywords : Order «, Cesaro summability, Statistical convergence,

Lacunary sequence, Z-convergence.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI

Simgeler

C Kompleks sayilar kiimesi

(am) Reel say1 dizisi

lim a,, a,, dizisinin limiti

st — lim a,, (@) dizisinin istatistiksel limiti

N N dogal sayilar kiimesinin kuvvet kiimesi

0 ={j} Lacunary dizi

T Ideal

F Stizgec

Z — limayy, (@) dizisinin Z-limiti

Ip Dogal yogunlugu sifir olan kiimelerin olusturdugu ideal

Ly Sonlu elemanli kiimelerin olusturdugu ideal

S Istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

So Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

S(Z) Z-istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

S(Z)> «. mertebeden Z-istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

Sy a. mertebeden lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
Sp(I)~ a. mertebeden Z-lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
[N§(p)] «. mertebeden kuvvetli p-lacunary yakimsak dizilerin kiimesi




1. GIRIS

Uzaklik fonksiyonu yardimiyla tanimlanan yakinsaklik kavrami, matematiksel anali-
zin temel kavramlarindan biridir. Istatistiksel yakinsaklik fikri Zygmund tarafindan
1935 yilinda Vargova’da yayimlanan monografisinin ilk baskisinda ortaya atildi. Reel
dizilerinin istatistiksel yakinsakligi kavrami 1951 yilinda birbirinden bagimsiz olarak
Fast ve Steinhaus tarafindan tanitildi. Yillar boyunca ve farkli isimler altinda istatis-
tiksel yakinsaklik kavrami Fourier analizi teorisinde, ergodik teoride, 6l¢ii teorisinde,

trigonometrik serilerde ve Banach uzaylarinda tartigilmaya devam etmigtir.

Temelde dogal sayilar kiimesinin altkiimelerine dayanan bir ideal kavrami olan ve
istatistiksel yakinsaklik kavraminin onemli bir genellestirmesi olan Z-yakinsaklik
kavrami Kostyrko vd. (2000) tarafindan ¢aligmalarinda verilmigtir. Daha sonra
bu kavram toplanabilme teorisinde pek ¢ok aragtirmacinin ilgisini ¢ekmis ve aragtir-
macilar bu kavram tizerine ¢aligmalar yapmiglardir. Bu caligmalardan biri olan ve
2011 yilinda Das vd. tarafindan yapilan bir ¢caligmada, istatistiksel ve Z-yakinsaklik
kavramlarinin bir kombinasyonu olarak Z-istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitila-

rak, bu kavramin baz 6zellikleri incelenmistir.

Bir reel dizinin istatistiksel yakinsakliginin mertebesi Gadjiev ve Orhan (2002) tara-
findan verilmistir. Bu kavramin tanitilmasindan sonra bir¢ok aragtirmaci bu kavrami

genigleterek caligmalarinda yer vermigtir.

Bu tez ¢aligmasinin ikinci boliimiinde, ¢calismanin daha anlasilir olmasi i¢in dizi uza-

ylar1 ve toplanabilme teorisi literatiiriinde bulunan bazi temel kavramlar verilmigtir.

Tez ¢aligmasinin sonraki boliimlerinde, sirasiyla Colak (2010), Sengiil ve Et (2014)
ve Das ve Savag (2014) tarafindan yapilan galigmalardaki temel tanimlar verilerek,

ornek ve teoremler analiz edilmistir.

Tez caligmasimin son boliimiine ise, caligma boyunca faydalanilan literatiirdeki

kaynaklar eklenmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, dizi uzaylar: ve toplanabilme teorisinde yapilan ayrintili literatiir tara-
mas1 sonucunda tez caligmasinin daha anlagilir olmasi icin gerekli oldugu kanaatine

vardigimiz temel kavram ve notasyonlar verilecektir.

Tanim 2.1 V bostan farkli bir kiime olsun. u : ¥V x V — R fonksiyonu her

vy, VU2, V3 € V icin
M. ,u(vl,vg) =0< vy =19
My. p(vr,v2) = p(ve, v1)

M. p(v1,v3) < p(vr, v2) + p(v2, v3)

sartlarin sagliyorsa p fonksiyonuna V' de bir metrik fonksiyon ve (V, u) ikilisine de

metrik uzay denir (Bayraktar 2006).

Bu tez ¢aligmasi boyunca, ¥V = R uzay1 tizerinde p(vy,vy) = |v3 — vo] bigiminde

tanimlanan mutlak deger metrigi gozoniine alinacaktir.

Tanim 2.2 Tanim climlesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyonlara dizi denir.
Eger dizinin deger ciimlesi R reel sayilar kiimesi ise bu diziye reel terimli dizi veya

reel dizi denir (Balc1 2010).

Genel terimi a,, olan bir dizi (a,,) = (a1, as, ..., an,...) biciminde gosterilir.

Tanim 2.3 (a,,) bir dizi olmak iizere her m dogal sayisi igin |a,,| < M olacak

bigimde pozitif bir M sayis1 varsa bu diziye sinirli dizi denir (Bale1 2010).

Simirl reel dizilerin kiimesi [, ile gosterilir.

Tanim 2.4 (a,,) bir dizi ve a bir reel say1 olsun. Her § > 0 i¢gin m > mg oldugunda
la,, — a] < § olacak sekilde bir my = mg(d) € N sayis1 bulunabiliyorsa (a,,) dizisi a

ya yakimsaktir denir ve a,, — a bi¢iminde gosterilir (Balc1 2010).



Tanim 2.5 F reel veya kompleks sayilar cismi ve V bostan farkli bir kiime olmak

uzere

+:VxV =YV

cFxVY—=YV

iglemleri her v,y,z € V ve her a,b € F' i¢in

L.
L.

Ls.

v+y=y+v
(w+y)+z=v+(y+2)

. Her v € V i¢in v + 6 = v olacak gekilde bir # vardir.

. Her bir v € V igin v + (—v) = 0 olacak sekilde bir —v vardir.
1l =w

ca(v+y) =av+ay

. (a+b)v=av+ v

a(bv) = (ab)v

ozelliklerini saghyorsa V kiimesine F' cismi lizerinde bir lineer uzay denir (Bayraktar

2006).

Tanim 2.6 V), F' cismi tizerinde bir lineer uzay olsun.

.l : V=R

v = |v

dontigimi her v,y € V igin

Ny.
Ns.
Ns.

Ny.

ol =0
o] =0 & v=0
lav|| = [al |v]|, a € F

lo +yll < [v]] + [lyl]

sartlarim sagliyorsa bu déntigiime bir norm ve (V, ||.||) ikilisine de bir normlu uzay

denir (Bayraktar 2006).



Tanim 2.7 (V,||.||) bir normlu uzay ve (a,,) bu uzayda bir dizi olsun. Her 6 > 0
icin m > my oldugunda ||a,, — a|| < ¢ olacak sekilde bir mg sayis1 varsa (a,,) dizisi

a ya yakmsaktir denir (Bayraktar 2006).

Tanmim 2.8 (V,||.||) bir normlu uzay ve (a,,) bu uzayda bir dizi olsun. Her 6 > 0
icin m,n > myg oldugunda ||a,, — a,|| < § olacak sekilde bir myq sayisi varsa (a,,)

dizisine Cauchy dizisi denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.9 (V,].||) bir normlu uzay olsun. u(v,y) = ||v — y|| olarak tanimlanan
p fonksiyonu (M;)—(Ms) sartlarim sagladigindan bu g metrigine norm metrigi denir.

Eger V uzay1 norm metrigine gore tam ise V ye Banach uzay1 denir (Bayraktar 2006).

Smurh dizilerin [, uzay1 ||a||oc = sup|a,| bigiminde tammlanan ||.||. normuyla
m

birlikte bir Banach uzayidir.

Tanim 2.10 Dogal sayilarin bir A altkiimesi i¢in A, = {a < m : a € A} olsun.

A,, kiimesinin eleman sayisi |A,,| ile gosterilmek iizere eger

D(A) = lim [Am]

m—oo M

limiti var ise bu durumda A kiimesi D(A) dogal yogunluguna sahiptir denir (Niven

ve Zuckerman 1980).

Tanim 2.11 (a,,) bir reel dizi olmak {izere eger her § > 0 igin

lim %ngk:\am—ﬁzd}lzo

k—o0

olacak bi¢imde bir L sayis1 varsa (a,,) dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir ve

S —lima,, = L bi¢iminde gosterilir (Fast 1951).

Istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S ile gosterilecektir.



Bir dizi yakinsak ise istatistiksel yakinsaktir, fakat bu durumun tersi her zaman
saglanmayabilir. Yani istatistiksel yakinsak bir dizi yakinsak olmayabilir. Bu durum

asagida verilen ornekle ifade edilebilir:

Bir (a,,) dizisi
4, m=k"ise
Ay =

0 , diger durumlarda

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda her § > 0 i¢in

1 4
lim E‘{mgk:|am—0|25}‘§ limgz()

k—o0 k—o0

oldugundan S — lima,, = 0 dir. Fakat bu dizinin farkh iki limit noktasi 0 ve 4

oldugundan yakinsak degildir.

Tanim 2.12 (a,,) bir reel dizi ve 0 < p < oo olmak {izere

k
.l
lim E;|am—[z|p:0

k—o00

olacak bi¢imde bir L sayis1 varsa (a,,) dizisi L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilir
veya [C(p)]-toplanabilirdir denir ve [C'(p)] —lim a,, = L bi¢iminde gosterilir (Connor
1988).

Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi [C(p)] ile gosterilecektir.

Tanim 2.13 6 = {j;} tamsayilarin artan bir dizisi olmak iizere j, = 0 ve t — oo

iken hy = j; — ji_1 — oo sartlar saglaniyorsa 0 = {j;} ye bir lacunary dizi denir.
(7:) = (28 = 1) ve (j;) = (¢!) dizileri lacunary diziye birer érnek olarak verilebilir.

Bir lacunary diziden elde edilen aralik I, = (j;_1, j] ile, i orani ise ¢, ile gosterilir

Jt—1
(Freedman vd. 1978).



Tanim 2.14 (a,,) bir reel dizi ve § = {j;} bir lacunary dizi olmak iizere her 6 > 0
icin

tlggohlth €l lam—L| =6} =0
olacak bigimde bir L sayis1 varsa (a,,) dizisi L ye lacunary istatistiksel yakinsak veya

Se-yakinsaktir denir ve a,, — L(Sy) veya Sy —lim a,,, = L bigiminde gosterilir (Fridy
ve Orhan 1993).

Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi Sy ile gosterilecektir.

Tamim 2.15 (a,,) bir reel dizi, 6 = {j:} bir lacunary dizi ve 0 < p < oo olmak

uzere

t—oo h,
mel;

1
lim — am — LIP =0
S

olacak bigimde bir L sayis1 varsa (a,,) dizisi L ye kuvvetli p-lacunary toplanabilir
veya [Ny(p)]-toplanabilirdir denir ve a,, — L([Ny(p)]) veya [Np(p)] — lima,, = L
bigiminde gosterilir (Freedman vd. 1978).

Kuvvetli p-lacunary toplanabilir dizilerin kiimesi [Ny(p)] ile gosterilecektir.

Tamm 2.16 Bir Z C 2 ailesi
7,.0eT
IQ. Her El,EQ erl IQIH El U E2 erl
Is. Her By € Zve E3 C By icin B3 €T

sartlarimi sagliyorsa Z ya N de bir ideal denir (Kostyrko vd. 2000).

Eger N dogal sayilar kiimesi Z idealinin elemani degilse, Z ya bir gercek ideal denir.
Ayrica, eger Z bir gergek ideal ve her n € N i¢in {n} € Z oluyorsa, Z idealine uygun

ideal denir.



Tamim 2.17 Bostan farkh bir F C 2V ailesi

Fi.0¢F
F5. Her Fy, F, € Figin FiNF, € F
F3. Her Fy € F ve F3 D F} icin F3 € F

sartlarin saghyorsa F ye N de bir siizge¢ denir (Kostyrko vd. 2000).

Eger Z, N dogal sayilar kiimesinin bir uygun ideali ise, bu durumda
F(IZ)={FCN:F=N\Zfor 3JF € T}

ailesi dogal sayilar kiimesinde bir stizgeg olup Z ile iligkili siizgeg ad1 verilir.

Tanmim 2.18 (a,,) bir reel dizi olmak tizere her § > 0 igin
A(0)={m e N:|a, — L| > 0}
kiimesi Z ya ait oluyorsa (a,,) dizisi L ye Z-yakmsaktir denir ve Z — lima,, = L

bi¢iminde gosterilir (Kostyrko vd. 2000).

Ozel olarak T = Z; olmasi durumunda Zy, N de bir uygun idealdir ve boylece
Z-yakinsaklik ile Tanim 2.4 deki yakinsaklik kavrami ortiisiir.

Ozel olarak Z = Zp olmasi durumunda Zp, N de bir uygun idealdir ve boylece

Z-yakinsaklik ile Tanim 2.11 deki istatistiksel yakinsaklik kavrami ortiistr.

Tanim 2.19 (a,,) bir reel dizi olmak tizere eger her 6,y > 0 igin
1
{kEN:E‘{mgk:\am—L\ > 0} 27}

kiimesi Z ya ait oluyorsa (a,,) dizisi L ye Z-istatistiksel yakisaktir denir ve

S(Z) — lima,, = L bigiminde gosterilir (Das vd. 2011).

Z-istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S(Z) ile gosterilecektir.



Tanim 2.20 (a,,) bir reel dizi ve § = {j;} bir lacunary dizi olmak iizere eger her
9, > 0 icin
1
{tEN:h—‘{mEIt:\am—M > 0} Zv}
t

kiimesi Z ya ait oluyorsa (a,,) dizisi L ye Z-lacunary istatistiksel yakinsaktir denir

ve Sy(Z) — lim a,, = L bigiminde gosterilir (Das vd. 2011).

Z-istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi Sp(Z) ile gosterilecektir.

Lemma 2.21 Sy(Z) N lw, ls smurh reel dizilerin Banach uzaymn kapali bir

altkiimesidir (Das vd. 2011).

Tamim 2.22 (a,,) bir reel dizi ve § = {j;} bir lacunary dizi olmak iizere her 6 > 0
icin

1
{tGNh—tZ|am—L|25}

mel;

kiimesi Z ya ait oluyorsa (a,,) dizisi L ye kuvvetli Z-lacunary toplanabilir veya
[Np(Z)]-toplanabilirdir denir ve a,, — L([Ng(Z)]) biciminde gosterilir (Das vd.
2011).

Kuvvetli Z-lacunary toplanabilir dizilerin kiimesi [Ny(Z)] ile gosterilecektir.



3. DIZILERIN o. MERTEBEDEN ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde, reel diziler i¢in . mertebeden istatistiksel yakinsaklik ve ov. mertebeden
kuvvetli Cesaro toplanabilme kavramlari ile ilgili Colak (2010) tarafindan yapilan

caligmadaki tanimlar verilip, bu kavramlar arasindaki iligkiler incelenecektir.
Tanim 3.1 0 < a <1 olmak tizere her § > 0 igin

1
lim F‘{mgk:\am—ﬂ >0} =0

k—o0

olacak bigimde bir L reel sayis1 varsa (a,,) reel dizisi L sayisina a. mertebeden
istatistiksel yakisaktir denir ve S* — lima,, = L veya a,, — L(S) bigiminde
yazilir.

a. mertebeden istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S ile gosterilecektir.

Teorem 3.2 0 < a <1 ve (ay), (by) reel diziler olsun. Bu durumda,
(i) Eger S* —lima,, = a ve ¢ € Cise S* — limca,, = ca duir.

(ii) Eger S* —lima,, = a ve S* —lim b, = b ise S* — lim(a,, + b,,) = a + b dir.

ispat:
(i) S* —lima,, = a ve ¢ € C olsun. ¢ = 0 igin ispat agiktir. Bu durumda ispati

tamamlamak icin ¢ # 0 oldugunu kabul edelim. Her § > 0 igin

1 1 0
ﬁ‘{mgk‘:|cam—ca|25}|:k—a’{m§k;|am—a| >HH

ifadesi goz oniine alindiginda kabuliimiizden S — lim ca,, = ca bulunur.

(ii) S« —lima,, = a ve S* — limb,,, = b olsun. Her § > 0 i¢in

1 1 )
<k l(am 4 bw) = @+ 0)] 2 8} < | {m < ki lan —al 2 S}

alm sz 2

esitsizligi goz oniine alindiginda kabuliimiizden S® — lim(a,, + b,,) = a + b bulunur.

Bu teorem S“ kiimesinin bir lineer uzay oldugunu gosterir. [ |



Teorem 3.3 0 < o < 3 < 1 olmak iizere S C S? dir.

Ispat: 0 < o < 8 <1 ve ay, — L(S*) olsun. Her § > 0 i¢in
1 1
ﬁ‘{m§k2|am—L|25}‘Sﬁ‘{mgk:|am—L|25}‘

yazilabilir. Bu egitsizlikte k& — oo icin limit alinirsa esitsizligin sag tarafindaki limit
kabuliimiiz geregince 0 a esit olacagindan sol tarafindaki ifadenin de limiti 0 a esit

olacaktir. Béylece a,, — L(S?) ve dolayisiyla S C S? elde edilir. [
Bu teoremden agagidaki sonuca ulagilabilir:

Sonuc 3.4 Eger bir (a,,) dizisi L sayisina S%yakinsak ise, bu durumda bu dizi L
ye istatistiksel yakinsaktir.

Tanim 3.5 0 < o <1 olmak tizere

k
Jim 5 33l — Ll =0
olacak bigimde bir L reel sayis1 varsa (a,,) reel dizisi L sayisina a. mertebeden
kuvvetli Cesaro toplanabilir veya [C*]-toplanabilirdir denir ve [C*] — lima,, = L
bi¢iminde gosterilir.

a. mertebeden kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi [C?] ile gOsterilecektir.

Uyar1 3.6 « = 1i¢in . mertebeden kuvvetli Cesaro toplanabilme kavrami kuvvetli

Cesaro toplanabilme kavramui ile ortiisiir.

Tanim 3.7 0 < a <1 ve0 < p< oo olmak iizere

k
Jim o 2l =L =0
olacak bigimde bir L reel sayisi varsa (a,,) dizisi L sayisina «. mertebeden kuvvetli
p-Cesaro toplanabilir veya [C'“(p)]-toplanabilirdir denir ve [C%(p)] — lima,, = L
bi¢iminde gosterilir.
a. mertebeden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi [C*(p)] ile gosterile-

cektir.
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Teorem 3.8 0<a<pB<1ve0<p< oo olsun. Bu durumda [C%(p)] C [C?(p)]
dar.

Ispat: 0 < o < <1 ve [C%(p)] — lima,, = L olsun. Bu durumda
1 o 1 o
2 S g e

yazilabilir. Bu egitsizlikte k& — oo icin limit alinirsa esitsizligin sag tarafindaki limit
kabultimiiz geregince 0 a esit olacagindan sol tarafindaki ifadenin de limiti 0 a esit

olacaktir. Béylece [CP(p)] — lim a,,, = L ve dolayisiyla [C%(p)] C [C?(p)] elde edilir.

|
Bu teoremden asagidaki sonuca ulasilabilir:

Sonuc 3.9 Eger bir (a,,) dizisi L sayisia [C*(p)]-toplanabilir ise bu durumda bu
dizi L ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir.

Sonuc 3.10 Teorem 3.8 de p = 1 alimnmasi durumunda da ispat saglanir. Yani

0 < a < B <1 olmak iizere [C°] C [CP] dur.

N

Teorem 3.11 0<a<1ve0<p<q< oo olsun. Bu durumda [C*(q)] C [C*(p)]
dir.

Ispat: 0 < p < ¢ < oo ve [C*(¢q)] — lima,, = L olsun. Bu durumda Hélder
esitsizliginden

1 k k

oD = I < S — L
m=1

m=1

yazilabilir. Bu egitsizlikte £ — oo i¢in limit alinirsa esitsizligin sag tarafindaki limit
kabuliimiiz geregince 0 a esit olacagindan sol tarafindaki ifadenin de limiti 0 a esit

olacaktir. Boylece [C*(p)] — lim a,,, = L ve dolayisiyla [C*(q)] C [C*(p)] elde edilir.
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Teorem 3.12 0 < a < <1ve0 < p < ooolsun. Bu durumda bir (a,,) dizisi
L sayisina a. mertebeden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise, bu dizi ayni sayiya f.

mertebeden istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: 0 < o < 8 <1 ve [C%(p)] — lima,, = L olsun.

k k k
lam—LIP= > lam—LP+ > lawm—LJ”
m=1 m=1 m=1

lam —L[>d |am—L|<6
k
D S
m=1
lam—L|>68

25p}{m§k:|am—L|Z5}|
ve boylece
N, 1
k—a;mm—ﬂpz&pk—angk: | — L| > 0}
1
zapk—ﬁ}{mgk: @ — L| > 0}

yazilabilir. Bu esitsizlikte k — oo i¢in limit alinirsa esitsizligin sol tarafindaki limit
kabultimiiz geregince 0 a esit olacagindan sag tarafindaki ifadenin de limiti 0 a esit

olacaktir. Boylece a,, — L(S?) bulunur. [

Teorem 3.12 nin tersi sadece « = = 1 i¢in dogrudur.

Teorem 3.13 0 < p < oo olsun. Bu durumda smrh bir (a,,) dizisi L sayisina

istatistiksel yakinsak ise, bu dizi ayni sayiya kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir.

Ispat: (a,,) dizisi siirh oldugundan
lam — L] < M

olacak gekilde pozitif bir M sayisi vardir. a,, — L(S) oldugunu kabul edelim.

12



k 1 k 1 k
Dolam —LP =1 Y lam = LP 4 Y fam — LP
m=1

lam—L|>6 lam—L|<é

T =

3
Il
3
IL

P
SMT‘{mgk:\am—MZ(S}‘—I—(S”

yazilabilir. Bu esitsizlikte & — oo i¢in limit alinirsa esitsizlgin sag tarafindaki limit
kabultimiiz geregince 0 a esit olacagindan sol tarafindaki ifadenin de limiti 0 a esit

olacaktir. Boylece [C(p)] — lim a,,, = L bulunur. |
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4. DIZILERIN o. MERTEBEDEN LACUNARY ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIGI

Bu boliimde, reel diziler i¢in a. mertebeden lacunary istatistiksel yakinsaklik ve
a. mertebeden kuvvetli lacunary toplanabilme kavramlar: ile ilgili Sengiil ve Et

(2014) tarafindan yapilan ¢aligmadaki temel tanim, 6rnek ve teoremler verilecektir.

Tanim 4.1 6 = (j;) bir lacunary dizi ve 0 < o < 1 olsun. A%, h, nin «. kuvvetini,

yani h¢ = (h,)* = (h$, hS, ..., h%, .. ) gostermek iizere her 6 > 0 i¢in

Y ro

lim = |{m € I, < |am — L] > 6}| = 0

t—o00 h?

olacak bigimde bir L reel sayisi varsa (a,,) dizisi L sayisina «. mertebeden lacunary
istatistiksel yakinsak veya Sg-yakinsaktir denir ve S§'—lim a,, = L veya a,, — L(Sg)
bi¢iminde gosterilir.

a. mertebeden lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S ile gosterilecektir.
a. mertebeden lacunary istatistiksel yakinsaklik 0 < o <1 i¢in iyi tanimhdir, fakat
o > 1 i¢in iyi tamml degildir. Ornegin; (@) dizisini

1, m =2t
Ay 2= t=1,2,3,...
0, m # 2t

seklinde tanimlayalim. Bu durumda, a > 1 igin

. 1 . Jt— Ji-1 . hy
_ : -1/ > < “ora -
tlggo he |{m €l |ay —1] > 5}’ = }LI& 2h¢ tLoo 2h¢ 0
olup Sy —lima,, =1 ve,
‘ 1 . Jt— Ji-1 : hy
L am = 0] > 6}] < lim == = lim o =
tlggo e |{m €1 |am —0| > 5}‘ = }Eglo 2h¢ tlggo 2hy 0

olup S5 — lima,, = 0 elde edilir. Bu durumda, (a,,) dizisi hem 1 ¢ hem de 0 a
a. mertebeden lacunary istatistiksel yakinsak olur. Fakat bu durum limitin tekligi

ile celigir.
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Teorem 4.2 0 < a <1 ve (ap), (by) reel diziler olsun. Bu durumda,
(i) Eger S§ — lima,, = ag ve ¢ € Cise S§ — limca,, = cag dir.

(ii) Eger S§' —lima,, = ag ve S§' —lim b,,, = by ise S§ — lim(ay, + by,) = ag+ by dir.

ispat:
(i) S§ — lima,, = ap ve ¢ € C olsun. ¢ = 0 igin ispat agiktir. Bu durumda ispati

tamamlamak i¢in ¢ # 0 oldugunu kabul edelim. Her § > 0 igin

1 1
h—?Hm €l;:|cay, —cag| > 5}| = h_;"

)
{me Iy |am — ag| > —H
]

ifadesi goz ontine alindiginda kabuliimtizden S§ — lim ca,,, = cay bulunur.

(i) S§ — lima,, = ag ve S§ — lim b, = by olsun. Her 6 > 0 igin

)
{mEIt:|am—a0| Z—H

1 1
| {m € 1 l(am + bw) = (a0 + bo)] = 6| < 5 )

t

+i{melt:]bm—b0|zg}‘

hit

esitsizligi goz oniine alindiginda kabuliimiizden S§ — lim(a,, +by,) = ag+ by bulunur.

Bu teorem S§ kiimesinin bir lineer uzay oldugunu gosterir. |

Teorem 4.3 0 = {j;} bir lacunary dizi ve 0 < a < < 1 olmak iizere S5 C SGB

dir ve en az bir a < [ i¢in bu igerme kesindir.

Ispat: 0 < a < <1 ve an, — L(Sg) olsun. Her ¢ > 0 igin
1 1
ﬁ‘{m €l:|a,—L|> 5}‘ < ﬁ‘{m el:|a, —L|> 5}‘
t t

yazilabilir. Bu esitsizlikte ¢ — oo icin limit alinirsa esitsizligin sag tarafindaki limit
kabuliimiiz geregince 0 a esit olacagindan sol tarafindaki ifadenin de limiti 0 a esit
olacaktir. Boylece a,, — L(Sg ) ve dolayisiyla S C SQ'B elde edilir. Igermenin kesin
oldugunu gostermek igin bir (a,,) dizisini

IVhn] , m=1,23,... [Vhn] ise

0 , diger durumlarda

bi¢iminde tammlayahm. § € (3,1] i¢in (am) € 55, a € (0,3] icin ise (an) ¢ Sy

dir. [ |
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Bu teoremden asagidaki sonuca ulasilabilir:

Sonuc 4.4 Eger bir (a,,) dizisi L sayisina Sg-yakinsak ise bu durumda bu dizi L

ye Sp-yakinsaktir.
Teorem 4.5 60 = {j;} bir lacunary dizi ve 0 < o < 1 olsun. Eger liminf, ¢, > 1

ise S C Sg dur.

Ispat: liminf, ¢ > 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda yeterince biiyiik ¢ ler

icin ¢; > 1 4+ n olacak sekilde bir n > 0 sayis1 vardir. Boylece,

. 2 ]
L TIPS Ll R
Jt—1 Jt 1+7n
e 1
(e
Jt 1+n
#Qﬁz—i—
Jt 1+n

bulunur. Buradan da 0 < o <1 igin

&Z—ﬂ¥=$<ﬁ> 2<JL> é-lz—lL—~i
je ~ 1+ Je 1417 g (Lem> by
elde edilir. a,, — L(S®) olsun. Bu durumda her § > 0 igin

1 1
ltm < lan = L1 2 0} 2 <o |{m € L Jan — 1] 2 6}
t t

«

U

1
> 1 mel |am—L|>6
~ (1+n)~ hta‘{m i la = }‘

bulunur. Dolaysiyla a,, — L(S§) elde edilir. Bu da ¢ C S§ oldugunu gosterir. W

Teorem 4.6 6 = {j;} bir lacunary dizi ve 0 < o < 1 olsun. Eger limsup, ¢; < oo

ise Sg € S dir.

Ispat: lim sup, ¢ < oo oldugunu kabul edelim. Bu durumda her ¢ i¢in ¢ < H

olacak sekilde bir ‘H > 0 sayis1 vardir.
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Ay, — L(S§) ve

N, =|{mel:|an,—L| >}

oldugunu kabul edelim. Kabuliimiizden her ¢ > 0 igin

1
lim ﬁ}{melt tam — L] > 0} =0
¢

N,
oldugundan bir ¢y € N sayis1 vardir oyle ki her ¢ > ¢, i¢in h—; < 0 yazilabilir. Diger
t
taraftan Ay < hy oldugundan

N, N,
Ne D
he Ry

N,
ve dolayisiyla h—t < g dir.
t
N =max{N; : 1 <t <t}

ve k da 7,1 < k < j; sartin1 saglayan bir tamsay1 olsun. Bu durumda

1 1
ZHm <kt lam = L1 2 8} < —[{m < ji : lam = L| > 6}]
Jt—1

1
= —{N1+ No+ -+ Ny + Nygy1 + -+ Ni}

Jt—1
toN 1 N, N,
<= +.—{m0+1 t°+1+~--+ht—t}
Ji—1 Ji—1 ht0+1 hy
to N 1 N,
S 0 - (Sup _t) {ht0+1 + -+ ht}
Jt—1 Jt—1 \t>to hy
< t9N+5ﬁ.—‘7t°
Ji—1 Jt—1
to N
Jt—1
toN
< 2 4 M
Ji—1

elde edilir. Dolayisiyla a,, — L(S) elde edilir. Bu da S§ C S oldugunu gosterir. W

«

h
Teorem 4.7 6 = {j,} bir lacunary dizi ve 0 < o < 1 olsun. Eger liminf -~ > 0

l—oo 7
ise S C Sg dir.
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«

. h
Ispat: a,, — L(S) ve lifn inf -~ > 0 olsun. Her § > 0 icin
—00 .]t

{m<yji:|am—L| >0} D{mel:|a,— L| >}
oldugundan
1 : 1
7|{m < it |am — L] > 6} > 7\{m €1+ |an — L| > 8}
t t

hy 1
=——{mel :|la,—L| >
L Hm e g o, — 1] > 8}
elde edilir. Bu esitsizlikte ¢ — oo igin limit alinirsa esitsizligin sol tarafindaki limit
kabuliimiiz geregince 0 a esit olacagindan sag tarafindaki ifadenin de limiti 0 a esit

olacaktir. Boylece a,, — L(S§) ve dolayisiyla S C S§ elde edilir. [ |

4.1. Dizilerin a. Mertebeden Kuvvetli Lacunary Toplanabilirligi

Tanim 4.8 6 = {j;} bir lacunary dizi ve 0 < o < 1 olsun. p bir pozitif reel say1

olmak tlizere

1
lim—Z|am—L|p=O

e b 1
olacak bigimde bir L reel sayisi varsa (a,,) dizisi L sayisina a. mertebeden kuvvetli
p-lacunary toplanabilir veya [N§'(p)]-toplanabilirdir denir ve [N§'(p)] — lima,, = L
bi¢iminde gosterilir.
a. mertebeden kuvvetli p-lacunary toplanabilir dizilerin kiimesi [N§(p)] ile gosteri-

lecektir.

Teorem 4.9 60 = {j;} bir lacunary dizi, o € (0,1] ve 1 < p < oo olsun. [Ng(p)]

dizi uzay1

1
1 p
lallo = sup <h_a > !am\p> (4.1)
t

mel

normuyla birlikte bir Banach uzayidir. Ayrica, 0 < p < 1 igin
1 p
lalle, = SUp o > Jam| (4.2)
t

normuyla birlikte ise bir tam p-normlu uzayidir.
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Ispat: [Ng(p)] dizi uzayr (4.1) esitligindeki normla birlikte bir normlu uzaydir.
Ispat1 tamamlamak icin bu uzaym tam oldugu gésterilmelidir. Bunun i¢in varsayalim

ki (a®) her s € N i¢in

a* = (a’) = (at,as,...) € [N(p)]

olacak gekilde bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda s,r — oo i¢in

1
1 p
a’®—a|lg=sup | — a’ —al |P — 0
a* =l tp<hg§jrm m\>

mel

yazilabilir. Buradan, her ¢ € N ve s,r — 00 i¢in

1
(h_? Z las — a:n|p> 20

mel;

S

bulunur. Boylece her m € N ve 5,7 — 00 igin

a5, — ap|” =0

elde edilir. Bu durum her m € N igin (a,) = (a’,a? ,...) dizisinin R de bir Cauchy
dizisi oldugunu gosterir. R tam oldugundan bu dizi yakinsaktir. Her m € N igin
lima®, = a,, oldugunu kabul edelim. (a*) bir Cauchy dizisi oldugundan her 6 > 0

i¢in bir ng = ng(d) sayist vardir dyle ki her s, r > ng igin
|la® —a"|lg < ¢

dir. Boylece her ¢t € N ve her s, > ng igin

ist —al [P <P

ha m m

t mel;
elde edilir. » — oo igin limit alinirsa her ¢ € N ve s > ng icin
limiz las, — ar ‘p_iz las, — am |’ < 6F
o h? m ml T h? m m
mel mel

elde edilir. Boylece

1
1 p
||as—aH9:sLt1p (h_f‘ Z |afn—am|p> —0

mel;

19



ve buradan da s — oo i¢in a® — a bulunur.
LS o —aP <22 S fam —ap 4 = 3 a0 — af?
pp 2 [ T AES S g 2 O T O T e 2
mel; mel; mel;
oldugundan a € [N§(p)] dir.
Benzer sekilde 0 < p < 1 igin [N§'(p)] uzay1 (4.2) normuna goére bir tam p-normlu

uzaydir. [ |

Teorem 4.10 0 <a < <1ve0 < p < oo olsun. Bu durumda [Ng(p)] C [N (p)]

dir ve en az bir a < [ i¢in bu igerme kesindir.

Ispat: [N (p)] —lima,, = L olsun. Bu durumda 0 < ao < 8 < 1 ve pozitif bir p reel

say1sl i¢in

%Z!am—L!péh%me—Llp

t mel; mel

yazilabilir. Bu egitsizligin ¢ — oo i¢in limiti alinirsa sag taraftaki limit 0 a esit
olacagindan sol tarafindaki ifadenin de limiti 0 a egit olacaktir.  Boylece
[N} (p)] = lim a,, = L ve dolayisiyla [Ng(p)] C [N} (p)] elde edilir. Icermenin kesin

oldugunu gostermek i¢in (a,,) dizisini

1 , m=n*(neN)ise

0 , diger durumlarda

1
bigiminde tanimlayalim. Bu durumda, 5 < B < 1igin (an) € [N} (p)] dir, fakat

0<ac< % icin (an,) ¢ [Ng'(p)] dir. |

Sonuc 4.11 0 < a < 3 <1 ve p bir pozitif reel say1 olsun. Bu durumda
i) Bger a = f ise [N (p)] = [N} (p)] dir.

ii) Her o € (0,1] ve 0 < p < o0 igin, [N§'(p)] C [No(p)] dir.

Teorem 4.12 0 <a <1ve0 < p < ¢ < oo olsun. Bu durumda [N§(q)] C [N§(p)]
dir.
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Ispat: [Ng(q)] — lima,, = L olsun. Bu durumda Holder esitsizliginden

1 1
— am — LIP < — am — L|?
I
mel; mel;
yazilabilir. Bu egitsizligin ¢ — oo i¢in limiti alinirsa sag taraftaki limit 0 a esit

olacagindan sol tarafindaki ifadenin de limiti 0 a egit olacaktir.  Boylece

[N§(p)] — lima,, = L ve dolayisiyla [N§(q)] C [Ng'(p)] elde edilir. |

Teorem 4.13 0 = {j;} bir lacunary dizi, 0 < a < <1 ve 0 < p < oo olsun. Bu

durumda [Ng(p)] € S5 dir ve en az bir & < f igin bu igerme kesindir.

Ispat: [Ng(p)] — lima,, = L olsun. Bu durumda

o —LP= Y Jaw—LIP+ D lam— LI

mely mely mel;
|am—L|>6 lam—L|<é
> E |am — LIP
mel
lam—L|>6

> 6" {m € I : |am — L| > 6}

ve boylece

1

1
> am = LIP > 6" [{m € I, : |ay, — L| > 6}
h?méft h?

1
Zh—f5p|{m61t:|am—L|25}|

yazilabilir. Bu egitsizlikte ¢ ye gore limit alinirsa a,, — L(Sg ) elde edilir. Boylece

Ng(p) C S bulunur. a = 8 ve p = 1 igin [Ng(p)] C S} icermesinin kesin oldugunu
1

gosterelim. 6 = {j;} bir lacunary dizi olmak tizere her 6 > 0 ve 3 < a<1ign

[V

a
t

1
h—a}{melt:]am—Olzé}: —0, (t— o0)
t

yani a,, — 0(S§) elde edilir.
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0 <a<1igin,

1 h h
15, o WELLEL
tmEIt t
olup a =1 igin,
1
L WEIVEL
hi = hi

1
olur. Dolayisiyla 0 < o < 1 igin a,, - 0([N§(p)]). Bu nedenle 5 <a < 1 igin,
[Ng'(p)] C S§ dur. |

Sonuc 4.14 0 <a <1 ve0 < p < oo olsun.
i) Eger bir dizi L sayisina [N§(p)]-toplanabilir ise, bu dizi L ye S§-yakimsaktir.

ii) Eger bir dizi L sayisina [IV§'(p)]-toplanabilir ise, bu dizi L ye Sp-yakinsaktir.
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5. DIZILERIN o. MERTEBEDEN Z- ISTATISTIKSEL
VE I- LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde, reel diziler igin ideal kavrami kullanmilarak verilen «. mertebeden
T-istatistiksel ve Z-lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlari ile ilgili Das ve Savas

(2014) tarafindan yapilan galigmadaki tanim, 6rnek ve teoremler verilecektir.

Calismanin bu boliimiinde Z C 2N, dogal sayilar kiimesinin bir uygun ideali olarak

secilecektir.

Tanim 5.1 0 < a <1 olmak tizere her 4, v > 0 igin
{kEN:kia|{m§k:|am—L|25}[ 27} el

sart1 saglaniyorsa (a,,) reel dizisi L sayisina «. mertebeden Z-istatistiksel yakinsak

veya S(Z)*-yakmsaktir denir ve a,, — L(S(Z)%) bigiminde gosterilir.

a. mertebeden Z-istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S(Z)* ile gosterilecektir.

Uyar: 5.2

i) a =1 olmasi durumunda S(Z)*-yakinsaklik kavrami Z-istatistiksel yakinsaklik

kavrami ile ortiisiir.

ii) Z = Z; olmasi durumunda S(Z)%-yakinsaklik kavrami . mertebeden istatis-

tiksel yakinsaklik kavrami ile ortiisiir.

ili) Z = Zr ve a = 1 olmas1 durumunda S(Z)*-yakinsaklik kavrami istatistiksel

yakinsaklik kavrami ile ortigtir.

Ornek 5.3 7 = Tp, olarak alalim. (Ag) dizisini 1 < k < 10 igin A\, = 1 ve her £ > 10
icin A\, = k — 10 olarak tammmlayalim. Ayrica A kiimesi A = {12,2% 3% 42 52 ...}
bigiminde olsun. (a,,) dizisini ise
m k—[[\/)\_g]]%—lgmgkz ve k¢ Aise
=9 m , k—=—X+1<m<k ve ke Aise
0 , diger durumlarda

bi¢iminde tanimlayalim.
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Bu durumda her 0 < § < 1 i¢in I = [k — A\ + 1, k] olmak {izere k - co ve k ¢ A

iken

1 vV
—‘{mEIk:|am—0|25}‘:M—>0
Ak Ak

olur. Boylece her v > 0 ve baz1 n; € N icin
1
{k; eN: F|{m €Iyt |am| > 6} > 7} Cc AU{L,2,...,n1} (5.1)
k

olur. Simdi v > 0 verilmis olsun.

oldugundan her k£ > ns igin
k=X v
ko T2

olacak sekilde bir ny € N sayisi secilebilir. Bu durumda ¢ > 0 ve her k£ > ny igin

1 1 1
ﬁ‘{m <k:la,| >0} = ﬁ‘{m <k— M\t Jam| > 0} —I—k—a|{m € Iyt |am| > 6}

<k—)\k
= Lo

+k—1a‘{m € Iy |an| > 5}}

<

|2

+ ia|{m € Iy : |am| > 6}
Ak

olur. Boylece, (5.1) den n = max{ny,ns} olmak tizere
1 1 v
keN:E‘{mgk:\aMzé}‘Zv C kGN:F|{m€Ik:|am|25}‘2§
k

U{1,2,3,... 0}
c Au{L,2,...,n}

olur. Sag taraftaki kiimenin Z idealinin elemani oldugu aciktir. Bu durumda sol
taraftaki kiitme de Z nmin elemam olur. Bu ise (a,,) dizisinin 0 a «. mertebeden
T-istatistiksel yakinsak oldugunu gosterir. Fakat bu dizi 0 a a. mertebeden istatis-

tiksel yakinsak degildir.

Teorem 5.4 0 < a <3 <1 olsun. Bu durumda S(Z)* C S(Z)? dir ve 6zel olarak

T = Iy olmak tizere o < (3 sarti saglayan bazi «, 8 lar icin bu icerme kesindir.
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Ispat: a,, — L(S(Z)®) olsun. Bu durumda 0 < a < 8 < 1 icin
1 1
slm <k lan — LI > 8} < - [{m <k : |an — L] > 6}
ve boylece her v > 0 icin
{kGN:k}B‘{mSk:am—MZé}‘ zy}g{kzeN:;}{mgk‘:am—L|25}‘ 27}

olur. Yukaridaki ifadenin sag tarafindaki kiime kabultimiizden Z idealine ait oldu-
gundan sol tarafi da Z nin elemamni olacaktir. Bu ise S(Z)® C S(Z)? oldugunu gosterir.
Teoremde bahsedilen baz1 «, § lar ile ilgili olarak kapsamanin kesin oldugunu goster-

mek i¢in n,m € N olmak tizere

1 , k=n™ise,
ag =
0 , k#n™ise

bi¢ciminde bir (ay) dizisi tammlayalim. Bu durumda Z = Z; olmak iizere

S(T)? —limag = 0, yani (ay) € S(Z)?, fakat (ay,) ¢ S(Z)* dur. u

Sonuc 5.5 Eger bir dizi L ye a. mertebeden Z-istatistiksel yakinsak ise, o zaman

bu dizi L ye Z-istatistiksel yakinsaktir, yani S(Z)* C S(Z) dir.

Tanim 5.6 6 = {j;} bir lacunary dizi ve 0 < a < 1 olmak fizere her 4, v > 0 igin
1
{tENh—a}{mEItkLm—L\ 25}} Z"}/} el
t

sart1 saglaniyorsa (a,,) reel dizisi L sayisina «. mertebeden Z-lacunary istatistiksel
yakinsak veya Sp(Z)*-yakmsaktir denir ve a,, — L(Sp(Z)®) bi¢iminde gosterilir.
a. mertebeden Z-lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi Sy(Z)* ile gosteri-

lecektir.

Uyar1 5.7

i) a = 1 olmasi durumunda «. mertebeden Z-lacunary istatistiksel yakinsaklik

kavrami Z-lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami ile ortiigtir.
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ii) Z = Z; olmasi durumunda «. mertebeden Z-lacunary istatistiksel yakinsaklik

kavrami «. mertebeden lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami ile ortisiir.

S(Z)* ve Sp(Z)* kitmeleri tiim reel diziler uzayimin lineer altuzaylar olup, agagidaki
iki teoremde bu uzaylarin topolojik bir niteligi incelenecektir. Her ikisi i¢in de benzer

ispat yontemi uygulandigindan, sadece Sy(Z)* icin detayl bir ispat yapilmigtir.

Teorem 5.8  Sy(Z)* N ly, ls smirh reel dizi uzayimin kapal bir alt kiimesidir.

Burada [, tiim sinirh reel dizilerin supremum normuyla birlikte bir Banach uzayidir.

Ispat: 0 < o < 1 ve (a") € Sp(Z)* Ny dizisi a € o, noktasmna yakmsayan bir
dizi olsun. a € Sy(Z)* Nl oldugu ispatlanmalidir. Sp(Z)* C Sp(Z) ve Lemma 2.20
geregince Sp(Z) Ny, ls uzaymin kapal bir alt kiimesi oldugundan a € Sp(Z) Nl
dur. Ayrica her n = 1,2,3,... igin a" € Sy(Z)* Nl oldugundan, (a™) dizisi baz
A,, sayilarina Z-istatistiksel yakinsaktir. Oncelikle (A,) dizisinin bir A sayisina
yakinsadigi ve (a,,) dizisinin A ya «. mertebeden Z-istatistiksel yakinsak oldugu
gosterilmelidir. Pozitif sayilarim monoton azalan ve 0 a yakinsayan bir (6,,) dizisini

alalim.
On
4

la = a"flo <

olacak gekilde pozitif bir n tamsayist segilsin. 0 < v < 1 olsun. Bu durumda

1 On v
= L — : no_ > — —
C {teN D {mé[t lak — A,| > 4}‘<3}€.7:'(I)
ve
1 +1 Ont1 i
D {tGN P {mEIt lal Apia| > 1 H < 3 € F(I)

olur. CND e F(Z)ved¢ F(Z) oldugundan t € C'N D segilebilir. Bu durumda

hlt{meft:|a”m—An|2%H<%

ve
1

hy

0 gl
I - n+1_An > n+1}‘<_
{m S t |am +1| - 4 3

olur.
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Boylece

5n+1

hy

)
{meQJ%—AAziﬂuﬁﬁ—Amﬂz

H<'y<1

6n+1

On
olur. Dolaywsiyla |a], — A,| > 5 Ve lamtl — A, | >

olacak sekilde bir m € I,

vardir. Bu durumda
A — Ania] < |An = ap| + lap, — ap™ + lap™ = Apg|

< lap, = Anl +lap" = Ansa| + lla = a"oo + la — "l

0n  Onyr  On O
+ I <G,

<
— 4 4 4 4 -

yazilabilir. Bu ise (4,,) dizisinin R reel sayilar kiimesinde bir Cauchy dizisi oldugunu
gosterir. Bu nedenle de n — oo i¢in A,, — A olacak gekilde bir A € R vardir. Simdi
Ay, — A(Sp(Z)%) oldugunu gosterelim. Her § > 0 i¢in 6, < §/4, |ja —a" || < 0/4 ve

|A, — Ani1| < 0/4 olacak sekilde bir n € N segilsin. Bu durumda

1 1
—H{mel|a,— Al =20} < —=[{mel:|a} — 4]+ lam — al]l
hi hi

+ 14, — Al > 6}

1
< =

W {melt;|a¢n—An\+§+§z(5H

4

{mEIt:|afn—An| Zg})

S —
hit

olur. Boylece

1
{tEN:F|{mEIt:|am—A|25}‘<7}
t

1
O<teN: —
—{E he

)
{me L an, — Ay > 5}‘ <7} e F(I)
bulunur. Buradan ise
1
{tEN:F|{m€]t:|am—A|25}‘<7}E]—“(Z)
t

ve
1
%EN:ﬁHmehzmm—mz5H27}€I
t

elde edilir ki bu ise a,, — A(Sp(Z)*) oldugunu gésterir. |
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Teorem 5.9 0 < a < <1 olsun. Bu durumda Sy(Z)® C Sp(Z)? dur.

Ispat: a,, — L(Ss(Z)) olsun. Bu durumda 0 < o < 8 < 1 icin
1 1
—ﬁ‘{melt:|am—L| 25}‘ S—a‘{melt:|am—L| 25}‘
I hi
ve boylece her v > 0 icin
1 1
{tGN:hﬁ‘{mEIt:mm—L25}’27}@{1561\1:m‘{melt:|am—L|25}‘27}
t t

olur. Yukaridaki ifadenin sag tarafindaki kiime kabultimiizden Z idealinin elemani
oldugundan sol tarafi da Z nin elemam olacaktir. Bu ise Sp(Z)* C Sy(Z)” oldugunu

gosterir. [

Sonuc 5.10 Sy(Z)* C Sp(Z) dir ve 6zel olarak Z = Ty olmak lizere a < [ gartim

saglayan bazi «a, 8 lar i¢in bu igerme kesindir.

Teorem 5.11 6 = {j;} bir lacunary dizi ve 0 < a <1 olsun. Bu durumda

(i) am = L([No(2)*]) = am — L(59(Z)%),
(ii) [No(Z)?], Sp(Z)™ nin bir 6zalt kiimesidir.

ispat:
(1) @ — L([Ng(Z)%]) olsun. Bu durumda her ¢ > 0 igin

> am =Ll > Y lam— LI >6|{m €L, : |ay, — L| > 6}
mel mel
|‘1m_L‘25

yazilabilir. Boylece

1 1
h?Z|am—L|Zh—?‘{m€]t:|am—L|25}‘

mel;

J.

olur. Buradan her v > 0 i¢in

1 1
{tEN:h—?‘{mEIt:|am—L|25}‘Zy}g{tEN:h—?ZkLm—L\Zéy}

mel

olur. Yukaridaki ifadenin sag tarafindaki kiime kabuliimiizden Z idealinin elemani
oldugundan sol tarafi da Z nin eleman olacaktir. Bu ise a,,, — L(S¢(Z)*) oldugunu

gosterir.
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(ii) [No(Z)*] C Sp(Z)* igermesinin kesin oldugunu gostermek icin bir (a,,) dizisi her
t=1,2,3,... i¢cin

(am) = (1,2,...,[\/h$],0,0,...)

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda her ¢ > 0 i¢in

h—la‘{m €1, Jam — 0] > 8}| < [[\2?]]
t t

ve her v > 0 i¢in
1 /he
{t€N2ﬁ|{m€fti|am—0|Z5HZ’Y}Q{tGN:[[h—at]]ny}
t t

elde edilir. Bu igerme ifadesinde sag taraftaki kiime sonlu ve bu nedenle 7 idealine

ait oldugu i¢in a,, — 0(Sp(Z)®) bulunur. Diger taraftan

L5 oo - WML

mel

dir. Z bir admissible ideal oldugundan F(Z) ya ait baz1 i € N ler i¢in

N N[, WENEL) 1
{teN.h—?me—OQZ}—{teN. [h] 25}

={i,i+1,i+2,...}

mel;

olur. Buradan a,, - 0([Ny(Z)?*]) elde edilir. [

Teorem 5.12 6 = {j;} bir lacunary dizi olmak tizere eger limt inf ¢ > 1 ise, bu
durumda a. mertebeden Z-istatistiksel yakinsak bir dizi a. mertebeden Z-lacunary

istatistiksel yakinsaktir.

ispat:
limt inf ¢ > 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda yeterince biiyiik ¢ ler igin

gt > 1+ n olacak gekilde n > 0 sayis1 vardir. Boylece,

hOl
t>77

kr = 147

esitsizligi saglanir.
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Bu durumda her ¢ > 0 igin

1 1
waltm <o o = L1 2 0} 2 | {m € o fam — L] > 6}
t t

hy 1
=——{mel:la,—L| >0

i 1
> — cl:|lay,—L| >0
_1+77h?}{m ¢ la | > H

ve dolayisiyla her v > 0 icin

1
{tEN:ﬁ‘{mEL:\am—Mzd}‘27}
t

1 . n

CteN:—|{m<j:l|ay—L| >} >—

_{ gl m < | |29} 1+77}
bulunur. Yukaridaki ifadenin sag tarafindaki kiime kabultimiizden Z idealinin el-
emani oldugundan sol tarafi da Z nin eleman: olacaktir. Bu ise a,, — L(Sy(Z)%)
oldugunu gosterir. [
Agagidaki son iki teoremde her E € F(Z) kiimesi igin

Ak g1 <k < i, r € B} € F(T)

sartim saglayan 6 = {j;} lacunary dizisi goz oniine alimacaktir.

Teorem 5.13 6 = {j;} yukarida bahsedilen gart1 saglayan bir lacunary dizi olmak
lizere eger limsup ¢; < oo ise, bu durumda Z-lacunary istatistiksel yakinsaklik bir
t

dizi Z-istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: limsup ¢ < oo olsun. Bu durumda her ¢ > 1 icin ¢, < H olacak sekilde bir
t

H > 0 sayis1 vardir. Pozitif 6,y ve ¢ i¢in
U:{tEN:hlt|{melt:|am—L|25}| <7}
ve
V:{kEN:%}{mSk:|am—L|25}| <19}
kiimeleri tanmimlansin. Eger a,, — L(Sp(Z)) ise, bu durumda U € F(Z) oldugu
aciktir. Ayrica, her v € U igin

1
Au:h—‘{melu:|am—L| >0} <y
oldugu gortiliir.
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Bazi t € U lar icin j;_1 < k < j; olacak sekilde k € N oldugunu kabul edelim. Bu

durumda

1 1
E}{mﬁki |am — L| > 6} < ——|{m < ji : [am — L| > 5}
Jt—1

:—]{mell.| — L| > 0}
Jt—1
1
Ji—1
= e faw — 1 2 )|
Ji—1 Iy
+ 22N e L |ay, — L] > 6}
Jt—1 N2
eq 1
b I e L ay - L] 2 6
J—1 he
yr .]t Al—l-h, ]1A2—|—- +]t ]t—lAt
Jt—1 Jt—1 Ji—1

bulunur. Burada 9 = % olarak secilir ve
Uik g <k<jireE}cV

gercegi goz oniinde bulundurulursa, lacunary dizi tzerindeki koguldan dolay:

V € F(Z) elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. [

Teorem 5.14 0 < a < 1 olsun. 6§ = {j;} yukandaki sart1 saglayan bir lacunary

dizi olmak tizere eger

w3 o= <

ise, bu durumda «. mertebeden I—lacunary istatistiksel yakinsak bir dizi . mer-

tebeden Z-istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: a,, — L(Ss(Z)*) olsun. Pozitif §,~ ve ¥ icin
1
t
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ve

1
V:{keN:E}{mgk:|am—L125}| <19}
kiimeleri tanimlansin. Bu durumda U € F(Z) oldugu agiktir. Ayrica, her u € U
icin
1
Au:h—\{melu:|am—Ly >0} <~
oldugu goriiliir. Bazi1 ¢ € U ler icin 5,1 < k < j; olacak sekilde k£ € N oldugunu

kabul edelim. Bu durumda

1 1
k—@}{m§k:|am—L| >0} < —|{m < ji : |am — L| > 0}
Jt—1

= L lmel o, — 1|24}

Ji—1
1
+oot—{mel:|a,— L| > 6}
Jt—1
— I L me i lan — L] 2 6}
jtflhl
. 1
LU i)t L am - L) 2 6]
Jt—1 hz
i v
+ - —l-(jt ,01% ) —a|{m€It:|am—L]25}|
Ji—1 hg
_ {.f A1—|—(]2 a]l) A2_|_'”+(.]t_.a]t—1) A,
Ji—1 Ji—1 Ji—1
o (s = jn)®
(ueU ( t nz:% (Je—1)®
< Hy

olur. Burada 9 = % olarak secilir ve
ULk g <k <jnreE}cV

gercegi goz oniinde bulundurulursa, lacunary dizi tzerindeki koguldan dolay:

V € F(Z) elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. |
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