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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

N
R(N)

my,
mn,
My,

sup
inf

: Dogal sayilar kiimesi

: Newtonyen olmayan reel sayilar kiimesi
: a —siralama

: Yildiz limit

: Tamim olarak esit

: Newtonyen olmayan toplam
: Newtonyen olmayan dl¢ii

: o —das Slgid

@ —ig Oleil

: Newtonyen olmayan supremum
: Newtonyen olmayan infimum
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REEL SAYILARDA NEWTONYEN OLMAYAN LEBESGUE
OLCUSUNUN BAZI OZELLIKLERI

OZET

Bu tez calismasi dort bolimden olugmaktadir. Birinci béliimde, giiniimiize kadar
yapilan ¢alismalar ve uygulamalari hakkinda kisaca bilgi verildi. ikinci bélimde tez
konusu ile ilgili temel tanimlar ve teoremler verildi. Ugiincii biliimde Newtonyen
olmayan agik ve kapali kiimeler tanimlandi ve temel teoremler verildi. Ayrica
Newtonyen olmayan agik kiimelerin 6lgisit verildi.

Tezin dordiincii bdliimi {i¢ kisimdan olusmaktadwr. Birinci kisimda Newtonyen
olmayan sinirh, kapal: kiimelerin 6lgiileri tanimlandi ve temel teoremler verildi. ikinci
kisimda, Newtonyen olmayan smirlt kiimenin i¢ ve dig tanimlanmis ve teoremler
verildi. Son kisimda Newtonyen olmayan sinirh kiimelerin Lebesgue anlaminda
Olciisti tammlanmig ve teoremler verildi.

Anahtar Kelimeler: Newtonyen olmayan &lgii, Newtonyen olmayan dis 6lcii,
Newtonyen olmayan i¢ 6lgii.



SOME PROPERTIES of NON-NEWTONIAN LEBESGUE
MEASURE in REAL NUMBERS

SUMMARY

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, the information about the
studies that are done until today and these application areas, were briefly given, In the
second chapter, basic definitions and theorems about the thesis subject were given. In
the third chapter, non-Newtonian open and closed sets were defined and basic
theorems were given. In addition, the measure of non-Newtonian open set was given.
The fourth chapter of the thesis is composed of three sections. In the first section, the
measure of the bounded, closed set which is non-Newtonian is defined and basic
theorems are given. In the second section, the inner and outher measures of the non-
Newtonian bounded sets were defined and related theorems were given. In the last
section, the measure of the non-Newtonian bounded sets in the sense of Lebesgue was
defined and theorems were given.

Keywords:  Non-Newtonian measure, Non-Newtonian inner  measure,
Non-Newtonian outher measure



BOLUM 1. GIRIS

Grossman ve Katz []] ¢aliymasinda Newtonyen olmayan kalkiiliisii tanimlamiglardir.

Yazarlar oncelikle klasik kalkiiliis, Geometrik kalkiiliis, Harmonik kalkiilis ve
Kuadratik kalkiiliisti tanimlamig, daha sonra da Bigeometrik, Biharmonik ve

Bikuadratik kalkiiliisii tammlamiglardir.

Grossman [2] cahsmasinda bigeometrik kalkiiliiste Glgiden bagimsiz tiirevi
incelemisti.  Grossman [3] ¢alismasinda meta kalkiiliiste tirev ve integrali
incelemistir. Uzer [4] calismasinda klasik kalkiiliise alternatif olan carpimsal tip

kompleks kalkiliisii incelemigtir. Tiirkmen ve Basar [5] ¢alismasinda geometrik

kalkiiliiste dizi uzaylar iizerinde ¢alismislardir.

Cakmak ve Basar [6] calimasinda Newtonyen olmayan kalkiiliiste dizi uzaylar
iizerinde ¢aligmiglardir. Bashirov ve ark. [7] ¢aliymasinda Geometrik kalkiiliis ve

onun uygulamalan {izerinde ¢aligmiglardir. Bashirov ve Riza [8] calismasinda

kompleks ¢arpimsal kalkiiliis iizerinde ¢ahsmiglardir.

Duyar ve ark. [9] calismasinda  Newtonyen olmayan reel eksende baz: temel
topolojik &zellikler elde etmiglerdir. Duyar ve Ogur [] 0] calismasinda Newtonyen

olmayan reel sayilarin topolojisi iizerinde ¢aligmiglardir. Duyar ve Sagwr [l 1]

¢alismasinda Newtonyen olmayan Lebesgue 6lgiisii iizerinde ¢aligmiglardir.

Megginniss [12] caligmasinda Newtonyen olmayan kalkiiliisii insan davranisina ve

se¢im yapmaya uyarlanmig olasilik teorisini olusturmak i¢in kullanmistir. Florak ve

Assen [13] ¢absmasinda Biomedikal goriintii analizinde Newtonyen olmayan

kalkiiliis kullanmislardir.



Filip ve Piatecki [14] calismasinda ekonomideki neoklasik biiyiime modelini yeniden

dogrulamak ve analiz etmek igin Newtonyen olmayan kalkiiliisii kullanmislardir.

Erdogan [15] calismasinda Newtonyen olmayan reel sayilarda fonksiyon dizileri ve

serileri iizerinde ¢alismigtir, Erdogan [16] calismasinda Newtonyen olmayan reel say)

serileri ve has olmayan integral iizerinde ¢alismustir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. a —Aritmetik

2.1.1. Tamm: Tamm kiimesi R ve goriintii kiimesi A € R olan birebir fonksiyona

tireteg denir. Ornegin I 6zdeslik fonksiyonu, exp fonksiyonu birer iiretegtir[1].

2.1.2. Tamm: G&rintii kiimesi A olan bir @ —Ureteci verilsin. Her x,y € A olmak

iizere agagidaki islemler ve siralama bagintisiyla a@ —aritmetik olarak ifade edilir. [l]

a —toplama x+y= a{a'(x)+u (y) }
a —¢ikarma X2y= ﬂ{al X) U'(Y)}
@ —Carpma XXy= u{u'(x)xa }

a —bsIme (a"(y):tO) x/y=a {a‘(x /a'(y)}
a —siralama xsyea'(x)<al(y)

2.1.3. Tamm: x <0 olan sayilar a —negatif sayilar, x >0 olan sayilar —pozitif
sayilardir. @ —sifir sayisi 0 = a(0) ve a —bir sayisi 1 = a(1) olarak gosterilir.
a —tamsayilar 0 sayisina ardisik olarak 1 sayisinin @ —toplamasiyla ve 0 sayisindan

ardigik olarak 1 sayisinin @ —gikariimasiyla elde edilir[1]. Ayrica

a —tamsayilar
2(=3),a(-2),a(-1),a(0), a(1), a(2), a(3),...
seklinde tanimlanir.

Her n tamsayis1 @ —aritmetige gbre n = a(n) ile gdsterilir.



2.1.4. Tamm: R(N), = R(N) := {a(x) : x € R} kiimesine Newtonyen olmayan reel

say1 kiimesi deni[1].

2.1.5. Tanim: Ac R(N) kiimesindeki bir x sayisinin @ —Karesi x2~ ile gosterilir ve

x2N = x % x olarak tamimlanir []]

Ac R(N) kiimesindeki bir x sayisinin a —karekékii, @ —karesi x sayisina esit olan
a —negatif olmayan sayr olarak tanimlanir ve \/EN ile gdsterilir. Yani
thN=xot= \/EN yazilir. Bdylece t = \EN = a{\/m seklinde gosterilir.

x € R(N) elemaninin p. Newtonyen olmayan iissii ve g. Newtonyen olmayan kokii

ar=N.
sirastyla x”¥ ve Vx ile gdsterilir.

X =xxx= a{a"(x)m"(x)}

XM =g xx = a{a" {u(a"(x)x o’ (x))}xa" (X)}

X =gy = a{[u" (X)]p}

seklinde tammlanir[1,6].
2.1.6. Tanim: R(N) de (a,b)y a —agik aralif
(a,b)y={xeR(N): a<x<b}
={xeRN): a (@) <a"'(x) <a”l(b)}
= ala~1(a),a1(b)).
Benzer sekilde [a,b]ly  a —kapali aralig:
[a,bly={xeR(N): a<x<bh}
={xeR(N): a(a) <a (x) < a"1(b)}
= a([a~!(a),a™1(b)])
seklinde tammlldlr[l l] .



2.1.7. Ornek: exp fonksiyonu ile olusturulan geometrik aritmetik x,y € R* icin
a-toplam  x+y=exp{Inx +Iny} =x.y
a- ¢ikarma x:y=exp{lnx-lny}=x/y

a-garpma  XXy= exp{Inx.Iny} =x"™ =y

.- bdlme xf’;,mexp{lnx/[ny}=x"""r (y=1)
seklinde tammlamr[l] .
2.1.8. Tamm: Her k € N i¢in x;, € R, olmak iizere

ac . - . )
= +Xx, ..
.,Z Xy =X tXx, +..+X,

=“{Z:’_.0“-l (xk)}

sonsuz toplamina a- seri denir [18].

2.1.9. Tanim: ,,Za,, bir Newtonyen olmayan seri olmak iizere, genel terimi
n=|

imn =
Sp T Za,, olan (5,) dizisine uzan serisinin Newtonyen olmayan kismi toplamlar
n=]

n=]

m
dizisi veya w«-kismi toplamlar dizisi denir. Yine (S.;)=, Zan a - toplamina ise

n=l

Newtonyen olmayan m. kismi toplami denir [16].

2.1.10. Tamim: uzan serisinin (Sn) kismi toplamlar dizisi o - yakinsak ise, bu serinin

o-yakinsak oldugu sdylenir. Eger “limS, =s ise uza,. =5 yazihr. “lim§, limiti
n=kaD el =

o
yoksa veya “limS, ==oyada “lim§, = +w ise , Zan serisinin - wraksak oldugu
N=bm n=#E =l

s8ylenir[16].



2.1.11. Tanim: Bog olmayan bir X € R(N), altkiimesi verilsin. Eger her x € X igin
x < b (x = a) olacak sekilde bir b € R(N), (a € R(N),) elemani varsa X kiimesi

a —ustten sinirh { a- alltan sinirfr) ve b sayisina da (a sayisina da) «- iist sinir (a-alt

simir) denir[16].

2.1.12. Tanim: Eger X kiimesi a- iistten sinirh ve a-alttan sinirli ise bu X kiimesine

a - simirh kiime denir [16].

2.1.13. Tanim: Bos olmayan X c R(N), alt kiimesi verilsin. Her x € X igin x<M
(rn < x) olacak sekilde bir M e X (m € X) elemani varsa M sayisina (m sayisina) X
kiimesinin o - maksimal (- minimal) elemani denir ve kisaca

M ="“maks{x:x e X} ="maksX (m="min{x:xeX}=""minX)

ile tammlanir [16].

2.1.14, Tanmm: o-istten siurh (o-alttan simwrh) X € R(N), kiimesi igin
B ={b: b, X kiimesinin a —iist siin} (4 = {a: a, X kiimesinin a —alt sini1}) olsun.

B kiimesinin (4 kimesinin) «-minimal ( o-maksimal) elemanina X kiimesinin
. . a a: . - e
a- supremumu (& - infimumu) denir ve “supX ("InfX) ile gosterilir [16].

2.1.15. Teorem: a) Bos olmayan ve a- iistten sinirli her X € R(N), alt kiimesinin bir

tek o- supremumu vardur.

b) Bos olmayan ve a-alttan sinirh her X < R(N),alt kiimesinin bir tek

a — infimumum vardir [16].

2.1.16. Teorem: Bos olmayan - iistten sinich bir A © R(N), kiimesi verildiginde

c= “supA olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

i) ¢ sayisimn A kiimesinin bir o- iist stnir1 olmasi ve

i) her £ >0 sayis1 igin ac50‘8 olacak sekilde en az bir a,€A sayisinin

bulunmasidir [I 6] .

2.1.17. Teorem: Bos olmayan ve a —alttan sinith 4 € R(N), kiimesi verildiginde

c="infA olmas: igin gerek ve yeter sart



i) ¢ sayisinin A kiimesi icin bir a —alt sinir olmasi ve

ii) her £ > 0 sayisi icin aﬂéc‘i'ﬁ olacak sekilde en az bir 2, € A sayisinin

bulunmasidir [16].



BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Newtonyen Olmayan o-agik ve a- kapah kiimeler

3.1.1.Tanim: E € R(N) altkiimesi ve ¢ € R(N) verilsin. E kiimesinin tamamen

icinde ¢ noktasint igeren bir o -acik aralik varsa ¢ noktasina i¢ nokta denir ve
ce(a,b), cE<a’(c)ea’ ((a, b),, ) = (a"(a),u"(b)) ea’'(E)
seklinde gdsterilir [] 0] .

Bu tanima gore ¢, E © R(N) altkiimesinin bir i¢ noktas: olmasi igin gerek ve yeter sart

a’ (c) sayssmmn a~1(E) c R alt kiimesinin i¢ noktasi olmasidir[10].

3.1.2.Tamim: E < R(N) altkiimesinin tiim noktalari i¢ nokta ise E kiimesine «-agik

kiime denir[10].

Bu tanima gore G kiimesinin «-ag¢ik kiimesinin ters griintiistiicc™ (G). R de agik

kiimedir.

3.1.3. Ornek: Her (a,b)N a-agik araliglt R(N)’de a-agik kiimedir.

ce(a,b)N alinsin. Bu durumda a"(c)e(a"(a),u"(b))olur. (1"(0) ic nokta

oldugundan (a" (¢)-r,a (c)+r) c (a" (a),a’ (b)) olacak sekilde r > Osayisi vardr.

Buradan

a'(c)e (a" (a),a” (b)) =3r>0: (a“(c) -r,a’(c)+ r) c (a"(a),u" (b))
a (u" (©-o'(a(r)), e’ (@) +a’ (a (r))) ca (a"(a), u"(b))

= (a(a" (c)-a’ (u(r))),a(a" (c)+a’ (u (r)))) ca (a" (a),a” (b))



=>(c=a(r),c-i-a(r))N <(a,b),.

3.1.4. Teorem: R(N) de a-agik kiimelerin keyfi bir ailesinin birlesimi  a-agiktir
[10].

ispat: G =UG olsun, burada biitin G, kiimeleri R(N) de aciktrr. ¢ e Gise, I; ’lar
igin CE G,-o yazilir. Boylece G, R(N) de agiktir. Bu durumda a —agik (a,b)N aralig
vardir dyle ki

ce (a,b)N <G, < Golur. Bu ispati tamamlar.

3.1.5. Teorem: R(N) de sonlu sayida a-agik kiimelerin kesisimi a-agik kiimedir

[10].

Ispat: G,,tt‘lm i=12,.. nigin R(N) de @ —agik kiime ve G = nGi olsun. Herhangi

ce G alimirsa her i =1,2,...,n igin (ai,bi) a - araliklar1 vardir dyle ki

N
ce(a;,b,), =a(a’(@,),a'(®))cG,
yazilir. Buradan
«'(© e(a'@),a’b))ca’(G)
olur. Yine
A =max{a’'(a)...a’@,)}, p=min{a"®,),...a" b,)}

tamimlansin. Buradan
a'(cye(hpn)c ﬁu"(Gi)
-1
olur ve boylece
cea((hu))=(a®),aw), = u[ﬁa"-(c,)) cG

elde edilir.



Bu ise G kiimesinin bir a-agik kiime oldugunu gésterir.

3.1.6. Teorem: Eger G kiimesi R(N) de agiksa tiimleyeni G¢ =R(N) -G
a-kapahdir[10].

Ispat: ceG keyfi nokta olsun. Buradan R(N) de (a,b)N a-agik aralig: vardwr
dyleki ¢ E(a,b)h. C G yazilir. Buna gore, G'nin herhangi bir noktasi G nin limit
noktasi olamaz. Bu nedenle G° tiim limit noktalarini igerir ve G¢ a - kapahdir.
3.1.7. Teorem: Eger F kiimesi R(N) de kapaliysa, timleyeni F€ agiktir [10].

Ispat: c & F° keyfi nokta olsun. Bu durumda ¢, F kiimesinin bir limit noktas degildir.
Bu nedenle c&(a,b), ve (a,b) NF=@ olacak sekilde R(N) de bir a-agik (a.b),

arah vardir. Dolayisiyla ce(a,b), = F¢ yazilir. Son olarak F€ nin her noktas: ic
g N

noktadir. Bu ispati tamamlar.
3.1.8. Tamm: E, R(N) de bostan farkl sinirlt bir alt kiime olsun ve a=inf.E,

b=sup,E olsun. S= [a,b]N a - kapali arahigi, £ kiimesini igeren en kiigiikk a-kapal:

aralik olarak adlandirilir. Burada agiktir ki
inf E = a(infa" (E)) ve supE =a(supa’ (E)) dir[10].

3.1.9. Teorem: Eger S =[a,b]~ R(N) kiimesinde sinirh kapali alt kiime F kiimesini

iceren en kiigiik o -kapal araligiise S-F kiimesi R(N) 'de a-a¢ik olur[lO].
Ispat: S-F= [a,b]h_ -F
=a([a’@),a"(b) ]-a"(F))

= a((a" (a), u':(b)) ~ua’ (F)° )

ve (a'l(a),a'i(b))ﬂ(u'l(F))c kiimesi R'de agik bir kiime oldugundan S-F

R(N) de a —aqik olur.



3.1.10. Tamim: x, R(N) de bir nokta ve A < R(N) nin bir altkiimesi olsun. Eger x

noktasini igeren (a,b)N a —acik araliklarinda x noktasindan farkh 4 kiimesine ait bir

nokta varsa, x’e A’ nin limit noktas: denir [9].

3.1.11. Tanim: A kiimesinin her noktasi limit noktasi ise A kiimesine a-kapalidir

denir.

Bu tanima gore 4 «-kapali ise @7'(4), R de kapaldir[9].

1



3.2. a- Acik Kiimelerin Newtonyen Olmayan Olgiisii

3.2.1. Teorem: R(N) deki (a,b)y a -—agik arah@inmn 6lciisii
m (a,b), = a(m(a (a).a" (1)) (3.1
seklinde tammlansr[11].
(3.1)esitligi asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir:
m, (a,b), = a(m(u"(a),a"(b)))
= a(u"(b)—a"(a))
=b-:a.

3.2.2. Tamm: R(N) de bostan farkli bir G «-agik kiimesinin Newtonyen olmayan

dlgiisii bilesen araliklarinin Newtonyen olmayan &lgiilerinin toplamidir. Yani
my(G) =y D my(,).
k

Ayrica
my (G) = ZmN (a,.b,)y
k

= Za(m(a' @)’ ()
o Snfa e 0)

e Zbk :a,.
Burada 6, =(ak,bk)N dir. Ayrica
G=Ll\Ji‘3k =l_ﬁ)(ak,b,\)N =LLJu(a"(ak),a"(b ))= H[L;J( '(a,),a” (b, )J

oldugu kolayca gériiliir.

o- dreteci I-1 oldugundan (u" (a,).a’ (bk)) k = 1,2,... araliklana '(G) 'nin
bilesen araliklardir[11].

12



BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. a-Kapah, a-Simrh Kiimelerin Newtonyen Olmayan Olgiisii

4.1.1.Tamim: E(N) de bostan farkh a-smrh, a-kapal bir F kiimesinin a-ol¢iisti
m,F=a{m(a’(A),0" (8))-m(a" (c5))
seklinde tanimlanir. Burada S=[A,B], F kiimesini igeren en kilgitk a- kapal aralik

ve C{=S-F g-aciktr. Dolayisiyla C{ a-agik kiimelerin birlesimi seklinde
yazilabilir.

Yukaridaki tanim asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir. Yine C§ a-agtk oldugundan

C's: U(ak,b) seklinde yazilabilir.
a{m m(a' )}

& m( )

a{m(a’(A),0" (B)) m( '(b)))}

mF

a

il

k

a

{

G

a{m 1(A), ' (B))- 3 (e (by)-a” (ak))}
{a'(s T ()0 )}
{ o (4))- [u(;(a-' (b)-c (ak))D}
~afe’ (B:A D)}

13



= U.{U-'I (B:A)-a" ( NZI: my (2,,b, )y )]
=afa’ (B:A)-a’ (m,C})}
= B:A:mNC]S:

elde edilir.

Eger F=[a,b]N alinirsa bu durumda S=[a,b]N olur ve F kiimesinin Newtonyen
olmayan 6l¢iisii

myF =a{(a’(a),a” (b))-m(a" (D))}
= a{a"' (b)-o' (a)-O}
=afa’ (b)-a (a))
=hzg

olur.

Eger F kiimesi sonlu sayida ikiser ikiser ayrik o-kapali araliklarin birlesimi yani

F=[a],bi]NU[az,bz]N U...U[an,bn]N ise S=[a,,b“]N olur.

Boylece

CE =[al’bn ]N '{[al’b!]N U[az’bZ]N U...u[an,bn ]N}

=(b,.a,), U(b,a;) U..u(b,,.a,),

(buam)

»

olur. Béylece a-kapal bu F kiimesinin o - 6lgiisii

mNF=u{m(u'](a|)s (b,))- (I[p, (buo2n) D}

- { («" (a,),a" (b, ))- (“( (b).a (a“)))}

k=1

=u{u"(bn)-a"(a,)-m( (@ (b,).0" am))J}

k=1
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afa (b0 (m)-( Bl 00) -+ ()
=ala’(b,)-a"(a,)-(a" (a.)-a" (b)) +...+a" (a,)-a" (b,,))}
=afa’(b,)-0"(a,)-a" (a,) o' (b)) -...-a” (3, )+ (b, )}
=aofa’(b)+a"(b,)+..+a" (b,)-a" (a,)-a" (a)-..-a' (3, )}

=b,+b, ..+b, -2 :a,:...:a

n
=N Zbk‘ak
k1

seklinde bulunur.

4.1.2. Ornek: aiireteci exp fonksiyonu olarak segilsin ve F=[a,,b]]N u[al,bz]N

olsun. Bu durumda S=|a, b] ve C{ ={b,,a, 1)y olur. Bu durumda F kiimesinin

a- Blgilsil
myF = a{m(a’(a,),a" (b,))-m(a" (b,,a), )}
o) m(a--(a(a-l(b,),u-l(az)»)}
=a{a’(b. -m{a’ (b,),a" (2,))}
o' u“(az)+u"(b-)}
= exp{Inb, - Ina, - Ina, +Inb}

=exp{In{b @)}

{ }

aa2

il
=2

I
=]
=}

seklinde bulunur.

4.1.3. Teorem: a-sinirl, o-kapal: F kiimesinin 6lgiisii o - negatif degildir.

15



Ispat : S=[a,b]N F kiimesini iceren en kii¢ilk a-kapah arahk olsun. Buradan
mNF=a{m(a"(a),u"(b))-m(a"(CE))}éa(O)

olur.

4.1.4. Lemma: o-smrh, a-kapal bir F kiimesi verilsin. Yine A a-acik aralik, F

kiimesini kapsasin. Bu takdirde
myF=mgA:m,C;
olur.
ispat: Burada A=(A,B)N ve S=[a,b]N, F a-kapali kiimesini iceren en kiigiik

a- kapah aralik olsun. Bu durumda

(m( )-m(a(c))
u{a' m(a ()
(e (e

{

mF=a

a

o (B)-at' ()-m( (5}
=afa’(B)-a" (A)-a ( (m(“-](CE))))}

=B:A:m,Ch

=myA:m,C}
seklinde bulunur.
4.1.5.Teorem: F ve F, a-smirh, o-kapal iki kiime olsun. Eger F, cF, ise
mF £m,F,
saglanir.

Ispat: S = (a,b)y, F, kiimesini iceren @ —agik aralik olsun. Boylece

myF, =a{m(a’(z).a" (b))-m(a’ (c3))
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olur. Buradan ispat tamamlanir.

4.1.6. Teorem: F a-kapah, o-smirh bir kime ve G a- agik, sinirli bir kivme olsun.

Eger FcG ise myF<m,G saglanm.

fspat: S=[a b]N, G a-agik kiimesini igeren en kiir;[ik o - kapali aralik olsun. Yine G
bir a-agikk kime oldugundan G= U a,,b, sekllnde yazilabilir. Ayrica S,

F kiimesini de igerir. O zaman

mNF=a{m( (u' )}
ofe()-'(2)-m(«" (<))

o

ol 3 (o (b,)-o (3 }

k=1

1A~

{
R

k=1

=N Zbk ta

k=1
=m,G
bulunur. Buradan
m,F<mG

oldugu elde edilir.
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4.1.7. Teorem: a-sirl, o-agkk G kiimesinin «- 6lgiisii, G kiimesi tarafindan

kapsanan biitiin o -kapah kiimelerin dlgiilerinin en kit¢iik iist simirdur.

ispat: Teorem 4.1.6 geregince m,G, FcG kosulunu saglayan biitiin F - kapal

kiimelerin dlgitlerinin bir «- iist sinindir. a-agik G kiimesi

G= U ,_,pk seklinde yazilabilir. Béylece

et
m,G = Z(“k Ay
kel

olur. Buradan

yazilir, Ayrica

a"(mNG)=Zu" (1)-o" (i)
oldugundan her €3 0 igin
5@ ()" (04))> @ (m,0)- L2

olacak sekilde bir # dogal sayis: vardir. Buradan

2ehs (h)-s0) ) oo H ('“G)z()D

:a(ga‘( )>u(a (m,G)- “']2(8)]

18



i
=a| ' (m,G)-a'| a” (2)
oo 5785 )

“o{ " (m0)-<' [(_:z)n

ve buradan

n . €
N DMy Py > m G

k=1 2
bulunur. Her k(k=1,2,..,n) igin [ak,l:ok]N C(lk,].lk)N olacak sekilde a-kapah
[ak,bk]N araliklari goz 6nilne alinsin, Béylece
a[a" (a, ),o' (b, )] c u(a" (A ).e (ny ))
yazilir. Buradan

[ (a) " (o) ] = (e (). ()

olur. Bu kapsama kullanilarak

o) o) ) 500

yazilir. Béylece

o (a(a’ (b,)-0" (3, ))) > " (a[a" (me)-a (A )- < (S)D

. &
=, S ),

olur. Bir Fj kiimesi

Fﬂ =U[ak’bk]n
k=1

seklinde tanimlansin. /; ¢ G ve F, a-kapalidir. Buradan
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myFy =y gbk A
- a(ga" (b, =ak)J
- u[gu" (a(a" (by)-a"(a, )))J

- a(gu-' (b,)-a'(a, )]

olur. Béylece

XN D BTN RN )
{2
St
k=) 2
L
2 2
=mG:¢

bulunur. Béylece mF, >m,G:£ olur ve £>0 keyfi oldugundan istenilen elde
edilir.
4.1.8. Teorem: a-smirll, a-kapall F kiimesinin o-§lgiisii, F kiimesini kapsayan

a-smrl, a-agik kilmelerin 6lgiilerinin en biiyiik alt smiridir.

ispat: a-kapal F kiimesini igeren bir a-a¢ik A arahig verilsin. Bu takdirde

m,F=mA:-m,C}
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olur. Cz kiimesi a-agik oldugundan Teorem 4.1.6 geregince Ci olacak
sekilde  a-kapali @ kilmesi  vardir.  Teorem  4.1.7  geregince
Ve 30 icin

m,®>m,C} :¢
yazilir
G, = Cj’ olsun.G, kiimesi a-agiktir ve F = G, olur. Buradan
m,G, =mA:m,®

<mA:mC} +¢
olur. Boylece

m,G, <m,F+¢

elde edilir.

4.1.9. Teorem: a-smnirl, a-kapali F kiimesi sonlu sayida ikiser ikiser ayrik

a - kapali kiimelerin birlesimi olsun. Yani
F=|JE, (K nE =0 k=zk)
olsun. Bu takdirde

n
myF =y ZFR
k=1
olur,

ispat: F a-kapal oldugundan o' (F) R de kapalidi. F=UFk oldugundan
k=1
a'(F)=a" [UFkJ=0a"(Fk)
k=1 k=1

olur. Dolayisiyla Uu" (Fk) kilmesi R de kapalidir. Reel sayilarda Lebesgue §lgiisii
k=1

ozelliginden
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o (a(m{a’ () =o (“{“‘(Q“"(F )D]
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4.2. Newtonyen Olmayan Kiimelerin I¢ ve Dis Olgiileri

4.2.1. Tanim: Bostan farkl: a - siirli bir E kiimesinin Newtonyen olmayan dig 8lgiisii,
E kiimesini igceren tiim a-sinirh, a-agik kiimelerin dlgiilerinin en bilyiik alt siniridir.

Yani

m'E = *inf {m G}

EcG
ile tammmlanir,

4.2.2. Tamim: Bogtan farkli, a - simirli bir £ kiimesinin Newtonyen olmayan ig dlgiisii,

E kiimesinin icerdigi tiim a«- kapali kiimelerin &lgiilerinin en kiigiik iist siniridir. Yani

m.E = “sup{m,F}

ile tamimlanir.

4.2.3. Teorem: G, a-sinich,a- agik kiime ise, m \G = m.NG =m,G olur.

ispat: £, G kiimesini iceren bir «-agik kiime ve £ G kiimesinin a- kapali bir alt
kiimesi olsun. Béylece

m’yG = “ inf {mE}

= a[ _inf o {mNE}l

o'(Gjce’! (E)

'(G)cﬂ'(E) m(a'l(E))))]

o
u{ '(G)cu ’(E) (E))}
{m(a" (@)

=m,G

=4

a

oldugu goriiliir. Ayrica

m,G = "s;lclg{mNF}
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=u{ sup a {m_\.F}}
n."(F):u"(G)

s, o (ofm(e (1)

=a
a{Fjeu(G)

{
z a{ sup m(a’ (F))}

o' (Fjea'l{G)
= u(m(a" (G)))
=m,G

olur.

4.2.4. Teorem: F a-smirh, a-kapal kiime ise,
m F=m, F=mF
esitligi vardir.

ispat: £, F o-kapali kiimesini iceren «-agik bir kiime, G kiimesi de F kiimesinin

a- kapali bir altkiimesi olsun. Bu durumda

m'vF = * inf {m,E}
= u[u“( Fi)ggmu" {mNF}]
=af it (efm(e ()

=l B}
= a{m(a’ (F)

=m,F
bulunur. Benzer sekilde

m. F= nililg{mNG}

- u{ sup o {mNG}}

ul{G)ca ' (F)
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=u{ Csup (a(m(a-‘(G))))}

o (G)ea ' (F)
=g sup mla’ ]:-
- {u'(ﬁ)n_r:ll:l‘l ( (G))J
= a(m(u" (F)))
=myF

olur. Buradan
m F=m,F=mF
elde edilir.
4.2.5. Teorem: Her a-sinirh £ kiimesi i¢in m. .E <m'E esitsizligi gecerlidir.

ispat: G, E kiimesini igeren o - agik kiime, F kiimesi de £ kiimesinin «- kapali bir

alt kiimesi olsun. Bu durumda

~E= sup{mNF}

F.;—

- u{ sup {mNF}}

al(F)=u'(E)

{ o (m{ (F))))}
{ ) ))}

aL ok, ¢G]m ))]

ol o, (e(m(e" (0))
o

('5)“r (Gl }]

- {m,c)

=a

=m E



elde edilir.

4.2.6. Teorem: 4 ve B o-simirh kiimeler olsun. 4 = B ise
My ASmB ve m’ A <m' B

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: E, A kiimesini iceren o-agik kilme ve G kiimesi de 4 kiimesinin o- kapalt
bir alt kiimesi olsun. Ayrica K, B kiimesini iceren a-a¢ik kiime ve L kiimesi de B

kiimesinin «- kapah bir alt kiimesi olsun.

m.A = “sup{m,E}

EcA

= u{ sup o {mNE}}
at{E}za'(A)

*(ofm(e(®))}

'(h)ﬂﬂ (A)

sup  m( (E))}

HE)=a(A)

(L)=a’(B)

A

o (afm(a' (1))}

'(L) “'(“)

S
=
saf s ma'(L)]
|2
=+

sup o' {m L}}

'(L)cu’'(B)

= "sup{m,L}

L=B
=m.,B
bulunur. Yine

mA=" igf;{mNE}

=a| inf a'{m,E
* n"(.t\l)r.l-:u"(E)a {mN }
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=0

'lA)"ﬂ (E) m(u" (E))))]

o
a{ e E))}
o
o

IA-

<a

'(B)’u (k) K))}
'(n)_u ) m(a_; (K))))l
=a=_ inf a"{mNK}}

a'(B)ca'(K)

=

="inf {myK}

HeN
[
=m B
elde edilir.

4.2.7.Teorem: o-sinirh bir £ kiimesi sonlu ya da sayilabilir sonsuz bir E, kiimesinin

birlesimi yani

E= D E, olsun.

k=1

Bu durumda

SN ;m NEk

saglanir.
ispat: Nz: Il'rl'NEk a - raksak ise ispat agiktr.

Bu serinin a-yakinsak oldugunu kabu! edelim.
G, E kiimesini iceren a-agik kitme ve G, kiimeleri de E, kiimelerini iceren a-agik

kiimeler olsun. Buradan

m’'yE = " inf {m\G}
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i a[u"(ﬁ'i)gf-‘(mu-l {m“G}]
=al,, it ' (e(m(e’ (©))
of g, ")

caf3 ot m(a(6,)]

k=1

a{i.al( ( o) (ud(G"))D}

“ Zol et (m( G0))

=
k=1

‘1

=, Zu[ e inE (Gl)a" (u(m(ﬁ'l(Gk))))J

£
k=1

il
*M“

’(Eu]gﬁ(ﬁi)(m(a-l (G" )))

~
L]
=N Zm nEy

k=l
elde edilir.

4.2.8. Teorem: o -sinirh bir £ kiimesi sonlu ya da sayilabilir sonsuz sayidaki ikiser
ikiser ayrik E, kiimelerinin birlesimi yani

E=|JE, (E,NE, =0 k=k"
k

olsun. Bu durumda

saglanir.,
Ispat: G, E kiimesini igeren a kapal: bir altkiimesi ve G, kiimeleri de E, kiimelerinin

a —kapah altkiimeleri olsun. Buradan
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m.E = “sup{m,G}

GeE

=u{ sup a"{mNG}}
a’(G)ea {E)

{ 'lc)cu'u:) (a.l (G))))}
{-(s):el(h)“ ©)

safS | wp (e (6)}

k=1 a'(G Jea (E,)

“{2“ Ao e (u-l(Gk))D}
s, m(s" ()

NGy Jea ()

2
( I(GK)C“](R) (m(a-l (G ))))J
TN i( SUP u u"(Gk)))J

k=1 \ «'(Gy )= (k)

5[ e m(0)]

k=1 Gy )=a ()

elde edilir.

4.2.9. Teorem: o-sinirh bir £ kiimesi verilsin. Eger A, E kiimesini igeren a-agik

bir aralik ise,
m’ E+m,, [Cﬁ] =muA
saglanir.

ispat: G, E kiimesini igeren a- agik kiime ve K da Ci kiimesinin o - kapal bir

altkiimesi olsun. Bu durumda
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elde edilir.
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4.3. Newtonyen Olmayan Olgiilebilir Kiimeler

4.3.1. Tamm: o- simirlt bir £ kiimesinin Newtonyen olmayan i¢ ve dis Glgiileri egit
ise, E kiimesine Newtonyen olmayan &lgiilebilir kiime ya da kisaca a- élgiilebilir
kiime denir.

G, £ kiimesini igeren a-agik kilme ve F kiimesi de E kiimesinin a-kapal bir

altkiimesi olsun. Bu durumda

m'yE = “inf {m,G} ve MyE= “sFt:[E){mNF}

olurve myE=m (E oldugundan

“inf {m,G} = “sup{mF}

FcE

=l o (ol ) oof (o)

u’ (F)cu'(E)

=>a{ inf m(u"(G))}=a{ sup m(a"(F))}

o '(Eyza (@) Le'iFlce ' (E)

= (of, ot (e @)f)-a(of s _mia')}]

= inf m(a"(G))= sup m(a"(F))

o' (E)caiG) o (Flea ()
=m'(«'(B))=m.(a"(E))
yazilir.
Bu tanima gore £ kilmesi a- Sl¢iilebilir kiime ise a'(E) , R de &lgiilebilirdir.

4.3.2. Teorem: o - sinirl;, a-agik kiimeler o - &lgiilebilirdir.

Ispat: F a —sinirl, a-agik kiime olsun. Bu durumda Teorem 4.2.3 geregince

m'\F=m..F olur. Bu durumda Fkiimesi - &lgilebilirdir.

4.3.3. Teorem: Her «- sinirli, «-kapali kiime o - §l¢iilebilirdir.

ispat: G o - simirh, «-kapali bir kiime olsun. Bu durumda Teorem 4.2.4 geregince

m‘NG =m,yG yazilir. Dolayisiyla G kiimesi a —6lgiilebilir bir kiimedir.
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4.3.4. Teorem: a-simirh bir £ kiimesi verilsin. Eger E kiimesi ikiser ikiser ayrik

a-6lgiilebilir E,  kimelerin sonlu ya da sayilabilir sonsuz kiimelerinin birlesimi
seklinde yazilabiliyorsa E, a- Slgiilebilirdic ve myE =, ZmNEk

k
esitligi saglanir.

ispat: E,NE, =@ k=K, olmak tizere E= UEu seklinde yazilsin. Bu durumda
k
m'\E £ Zm.}:Ek ve m.E2, Zm-NEk
X X

yazilir. E, a-smnirh bir kiime oldugundan m.NE < m'NE dir,

E, kiimeleri - 8liilebilir kiimeler oldugundan

v ME, =Y myE, £m E<m'(E<, Y m'\E, = > m.E,
k k k k

yazihr. Dolayisiyla M. E=m' E dir. Bu durumda E kiimesi - dlcilebilirdir ve

myE=, > m.E, elde edilir.
k

4.3.5. Teorem: Sonlu sayida a - 6lglilebilir kilmenin birlesimi yine a - §lgiilebilirdir.

n
ispat: £, kiimeleri a —&lciilebilir kiimeler olmak iizere E=| JE, olsun.
p k
1=1

E, kiimeleri a-dlgiilebilir oldugundan @' (E, ) kiimeleri R de liilebilirdir.

Bu durumda U(ll'1 (E.) kiimeleri de 8lgiilebilirdir. Buradan
k=1

Ua"(Ek)=a"[UEk]=a"(E) yazihr. Boylece a'(E) olgiilebilirdir. Bu ise E
k=1

k=l
kiimesinin a - dlgiilebilir kiime oldugunu gosterir.

4.3.6. Teorem: Sonlu sayida a- dlgiilebilir kiimenin kesisimi yine «- élgiilebilir

kiimedir.

ispat: E, kiimeleri a- élciilebilir kiimeler olmak iizere E =nEk olsun . E,
k=)

kiimeleri a - §l¢iilebilir oldugundan a’ (Ek) kiimeleri Glgiilebilirdir. Dolayisiyla
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D:l

a' (E,) kiimesi de 6lgiilebilirdir. Ayrica

ol

o' (E,)=a" (f_]lEk)= a’(E)

k=1

yazilabileceginden G'I(E) dlgiilebilirdir. Dolayisiyla E kiimesi « - ¢lgiilebilir kiimedir.

4.3.7. Teorem: iki o - Sl¢itlebilir kiimenin farklar da a - 6lkiilebilir bir kiimedir.

ispat: E,ve E, kiimeleri «- dl¢iilebilir kiimeler olmak iizere E = E, \Ez olsun. E,

ve E, kiimeleri a —élgiilebilir oldugundan o'(E,) ve o'(E,) kiimeleri de

dlgiilebilirdir. Dolayisiyla e (E,)\a'(E,) kiimesi de dlgiilebilirdir. Bsylece

' E)\a'E,) =o' (E\E,) =" (E)

oldugundan a'(E) 6lgiilebilir bir kiimedir. Buradan E kiimesi a- &l¢iilebilirdir.
4.3.8. Teorem: E, ve E, «- slcilebilir kiimeler olsun. Eger E, cE, ve E=E,\E,
ise myE=myE, :mE,

saglanir.

Ispat: E, ve E, o-5lgiilebilir oldugundan Teorem 4.3.7 geregince E \E, de
a - dleiilebilirdir. E=E, \E, oldugundan E =EVE, yazihr. Teorem 4.3.4 geregince
m,E, =m,E+mE, olur.

4.3.9. Teorem: Eger a-sinirl bir E kiimesi sayilabilir a - §lgiilebilir kiimelerin

birlesimi ise £ kiimesi de a - dlgiilebilirdir.

n
ispat: E,, k=1,2,... o-&liilebilir kiimeler olmak iizere E-‘-UEk olsun. E,
Kol

kiimeleri «- 6lgiilebilir oldugundan ¢ (E,) kiimeside R de 5lgiilebilirdir. Boylece
o’(A)=0"(E)
a'(A,)=a"E)\a "' E,)
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o' (A;) = (E)\ (e '(E)ua(E,))
a'(A)=a'ENaE)v..ua'E,))

seklinde tamimlanan a’ (An) n=1,2,.. ikiser ikiger ayrik Slgiilebilir kiimelerdir,

Ayrica
Ua'a) =o' ®,) = [CJ Ek]=a"(E)
k=1 k=1 k=1

yazilir. Béylece a'(A,) kiimeleri ikiser ikiser ayrik oldugundan Teorem 4.3.4

geregince o’ (E) dlgiilebilirdir. Bu ise E kiimesinin o - 8lgiilebilir oldugunu gosterir.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Konu ile ilgili yapilan literatiir taramas: sonucunda bildigimiz kadariyla Newtonyen
Olmayan acik kiimeler igin 6l¢ii tanimlandigi halde kapah ve sinirh kiimeler igin
tammlanmadi@ tespit edilmistir. Bu tez ¢aligmasinda ilk kez Newtonyen olmayan
kapali, simirh kitmeler igin Lebesgue &lgiisii tammlanmigtir. Daha sonra Newtonyen
olmayan agik ve kapah kiimelerin dlgiilerinden yararlanilarak Newtonyen olmayan ig
ve dig Olgii tamimlanmig ve temel teoremler verilmistir. Son olarak Newtonyen

olmayan &lgii tammlanmig ve teoremler veriimistir.

Bu tez ¢aligmasindan yararlanilarak Newtonyen olmayan &lgiilebilir fonksiyonlar
tanimlanabilir. Ayrica Newtonyen olmayan Lebesgue integrali tamimlanip, ilgili

teoremler verilebilir.
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