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y=Cb +e ,e~(0,s *l )
standart lineer modelini distinelim. b mn en kiguk kareler (EKK) tahmin
edicisib = (X&) *X¢ dir.

Z:n" p =1 lerin ve sifirlarin matrisi olmak Uzere Z&b =Z¢ ifadesine
gore E(B¥)=b beklenen degeri ve Var(#)=s?(ZK)'Z€(XE)* varyansi
ile =(ZX)*z¢ bir enstrumental degisken tahmin edicisidir. Householder
dontstmleri ile e=y- Xb vya bagl olarak é@=§éi2raidﬂ kareler toplamin

i=1
minimum yapan b nin degeridir. X =L*'X, ve y=L"y. ve LL¢=V olmak lzere
genellestiriimis EKK  tahmin  ediciss b =(X.% *X.)'X.%'y. ve Givens
donusumleri ile genellestiriimis EKK tahmin edicisi b =U"'(t,- T,g,) verilmistir,

Ayrica, gercek veri kimesi Uzerinde Householder donusiim matrislerinin regresyon
analizinde uygulamas: yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: En Klguk Kareler, Genellestirilmis En Klcuk Kareler,
Householder Donlistimi, Givens Donisiimd.
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The least squares (LS) estimator of b in the standard linear model
y=Cb +e,e~(0,s ?l ) isgiven by b = (XK)*X9.

According to Z&b =Z§¢ , b =(ZK) 2§, together with expectation value
E(b)=b and variance Var(b) =s *(Z&) *Z&(X ) * isknown as an instrumental
variable estimator, where Z isagiven by n° p matrix 6f mland zeros. The sum of
squared residuals €€ :Ig €> minimized by b value, depend on the Householder

i=1
transformations with é = y- Xb .

Generalized least squares estimator is b =(X.V'IX.)*X.V'ly., with
X=L'X,, y=L"'y. and LLC¢=V. Givens transformatios with generalized LS
estimator isgiven by b =U"*(t, - T,,g,).

In addition, Householder matrix transformations are applied in regression
analysis for real dataset.

Key words: Least squares, generalized least squares, Householder transformation,
Givens transformation.
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1.GIRIS

1.1.Giris

EKK yontemi, birbirine bagli olarak degisen iki fiziksel blyiklik arsindaki
matematiksel bagintiyr, mimkin oldugunca gercege uygun bir denklem olarak
yazmak icin kullamilan, standart bir regresyon yontemidir. Bir baska deyisle bu
yontem, 6lgiim sonucu elde edilmis veri noktalarina “mumkin oldugu kadar yakin”
gegecek hir fonksiyon egrisi bulmaya yarar. EKK yontemi, basit dogrusal ve ¢oklu
regresyon modellerinin ¢ozimlenmesinde kullamlan tekniklerin temelidir.

Kurulan regresyon modeli problemle ilgili 6rnek olarak alinmis gozlemler
kullanilarak hesaplanmaya calisilir. Bu nedenle kurdugumuz modeldeki degerler
tahmini degerler olacaktir. Tahmin olarak adlandirilan katsayilarin gercek katsayilara
en yakin sekilde hesaplanmast icin gelistirilen yontemlerden en iyisi EKK
yontemidir. Modele alinan bagimli ve bagimsiz degiskenler yapilan arastirmalarda
yanls 6lgilmis olabilir. Bu nedenle regresyon analizi i¢in kurulan modelde, bagimli
ve bagimsiz degiskenin yam sira hata terimi olarak isimlendirilen bir degiskenin de
yer almasi gerekir. Genel olarak hata teriminin minimum olmas: beklenir. Bu hatanin
Ustesinden gelmek igin; denklemin verdigi teorik degerler ile dlcimlerin verdigi
gercek degerler arasindaki farklarin karelerinin toplamim kigultme fikrinden
yararlanilir. Bu fikir de EKK yontemini olusturur.

Olcumler; hatalara neden oldugunda, bilinmeyen parametrelerin tahmininin
tarihi Misirli matematikci ve astronom Ptolemy (MS. 90-168) zamamndan Gauss
(1777-1855) ve Laplace (1749-1827)'a (en kigik kareler tahmini yonteminin
mucitleri) kadar sirer. Ptolemy zamanindan beri, astronomlar gozlemlerdeki olast
Olcim hatalarindaki ayarlamalar1 yapmadaki problemlerle kars1 karsiyaydilar. Son 5
yuz yilda kismen 6znel kismen nesnel ¢esitli girisimler yapildi ve sonugta Gauss ve
Laplace’in biuylk roliyle en kiguk kareler tahmini metodu kesfedildi. Bilindigi
kadariyla, EKK yontemi ilk olarak 1795'te Carl Friedrich Gauss tarafindan
gelistirilmistir. Ancak en kuguk kareler yontemi bir cebirsel yontem olarak 1805
yilinda Fransiz matematikci Adrien-Marie Legengre tarafindan Onerilmistir. Daha
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sonra 1809 da istatistiksel yontem olarak Gauss tarafindan gelistirilmistir.
(Gauss (1809))

Guntimtizde ise ¢cok degiskenli istatistik yontemlerin cok genis bir sekilde
kullanilanlarindan biridir.

Bu tezde oncelikle EKK in temelleri Uzerinde durulacaktir. Tarihsel siireg

icinde EKK problemine gesitli yaklagimlar incelenecektir.
1.2. Lineer istatistiksel M odel

Bir Y degiskeninin XXX degiskenlerinin tima ile lineer iliskili
oldugunu varsayalim.
Y =Xb,+X;b, +...+ X b, (11)

ve p+1 degiskenin n > p gézlemden olusan bir kiimesinden by, b,,...,b, bilinmeyen

parametrelerini tahmin etmek istiyoruz. X,,X,,...,.X  ler hatasiz fekat Y hatal

p
gbzlenirse, Y nin i-inci gbzlenen degeri, X degiskenlerinin gozlenen i-inci degerleri
ileilgilidir. O halde

Y =Xb,+ X,b, +..+ X b +e;, i=12,..,n (1.2)

I’

yazilir. Bu denklemlerin matris formundaki gosterimi

éyl l;' ?Xn X Xip l;' ébl l;' éel l;'
e, u e u €. u e, u
éyzlj éX21 Xzz X2pl] ébzlj éezlj
.0 &. G é.4 é.4
é 4= e u é at*t éa
é-a e- u é-u é-u
é u é. , u é. ua é. u
é o é a é q é u
@yn g @an XZn an G @ng @n g
yada
y=Xb +e

(1.3)
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dir.e’n elemanlarinin sifir beklenen deger, sifir kovaryans ve s ? varyansina sahip

olarak normal dagildigim sdyleyebiliriz. Bir tek X rasgele degiskeninin varyans
Var(X) =E[X - E(X)]? (1.4

formilu ile verilir. X ve 'Y rasgele degiskenleri arasindaki kovaryans

Cov(X,Y)=E( X - E(X)][Y- E(Y)]) (1.5)
dir.
1.3. Standart Lineer Model

y=Xb +e

ile gosterilen model standart model olarak dustnilecektir. 1.2.’de e vektdrinin

elemanlarinin sifir ortalama ve s ?varyansi ile bagimsiz olarak normal dagildigim
Onerdik. O halde

E(e)=0 , i=12,...n
E[ [e-E(e, N2l=s 2, i=12,...n

yada

E(e’)=s?, i=12..,n

yazabiliriz.ei ve ej’nin bagimsizligi onlarin sifir kovaryansa sahip olmalari

anlamimna gelir.

E{le,-E(e)lle, E()]} =0, i* j=12,..n

yada



1.GIRIS

Gulen TUMER

E(eiej)=0, itj=L2..n

Bu sonuglar: birlestirerek

ée,t 6E(e)u €U
é u é a &.\u
&0 )y g
é.u é uéda
Eé (=é i=é a
é-a é uédua
é. u é ua éua
é u é ua éu
.0 éE(e,) g &g
yada
E (e)=0
ve
_i_éalu U eee e€g
Té U I é
T éezlj | éezel €,6,
fe ¢ i_e.
Eié dee.-&ly=Eé
18 U 7
ié U i &
ié G P8
1€.0 b E& €8
eE
€ 2
éE(ezel) E(ez )
é
=é
é
e .
é

(&) Eleg,)

éE (enel) E(enez)
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& 20 G
e K ou
a
s a
=el O u
é a
< 0o -
é a
‘E:'O 0 L qu
g H
yada
E(ee9=s?l,
olur.

1.2.in cebirsel modeli ile bu igtatistiksel varsayimlar: birlestirerek standart
lineer istatistiksel modele sahip oluruz. (Farebrother, (1988))

y=Xb +e E(e)=0 E(ee9=s?l, (1.6)
1.4. b 'min Beklenen Degeri ve Varyans
y=Xb +e E(e)=0 E(ee9=s?l,
standart lineer modelde b 'mn EKK tahmin edicisi
ile verilir.
ee=(y- Xb)¢y- Xb)
= y§- yXb - b&X¢+b XKD
=y§- 2yXb +bX&Xb
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dlee) _ -2X9+2X&Kb =0
d p
XKb = X¢
Bu sonugtan
b =(XX)*X¢
bulunur.
y=Xb +e
oldugundan

b =(XX)*X¢Xb +e)

b =(XX)*XKb +(XK)'X&

b=b+(XX)'X& (1.9)
yazilir. X ve b, e nun fonksiyonu degildir, beklenen deger alinirsa

E(b) = E(b)+E[(XK)X@]

E(b) =b +(XX) ' X€E(e) (1.10)

dir. Fakat E(e) =0 oldugundan b ’min beklenen degeri

E(b)=b +(XK)*X®
E(b)=b (112)

dir ve b nin i-inci bilegeni Bi’nm beklenen degeri E(Bi) =Db, dir. Ayrica, yanlilik

terimi

bias(b) = E(b)- b =0 (1.12)
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oldugundan b,b nin yansiz tahmin edicisidir.(Farebrother, (1985)). Benzer sekilde,

d=b - E(b)

A

d=b-b

d=b+(XX)'X®-b

d=(XX)'Xe (1.13)

yazilir. E(ee9 =s’l_ olmak Uzere b nin varyansi, var(B) nin kosegen Uzerindeki

N N

ii-inci elemam b, nmin varyansim ve var(b) nin ij-inci elemam b;ve b; nin

kovaryansini gostermek Uizere asagidaki gibi tanimlanir.

Var(b)= E(dd9
= E[(XK) ' X ®etX (X K) ]

= (XK) X E(eed X (XK) ™
= (XK) X Es 2 )X (XK)?

=5 2(XK) X ¢, X (X&)

Var(b) =s 2(XX)* (1.14)

1.5. s *nin En K uigiik Kareler Tahmin Edicisi |

Onceki kisimlarda yalniz b, b,...b, nin tahmin edicisi ile ilgilendik, fakat

standart lineer model baglaminda, s # nin tahmini ile de ilgilenmeliyiz. s ?nin EKK
tahmin edicisini bulmada bir matrisin izi kavramint kullanacagiz.
Eger C: m" m matrisise, bunun izi kdsegen elemanlarinin toplamdir.
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tr(C)=gC, (1.15)

veizintemel 6zelikleri kullanilirsa: A: m™ p veB: p° m matrisolmak Uzere,
0
tr(AB) tra ga a1k k| :

a1kbki

Il
Qos
Qoo

1

T
U
=
1l

=a é. a by
i=1

= aa 2
ol 8 k kIT

=tr(BA) (1.17)

dir. Householder yontemine (Farebrother, 1988 s. 81) godre U :p” pust Uggensel

matris, Q. n~ p matris ve Q®, =1, olmak lizere XX =UU ve X =QU ve Q,

n" (n- p)matrigtir 6yleki Q%X =0, Q®, =0 ve Q®, =1 ssitlikleri saglanr.

€= y- XB :QzQZ(E/
é=y- Xb =Q,=Q,Q% (t=Q%)
é= Q2Q2¢(Xb +e)= Qzqu'Xb "'QzQz(b

=Q,Q.& (1.18)

dir. Ayrica,
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E(ee9 = E[QzQz%eQzqu
= QzquE(ee(szqu

= Q2Q2¢(S ?I n)QZQZ(I

S ZQZQZQQZQZ(]:
s “Q,Q¢

dir. Bu durumda

E(6€) = E[tr (6€)] = Etr (69]
= tr([E(9]) =tr (s *Q,Q,9
=s1r(QQ9=sr(l, )
E@E€)=(n- p)s*

bulunur. Béylece s *’ nin EKK tahmin edicisi

.o _ €€
s?=

dir. $?, s?%nin vyansiz tahmin edicisidir ve

(1.19)

(1.20)

(1.22)

E(S?) =s? saglanr.
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2.ENSTRUMENTAL DEGISKENIN TAHMIN EDICISI
2.1.Giris

B6lum 1’ de standart lineer regresyon modellerinde EKK tahmin edicilerinden
bahsedildi. b nin beklenen degeri ve varyans kavramlarina deginildi.

EKK yonteminin verimli, sapmasiz ve tutarlt sonug verebilmesi igin gerekli
kosullardan biri de enstrumental (yardimci) degiskenler ile hata teriminin arasinda
korelasyon olmamasi gerekir. Bu bolimde enstrumental degiskenler ve tahmin
edicileri  calisilmistir.  Householder yontemi ile enstrumental degiskenlerin

hesaplanmasina deginilmistir.
2.2. Enstrumental Degiskenin Tahmin Edicis |

Z:n" p ml lerin ve sifirlarin matrisi olmak Uzere p bilinmeyen ve p

denklemden olusan

ZKb =2¢ (2.1,

ile ortalamalar yontemi kullanilarak b nin degeri ile b tahmin edilebilir. Z nin
elemanlart bu yolla kisitlanmazsa, yani Z nin elemanlari her hangi bir degeri

aliyorsa,
b=(zX)"z¢ (2.2)

bir enstrumental degisken tahmin edicisi olarak bilinir.

y=Xb +e E(e)=0 E(eed =s’l

n

standart lineer modelde enstrumental degisken tahmin edicisi

10
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b=(ZK)Z¢=(ZK) 'Z&Xb +e)

= (ZK)'ZKb +(ZK) 1z

=b+(ZK)'z& (2.3)

E(b)=b +(ZK)'ZE()= b (2.4)
beklenen degere ve

Var (b) = E[(b - b)(b - b)]

=(ZK)'ZE(eeZ(X &)™

=s?(ZK)'zg(XE)* (2.5)
varyansa sahiptir.

2.3. Householder Y onteminin Bir Simetrik Olmayan Cesidi

N

X&b =X¢ (2.6)
esitliginde verilen EKK problemini ele alarak Householder yonteminin
uygulanabilirligini inceleyecegiz.

ilk olarak, kosegen altindaki ilk kolonu sifir olan X=H¢X icin Hg=H,ve

H,H, =1, isaglayan n" n H, matrisi tammlayalim.

N

X®b =X¢
nin ¢ézumu

XH,H,Xb = XH H,y (2.7)

nin ¢6zima ile aymdir yada

11
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X¢H,HXb =X¢H,H%

yada
xHextp = x el (2.8)

ki burada  y = Hgy dir.

Daha sonra, kosegen altindaki ilk iki kolonu sifir olan X@=Hgx!" icin

H,0=H,ve H, H,=I,i saglayan n" n H, matrisi tammlamr ve

o = x4,
in gOzumu
X4, H,x b = XBH H, !

in ¢cozumu ile aymdir yada
XH4H,H,% b = x4 H, 6/

yada
x (2t A = X[2]¢y[2]

dir ki burada y* = H2y¥ dir.
Bu teknik

Z&Xb =24

enstrumental degisken problemine genellestirilebilir.

(2.9)

(2.10)

ilk olarak, XM =K,X in ilk kolonu icin K,K,=I_ i saglayan n' n

K, matrisine ihtiyacimiz vardir ve z0 = K% ninilk kolonu kdsegen altinda sifirdhr.

Z&Xb =24

12
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nin ¢bzuma
ZK K Xb=Z&K K,y
in ¢cozumu ile aymdir yada
Z0ox [ = Zlday
(2.12)
dir ki burada y* = K,y dir.
Daha sonra, X! =K, X in ilk iki kolonu igin K,K,=1_ i saglayan n" n

K, matrisi gerekiyor ve Z!¥ = K& in kdsegen altindaki ilk iki kolonu sifirdr.
ZHex 0 = 716,14
nin ¢ézumu
ZM4¢ Kk, x b =z K,y (2.12)
in ¢cozumu ile aymdir yada
7y AR = 712,12

dir ki burada y®? =K,y dir. Bu yolla devam ederek en sonunda

w_eVu  p_éJ.u
Xi=g qve 2= - (2.13)
evu eV u

her ikisi de Ust Uiggensel formda olmak Uzere

AL Z[p]¢y[p] (2.14)

denklemini elde ederiz. Ilk p eleman ve kalan n-p eleman olarak parcalayarak

13
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o] — évu

&

olmak Uzere denklemi

U.Ub =U.% (2.15)
olarak yeniden yazabiliriz ve

Ub=v (2.16)
geri yerine yazma ile enstrumental degisken tahmin edicileri elde edebiliriz.

2.4. Enstrumental Degisken Tahmin Edicis |1

Tartismamizda simdiye kadar, n" m enstrumental Z matriss n" p X

regressOrler matrisi gibi aymt boyuta sahiptir. Uygulamada, bunun yam sira,
enstrumentlerin sayist sik sik regressdr sayisim geger (m3 p). Bu baglamda
enstrumental degisken tahmin edicisi igin formul

Var(b) =s ][ XE(Z®) 'Z&]* (2.17)

varyans matrisi ile

b=[XE(ZE)'ZK] ' XEZE) 2§ (2.18)
olur.

Bu formulleri daha 6nceki tammlar ile karsilastirirsak m = p oldugu zaman
sagladigi goralir.

b= (ZK)'ZE(XE) ' XE(Z¥) 2§ =(ZK) ‘2§ (2.19)
ve

Var(b) =s 2(ZK) 'Z@ (X &)™

14



2.ENSTRUMENTAL DEGISKENIN TAHMIN EDICISi Gulen TUMER

Ekonometride enstrumental degisken tahmin edicinin bu varyant: bazen EKK
yonteminin iki uygulamasindan elde edilebilen iki-asamali EKK tahmin edicisi
olarak hilinir. (Davidson, ve Mackinnon, (1993). ilk olarak

X =2Z(Z®)'zZ& (2.20)
i elde etmek icin Z Uzerine X i regres ederiz ve sonra X Uzeriney yi regres ederiz.

b =(XX)'X¢

=[XE(Z¥) ' Z@(ZE) ZK] XL (ZT) ‘2§

=[XE(ZE) *'ZK] ' XE(ZE) 2§ (2.21)
S"Z — (y_ Xb)((Y_ Xb) (222)
n-p
elde etmek icin
Var(b) =s 2(XK) ' =s [ XE(Z¥) *ZK] " (2.23)

kullanilir. Bu hesaplamalar Householder yontemi ile yapilabilir.

2.5.Householder Yontemi lle Enstrumental Degisken Tahmin Edicileri
Hesaplama

n” (m+ p+1) matris[ Z X y] ye m Householder dontisim matrislerinin bir
dizisini uygulayarak

éA B cu

PUZ Xy]=a
& F vy

(2.24)

15



2.ENSTRUMENTAL DEGISKENIN TAHMIN EDICISi Gulen TUMER

ye sahip oluruz, burada P: n” n ortonormal matris, A: m" m Ust U¢gensel matris,
B: m" p matris, ¢ m" 1 vektor, F (n- m)” p matrisve g (n- m)" 1 vektordur.
Boylece

PX = P (ZPPZ) ' ZPPX

éAl éBu
=a (AW 'AB=4a | (2.25)
g0yl goyl

m” (p+1) matris [ B ¢ ] ye p Householder donustimlerin bir dizisini

uygulayarak,

a vu

A . (2.26)
&0 tlH

Q4B c]=

e sahip oluruz. Burada Q: m" m ortonormal matris U: p° p Ust Ug¢gensel matris,

V. p’ 1 vektor, t. (m- p)” 1 vektordur. Boylece
Var(b) =s 3(XK) {(XPPK)* =s 2(B®)
=s *(BQQ®) "
=s?UWU)* (2.27)
dir.
b =(XX)'X¢
= (XPPX) *X PPy
=(BRQB) 'BRQE
“(UU)Ue

=UUYUe

16



2.ENSTRUMENTAL DEGISKENIN TAHMIN EDICISi

Gulen TUMER

ve
(n- p)S2=(y- Xb)PPEy- Xb)
=(c- Bb)%c- Bb)+(g- Fb)¢g- FDb)
=(c- Bb)QQ4c- Bb)+tg,

=t +1f,

dir ki burada t,=g- Fb dir

17
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3.GEKK TAHMIN EDICIL ERI Giillen TUMER

3. GEKK TAHMIN EDICiLERIi
3.1.Giris

Bolum 2’'de enstrumental degiskenlerin tahmin edicileri Uzerinde duruldu.
Householder yontemi ile enstrumental degiskenlerin  tahmin  edicilerinin
hesaplamasina calisildi. Bu bolimde ise genellestirilmis EKK tahmin edici

Householder ve Givens donusumleriyle ele alinacaktr.

3.2. Gruplandirilmis Veri
B6lum 1 de asagidaki standart lineer modeli tanittik.
y=Xb +e E(e)=0 E(ee9=s?l,

Daha sonraki uygunluk igin Dalt sembolini ekleyerek,

Yo=Xb+6 , E(e)=0 , E(e,e9=s7l, (3.1)

modeline sahip oluruz ki burada y,:n," 1, Y degiskenindeki gozlemlerin matrisi;
X,, X degiskenindeki gézlemlerin n,” p matrisi, b : p” 1 parametreler vektori ve
ey, Ny~ 1 hatalar vektorudur.

Bu bdlimde, modelde vurgulananlarin dogru oldugunu ve X, ve y,nn
gOzlenmedigini varsayacagiz. Bunun yerine, F.,n.xn, sifir ve birlerin matrisi olmak

Uzere n, xpmatris X, =F X, ven.” 1 vektor y. = F.y, gozleriz. Simdi,

e. =Fe, (32)

yazalim.

18



3.GEKK TAHMIN EDICIL ERI Giillen TUMER

e. =R (y,- X;b)
=Fy,- EXyb
=y.- X.b
olarak bizim modelimiz
Y. = X.,b +e, (3.3)
olur, burada e, 1n beklenen degeri sifirdir.
E(e.) =E(Fep)
=FR.E(ep)

=FE>0

=0 (3.4)
ve varyans matrisi
Eee9 =E(Fee,F.9
=F.E(ee,9F.¢
=FE(s?, )RS
=s’FF! (3.5)

cr.
Bu sonuclar birlestirerek ve V=F.F.&: n. " n pozitif semidefinite matrisicin

y.=X.b+e, , E(e)=0 , E(ee9=s? (3.6)

19



3.GEKK TAHMIN EDICIL ERI Giillen TUMER

modeline sahip oluruz ki bu genel lineer istatistiksel model olarak bilinir. (Grob ve
Puntanen, (2000))

3.3.U¢ Lineer Model

Genelde, V, n" n simetrik pozitif semidefinit matris fakat su an igin pozitif
definit matris oldugunu varsayacagiz. Bu baglamda L,, kOsegen Uzerindeki

elemanlar birim olarak n” n alt Gggensel matris ve D kdsegen Uzerindeki elemanlar

pozitif olarak n" n kdsegen matris olmak tzere V yi

vV =L,DL¢

(3.7)
formunda ifade edehiliriz.
Y=Ly 0 Xe=LXe &=L (3.8)
olsun. (3.6) deki genel lineer model
y. = X.b +e,
L'y, =L ' X.b+L e,
Yo = X,b +€ (3.9)

seklinde olur.
E(e,e,d = E(L, 'e.e. 4L, 1)9
=L, 'E(eef(L, ")
=L s V(LY

=5 °Ly "L, DLALY

20



3.GEKK TAHMIN EDICIL ERI Giillen TUMER

2
In

=S

dir. Buradan

Yo=Xcb+e,  E(e)=0 E(eeh=s’D (3.10)

formunda tekrar yazilabilir ki biz buna kdsegen lineer model diyecegiz.
Ayrica, W=D ve y:W}/ZyO, X :W%Xove e :W}/Zeo alinrsa; kdsegen

lineer model, standart lineer model formunda yeniden yazilabilir.
Yo = X b +€,
WYy =W¥?X b +W¥%,
y=Xb +e

elde edilir.
E(e) =EW"’e,)

=W"?E(e,) =0
dir ve
E(ee® = EWY%e e, V"?)
=W"?E(e,e,HW"?
=s AW¥?DW"?

2
In

=s

dir. Bu ifadelerden yeniden standart lineer modeli buluruz:
Y, = X,b, + X,b, +...+ X b+, 1=12..,n
E(e)=0, i=12..n

E€?)=s?, i=12..,n

21



3.GEKK TAHMIN EDICIL ERI Giillen TUMER

E(eiej)=0 , 11 j=12,..,n

(3.11)
Kdsegen lineer model;
Y2 =X, b+ X, 0, o+ X b+, =120
E° =0, i=12..n
Ele°)]=s"d; , i=12..n (3.12)
E(e’%°)=0, it j=12..,n
olur ve genel lineer model
Y =X, b+ X, b+ +X b, +e  ,i=12..,n
E(e')=0, i=12..n
El(e')’]=s?,, i=12..n (3.13)

Ee'e/)=s?;, i!j=12..,n

dir. BOylece, alt sembolli goz ardi edersek, v;=0 olarak sifir kovaryansl: hatalar
distnip genel lineer modelin bir 6zel hali olan kdsegen lineer modeli elde ederiz ve
di=lolarak ayni varyansli hatalar distintp, kdsegen lineer modelin bir 6zel hali olan
standart modeli buluruz. (Plackett, (1950))

3.4.Agirhkh En Kicik Kareler ve Genellestirilmis En Kicik Kareler Tahmin
Edicileri

Bolim 1.4.de sradan EKK tahmin edicisi olusturduk. Standart lineer
modelde

22



3.GEKK TAHMIN EDICIL ERI Giillen TUMER

Var(b) =s 3(X %)

varyans matrisi ile
b =(XX)'X¢

b "nin yansiz tahmin edicisidir. Ayrica Bolim 1.5. de (n-p) s * nin agirliksiz siradan
EKK ler rezidilerinin kareleri toplam tarafindan yansiz sekilde tahmin

edilebilecegini olusturduk.

(np) s 2= (y- Xb)&y- Xb).

dir. X =W/2X,, y=W'2y, olmak tizere bu formiller agirlikli EKK tahmin edicisini

su sekilde verir.
b =(XX)*X¢
= (X AW )W 2,) X AW ) w2y,
= (X X,) X vy, (3.14)
ve

Var(B) =S Z(XOQ/VXO)-l (3.15)

varyans matrisi ile kosegen lineer modelde b min yansiz tahmin edicisi olacaktir ve

agirlikli EKK rezidulerinin agirlikli kareleri toplam

(+p) $2= (Yo - X)W (Y, - Xob)

(n-p) s ? nin yansiz tahmin edicisi olacaktir. (Chen ve Shao (1993))
Ote yandan,
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3.GEKK TAHMIN EDICIL ERI Giillen TUMER

Xo=L'™X\ Y=Ly, W=D"

ve
Vt=(L,DLYH "
= (I-O(])-lD-lLo-1
_ -1 -1
= (L)W, (3.16)
dir. Bu sonuclara gore genellestirilmis EKK tahmin edicisi
~ - -1
b :gx*fr(Lo'l)o;/v Lo‘1X*¢H X, {Lo")eN Loy,
yada
S -1 -1 -1
b =(X.& X)X Y. (3.17)
bulunur ve
N —c 2 -1 -1
Var(b) =s 2(X.% *X,) (3.18)

varyans matrisi ile genel lineer modelde b min yansiz tahmin edicisi olacaktir ve

genellestirilmis EKK rezidulerinin agirlikli kareleri toplam

(n- p) $?%= (.- X.b)& (y. - X.b)

olarak (n- p)s? nin bir yansiz tahmin edicisi olacaktr.

3.5. Elementer Hesaplama Y dntemleri

Verilen Xo, Yo Ve W =D"", Bolim 3.2. nin sonuglarina gore agirlikli EKK
ifadelerini

24



3.GEKK TAHMIN EDICIL ERI Giillen TUMER

b = (XOQIVXO)- ! Xodwyo

Var (b) =s 2(X,8vX,)*
ve

§2: (yo' XOB)W(yO_ XOB)
n- p (3.19)

olarak belirleyebiliriz.

X =W'2X,, y=W2y, 1 kullanarak EKK ifadelerini belirleyebiliriz.

b =(XX)'X¢

seklinde

Var(b) =s 3(X )

ve

¢z = (¥ Xb)&Y- Xb)
n-p

dir.

Benzer olarak, verilen X,,y. ve V, Bo6lim 2.2 nin sonuclarina gore

V=L,DLS X,=L,"X. ve y,=L,"y.Yo seklinde dizenleyerek genellestirilmis
EKK ifadelerini belirleyebiliriz.

b =(X.& X)'X.& 1,

olup

Var(b) =s 2(X.& 1X,)*

ve
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c2= (Y- X.b)Wi(y. - X.b)
n-p (3.20)

seklindedir. (Plackett (1972)). Alternatif olarak,

L=L,D"
tamimlarsak,
vV =L,DL¢

= LOD%D}/Z“LO(E
=LLC

olur.
X =W'2X,
=D)L X,
=(D) "Ly X.

=L'X,
ve

y:W%yo
=01,
= (D)L, Yy, = (D)

—-1
=Ly (3.21)
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3.GEKK TAHMIN EDICIL ERI Giillen TUMER

diizenleyerek genellestirilmis EKK ifadelerini de belirleyebiliriz.

3.6. Householder Dondstumleri ile Genellestirilmis En Kigik Kareler Tahmin
Edicis

Siradan EKK tahmin edicisi

b=(XX)"X9

e=y- Xb (3.22)

ye bagl1 olarak

e@l=3 e?

i=1

(3.23)
rezidii kareler toplanini minimum yapan b nin degeridir ve €€ da

e=y- Xb
ifadesinin minimum degeridir.
X =L*X, ve y=L"y. oldugunda genellestirilmis EKK tahmin edicisi
b =(X.& X)'X.& 1,
=(CX ) * Xdy
= (X% I IX ) X Gue Iy,
= (X QLo 1X ) X, Qg Ly,
I -1 -1 -1
b =(X.% *X,)*X.& 1y, (3.24)
dir.

e=y- Xb
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=L'y,-L*'X. b
=L'(y. - X,b)

olup
Le =LL*(y. - X,b)
Le=y.- X.b

yada
X.b+Le=y,

a bagh € yi minimum yapan b nin degeridir. [X. y. L] : n"(n+p+1)

matrisine p Householder donistm matrislerinin bir dizisini uygulayarak,

e

L QL

X, y. L]=¢
Qfx. vy L] & ¢ odl (3.25)

matrisine sahip oluruz ki burada

Q=[Q Q]

matrisi ilk p kolunu ve kalan n-p kolonu olarak parcalanmis n” n tipinde ortonormal
matris, U:p” p sifir Gst Gggensel matris, t:p°1 ve t,:(n- p)” lseklinde
vektorlerdir.

[LQ L®,] : n" n matrisine n-p Householder donistimlerinin bir dizisini
uygulayarak

ALY, Lol=e X
g0

s.%
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matrisine sahip oluruz ki burada P,=[P, R] ilk n-p ve kalan p kolonu olarak
parcali n" n ortonormal matris, S,%(n- p) (n- p) Ust Ucgensel matris,

S,¢: (n- p)” p matrisve S,%: p° pseklinde matristir. Sonug olarak,

9=P® , 0=R® ve g=R®

olsun. b,
X.b+Le=y,

QX.b +QLRRE = Q.

abagli olarak
gG=e®RRE
=e@
yi minimum yapan b nin degeridir.

Bu b =(C&)* Xty

QX.b +QER,g, +QERg, = QY.
ve

QX.b +QILR,g, + QILRg, = Qfy.
bagli yada

Ub+S,0,+S,9, =t

ve

S2292 = tZ

ye bagl
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9,%, + 9,%,

i minimum yapan b mn degeridir.
S22 kosegen Uzerindeki sifir olmayan elemanlar: ile alt Gggensel matristir

oyleki gz
S2292 = t2

de ileriye donik elimine ile elde edilebilir.
0z icin bu deger ile

eQ = 92¢92 + gl¢gl

minimum yapilir. Boylece,

Ub+S,0,+S,9, =t

oldugundan g;:=0 ile
X, b+tLe=y,

e bagli olarak €€ yi minimum yapan b nin degeri

Ub=t,-S,0, (3.26)
de geri yerine yazma ile elde edilebilir. (Ouellette, (1981))
3.7. Householder Yénteminin Yeniden incelenmes

3.6 bolumundeki yontem Ag=[X, y,L] nin yapmsimn kullammini
gerceklestirmediginden dolay: etkin degildir. Aslinda bu yontem X, 1 tammlayan

Q =[Q, Q] n" n ortonormal matrisin transpozu ile A, matrisini soldan carpar

fakat L yi bozar;
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s .
Qdx. v. L]:@0 t, QZGLE
& t QL

n"n QWL matrisi, n" n ortonormal Py matrisi ile sagdan carpilarak alt

tiggensel forma doniistirdliir ki burada Q,%A, matrisi ile

o OU

é
Po=é
® 80 Ry

(n+p+1)" (n+ p+1) ortonormal matris sagdan Garpilir.

Boylece, S, alt ucgensel matris degil fakat S, alt Gggensel matris olmak
Uzere
€0 t, S, Ou

AX. v L]P, =g
Q% v k=g, | o .8

dir. L nin alt Ucgenselligini korumak icin Givens dondsumlerini kullanan bir
aternatif yontem Paige tarafindan gelistirildi. Orijinal formunda, bu yontem

60 t, S, 0y
At » Ung | T o

formunun bir matrisini Uretir ki burada K, S, ve S, nin hepsi alt tcgensel

matrislerdir. Bununla birlikte, amaclarimiz icin Paige’s yontemini degistirmek daha
uygundur. F, FF¢=V yi saglayan Ust Uggensel matrisve U, T, T,, Ust Uggensel

matrisler olmak Uzere

éJ tZ Tll -|-12ltj
X. y. L]R=a ,
QX v L] € t o0 T,U (3.27)

formunun bir matrisini Uretir.
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3.8. Givens Yontemi ile Genellestirilmis En Klgik Kareler Tahmin Edicis

P=[R B] ve Q=[Q Q,] matrisleri ilk p ve kalan n-p kolonlar: olarak

parcalanmis n° n ortonormal matrisler olsun.

0.=P%, g.=P& veg=Pk

olmak Uzere
éQ U d . 00 &t T, T,u
AN +1 < 11 12
e Xy Flegh piteg ¢ o 1.8
@Zmd e 2 22U
ile
A=[X. y. F]

n" (n+ p+1) matrisi Gift tist iiggensel forma degistirilir.

b =(X.& X)'X.& 1,
olup

QX.b +QFPP& = QU

dir yada
Ub +Tllgl + legz = tl ve

T2292 = t2

bagl1 olarak

32



3.GEKK TAHMIN EDICILERI Giilen TUMER

99 =0.%, +9,%,
yi minimum yapan b min degeridir ve

(np) S°= (v. - X.b)V (. - X.b)
da e€ = g@ nin minimum degeridir.

Simdi g, =T,, 't, ve g1=0 olmak Uizere

S _yq-1

b =U (tl_ legz) (328)
dir.

(n- p)s?=g,%,
ve

Var (b) =s *(U T, )(U T,,)¢

(3.29)

bulunur.

33



4.LINEER OLMAYAN EKK PROBLEMLERININ cOzUMU Gillen TUMER

4. LINEER OLMAYAN EKK PROBLEMLERININ COzZUMU

4.1. Giris

Bu boltime kadar olan kisimda Y degiskeninin X, X,,...,. X degiskenlerinin

tumai ile lineer ilisgkili oldugunu varsaydik.
Y = X.b, + X,b, +...+ X, b,
ve gozlenmis iliski
Y, = X,b, + X,b, +...+ X b+, 1=12..,n

ye EKK in yontemini uygulayarak bilinmeyen parametreler b,,b,,...,b  yi tahmin

ettik. Bu bolumde, bu varsayimlar: bekletecegiz ve bu iliskinin lineer olmamasina

izin verecegiz.

4.2. Lineer Olmayan EKK Problemlerinin Ardisik C6zimu

Y = X,b, +X,,b,+ X, b, +e , i=12..,n (4.2
yada

Y = X,b, + X, b, + X, b2+ , i=12..,n 4.2
e sahip olabiliriz.

Bu orneklerden ilkinde

X, = X, 4.3)

tanimlayabiliriz ve

Y =X b, + X,,b, + X, b, +e , i=12,..n (4.4)
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denklemine EKK yontemini uygulayarak b,,b,ve b, Un tahminlerini tatminkar
sekilde elde edebiliriz.

Fakat aynm yolla b, = b,? tammlayarak ikinci 6rnegi cozmeyi denersek, b, lin
tahmin edicisi b, nintahmin edicisinin karesine esit olmayabilir.

Bu ornekleri genellestirerek varsayariz ki gozlenmis Y degeri bilinmeyen

parametreler b,,b,,..., b, ilelineer olmayan bir iliski igindedirler.

Y =fi(by, by, b, )bei | 12120 (4.5)

dir. Burada f e eklenmis i alt sembol fi, X,X,,....X = nini-inci gézlenmis degerinin

bir fonksiyonu oldugunu belirtir.

b,,b,,...,b tahminlerimiz tekrar bir ardisik yontemden elde edilir:

p

Varsayalm ki by,b,,...,b, icin yaklasik b1®, b,® -, b,® degerlerine sahibiz.
b, b® -, b," hakkinda bir Taylor serisinde fi(b,,b,,...b,) yi genisletebiliriz
ve lineer iliski elde edebiliriz.

Y @ +2,9%," +2,999,9 +....+2,99,® +e , i=12..n

burada

f9=f, (0, 0, -y @)
2922 (0. 0" -y )

ve

g,“ =b; - b (4.6)

dir. Burada

_ (b, b, b,)

Z,(by,b,,.b.) o
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b, yegoérefi(b,,b,,...,b,) nin kismi tirevidir. Ornegin,

fi( bl’ bz) = xilbl + Xi2b2 + xi3b22

ise
z,(b;,b,) =X,
dir ve
z,(b,,b,) = X, +2X;3b,
dir. Oyleki
Zl(k) = xil
ve

ZZ(k) = Xi2 +2xi3b2(k)

dir. Bu denklemleri birlestirerek

y éfl(k)@ ézu®  z7®

éyii & 0 @

3/ 0 &Yg aza®  Za¥
& ueé

& Ucé u+e

‘? U & ue

¢ e ué

&l 5 oY ¢ 10 ©
gn®g ezn® Zm

yada

Y€t 4z® g0 1o

yada

y_f(k) @Z(k)g"‘)+e

na sahip oluruz. Oyleki

Z1p () u eYl(k) u &1 U
ué (k)u é RO a

ZZp(k)u"’YZ
ue
ue
ue
ue

>

U

fg» ('D)
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c"‘):(z"‘)ﬂz‘k))'lz"‘)ft(y- f 00y
ile

g® =b - b
olmak tzere

y-19€z9g® +e

(20600 170Gy - 09 = (Z09G0)1 WGk K

) = g®
e = p - p®
¢ +b¥ = b (a7)

olacagindan b icin bir gelistirilmis tahmin elde edebiliriz.
b®D —p® 40
Bu ardisik yontem sonunda ilk b degeri rezidii kareler toplamin
; 2
al o o)

minimum yapan b nin degerine yeterli sekilde yakinsa o degere bir noktada
birlesecektir.
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5. LINEER EKK PROBLEMLERININ ARDISIK COZUMLERI

5.1. Giris

4. Bolumde lineer olmayan EKK problemlerinin ardigik ¢ozimleri incelendi.
Bu bolimde ise genellestiriimis ve siradan lineer EKK problemlerinin ardisik
¢cOzumleri incelenecektir.

5.2. Gendllestirilmis EKK Tahmin Edicilerinin Ardisik Olarak Gelistirilmes

X, tum kolon rankl1 ve V, pozitif definite matris oldugu zaman B6lum 3.4. de

N

b nin genellestirilmis EKK tahmin edicisi olarak

b =(X.& X)X.& 1.

N

verildi. b

X.& X.b=X%"1. vada

X% 1(y* - Xl‘;) =0

esitliklerinin gdzumudur. Burada

a=V(y. - X.b)

Va=y.- X.b

Va+ X.b=vy,
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5.LINEER EKK PROBLEMLERININ ARDISIK COZUMLERI Gilen TUMER

olmak iizere b=b
X&=0

1N ¢OzUmudur.
Bu denklemleri birlestirerek X, , tim kolon rankli ve V, pozitif definite matris

oldugu zaman b nin genellestirilmis EKK tahmin edicileri

eV X.Ugu éy.uéan_éy.u

& & r=a e n=a v (5.1)
ex.¢ oGt &0debl g0l

denklemi ile tammlanir. Bu denklem X, tdm kolon rankindan daha azina sahip

oldugu ve V pozitif definit olmadigi zaman genellestirilmis EKK tahmin edicisini
tanimlamak icin kullanilabilir.

a®veb® hemen hemen bu denklemi saglayan a ve b nin degerleri ve

d=a-a® vec=b-b® olsun. Sonra dahakesin bir ¢zim d=d® ve c= " igin

év  X.uéd+a®u_éy.u
é 1é U=@A0
&X. 0 gac+b®y &0

yada

(:i-V X*@édt] éy. U eV  X.ué®y
e g 4=é.u € g
x.¢ ogect 804 gx.¢ o0pd™y

coziilerek ve bu diizeltmeler a® ve b® e eklenerek elde edilebilir.
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5.LINEER EKK PROBLEMLERININ ARDISIK COZUMLERI Gilen TUMER

a@=g®4+g®
b@= p® 4c®

bu ardisik yontem yeterli sekilde kesin sonuclar elde edilene kadar devam

ettirilebilir. Boylece asagidaki genel yonteme sahip oluruz:
1. a®veb® igin

év  X.uéa®u _év.u
eX 0 Ugb(l)u G‘OU

¢ozdlar,
2. i=12..,nicn

eV X. Ued(')u eyu eV X, uea(l)

e

| (5.2)
&x.¢ 0gectl 8ol fxe o0gat ]

cozilur ved® ,c®icin
20 =0 4+ 40
b = O 40
duzenlenir. Eger a® =0ve b =0tarumlarsak ikinci ifade icindeki ilk asama ihmal

edilebilir ve 1 =1,2,... icin yerine i =0,1,... icin ikinci ifade uygulanir. (Rao ve
Toutenburg (1995))
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5.LINEER EKK PROBLEMLERININ ARDISIK COZUMLERI Gilen TUMER

5.3. Siradan EKK Tahmin Edicisinin Ardisik Olarak Gelistirilmes

Sonug bulmadaki kolaylik i¢in V=1, varsayacagiz ve standart lineer modelde
b nin sradan EKK tahmin edicisi b nin ardisik degerlendirmesinin simirlanmasi

Uzerinde duracagiz. Bu bolumde e=y- Xb tammlayarak
b =(XX)'X¢
nin BolUm 4.2. deki ardisik yontemle
CXb=X¢ yada X&=0
1N ¢bzimi oldugunu inceleyecegiz. B6lum 4.2. deki ardigik yonteme gore;

1. €2 =0 ve b =0 belirlenir
2. 1=012,...icin

el Xuad®u éyq €l Xughu
¢ U8 nUTeu € . U
Xt 0gec”n &0 ex¢ 0ged”q

cozilir ve bu baglamdad® vec® icin

e =0 4 40
b = p® 4 ¢
dizenlenir.
0=y XpO ve
g% = - Xte®
olmak Uzere

éya €l Xuéhu éf®u
€qu" € g pu-e @u
é0py ex¢ OQS0 a é9"a
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5.LINEER EKK PROBLEMLERININ ARDISIK COZUMLERI

Gillen TUMER

ved®vec®icin

¢l Xued®u_ ety
e . U6 G=¢é
& e pu=-e ou
ax¢ opgec’a &9V a

esitligini yada

dO+X cO=f" ve X¢d®=g®
esitliklerini gdzmemiz gerekir. Fakat

XcP=f0-d% ve dO9=f%-Xc® seklindedir ki
(XK) XKD = (XK)IXEFDO - dO)
=(XK)H(XeO - X))
¢ = (XK)L(XED - g0y

olur. Boylece ﬁ icin ardigik yontem olusur:

e?:=0 b9:=0

i=0,12,...icin

0.2 y. gl XpO

g®:= - X¢te®

¢ = (XK)L(XED - g0y

d = £0_ 0

e .= g0 4 g0

b .= O 4 0

burada c® yeteri kadar kiiclik oldugu zaman tekrarlama durur.

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

Bolum 1.5. in notasyonlarinda X =QU ve y=Qv+Q,t dir. Bunagore,
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5.LINEER EKK PROBLEMLERININ ARDISIK COZUMLERI

Gillen TUMER

¢ = (XK) (X8 - g)
=UO) (X" - g")
=UUY (X80 - g)
=U U9 X0 - U9g")

C(i) — (U )-1(k(i) _ h(i))

dir ki burada h® = (U9 *g”vek® =Q¢ @ dir.

Diger yandan

d® =0 _xc®

Qtd" = Qf - Qexe”

QUd®=k® -Uc®=h®

ve

d0 = §0 _xc®

Q4d“ = Q¢f ' -QgXc QX% =0)
=QMy-e”-Xb")
= Qfy- Qe -Qpxb”

=Q4(Q v+Q,1)- QY(y-Xb 0 )

= Q§Q1V+Q§ta' ng' QgXb(i) =I-I=1
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5.LINEER EKK PROBLEMLERININ ARDISIK COZUMLERI Gilen TUMER

QId® = Qgf® =®

elde edilir ve
Qd?=h® p q¥ = Q"
QdO=19 p  dO=Q,1¢

dir ve boylece algoritma olusturulur:

i=0,12,... i¢in

fi=y—e Xb

g=-Xle , h=U%"'g
k=Q¢ , L=Qf
c=U) (k- h)

d:=Q:h + Qal
e=e+d

bi=b+c (5.7)

Bu algoritmalardan ilki Fletcher’e (1975) ve ikincisi Bjorck’ e (1967, 1968)
ve Bjorck ve Golub'e (1967) aittir. Eger hesaplamalarda tek duyarlikli aritmetik

kullamilrsa algoritmalarin her ikisi de b nin degerini b® =U (U9 X9 ve
b® =(U 9 v in ilk tahminlerine yakin bir deger olarak verecektir. Fakat cift
duyarlikli aritmetik kullamlirsa algoritmalarin her ikisi de b nin tam degerini

verecektir. Fletcher kendi karsilastirmali ¢alismasinda, kendi algoritmasinin Bjorck
in algoritmasindan daha fazla ardisik islem oldugunu fakat daha kisa slirede daha
hizl1 bir sekilde bu amaci basardigin buldu.



6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
Giilen TUMER

6. EKK TAHMIN EDICILERI iCIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
6.1. Giris

Bu bolimde standart lineer modelin EKK tahmin edicileri icin kanonik
ifadeleri, # ve s nin yansiz tahmin edicilerini ve £ mn minimum varyansli yansiz
tahmin edicisini inceleyecegiz. Gergek bir veri kimesi Uzerinde Householder

donisumi matrislerinin regresyon uygulamasini gerceklestirecegiz.

6.2. Standart Lineer M oddin Kanonik Formu

Bilindigi Uzere en kucuk kareler tahmini (EKK), regresyon analizinde
bilinmeyen parametrelerin  kestirilmesi i¢in kullamlan en yaygin kestirim
yontemlerinden biridir. EKK tahmin edicisini hesaplamak igin kullanilan birgok
yontem vardir; Cholesky ayrisimi (lcgensel faktorlere ayrma) , QR ayrisimu
(ortogonal faktorlere ayirma) gibi. QR ayrisimmi denklem sayisi  bilinmeyen
sayisindan ¢cok olan lineer denklem sistemlerinin ¢ozimlerinde kullanilir. QR
ayrisiminda Q ve R yi hesaplamak igin iki temel metot Gram-Schmidt ve
Householder dontsumleridir. Biz burada Householder yontemini kullanacagiz.

Householder yontemi n” p X matrisini Ust Gggensel forma degistiren p tane

Householder dontsim matrisinin ¢carpimi olarak n” n ortonormal Q matrisini Uretir

Q=HH,.H H,

dir. Bu yontemin
1. Asama: X = H,%inilk kolonunda kdsegen altindakiler sifir olacak sekilde n” n

ortonormal H, matrisi secilir, X, =0, k=23...,n igin.
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
Giilen TUMER

2. Asama: X3 =H¢inilk iki kolonunda késegen altindakiler sifir olacak sekilde
n'n ortorormal H, matrisi segilin. X,@=0, k=23..,n ve X,7=0,

k=34,..,n icin.

i. Asama : XT=H.in ilk i kolonunun késegen altindakiler sifir olacak sekilde

n" n ortonormal H; matrisi segilir.

p. Asama: X! =H p¢ in tum p kolonunun kdsegen altindakiler sifir olacak sekilde

n" n ortonormal H , matrisi segilir.

U, bir (st Gggensel matris olmak Gizere

. aJu
XP=2& 0

D
formundadhr.
[Pl = 4 exir-1
p

— [p-2]
=H & &P
=H H ¢ .H,X!

=H H_ %.HH,X
[P = Qe

eldeedilirve Q=HH,..H H_ ,Q®R=1 ve QQt=1_dir.
Simdi bunu bir 6rnek Gizerinde inceleyelim.

Ornek : New York Nehirleri Veris (Chatterjee ve ark. (2000))

New Y ork’ta 20 nehir Uzerinde su kirliligini incelemek Gizere yapilan bir aragtirmayi
elealalim.

Tablo 1. New York Nehirlerinde Su Kirliligi Calismast icin Degiskenler
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA

Giilen TUMER
Degisken Tamm
Iikbahar, yaz ve sonbahar aylar siiresince
Y dizenli araliklarla aimnan oOrneklemlere
dayal1 nitrojen konsantrasyonu ortalamasi
(mg/litre)
X1 Tarim: Tarimsal kullammda siirekli olarak
arazi alamnin ylzdesi
X5 Orman: Orman arazisinin ylzdesi
Yerlesim Yerleri: Yerlesim yeri
X3 kullamminda arazi alaminin yizdesi
Ticari/Endustriyel: Ticari ya da endustriyel
X4 kullammda arazi alamnin ylzdesi
Tablo 2. New York Nehirleri Veris (Chatterjee ve ark. (2000))
Satir Nehir Y X1 X2 X3 X4
1 Olean 1.10 26 63 12 0.29
2 Cassadaga 1.01 29 57 0.7 0.09
3 Oatka 1.90 54 26 1.8 0.58
4 Neversink 1.00 2 84 19 1.98
5 Hackensack 1.99 3 27 294 3.11
6 Wappinger 1.42 19 61 34 0.56
7 Fishkill 2.04 16 60 5.6 111
8 Honeoye 1.65 40 43 1.3 0.24
9 Susquehanna 1.01 28 62 1.1 0.15
10 Chenango 1.21 26 60 0.9 0.23
11 Tioughnioga 1.33 26 53 0.9 0.18
12 West Canada 0.75 15 75 0.7 0.16
13 East Canada 0.73 6 84 0.5 0.12
14 Saranac 0.80 3 81 0.8 0.35
15 Ausable 0.76 2 89 0.7 0.35
16 Black 0.87 6 82 0.5 0.15
17 Schoharie 0.80 22 70 0.9 0.22
18 Raguette 0.87 4 75 0.4 0.18
19 Oswegatchie 0.66 21 56 0.5 0.13
20 Cohocton 1.25 40 49 1.1 0.13
H=1-2 uu’ 6.1
it (6.1)
u= X+ sign(xy) X1H2 e (6.2

Her bir Householder matrisi yukaridaki gibi hesaplamir. Burada x, X

matrisinin birinci kolonu ve x;, X in ilk elemamdir. Buna gore drnegimize bakalim.
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Gulen TUMER

V262 + 292 + K + 40

O|O|0O|0I0|0|00|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0(O| -
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA

Gulen TUMER

é133.9400(
é G
529.0000 d
€54.0000 U
e u
é 2.0000 G
g 3.0000 U

u
§19.oooo G
€16.0000 Y
e u
&40.0000 ()
é G
528.0000 -
€26.0000 U

=8 a
£26.0000

€15.0000 U
e u
é 6.0000 G
€ 3,0000 U
e u
& 2.0000
€ 6.0000 Y
e u
€22.0000 ¢
e u
& 4.0000 d
€21.0000 U
e u
£40.0000 §

Hy= 1 o- 2 A

ugt,
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
Giilen TUMER

H; = Kolon 1-7

¢ 02409 -0.2687 -0.5003 -0.0185 -0.0278 -0.1760 -0.14820
g— 0.2687 0.9418 -0.1083 -0.0040 -0.0060 -0.0381 - 0.03213
é-0.5003 -0.1083 0.7983 -0.0075 -0.0112 -0.0710 -0.0598U
g— 0.0185 -0.0040 -0.0075 -0.9997 -0.0004 -0.0026 - 0.00223
€.0.0278 -0.0060 -0.0112 -0.0004 0.9994 -0.0039 -0.0033U
g— 0.1760 -0.0381 -0.0710 -0.0026 -0.0039 0.9750 - 0.02103
2— 0.1482 -0.0321 -0.0598 -0.0022 -0.0033 -0.0210 0.9823 3
& 0.3706 -0.0802 -0.1494 -0.0055 -0.0083 -0.0526 -0.0433(
2— 0.2594 -0.0562 -0.1046 -0.0039 -0.0058 -0.0368 - 0.03103
6-0.2409 -0.0522 -0.0971 -0.0036 -0.0054 -0.0342 -0.0288u
g— 0.2409 -0.0522 -0.0971 -0.0036 -0.0054 -0.0342 - 0.02883
€0.1390 -0.0301 -0.0560 -0.0021 -0.0031 -0.0197 -0.0166U
g— 0.0556 -0.0120 -0.0224 -0.0008 -0.0012 -0.0079 - 0.00663
2— 0.0278 -0.0060 -0.0112 -0.0004 -0.0006 -0.0039 - 0.00333
g-0.0185 -0.0120 -0.0224 -0.0008 -0.0012 -0.0079 -0.0066y;
2— 0.0556 -0.0120 -0.0224 -0.0008 -0.0012 -0.0079 - 0.00663
é-0.2038 -0.0441 -0.0822 -0.0030 -0.0046 -0.0289 -0.02430
g— 0.0371 -0.0080 -0.0149 -0.0006 -0.0008 -0.0053 - 0.00443
€-0.1946 -0.0421 -0.0784 -0.0029 -0.0044 -0.0276 -0.0232U
S— 0.3706 -0.0802 -0.1494 -0.0055 -0.0083 -0.0526 - 0.04438

50
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Giilen TUMER

Kolon 8-14

¢ 03706 -0.2594 -0.2409 -0.2409 -0.1390 -0.0556 -0.0278y
& 00802 -00562 -0.0522 -00522 -00301 -0.0120 -0.0060},
601494 -0.1046 -0.0971 -00971 -0.0560 -0.0224 -0.01120
& 00055 -00039 -0.0036 -0.0036 -00021 -0.0008 -0.0004
g 0.0083 -0.0058 -0.0054 -0.0054 -0.0031 -0.0012 -0.00063
& 00526 -0.0368 -0.0342 -0.0342 -00197 -0.0079 -0.0039
g 0.0443 -0.0310 -0.0288 -0.0288 -0.0166 - 0.0066 -0.00333
808893 -0.0775 -0.0719 -0.0719 -0.0415 -0.0166 -0.0083(
g 00775 0.9458 -0.0504 -0.0504 -0.0291 -0.0116 -0.00583
800719 -00504 0953 -0.0468 -0.0270 -0.0108 -0.0054(
§0.0719 -00504 -0.0468 -0.9532 -0.0270 -0.0108 - 0.0054
800415 -0.0291 -0.0270 -00270 009844 -0.0062 -0.0031(
€ 00166 -00116 -0.0108 -0.0108 -00062 09975 -0.0012
g 0.0083 -0.0058 -0.0054 -0.0054 -0.0031 -0.0012 0.99943
& 00055 -0.0039 -0.0036 -0.0036 -0.0021 -0.0008 -0.0004y
g 0.0166 -0.0116 -0.0108 -0.0108 -0.0062 -0.0025 -0.00123
& 0.0609 -0.0426 -0.0396 -0.0396 -0.0228 -0.0091 -0.0046(
§ 00111 -0.0077 -0.0072 -00072 -0.0042 -0.0017 -0.0008]
800581 -0.0407 -0.0378 -0.0378 -0.0218 -0.0087 -0.0044U
& 0.1107 -0.0775 -0.0719 -00719 -0.0415 -0.0166 -0.0083
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
Giilen TUMER

Kolon 15-20

¢00185 -0.0556 -0.2038 -00371 -0.1946 -0.3706()
$0.0040 -0.0120 -0.0441 -00080 -0.0421 -0.0802)
& 00075 -0.0224 -0.0822 -00149 -0.0784 -0.1594d
§-0.0003 -0.0008 -0.0030 -0.0006 -0.0029 -0.0055
€.0.0004 -0.0012 -0.0046 -0.0008 -0.0044 -0.0083U
€ 00026 -0.0079 -00289 -0.0053 -0.0276 -0.0526(]
€.00022 -00066 -0.0243 -00044 -0.0232 -0.04433
& 0.0055 -0.0166 -0.0609 -0.0111 -0.0581 -0.1107(
g 0.0039 -0.0116 -0.0426 -0.0077 -0.0407 -0.07753
& 00036 -00108 -0.039 -0.0072 -00378 -0.0719(
& 00036 -0.0108 -0.039%6 -00072 -00378 -0.0719}
00021 -0.0062 -0.0228 -00042 -00218 -0.04150
€ 00008 -00025 -0.0091 -0.0017 -0.0087 -0.0166(
€.0.0004 -0.0012 -0.0046 -0.0008 -0.0044 -0.00833
209997 -0.0008 -0.0030 -0.0006 -0.0029 - 0.0055(
€.00008 09975 -0.0091 -0.0017 -0.0087 -0.01663
&00030 -00091 09665 -00061 -0.0320 -0.0609
€ 00006 -0.0017 -0.0061 09989 -0.0058 -0.0111f
&0.0029 -0.0087 -0.0320 -0.0058 09695 -0.05810
& 0.0055 -0.0166 -0.0609 -00111 -0.0581 0.8893

52



Gulen TUMER

6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA

Gulen TUMER

XM = H,0

X[l] —

€ 107.9352 -194.3302 -5.7507
0.0010 12842  -0.8049
0.0019 -77.7467 -1.0023
0.0001 80.1574  1.7962
0.0001 21.2363  29.2443
0.0007 244065  2.4140
0.0006 29.2602  4.7697
0.0014 -33.8494 -0.7758
0.0010 8.2054  -0.3530
0.0009 10.0479  -0.4492
0.0009 3.0479  -0.4492
0.0005 46.1815 -0.0784
0.0002 72.4726  0.1886
0.0001 75.2363  0.6443
0.0001 85.1575  0.5962
0.0002 70.4726  0.1886
0.0008 27.7328 -0.2417
0.0001 67.3151 0.1924
0.0008 156541 -0.5898
0.0014 -27.8494 -0.9758

D: D> D> D> (D> (D> (D> D> D> D> D> D> D> D> (D> (D> D> (D> (D> (D> (D> (D> (D> (D> (D> D> (D> D> (D> (D

_1.1755(
-0.2273Y
-0.01084
1.9581
3.0772 U
0.3521 |
0.9349 3
-0.1977¢
i 0.15643
- 0.05451(
-0.1045;
-0.0041U
0.0544
0.3172 3
0.3281
0.0844 3
-0.0207(
0.1362
-0.09980
-0.30773



6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA

Gilen TUMER
Ayni yontemle
H, = Kolon 1-8
0 0 0 0 0 0 0O u

-0.0714 0.3566 -0.3677 -0.0974 -0.1124 -0.1342 0.1553 3
03566 0.8813 01224 0.0324 0.0374 0.0447 -0.0517u
-0.3677 0.1224 08738 -0.0334 -0.0386 -0.0461 0.0533 3
-0.0974 0.0324 -0.0334 09911 -0.0102 -0.0122 0.01410
-0.1124 0.0374 -0.0386 -0.0102 0.9882 -0.0141 0.0163 3
-0.1342 0.0447 -0.0461 -0.0122 -0.0141 0.9832 0.0195 3
0.1553 -0.0517 0.0533 0.0141 0.0163 0.0195 0.9775q
-0.0376 0.0125 -0.0129 -0.0034 -0.0039 -0.0047 0.0055 3
-0.0461 0.0153 -0.0158 -0.0042 -0.0048 -0.0058 0.0067 U
-0.0140 0.0047 -0.0048 -0.0013 -0.0015 -0.0018 0.0020 3
-0.2118 0.0705 -0.0727 -0.0193 -0.0222 -0.0265 0.0307 U
-03324 01107 -0.1141 -0.0302 -0.0349 -0.0416 0.0482 3
-0.3451 0.1149 -0.1184 -0.0314 -0.0362 -0.0432 0.0500 3
-0.3906 0.1300 -0.1341 -0.0355 -0.0410 -0.0489 0.0566 (
-0.3233 0.1076 -0.1109 -0.0294 -0.0339 -0.0405 0.0468 3
-0.1272  0.0423 -0.0437 -0.0116 -0013 -0.0159 0.018440
-0.3088 0.1028 -0.1060 -0.0281 -0.0324 -0.0387 0.0447 3
-0.0718 0.0239 -0.0246 -0.0065 -0.0075 -0.0090 0.0104 U
0.1277 -0.0425 0.0438 0.0116 0.0134 0.0160 - 0.01858

TR U BOP BOS BB U BOUP BOS BOR AP P R
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
Giilen TUMER

Kolon 8-14

¢ 0 0 0 0 0 0 0 @
$00376 -00461 -00140 -02118 -0.3324 -0.3451 -0.3906}
€00125 00153 00047 00705 01107 01149 0.1300 U
§ 00129 -00158 -0.0048 -0.0727 -01141 -0.1184 -0.1341]
€ 00034 -00042 -0.0013 -00193 -0.0302 -0.0314 -0.03550
€ 00039 -00048 -0.0015 -0.0222 -00349 -00362 -0.0410
€.0.0047 -00058 -0.0018 -00265 -0.0416 -00432 -0.0489!
£00055 00067 00020 00307 00482 00500 0.0566 (i
20.9987 00016 -0.0005 -0.0074 -0.0117 -0.0121 -0.01373
&00016 09980 -00006 -0.0091 -00143 -0.0148 -0.01680
& 00005 -0.0006 09998 -00028 -0.0043 -0.0045 -0.0051]
& 0.0074 -00091 -0.0028 09581 -0.0657 -0.0682 -0.0772U
€ 00117 -00143 -0.0043 -0.0657 08968 -0.1071 -0.1212
€.00121 -00148 -0.0045 -0.0682 -0.1071 08888 -0.12580
& 00137 -00168 -00051 -0.0772 -0.1212 -0.1258 0.8576
€00114 -00139 -00042 -00639 -0.1003 -01041 -01179
& 00045 -0.0055 -0.0017 -00252 -0.0395 -0.0410 -0.0464(
€ 00108 -0.0133 -00040 -00611 -0.0958 -0.0995 -0.1126
800025 -0.0031L -0.0009 -00142 -0.0223 -00231 -0.0262U
500045 00055 00017 00253 00396 00411 0.0466
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
Giilen TUMER

Kolon 15-20

¢ 0 0 0 0 0
g- 0.3233 -01272 -03088 -0.0718 01277
80.1076 00423 01028 00239 -0.04250
§0.1109 -00437 -0.1060 -00246 0.0438
€ 0.02904 -00116 -0.0281 -0.0065 0.0116 U
£ 00339 -00133 -0.0324 -00075 00134}
g 0.0405 -0.0159 -0.0387 -0.0090 0.01603
600468 00184 00447 0.0104 -0.0185(
g 0.0114 -0.0045 -0.0108 -0.0025 0.00453
& 0.0139 -0.0055 -0.0133 -0.0031 0.0055
§0.0042 -00017 -0.0040 -0.0009 0.0017 ;
800639 -0022 -00611 -00142 0.025310
£ 01003 -00395 -0.0958 -00223 0.0396
g 0.1041 -0.0410 -0.0995 -0.0231 0.04113
& 01179 -00464 -0.1126 -0.0262 0.0466 (
20.9025 -0.0384 -0.0932 -0.0217 0.03853
800384 09849 -0.0367 -0.0085 0.0152
& 00932 -00367 09110 -00207 0.0368
800217 -0.0085 -0.0207 09952 0.086 U
500385 00152 00368 00086 0.9848

olarak elde edilir. Diger Householder matrisleri de ayn: yolla bulunabilir.

6.3. Householder Ydnteminin Regresyon Analizine Uygulanmas

y=n"1 gozlemler vektori
X =n" p bilinenler matrisi
b=p° 1 parametrevekttri
e=n"1 hatalar vektori

olmak Uzere ¢oklu standart lineer regresyon modeli

y=Xb +e E(e)=0 E(ee9=s?l,
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
Giilen TUMER

g6z 6niine alalim. Q¥ =U p° p st ticgensel matrisve Q% =0 (n- p)” p sifir
matris olmak uUzere ilk p kolonu ve kalan (n-p) kolonu olarak parcalanmis

Q=[Q Q,] n" n ortonormal matrisinin transpozunu bu modele uygulayalim.

(Draper ve Smith (1981))

y=Xb +e
Q¥ =QXb +Qe

v=Q% , h=Q%, p 1 vektorler ve t=Q%y, z=Q% (n- p)" 1 vektorler

olmak Uzere
évu_&Ju &
X o — = A 6.3
Gl g0l & 3
modeline sahip oluruz.
é
- gﬂ s u Qe (6.4)
dir dyle ki
E(x) = E(Q®) =Q%(e) =Q»0=0 (6.5)
ve
E(xx9 = E(Q®e®@) = Q¥E(ee9Q
=Q%s *1,)Q=sQQ=s7, (6.6)
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA

Giilen TUMER

elde edilir. Boylece

SRR SRS
yadaalternatif olarak,

v=Ub+h Eh)=0 Ehhg=s?
ve

t=z E(z)=0 E(zz9=s?,
olmak Uzere standart lineer modelin kanonik formu
olarak verilir.

Standart lineer modelin kanonik formu, ilk p kolonu ve kalan ( n-p ) kolonu

olarak parcali X¢=[X¢ X¢| olmak lizere X ten Q; ve

é X$ Xgu
€ | u
e 'np u

den Q; yi elde etmede Laplace yontemini kullanan Thiele (1889,1897) tarafindan
gelistirildi.
Simdi drnegimize tekrar donelim ve QR ayrisimin: elde edelim.

[Q.RI=ar(X)
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
Giilen TUMER

Q=Kolon 1-7

¢ 02400 -00744 00204 00286 05603 -0.1171 -0.0432)
§ 02687 -00220 00330 00975 -0.3642 -0.1620 -0.1499
805003 0.3275 -0.0251 -02637 -0.5444 -0.0611 -0.12890
§ 00185 -03697 00087 -08696 01281 -0.0381 -0.2150
800278 -0.0993 -09775 00764 00145 -0.0779 -0.14380
€ 01760 -01232 -00581 00129 -00362 09641 -0.0308]]
g 01482 -0.1434 -0.1347 -0.1803 -0.1023 -0.0397 0.93993
& 03706 01334 00031 -00142 02452 -0.1137 0.0083(
g 02594 -0.0533 00234 01023 01016 -0.0291 -0.00393
& 02409 -00607 00280 00377 01039 -0.0278 -0.0093
§0.2490 -00285 00219 00491 01122 -00238 -0.0043,
801390 -02207 00450 01290 -0.0213 -0.0404 -0.02040
€ 00556 -03366 00574 01815 -0.1143 -0.0487 -0.0292
g 0.0278 -0.3477 00438 0.0560 -0.1260 -0.0477 -0.04273
&00185 -03927 00539 00734 -0.1458 -0.0525 -0.0463(
g 0.0556 -0.3274 00557 01574 -0.1076 -0.0443 -0.03013
602038 -01398 00357 00787 00482 -0.0352 -0.01560
§-00371 -03118 00525 01164 -0.1051 -0.0435 -0.0311f
601946 -00837 00369 00710 00740 -0.0266 -0.00740
03706 01058 00152 00573 02318 -00172 00119
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
Giilen TUMER

Kolon 8-14

¢ 04016 -02614 -02448 -02478 -01178 -0.0165 0.0199 U
20.0714 -0.1100 -0.0973 -0.0712 -0.2497 -0.3553 -0.33483
802179 -00571 -00573 -0.0713 00813 01830 016410
£0.0430 00652 00027 00280 00140 00098 -0.1079,
€0.0081 00031 00112 0.0082 00073 0.0055 -0.0009U
€ 00392 -00419 -00382 -0.0360 -0.0395 -0.0387 -0.0330{]
g 0.0275 -0.0268 -0.0297 -0.0256 -0.0290 -0.0283 -0.03673
£0.8555 -0.0694 -0.0662 -0.0711 -0.0001 0.0501 0.0584 (
g 0.0776 0.9387 -00543 -0.0546 -0.0385 -0.0242 -0.00993
& 00706 -00549 0949 -0.0499 -0.0354 -0.0224 -0.01274
§0.0756 -0.0533 -00490 09505 -0.0283 -0.0120 -0.0018(,
é-0.0111 -0.0461 -0.0389 -0.0342 009327 -0.0856 -0.0715U
£00351 -00372 -00285 -0.0207 -00890 0.8696 -0.1142{]
20.0455 -0.0259 -0.0218 -0.0127 -0.0822 -0.1246 0.88253
600558 -0.0272 -0.0223 -0.0120 -0.0925 -0.1419 -0.1334(
20.0336 -0.0356 -0.0278 -0.0201 -0.0857 -0.1254 -0.11093
&0.0456 -00531 -00472 -0.0447 -0.0520 -0.0532 -0.0412(
£00371 -00291 -00230 -0.0153 -0.0786 -0.1171 -0.1059
800514 -0.0481 -0.0430 -0.0419 -0.0387 -0.0336 -0.02270
& 01398 -00743 -00684 -0.0732 -00102 00349 00482
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
Giilen TUMER

Kolon 15-20

¢0.0330 -00177 -0.1950 -0.0011 -0.1982 -0.4019y
€03774 -03413 -0.1740 -0.3146 -01174 00313
€0.1959 01730 00039 01642 -00152 -0.18410
& 01130 -00079 00045 -0.0379 00223 0.0948
€00032 00063 00083 00080 00168 00126
&0.0357 -0.0374 -0.0406 -0.0326 -0.0344 -0.0429
€00388 -00201 -0.0312 -0.0283 -0.0239 -0.0245Y
£60.0694 00474 -0.0376 00486 -0.0475 -0.138L(
€0009 -0.0228 -0.0489 -00165 -0.0473 - 00826
& 00126 -0.0217 -0.0454 -0.0167 -0.0434 -0.0737(
& 0.0003 -00115 -0.0414 -0.0070 -00412 -0.0779
€ 0.0806 -0.0814 -0.0538 -0.0724 -0.0420 -0.0237U
&0.1300 -0.1238 -00581 -01123 -00391 0.0161
€01333 -01194 -00513 -01105 -00318 0.0305{
£0.8485 -0.1358 -0.0565 -0.1257 -0.0343 0.0384 (j
€ 01261 08807 -0.0562 -0.1084 -0.0878 00157
& 00454 -00508 09486 -0.0438 -0.0446 -0.0533(
01204 -0.1116 -00501 0.8979 -0.0326 0.0212
600245 -0.0320 -0.0426 -0.0264 0.9610 -0.05670
500574 00334 -0.0436 00367 -00518 0.8629 ()
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA

Gulen TUMER

¢ 107.9352

Py
11
@D: D> D> D> D> D> (D> (D> (D> (D> (D> (D> (D> (D> (D> (D> D> D> D D DD DD MDD MDD DD

U :le =

v=Qly=

-1943296  -57507 - 117550
0 -217.4557 -55408 - 156583
0 0 -293489 - 311530
0 0 0 - 16173
0 0 0 o U
0 0 0 0 g
0 0 0 0 3
0 0 0 0 4
0 0 0 0 3
0 0 0 0
0 0 0 0 3
0 0 0 0
0 0 0 0 3
0 0 0 o ¢
0 0 0 0 u
0 0 0 0 3
0 0 0 0
0 0 0 0 3
0 0 0 0 ¢
0 0 0 0 @

P

)
~
Q
W
o
R

0.0000
0.0000
0.0000

MD: (D> D> D> (D> D~

& 461497
é G
& 20403,
&- 187650
& 0.49784

-1943296  -57507 - 117550
-217.4557  -55408 - 15658
00000  -293489 -311530
00000 00000 -16173§
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA

Gulen TUMER

t=Qy

& 0.2259()
) G
50.2789 d
€0.7597 u
e u
§0.2233 G
& 0.1807U
e u
§0.0732 u
€0.2466 U
e u
& 0.1586(;
) G
50.0249 ¢
80.1241
e u
§0.0675 G
€0.1695 U
e u
‘?_ 0.2874@
€0.2608 U
e u
& 0.2798()
& 0.1772Y



6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA

Gulen TUMER

év

A

& 4.6149(
é G
& 2.0403(J
é- 187650
e u
(E:.- 0'4978@
€ 0.22590
e u
§0.2789 0
€0.7597 U
e u
60.2233
& G
& 0.1807

€0.0732 4 _
e u-—
5 0.2466 ;

€.0.1586U
e u
§0.0249 u
€0.1241U
e u
&0.0675 |
€0.1695 U
e u
& 0.2874(
e u
20.2608 d
€-0.2798u
e u
& 0.1772;

6.3.fves?

u_
&t

§,U§|b+,\ l;'
&n &
- 57507

€ 107.9352 - 194.3296 - 117550

€ 00000 -217.4557 -55408 -156583
€ 0.0000 00000 -29.3489 -311530
€ 00000 00000 00000 -16173
€ 00000 00000  0.000 0.0000 U
€ 00000 00000 00000 0.0000
g 0.0000 00000  0.0000 o.oooog
& 00000 00000  0.0000  0.0000
g 0.0000 00000  0.0000 o.oooog
& 00000 00000  0.0000 0.0000
€ 00000 00000 00000  0.0000
€ 00000 00000  0.0000  0.0000 U
€ 00000 00000 00000  0.0000
g 0.0000 00000  0.0000 o.oooog
& 00000 00000  0.0000  0.0000
g 0.0000 00000  0.0000 o.oooog
& 00000 00000  0.0000  0.0000
§ 00000 00000 00000  0.0000
é 00000 00000  0.0000  0.0000 U
§ 00000 00000  0.0000  0.0000

nin Yansiz Tahmin Edicileri

Bu model baglaminda, £ yi

b=U

ile tahmin etmek kabul edilebilir goruliyor.

v=Ub +h

oldugundan
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
Giilen TUMER

b=U'Ub+h)=UUb+Uh
b=b+U" (6.8)
bulunur. Boylece b
E(b)=E(b +U h)=b +EU 'h)=b +UE(h)
E(b)=b (6.9)
beklenen degerine ve
Var (b) = E[(b - b)(b - b)4
=E[(Uh)U h)¢
= E[U " hhqU )¢ =U*E(hh U )¢
=U"s? (U he=s2U (U )t
=s U (U He=s 2(UL)*
Var(b)=s2UY)* (6.10)
varyansina sahiptir. s 2

g2 t¢

n-p
ile tahmin edilebilir. t = £ oldugundan
E(zz 9 = E[tr(zz 9] = E[tr(z )]
=tr[E(z&)]=tr(s?l, )

=(n- p)s? (6.11)

olur.
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
Giilen TUMER

E(s”):LE(tct):iE(zz):n_—lp(n- D)s?=s? 6.12)

n-p n-p
oldugundan S?, s ? nin yansiz tahmin edicisidir.
Ornegimize bakacak olursak
§0.0263§|
_ £0.0064

=€ Uve  Var(b)=0.0206
60.0313(

€0.30780

dr. s2=—% Gldugundan $?=0.0743 dir.

6.4. p mn Minimum Varyans Yansiz Lineer Tahmin Edicis

Var(b)=s 2(XX)'=s2(UU) " varyans matrisi ile sradan EKK tahmin
edicisi ve kanonik EKK tahmin edicisi

b =(XX)'X¢=U"v
S min bir yansiz tahmin edicisidir. Burada # min en iyi tahmin edicisini inceleyecegiz.

A n" p matris olsun. b=A% nin elemanlart y nin elemanlarinin lineer

fonksiyonudur ve b, g nin lineer tahmin edicisidir.

B=Q% ve C=Q,%A olsun.
b=A¥ = AQQY
= ARQQH+Q,Qf)y

= ACQQIY + ACQ,Q9y
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA

Giilen TUMER
=BW&+C¢
=B§Ub +h)+C¢
b=B®&b +Bh +C¢ (6.13)
bulunur ve
E(b)=BWUb +BEMN)+CE(z)
E(b)=BWb (6.14)

dir ki ancak ve ancak B®J =1 ise b, B min yansiz tahmin edicisi olur. Bu da

B¢=U " ile mimkindir. Varsayalimki B¢=U * olsun.

b=b+B&i+C¢& b b-b=B&H+C¢

Var (b) = E[(b- b)(b- b)¢

= E[(Bh +C& )(Bb +C¢ )¢

=E[BAhB+Bhz €+C¢h® +C¢z €]

= E(BBh®) + E(Bbiz €) + E(CE&h®) + E(Céz )

=B&°l B+B;OC+CPOb +C& %, C

=s BB +s °CEC
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA
Giilen TUMER

Var(b) =s 2(U) 1 +s CC (6.15)

varyans matrisine sahiptir. Ancak ve ancak C sifir oldugunda, pozitif semidefinite

matris s °C€ sifir olursa, yansiz lineer tahmin edici b= A%y matrisinin varyansi, b

EKK tahmin edicisininkinden daha buyuktir ki b EKK tahmin edicisidir. (Berk ve
Hwang 1989))

Bu sonuglarin ne anlama geldigini goérmek icin, d: p~ 1 vektor olsun. d® ve

d® min her ikis ded® nin yansiz lineer tahmin edicileridir. Fakat d® rmn

varyansi
Var (d®) = d¢Var (b)]d =s *d¢U &) 'd (6.16)
ile verilmesineragmen d® nin varyansi

Var (d®) = d¢Var (b)]d

=s%d¢UU) 'd+sdctd

=Var (d®) +s 2g¢ (6.17)

ile verilir ki eger g = Cd matrisi bir sifir matris olmazsa d® nin varyansi d®

varyansindan agik sekilde blyuktar. Bu nedenle b, S nmin minimum varyansl yansiz

lineer tahmin edicisidir. Her ne kadar temel sonuclar, Markov (1912), problemi
tartismadan yillar 6nce Gauss (1823) tarafindan kurulduysa da bu sonug genellikle
Gauss-Markov Teoremi olarak bilinir. (Kourouklis ve Paige (1981))

Ornekte
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA

Gilen TUMER
€0.0263) €0.02630
- €0.0064Y - €0.0064Y
b =(XX)'Xxg=€ " ve B=Ui=€ >
€0.03134 €0.03134
£0.30787 £0.30787

Simdi

Var (b) = 0.0206

695013 0.5789
$23114 35287
&.0684 8.1317
£4.8508 0.0986
639130 1.3889
£7.6210 20277
24.5647 1.9872
&0.1850 6.0379
28.2141 27219

84.4470 1.9881
£6.1543 0.1527

€7.9194 7.4679
£0.2181 4.4510
27.3821 9.3181
&l.7627 4.6599
24.0571 4.1865
89.3547 8.4622
£9.1690 5.2515
4.1027 2.0265
8.9365 6.7214

b= Ay =

6141.99691)
& G
£89.3333 1
€121.78481

€136.10620,

8.3812
0.1964
6.8128
3.7948
8.3180
5.0281
7.0947
4.2889
3.0462
1.8965
1.9343
6.8222
3.0276
5.4167
1.5087
6.9790
3.7837
8.6001
8.5366
5.9356

A:20" 4 matrisaalim.

496551
8.99773
8.2163(
6.4491
8.1797U
6.6023(]
3.41973
2.8973(
3.41193
5.3408(
7.27113
3.09290
8.3850(;
5.68073
3.7041;
7.02743
5.4657()
4.4488
6.94570
6.2131
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6.EKK TAHMIN EDICILERI ICIN KANONIK IFADELER VE UYGULAMA

Giilen TUMER
¢ 214878 -159751 -176543 -21.18300
5= :g 169054 -9.4957 -12.6049 -14.01343
&-65270 05615 -69802 -5.95611
§ 24172 32797 01877 -03815,
22351 -50591 15306 -3.47080
15201 -16046 01702 0.3359 !
612134 -12498 21719 -3.37940
§7.1155 25037 -23723 -22133;
€12252 -13389 -25351 -2.52920
€ 20731 -16463 -33500 -0.3138]
g 0.0099 -3.2576 -3.1077 2.12283
618372 34192 26336 -3.1434(
C:Q2¢A:é 1
37045 02741 -02013 1.9203
25133 57820 25659 - 0.5506(
34179 08151 -14180 -3.0328
€13173 01728 3.8001 0.7065 U
£27200 44638 -12202 -0.7524(
24.4802 17514 5.8876 -1.25603
&15826 -13032 41384 1.9090 (
€12517 28243 -0.8377 0.7364 1
614199690
b:B¢./+C¢=g89'33333 ve  Var(b)=5552153
&121.78484
€136.10620,
Var (b) = 555.2153 > Var (b) = 0.0206
£7.94820
= 59'56843 olsun. dt/ar (b)d =1.4408e+0.05 > d&/ar (b )d = 5.3561
&.22590
£8.80140
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7.SONUCLAR VE ONERILER Gulen TUMER

7.1. SONUCLAR VE ONERILER

En kiclk kareler yontemi bir cebirsel yontem olarak 1805 yilinda Legendre
tarafindan Onerilmis ve 1809 da Gauss tarafindan istatistiksel yontem olarak
dogrulanmustir. Bu teknik astronomi ve yeryiza olgimleri ile ilgili arastirmalarda
derhal standart bir yontem olarak benimsenmistir. Gegtigimiz yiz yil ve dncesinde
istatistiksel veri analizi ile ilgili alanlarda ve ¢ok degiskenli istatistiksel yontemlerin
kullanlmasinda karsimiza gikmustr.

Bu calismada en kiicik kareler yonteminin temelleri Gizerinde duruldu, EKK
ve GEKK nin regresyon modellerinin ¢oziminde nasil kullanilacag: verildi.
Ozellikle Householder yonteminin ve Givens yonteminin matrisler yardimiyla
enstrumental degiskenler Gzerinde kullanmlisina dikkat ¢ekildi. Dontisim matrisleri
yarchmiyla lineer regresyon modellerinin ¢dzumi incelendi. Lineer olmayan
modeller igin ardisik ¢ozUm yontemleri verildi.

Bu calismada inceleyemedigimiz EKK ve genellestirilmis EKK ile ilgili
degisik alan bilgilerinin de eklenmesiyle baska teorik ve uygulamali calismalar
yapilabilir.
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