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OZET
Yiksek Lisans Tezi
Reguler Hahn Dirac Operatori
Sibel YAYLA TUNC

Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Hiiseyin TUNA

Agustos, 2025

Dirac denklemi, modern fizik tarihinde devrim niteliginde bir atilim olarak
degerlendirilmektedir. Rolatif kuantum mekaniginin temel taslarindan biri olan bu
denklem, yalnizca elektronun yarim-spin (Spin-2) ozelligini tutarli bir bigimde
aciklamakla kalmamis, ayni zamanda teorik dilizlemde karsit parcaciklarin
(antiparcaciklar) varligini 6ngdrerek parcacik fiziginde yeni bir paradigmanin olusumuna
zemin hazirlamistir. Ayrica, hidrojen atomunun spektrumuna iliskin ince yap1
diizeltmelerinin agiklanmasinda da dikkate deger bir basar1 saglamstir.

Bu tez c¢alismasinda, klasik Dirac denkleminin bir genellemesi olarak
degerlendirilebilecek Hahn—Dirac denklemi ele alinmaktadir. Calismanin giris kisminda,
konunun tarihsel arka plan1 detayli bir sekilde irdelenmis ve konunun kavranmasina katki1
sunacak teorik on bilgiler sistematik bir bigimde aktarilmistir. Bunun yani sira, ilerleyen
bolimlerde analizlerde kullanilacak temel matematiksel kavramlar ve Onciil sonuglar
sunulmustur.

Tezin ikinci ve Uglinct bélimlerinde Hahn—Dirac denklemi kapsamli bir sekilde ele
alinmig; denklemin yapisal oOzellikleri, matematiksel karakteristikleri ve fiziksel
yorumlar1 derinlemesine incelenmistir. Son boliimde ise, s6z konusu denkleme karsilik
gelen Hahn-Dirac operatériiniin disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri arastirilmis
ve bu genislemeler smir kosullar1 baglaminda formiile edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hahn fark operatérii, Hahn-Dirac sistemi, simetrik operator,
kendine es operator, dissipatif operator, sinir deger uzay1
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The Dirac equation is regarded as a revolutionary milestone in the history of
modern physics. As one of the foundational pillars of relativistic quantum mechanics,
this equation not only provides a consistent explanation of the electron’s spin-Y2
property but also predicts the existence of antiparticles, thereby opening a new era in
theoretical physics. Furthermore, it has demonstrated remarkable success in accounting
for the fine structure corrections observed in the hydrogen atom spectrum.

In this thesis, we consider the Hahn—Dirac equation, which can be viewed as a
generalization of the classical Dirac equation. The introductory section provides a
comprehensive account of the historical development of the subject, accompanied by
essential theoretical preliminaries that facilitate a deeper understanding of the topic.
Additionally, fundamental mathematical concepts and results that will be utilized in
subsequent chapters are systematically presented.

The second and third chapters of the thesis offer a detailed examination of the
Hahn-Dirac equation, focusing on its structural characteristics, mathematical properties,
and physical interpretations. In the final chapter, the dissipative, accretive, and self-
adjoint extensions of the Hahn—Dirac operator associated with the equation are
investigated, and these extensions are expressed in terms of boundary conditions.

Keywords: Hahn difference operator, Hahn-Dirac system, symmetric operator,
dissipative operator, boundary value space



1. GIRIS

Operatdr teorisi, fonksiyonel analiz ve kuantum mekanigi gibi pek ¢ok
matematiksel ve fiziksel disiplinin temelini olusturan kritik bir alandir. Bu baglamda,
simetrik operatorlerin genislemeleri konusu, yalnizca kuramsal matematik agisindan
degil, ayn1 zamanda uygulamali matematik ve teorik fizik i¢in de derin ve ¢ok yonlii
sonuglara sahip bir arasgtirma sahasi olarak 6n plana ¢ikmaktadir. Simetrik operatorlerin
genisleme teorisi, Ozellikle kuantum mekaniginde gozlemlenebilir niceliklerin
matematiksel modellenmesi agisindan vazgegilmez bir rol oynamaktadir.

Bu alandaki ilk sistematik ve kapsamli calismalar, J. von Neumann tarafindan
gerceklestirilmistir. Von Neumann, 1929 yilinda yayimladigi ¢181r agict ¢alismasinda, bir
simetrik operatoriin hangi kosullar altinda kendine es (6z-adjoint) bir genislemeye sahip
olabilecegini belirlemis ve bu genislemelerin yapisal olarak nasil insa edilecegini
matematiksel olarak ortaya koymustur (Von Neumann, 1929). Bu temel sonuclar,
operatOr teorisinin modern gelisimine yon vermis ve sonraki arastirmalar i¢in giiclii bir
teorik zemin olusturmustur.

Von Neumann’m onciiliik ettigi bu arastirma sahasi, ilerleyen yillarda bir¢ok segkin
matematik¢inin katkilariyla zenginlesmis ve derinlesmistir. Ozellikle Krein, (1947;1952),
Rellich, (1951), Birman, (1956), Vishik, (1952) ve Phillips, (1959) gibi arastirmacilar,
simetrik operatorlerin farkli tiirdeki genislemelerine iliskin 6nemli sonuclar elde ederek
konunun teorik altyapisin1 onemli 6lgiide gelistirmiglerdir. Bu katkilar, operatorlerin
spektral Ozelliklerinin incelenmesine ve diferansiyel operatorler baglaminda yeni
uygulamalarin ortaya ¢ikmasima olanak saglamistir.

Bu cercevede, 1969 yilinda Rofe-Beketov tarafindan onerilen yaklagim, simetrik
operatorlerin genislemelerini lineer bagintilar (linear relations) araciligiyla ele alarak
mevcut kuramsal gergeveye yenilik¢i bir perspektif kazandirmistir (Rofe-Beketov, 1969).
Rofe-Beketov’un yontemi, daha sonra pek ¢ok arastirmaci tarafindan gelistirilmis ve
ozellikle simetrik diferansiyel operatdrlerin kendine es genislemelerinin smir kosullar:
cinsinden ifade edilmesine yOnelik c¢aligmalara Onciilik etmistir. Bu dogrultuda
literatirde 6nemli katkilar, Gorbachuk ve Gorbachuk, (1984), Bairamogly, (1976),
Allahverdiev, (1995; 2013; 2014; 2016; 2019), Tuna, (2013), Tuna ve Bayrak, (2018),
Tuna ve Allahverdiev, (2018) ile Kholkin, (1981) tarafindan sunulmustur.



Bahsi gegen ¢aligmalar, 6zellikle tekil diferansiyel operatorler baglaminda, simetrik
operatorlerin spektral teorisine Onemli katkilar saglamig ve bu teorinin kuantum
mekaniginde uygulama alani bulmasina olanak tanimistir. Bu nedenle, simetrik
operatorlerin genigleme teorisi, yalnizca saf matematik agisindan degil, ayn1 zamanda
uygulamali matematik ve teorik fizik disiplinlerinde de genis bir etki alanina sahiptir ve
giiniimiizde de yogun bir sekilde arastirilmaya devam etmektedir.

Hahn, (1949;1983) asagidaki sekilde tamimlanan fark operatorii Dy, ’yi

tanimlamistir.
flgt+w) = f() Ft (1.1)
Dyuf(®:=4 (qt+w)—t ' o
f'(wy), t = wy,

Burada sabitler g € (0,1),w > 0 olup wy: = ;"quir.

Bu ifade f fonksiyonu w, da tiirevi alinabilir ise gecerlidir. Bu durumda D, f’ye

f'nin g, w deki tirevi diyoruz. Bu operator iki onemli operator tanimini genisletir:

Bunlardan birisi ileri fark operatéridr.

A f(t):=LEOTO 5 1.2)

(t+w)-t

(Birchaff, 1911; Bird, 1936; Jordan, 1965; Jagerman, 2000). Digeri ise Jackson g-fark

operatoru

e LODZTO 0
Burada g € (0,1) sabittir (Jackson, 1908;1910; Gasper vd., 1990; Andrews vd., 1999;
Ismail, 2005; Abu-Risha vd., 2007). Hahn fark operatdriiyle ilgili olarak yapilan
calismalara literatiirde genis bir sekilde yer verilmistir. Annaby vd., (2012) s6z konusu
operatoriin kapsamli bir analizini sunmuslardir. Hamza ve Ahmed, (2013) ise genel
birinci dereceden g,m-baslangic deger problemlerinin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligine

yonelik arastirmalar gergeklestirmis ve ayrica lineer Hahn fark denklemleri teorisini

incelemislerdir.



Son yillarda, Annaby vd., (2018) tarafindan q,0-Sturm-Liouville teorisi
gelistirilmis; diizenli ortamlar i¢in q,w-Sturm-Liouville problemlerine iligkin 6rnekleme
teoremleri ise Annaby ve Hassan, (2018) tarafindan elde edilmistir. Ayrica, kesirli Hahn
kalkilusi tzerine de 6nemli ¢alismalar yapilmistir (Brikshavana ve Sitthiwirattham,
2017; Patanarapeelert vd., 2018; Patanarapeelert ve Sitthiwirattham, 2018). Bu baglamda,
Allahverdiev ve Tuna, (2017) tek boyutlu Dirac sisteminin asagidaki g-parametreli bir
versiyonunu literatire kazandirmislardir. g-Dirac sisteminin, asimptotik formiillerinin
Ozdegerleri ve 6z fonksiyonlar1 Hira, (2018) de arastirilmis ve Hira, (2019) da 6rneklem
teorisi elde edilmistir.

Hahn-Dirac sistemi

1

—=D1i-wy, + p(t)y; = Ay, (1.4)
4 q¢

Dgwyr +r(0)y2 = Ay,,

k11y1(0) + k15y,(0) = 0, (1.5)
k211 (@) + kpy,(ag™) =0, (1.6)

ile tamimlanir. Burada k;; (i, j = 1,2) reel sayilardur,
wy <t<a<o e C,p(.)ve r(.) fonksiyonlart [w,,, a] lizerinde tanimli  ve
streklidir. Bu sistemin temel spektral 6zellikleri Allahverdiev ve Tuna, (2019a, b; 2021)
ve Hira, (2020) tarafindan incelenmistir.

Bu tez ¢alismasinda regiiler durumda (1.4) denklemi ele alinmistir. Bu denkleme
karsilik gelen operatorler i¢cin smir deger uzayi insa edildi. Sinir kosullar1 yardimiyla tiim

maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri elde edilmistir.



2. GENEL BILGILER

q € (0,1),w > 0 sabit olsun w, := w/(1 —q),vel reel sayilar kiimesininin wg’1

kapsayan bir alt araligi olsun. h(t) := qt + w, t € I olsun. O zaman,

wo = lim (hoho .. om)(®)  dir

Tamm 2.1. f, I aralig1 iizerinde tanimlanmig bir fonksiyon olsun. f w,'da

diferansiyellenebilir fonksiyon olmak tizere Hahn fark operatoru,

(fat+w) = f©

— , t # wy
Dq,wf(t) = { (gt +w) =t (2.1)

L flw), t=awy,

ifadesi ile tammlanir. Dy, f(w,) ifadesine f fonksiyonunun g, o-tiirevi denir. Eger
Dgwf(wy) tiirevi mevcutsa f fonksiyonuna I Uzerinde q, o-diferansiyellenebilir
denir (Hahn, 1983).

Eger f.g fonksiyonu,t € I noktasinda g, w-diferansiyellenebilir ise asagidaki

ozellikler saglanir:
Dgo(af +Bg)(t) = aDy,f(t) + BDg,g(t), a, BeC,

Daw(f9)(©) = Dy (f())g(t) + f(qt + @)D, g(t),

£@©)  (Pawf®)g® = F©Dg0g®

Pao g = 909t + @)

,g(g(qt + w) # 0,

(Annaby vd., 2012).
D, fark operatdriiniin sag tersi Annaby vd. tarafindan (Annaby vd., 2012) Jackson

— Norlund toplamlar1 cinsinden su sekilde tanimlanmistir:

_.k
Tamm 2.2.a,b € I ve [k]q = %,k € Nolsun. a dan b ye f fonksiyonu g, o -

integrali su sekilde tanimlanir.



b b a
[ r@dguts= [ @dgut— [ fOdqur 2.2)

[ F0dgut = Ga-@= 0 Y ¢t raat+ ol xd, @3)
Wo k=0

(2.2) esitligindeki seriler x = a ve x = b noktalarinda yakinsaktir. Bu durumda,
f fonksiyonu [a, b] aralig1 tizerinde q, ® -integrallenebilir denir ve (2.3) esitliginin
sag tarafindaki toplam Jackson — Norlund toplami olarak adlandirilir.

f, g siirekli fonksiyonlar1 igin q,w- kismi integrasyon formiilii,

b
[ F@ODaus©dgut = 912

b
p f Dy, w(F(0)g(qt + ) ot ab €1 (2.4)

a

ile verilir (Annaby vd., 2012).
Asagidaki iligki dogrudan D, ,, tanimindan gelmektedir.

(Dgwf)(h7(t)) = D1-wf(0), (2.5)
q q

Burada h=1(t): = t_Tw, t €1. q,w -tipi triin formiilii su sekilde verilir. a > 0 sabit ve

LZ,WZ (wg, @), [wy, a] lizerinde tanimlanan:

a 1/2
£ 1= (( | If(t)lqu,wt> <oo)

kosulunu saglayan tlim kompleks degerli fonksiyonlarm kiimesi olsun LZ ,, (w,, @) uzay1

asagidaki i¢ carpimi ile ayrilabilir bir Hilbert uzayidir.



(9= [ FOFDqut, £.9 € (00, 26)

0

(Annaby vd., 2018).
CZ o (wo,a), Dy, y(.) fonksiyonlarinin w, da siirekli oldugu tiim y (.) fonksiyonlarindan

olusan L% ,,(wo, @) nin bir alt uzay1 olsun. H, ,, Hilbert uzay :

b= 0= (1) 2 haton)

(2, = fy, YT (©2(0)dg e, (27)

i¢ carpimu ile tanimlanir. Burada T matris transpozesi islemini ifade eder.

Tamm 023 y() = (i ZE %),z(.) - (28) €H,, olsun. O halde,

y()and z(.) nin g, w — Wronskian "1 su sekilde tanimlanir.

Woo @, 2)(0):= y1 (02, (A1) — 2, (D) y, (A (D). (2.8)

Teorem 2.4. ¢, o- Dirac denkleminin (1.4) q, ®-Wronskian ¢oziimleri t ve A dan

bagimsizdir.

ispat: y(t, 1) = (i;gg) ve (t,A) = (Zg%) q, w-Dirac denkleminin (1.4) iki

¢6zlimi olsun. (2.8) den asagidakini elde ederiz,

DagwWyo (0, 2) (£, 2)
= Dq,w (ZZ (h_l (t)' A))Yl (t' /1) + Zy (t' A)Dq,wyl (t: /1)
— Dy (¥2(R71(6), 1)) 21 (£, 2) — ¥(£, DDy 1 (£, ) . (2.9)

y(t,A) ve z(t,A) q, w — Dirac denkleminin (1.4) ¢oziimleri oldugundan

Dy Wow (7, 2)(t, 2) = 0. (2.10)

elde edilir. Dolayisiyla, W ., (v, 2) (¢, A) sabittir (Hira, 2020).
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Teorem 2.5: A € C igin, g, w-Dirac denkleminin (1.4), asagidaki baslangi¢c Kosullar1

¢1 (t, A)

altinda tek bir ¢oziimii ¢ (t, 1) = <¢ (t, 1)
2\,

) vardir:

¢1(we, 1) =c1, Pr(wo, ) = ¢y,

Oyleyse c;,c, € C .
ispat:

_ (Pt A) Cq0(t,A)
p1(t, ) = ((p12 (¢, A)) (‘ﬁsq,w(t, \/’5/1)>,

(o)) _ [ SaetA)
2t A) = (4022(& /1)) B (Cq,w(t, \/5,1)>'

olsun. Burada

- Y im0
n=0
ve
— _1\nn(n+1) _ o 2n+1
e
n=0

ile tanimlanan Hahn kosiniis ve Hahn siniis fonksiyonlaridir. O zaman

(016D (c19011(6A) + 021 (E, 1)
o6 A) = ((Pz(t, /D> B <01(P12(t; D)+ 05, (8, A)>’

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Fonksiyonu p(t) = r(t) = 0 icin g, w-Dirac denkleminin (1.4) temel ¢6ziim kiimesidir.

W0 (1, ¢2)(., A) = 1 dir.

Asagidaki ardisik yaklasimlarin dizisini su sekilde tanimlansin:

W DY = (02

m=1



_ (Y116 DY _ (10116 A) + c2021 (8, 1)
)= (l/)12 (t, /1)> B <C1(P12 (t, 1) + 2022 (¢, /1)),
l/)(m+1)1(t' A))

Yims1)2(t,4)

P+ [ 0aDonhE),D
— 9126, D21 (A(S), DI (RS her (B(S), ) g

+ f {9216, DP12(5, 1) = 911 (8, D@22 (5, DT () P2 (5, Dlg 08

0

(2.14)

Vmer(t,A) = (

‘ (2.15)
VD) +0 [ (02t Do ((6),D

—P12(t, VP21 (A(5), D3P (h())Prm1 (h(s), Ddg 008
t

+f {@22(t, D12(5,2) — @12(t, D) P22(5, D)} () Pimz (s, M) dg S

0

m = 1,2,3,... A € C sabiti icin, t den bagimsiz olarak asagidaki gibi B(1),4,,4, ve A

pozitif sayilar1 bulunmaktadir.

|p(t)| < All |T'(t)| < AZIA =m {AllAZ}:

B(A
it D) < (2 )i,j =1,2,t € [w,, al. (2.16)

K= (gl + legD) /@ olsun.

Bu durumda (2.16) dan,
[P11 (&, D] < K1, (6, D] < K(A).

Matematiksel tiimevarimi kullanarak asagidaki ispat1 yapiyoruz:

(ABA) (1 —q) — o)™

[P (6D = e D] < | | A +aMK@)

(q; q)m
- - (ABM(E(A —q) — o)™
[onenn (e =m0 < | | @+ axeh o,



m=1,2,..... (2.17)
[Ik olarak, licgen esitsizliginden asagidaki esitsizlik elde edilir:

|ll)21 (t' /1) - lpll (t' A)l
<a1 [ (0ultDon(s)D
— 012 (6, )21 (), DI () hr1 (h(), D)y 5 |

+ f {021 (t, D@12(5,2) — 911 (t, D) P22 (s, D}r(s)P12(s, Ddg S

< gB(M)AK () f dgws + BA)AK(A) j dgws

CU=0=0) ey =D =)

(t(1—q) - w)
1-—

< gAB(M)K(4A)

< AB(A))K(A)

(1+9q).

Bazi m ler i¢in (2.17)’un dogru oldugunu kabul edelim. O halde



W21 (62 = Pmen (& D)

<q| fw 21, D@11 (A(), D) = P11 (&, D21 (R(s), DIp(R(s))
x(zp(mﬂjl (A(5),2) = Pm1 (h(s), 1)) dg0 |

+| L @21 Va5, )

—qon(;, DP22(5, DIF(S) W me12(5, D) = Yz (5,4) )dg s |

< qB(M)A L | (Wawse1)1(1(8), ) = Yrma (A (), 1)) dg ]

+B(A)A|(¢(m+1)2(s /1) lpmz(s /1)>dqw |

SqAB(/l)K(/l)( ()) 1_[<1+q"> f ()1 = 9) = 0)" g0

(AB())™
+AB()1)K(/1)W | =| (1+4q™ fwo (s(1—q) —w)"dgws
(AB(A)™** n d m+1 _qr
SqK()l)—(q, ) |_| 1+qgM(1—-q) —w) T— gt
(AB(A)™** 4 m+ 1
+K(/1)(—|=| (1 +4¢M(E =) =)™ 5 =gt

(AB)((1 —q) — @)™ .

< 1_[ 1+ qMKQ) D

Bu yiizden, (2.17) esitsizligi her m € N igin dogrudur. (2.17) de sag taraftaki terimlerin

yakinsamasini garantilemek i¢in ek olarak asagidakini varsayiyoruz.

1
ABAA—q)"

It — wy| < € [wy, al. (2.18)

Dolayisiyla, Weierstrass testine gore asagidaki seriler

VY11 (64) + Z Vmsn1(& ) = P (6,2) (2.19)
m=1

Y12(t, ) + Z Ym+1)2 (& A) — Pa(t, 1)
m=1

[wy, a] araliginda diizglin bigimde yakinsar.
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l/)(m+1)1 (t' A))

¢m+1 (T‘, /1) B <¢(m+1)2 (t; /1)

serinin m’inci kismi toplamlar1 dizisi oldugundan, ¥, 44 (., A1), dlzgiin bigimde
o, ) = (gl E':g) fonksiyonuna [wg, a] araliginda yaklasir. Ayrica, m (zerinde
2\

tiimevarim yoluyla da ¥,,;(t, 1) Ve Dy, (t, 1) (i = 1,2)nin w, da siirekli oldugunu

kanitlayabiliriz. Burada

Dg oW im+1(tA) = ¢1Dg 0, @11(t, 1) + 3D 4,921 (t, 1)

+q f t {Dg o (©21(t, 1)) @11 (h(s), 1)

—Dq,:&on(r, 1)) @21 (1(5), D}p(h(s)) Y1 (h(s), Ddg o5

+ f (D006 001520 = Dy (0116 )25, DY W5, Vel
Dq,wa:(mm (t,2) = 1040 (0126, 1) + 2D, 022 (¢, ) (2.20)
+a [ (D1 (0226 D)0 (),

—Dq,:Ewlz(r, )21 (h(s), D}p(h($)) Y1 (A(s), Ddg o5

+ f {Dq,w(q’zz (t, Dp12(s, 1) — Dq,w((plz (t, /D)fpzz (s, A)}r(s)lpmz (s, Ddg s

(2.21)
m = 1,2,3, ... Dolayisiyla, ¢;(.,A)ve D, ,¢;(.,1)(i = 1,2) fonksiyonlar1, w, da

streklidir, yani ¢(.,1) € CZ , (wy, @) dir. (2.15)’de m — oo olsun, 0 zaman

d(t, ) = (iii jg) elde ederiz.

Burada

$1(t, ) = c1011(t, 1) + 20,1 (8, 1)

+q J, {021t D1y (h(s), 1)

— 11 (t, )21 (h(), DIp(h(5)) 1 (h(5), Ddg 5

+ 11 9216 DP15(5, 1) = 011.(&, D (5, DI ()2 (s, Dl 5,

(2.22)
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D2(6, 1) = c1912(E A) + c20,(E, A)
+0 [ 0 D0u R,
—912.(t D@21 ((5), DI (h(5)) by (), D)l s

+j {022(t, D 12(5,2) — 9126, D P22(s, D}r(s)P(s, Ddg 5.

(2.23)
Artik, (2.11)’e konu olan ¢(.,4) fonksiyonunun gq,w -Dirac denklemini ¢6zdiigiinii
ispatliyoruz.
¢1((l)0,l) = ve (l)z((l)o,).) =Cy elde ed'llr (222),den

Dy w®1(t,A) = ¢1Dg @11 (E, A) + €2Dg , 921 (L, 1)

40 [ (Pauln D)0 5.2

Dy 156221 (h(5), D)pCH(E)) o (), il 5

+ fw: {Dg,0 (921 (£ 2)912(5, 1) = Dy (911 (£, D) P22(5, DY () p2(5, A dg 5

21 (h(8), D@12(t, 1) — @11 (h(£), D22 (t, D} (), (¢, A). (2.24)

Elde edilir. (2.13), q, w-Dirac denkleminin p(t) = 0 = r(t) icin temel ¢dzim kiimesi
oldugundan, asagidaki sonug elde edilir:

Dgw®1(t, 1) = A¢,(£, 1) — r(0)$, (8, ). (2.25)

q, w -Dirac denklemindeki (1.4) diger denklemin gegerliligi de benzer sekilde kanitlanir.

Teklik icin Y(t, 1) = (?gg) veZ(t, 1) = (?gg) nin q,w -Dirac denkleminin
2 ) 2 )

(2.11) kosulu ile birlikte iki ¢oziimii oldugunu varsayalim, q, w —Dirac denklemine kismi

integrasyonu uygulandiginda,

Y,(t, ) =c; + f (A= 7(5))Ya(s, Vg s (2.26)
Y,(t,A) =c, +q f (p(h(s)) = DYy (h(s), Dd s, (2.27)

ve
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Z,(t, ) =, +f (A —7(s))Z,(s, Ndg s, (2.28)

0

Z,(t,A) =c, + qf (p(h(s)) — A)Zl(h(s),/l)dq,ws, (2.29)

wo
elde edilir. Y(¢t,1),Z(t,A),P(t)ver(t), wy‘da siirekli oldugundan, asagidaki gibi

N+, M, ¢ pozitif sayilar1 elde edilir.

Suglyi(h”(t)'/m = Niage, Sup|Z (R"(£), D] = N,
ne

N)l,t = maX{Ni)l,tJ Ni/l,t}Jl - 1,2, (230)
sup|A —r(h™(t))| = My, sup|A —p(h™ ()| = My,

neN neN

M = maX{MM,p MZ/l,t}- (2.31)

Bunu matematiksel tiimevarimla kanitlayabiliriz.

2 _ r k
Y (62) - 26D < 2017 | My, EE (q.q;)k i (2.32)

t1-q) - )"

1
1V, (8, A) — Z,(t, )| < 2gs2K°H4R+ 02l ey :
CHD)”

(2.33)

k € N,t € [wy, a]. Nitekim, eger (2.32),k € N de saglanirsa, 0 halde (2.26)ve (2.28)

den asagidaki denklem elde edilir.

IY1(t, 2) — Z1(t, D
MENye (*
<M, t2q8[2k2 + 4k + (—1)** + 1] f (s(1 —q) —w)kdy,s
(@ Dk Jo,

My
= 2Bl 4 (ﬂqt q)it Z (t(1 - q) — w)q"q™(t(1 — q) — )"

k+1

(My(t(1 = q) — w))
(4 Dr+1

1
= 2¢8{2k? + 4k + (—1)**! + 1}N,, (2.34)

Benzer sekilde, eger (2.33), k € N de saglanirsa, 0 halde (2.27)ve (2.29) den asagidaki

denklem elde edilir.
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IV, (t, ) — Z,(t, M)
k2
< qM,Lth[“

ktN t
J - q)l f (h($)(1 = @) = ©)*dg 05

k+1

k2
= 2qql7 “ Z (t(1 = @) — w)q"q V(1 - q) — )"

k+1

L ] (Mu(t(l —q) — )

=2
1 (CHI™

(2.35)

Bu ylzden, (2.32) ve (2.33), (k + 1) de gegerlidir. Dolayisiyla, (2.32) ve (2.33), tim k €
N igin dogrudur zira,(2.30) ten k = 0 da saglanmaktadir.

k2 t(1—q) — w)*
lli_)rng[‘*JMftNl,t(( (q% ) o, (2.36)
] k
ve
— o) — ik
lllm 2q8{2k2+4k+( 1)k+1+1}M N, (e (qqs) ) =0, (2.37)
— 00 ’ k

o0 halde tim t € [wy, a] icin Y, (t, 1) = Z,(t,A) ve Y,(t, A1) = Z,(t,A) yani,
Y(t,A) = Z(t, ). Bu tekligi kanithyor (Hira, 2020).
Teorem 2.6: Eger 44 ve A, q, w-Dirac sisteminin (1.4) -(1.6) iki farkli 6zdegeriyse, bu

durumda ilgili 6z fonksiyonlar y(t, 1,) ve z(t, A,) ortogonaldir, yani,

a a
f yT(tl Al)z(tl Az)dq,wt = -]- {Y1 (tl /11)21 (tl /12) + V2 (tl /11)22(1:’ AZ)}dq,(ut = 0!
w

wo

(2.38)
burada yT = (y4,v,).

Ispat: y(t,1,) ve z(t, 1,), q, w -Dirac sisteminin (1.4) -(1.6) ¢dziimleri oldugundan

1

_aDlﬂYZ (t, A1) + {p() — A}y1(t,41) = 0,
qq

Dgwy1(t, A1) + {r(t) — A1}y,(t, 41) = 0,

ve
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1

_aDlﬂZZ (t,22) +{p(t) — A}z, (¢, A,) = 0,
q q

Dq,wzl(t' A2) +{r(t) — A;}z,(t, 4,) = 0.

Srrastyla z,z, yi — y; ve — y, ile carpar ve birbirine eklersek asagidaki denklem elde

edilir.

1
- a Dlﬂ(yz (¢, /11))21 (t,4) + Dy 0 (Y1 (t, A1)>Zz(t, A2)
q q

+ % Dlﬁ(ZZ (¢, ’12))3’1 (t,41) — Dg (Z1(t: /12))}’2 (t, A1)
aq

= L {y1(t, 1)z, (t, A2) + ¥, (¢, A1)z, (¢, 2,)}

=1 (6,221 (t, 42) + y,(t, 1) 7, (¢, 42) } (2.39)

O zaman, su elde edilir:

Dq,w {yl (t' /11)22 (h_l (t), /12) r YZ (h_l (t), Al)Zl (t, AZ)}
= (A — ) (6 2Dz, (t, 2,) + v (8, 41) 2, (8, A5)} (2.40)

q, w-entegrasyonun (2.40) sonuglarma uygulanmasiyla

a

(A —22) {y1(t, 1)z, (t, 23) + ¥, (t, 1) 2,(t, 13)}dg ot

wOO

= {1 (6, A1)z (W71 (2), A2) — vy (W71 (2), A1)z, (8, A) 3G, (2.41)

(1.5) ve (1.6) sinir kosullarindan sag taraf sifir olur ve su sonug elde edilir;
a
(A’l - Az)-]- yT(t, Al)Z(t, Az)dq,wt = 0. (2.42)
Wo

A1 # A, oldugundan teorem bdylece ispatlanmig olur (Hira, 2020).

Teorem 2.7: g, w -Dirac sisteminin (1.4) -(1.6) 6zdegerleri reeldir.

Ispat: Aksini yani g, w -sisteminin (1.4) -(1.6) reel olmayan bir 6zdegeri oldugunu

varsayalim. y(t, A,) buna karsilik gelen (en az bir degiskeni sifirdan farkli olan) bir
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ozfonksiyon olsun. A, ayrica )7(t, /TO) Ozfonksiyonuna karsilik gelen bir 6zdegerdir.

Onceki teoremden A, # A, oldugu igin;
a

[ @20 + 19,020 g ot = 0 (2.43)
wo

Bu ylizden y(t, 1) = 0 ve bu bir geliskidir. Dolayisiyla, A, reel olmak zorundadir (Hira,
2020).
Teorem 2.8. q, ® -Dirac sisteminin (1.4)- (1.6) 6zdegerleri basittir.

¢1(t, 1)
$2(t, A)

saglayan bir ¢6zumi olsun

Ispat:¢(t, 1) =( ) olsun q, w -Dirac denkleminin (1.4) asagidaki kosullar1

$1(wo, 1) = K1z, P2(wo, ) = —kqy. (2.44)
(1.5) smir kosulunu sagladig1 agiktir. g, w -Dirac sisteminin (1.4)- (1.6) 6zdegerlerini
bulmak icgin, bu fonksiyonu (1.6) sinir kosuluna eklemeli ve elde edilen denklemin

koklerini bulmaliyiz. Boylece, ¢(t, 1) fonksiyonu sinir kosuluna (1.6) koyarak asagidaki

karakteristik fonksiyon elde edilir.

AQD) = ky191(a, 1) + kypd (R (@), A). (2.45)

Bu durumda,

dA(d) . 0¢i(a,l) ¢, (h~'(a), 1)
an - T ke -

Ao ¢ift 6zdeger ve ¢°(t, Ao) karsilik gelen 6zfonksiyonlardan biri olsun. Bu durumda,

dA(,) _ 0
dx

A(/lo) =0,

kosullar1 ayn1 anda yerine getirilmelidir. Yani,
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ko197(a, Ag) + ka3 (A1 (@), 4) = 0, (2.46)
a¢? (a, o) a3 (h™"(a), Ao)
2T T g

= 0. (2.47)

ve k,, ve k,, ayni anda sifir olamayacagindan, buradan su sonug ¢ikarilir:

03 (h™'(a), Ao)
A

— p3(h(a )AO)M 0. (2.48)

(nb? (a; AO)
Simdi, q, w -Dirac denklemini (1.4) A ya gore tiirevini alirsak, su denklem elde edilir.

(1, D

%

0y, (t, A
(ya(; o - 28Dy 0

(/1)

o (2.49)
(D) 4 ey - 22D e,

q
Dy,
g, w-Dirac denklemini (1.4) ve (2.49) sirasiyla yl(t’l),ayza Ay (t,2) =y, ) ile

oA
carparak, bunlar1 birlikte toplayarak ve g, w entegrasyonu uygulayarak, su denklem elde

edilir.
0y (t, 4) dy,(h=1(t), 1)
-1
{J’z(h (t)'l)—al y1(t, 4) eV
wWo
a
= [ (i@ + 0262t (2.50)
Wo
A = A, koyarak, 91 (t:20) — 292(tA) = 0 dikkate alarak ve (2.48) esitligini
oA t= Wy oA t=(l)0

kullanarak su denklem elde edilir:

[ {62020 + (83620} dgut =0

Bu  nedenle.¢?(t,Ay) = ¢2(t, o) = 0 olmasi imkansizdir. Dolayisiylad,  basit
0zdegerdir (Hira, 2020).
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Tanim 2.9. H bir Hilbert uzay1 ve T bu uzayda bir lineer operator olmak tzere, 7" nin

tanim kiimesi D(T), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her h,t € D(T) igin,
(Th,t) = (h,T"t)

esitligini saplayan T* operatOriine T operatoriiniin eslenik operatorii denir. Bu esitligi
saglayan t € H vektOrler kimesine T’ nin tanim kiimesi denir ve K (T*) ile gosterilir. T*

operatorli asagidaki 6zellikleri saglar.

i. ([TH)*=T
i. (A7) =AT”
iii. (T+L)'=T"+1L"
iv. (1) =L'T*
v. |IT*|| = IT|| (T sinirliiken) (Naimark, 1968).

Tamm 2.10. T* = T ise T’ ye kendine es operator adi verilir (Naimark, 1968).
Tamm 2.11. Tanim kiimesin D (A) olan bir A lineer operatoru icin, f, g € D(A) olmak

Uzere,

(Af.9) = (f.Ag)
esitligi saglanirsa A operatdriine Hermitian ismi verilir (Naimark, 1968).

Tamim 2.12. A: D(A) — H lineer bir operatdr ve D(A) tanim bolgesi H Hilbert
uzaymda yogun olsun (D(A) = H). Her f, g € D(A) igin,

(Af.9) = (f,49)

ise yani A c A* ise, A ‘ya simetrik operator denir (Naimark, 1968).

Tanim 2.13. D(U), U operatoriiniin tanim bdlgesi olmak tizere, her x,y € D(U) igin

(Ux,Uy) = (x,y)
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ise U’ ya izometrik operator ismi verilir (Naimark, 1968).
Tanim 2.14. Bir U izometrik operatoriiniin tanim ve deger kiimesi tiim H Hilbert
uzayina esit ise, U operatOriine iiniter operator denir.

Smirli bir izometrik U operatoriiniin tiniter olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

U*U = UU* = I olmasidir (Naimark, 1968).

Tamm 2.15. T lineer operatérinin D(T) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogun

olmak lizere, her h € D(T) igin,

Im(Th,h) =0

ise T lineer operat6riine dissipatif (dissipative) operatér denir (Gorbachuk ve
Gorbachuk, 1984).

Tamm 2.16. K Hilbert uzay, I'y,T',: Do+ = K lineer doniisiimler olsun.

I. f,g €Dy~ icin
ii. (A*f'g) - (f:A*) = (I'1f, T29)k—I2f, T19)k;

Keyfi Fy,F, € Kigin I'yf = F4,I'>,f = F, olacak sekilde bir f € D+ vektori vardir,
sartlarini saglayan (K, 'y, ') Uglusiine A operatoriiniin sinir deger uzay1 ismi verilir
(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1984).

Teorem 2.17. n < oo olmak Ulzere (n,n) indis defektli keyfi simetrik operator igin
dimK = n olmak lzere (K, Iy, I';) smir deger uzay1 vardir (Gorbachuk ve Gorbachuk,
1984).

Teorem 2.18. K, H Hilbert uzayinda biiziilme operatorii ise A* operatorinin

(K—DIf +i(K+DIof =0 (2.51)
(K= DIf —i(K+DIf =0 (2.52)

kosulunu saglayan f € Dj+vektorlerinin kiimesine kisitlamasi sirasiyla A operatorindn
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesidir. Tersine A operatorinin keyfi

maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesi A* operatorinin (2.51) ve (2.52)
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kosulunu saglayan f € Dy« vektorlerinin kiimesine kisitlamasidir ki burada K buziilme
operatOrii genisleme ile tek tiirlii belirlenir. H Hilbert uzay: iizerinde A operatorunin
maksimal simetrik genislemesi (2.51), (2.52) kosulu ile belirlenir ki burada K izometrik
operatordiir. Eger K {initer operator ise bu kosullar kendine es genigsleme belirler. Son
durumda (2.51), (2.52) kosullari, C, H lizerinde kendine es operatér olmak tizere
(cosC)I'2f — (sinC)I'1f =0

kosuluna denktir. A operatdriiniin disipatif genislemelerinin genel formu

K(Tsf + ilof) = [1f — ilof, T1f +ilof € Dy (2.53)
Srrastyla
K(T'sif —ilof) = T'sf +ilof, T1f —il'of € Dy (2.54)

kosulu ile verilir. Burada K operatorl f € Dy i¢in

IKFI < NIf]l

saglayan lineer operatordiir. A operatoriiniin simetrik genislemeleri ise K izometrik
operatdr olmak Uzere (2.53), (2.54) formulleri ile verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk,
1984).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde 6z es eslenik (self-adjoint) Hahn-Dirac sistemini Li,,q((a)o, a),E ) de

formiile edilecektir ve bu sistemin baz1 spektral 6zellikleri incelenecektir.

3.1 Oz Eslenik Hahn Dirac Sistemi

Simdi asagidaki Hahn-Dirac sistemini ele alalim.

F'(y):= {_q_lD-wq‘l,q‘lyz +p()y,
. Dw,qyl + T(X)YZ;

F'(y) =y,y = (zz),wo <x<a< oo, (3.1)
[1(y):= a1 y1(wo) + aszy,(wp) =0, (3.2)
L(1):= az1y:(a) + azy,(h™(a)) = 0. (3.3)

Burada A bir karmasik 6zdeger parametresi olup, a;;(i,j = 1,2) keyfi reel sayilardir ve
p(.),r() ise [wy, i1 ()], h"1(a) = ¢ ! (a — w) > a tammlanan gergek degerli w,'da

stirekli fonksiyonlardir.

Asagidaki i¢ carpimi kullanarak vektor degerli fonksiyonlarin  uygun

Lfo’q ((wg,a); E)E: = CZ) Hilbert uzaymi tanimlayalim:

F.93= | @, 90Nt

wWo

Simdi, D ile [wgy, h~1(a)] arahg1 Uzerinde tanimlanmis, w, noktasinda surekli,
(3.2), (3.3) sin1r kosullarini karsilayan ve I'y € Lﬁ,'q((a)o, a),E ) olan vektor degerli y €

1% ,((wy, @), E) fonksiyonlarmm lineer kiimesi olarak gosterilir.

Teorem 3.1.1: (3.1) —(3.3) ile tanimlanan sinir-deger problemi bigimsel olarak

L%, ,((wg, @); E) te dz-esleniktir.
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Ispat: Oncelikle Green formiliini ispatlayalim.y(.),z(.) € D olsun, bu durumda
asagidaki denklemler elde edilir.

a

(Ty,2) =, Tz) = | (—q7'D__i4-1y2 +p(X)y1)Z1dy g%

w0

a

+ (Dw,qY1 + T(x))’z)z_zdw,qx

w0

a
_f YI(_q_lD—wq_l,q_l)ZZ + p(x)zl)dw,qx

w0

a
—f yZ(Dw,qz1 + r(x)zz)dw,qx

w0

“ —_—
= —f [(_q_lD_wq—l’q—lyz)Z_l + yZ(Dw,qzl)] dw‘qx
w0

a
+j [(Dw,qY1)Z_2 + )1 (_q_lD—wq_l,q_lzZ)]dw,qx
w0

Dipq (21072071 ())) = (Dagy2(h™ () Z1) + ¥2(6) Doy 071 (x)
= (—q_lD—w,q—WZ)Z_l + ¥ (Dw,qzl)

ve

Dw,q (ZZ (h_l(x))yl (x)) = (Dw,qZZ (h_l(x))) Y1 (x) + M(Dw,qyl (x))
= (_q_lD—wq‘l,q‘lzZ)Jﬁ + me,qyl(x)-

Oldugundan asagidaki denklem elde edilir:

Ty, z) -, Tz)= - fa Dw,q (m)@(h_l(x))) dw,qx

+ [ Dug(n T dugn

= | Dol RGBT - 5G] du g

[V, Z]x: = y1(x) 2, (h~1(x)) — z1(x)y,(h~1(x)) tanmmim yapalim, bdylece asagidaki
denklem elde edilir:

Ty, z) — (0, T2) = [y,2]a — [V, 2]y (34)
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I" nin bicimsel olarak 6z eslenik oldugunu gostermeye devam ediyoruz. Tim y(.),z(.) €

D lerigin (Ty, z) = (y,'z) oldugunu kanitlamak yeterlidir.

y(.),z(.) € D olsun. O halde, (3.4)’e sahibiz ve (3.2) ve (3.3) smir kosullarindan,
[v,2z]q = 0 ve [y, z],, = 0 elde edilir.

Dolayisiyla

(Ty,z) = (y,T2). (3.5)
Bu da ispat1 tamamlar (Allahverdiev ve Tuna, 2021).

Artik, bir sonraki hedefimiz 06zdegerleri ve karsiik gelen 6z fonksiyonlari

belirlemektir:

e = (UED) g = (I0D)

baslangi¢ kosullarini saglayan (3.1)’in dogrusal olarak bagimsiz ¢dziimleri olsun.

1,[)11((00'/1) = 1'1/)12(000:/1) =0,
Pp1(wg, ) = 0,,,(wo, A1) = 1,1 € C.

Bu durumda, sistemin (3.1) her ¢6ziimii asagidaki formda olacaktir:

y(x, 1) = K (x, 1) + K, (x, 2).

Burada K; ve K, x'e bagli degildir. Lineer sistemin en az bir degiskeni sifirdan farkli olan

bir ¢c6zimini bulabilirsek,

KiT1 (Y1) + K1 () = 0,
KT, (1) + KT () = 0,

Bu durumda y(x, A) ¢oziimii (3.1)’in 6zfonksiyonu olarak adlandirilir. Bu ylizden

A € R, ancak ve ancak

L) L)

D =1nw L)

=0,
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oldugunda bir 6zdegerdir. Fonksiyon, (3.1) -(3.3) ile tanimlanan Hahn-Dirac sistemi ile
iligkili karakteristik determinant olarak adlandirilir. (3.1) -(3.3) ile tanimlanan problemin

ozdegerleri, A(1) fonksiyonunu sifirlayan degerlerdir.

Ote yandan, A(1), A nmn tam fonksiyonudur ¢iinki her bir x € [w,, a] sabiti icin
Y, (x, 1) ve Y,(x, 1), A da tamdir. Dolayisiyla, (3.1) — (3.3)ile tanimlanan Hahn-Dirac
sisteminin 6zdegerleri, sonlu limit noktalar1 olmadan en biiyiik sayilabilir degerlerdir.
3.2 Green Fonksiyon ve Oz Fonksiyon A¢ihm Formiilii

Bu bolimde homojen olmayan asagidaki sistemin ¢oziimiinii inceleyecegiz.

_q_lD—wq_l,q_lyZ +{p(x) -}y, = filx) (3.6)
Dy qy1 + {r(x) — A}y, = fo(x) (3.7)
a11y1(wo) + ag,y,(we) =0, (3.8)
a21¥1(a) + azy,(h"*(a)) =0, (3.9)

Burada a;; € R(i,j = 1,2) Ve wy < x < a < o,

_(hO) .
FO =(103) € @ i),

Teorem 3.2.1: Eger A, (3.1) -(3.3) ile tanimlanan problemin bir 6zdegeri degilse, bu
durumda homojen olmayan sistem (3.6) -(3.9), Lﬁ),q((wo, a); E) uzayinda herhangi bir
vektor degerli f(.) fonksiyon i¢in ¢oziilebilir. Buna karsin A, (3.1) -(3.3) ile tanimlanan
problemin bir 6z degeriyse, bu durumda homojen olmayan sistem (3.6) -(3.9) genellikle
cozllemez.

Ispat. Asagidakileri ¢6ziimleri tanimlayalim

o) = (G ) versto = ()

Fonksiyonlarini

0106, 4) = T (W)Y (x, 1) = T1 (Y1), (x, 2),

©2(x, ) = T, (W)Y (x, 1) — L,(¥1) P, (x, 2)

24



ile tanimlayalim. O halde, ¢, (x, A)ve @,, (3.1) in ¢ozimleridir dyle ki

Valwo ) = (537) veaan) = (2 ),

—daz1

Bu ¢ozumleri kullanarak Green matrisi

EACZOICY) Wy <t <x
Gt =1 (xi)(;)T(m (3.10)
_ 1A, 2 L,
A x<y<a
ile tanimlanir. Simdi
a
(e 2) = f G(x,t, Df (D)dy ot (3.11)
w0

Fonksiyonun homojen olmayan sistemin (3.6) -(3.9) ¢6zimu oldugunu gosterelim.

Green matrisinin tanimi ile su ifade edilir.

1 (Q021(x: D@11 (& D) P21 (x, D12 (2, A)) wo <t<ux

Gt 1) = { AW \922 (6 VP11 (6, D22 (4, D8, 1) =
a _L<Q011(x:/1)Q021(t:A)‘Pn(x:)h)fpzz(tlﬁ)) x<t<aq
A \@P12(x, D@21 (8, D) P12(x, ) P22 (8, 1)) -
(3.11)’den,
y1(x,2)
_ - x (11t Df1(0)
) Pz )wao <‘|‘(P12 &, Df2 (t)> gt (3.12)
1 a( @21t DfL(0)
— 3 P [ ( Y (t)) deqt, (3.13)
yz(x,l)
_ _L x (11t Df1(0)
= =50 (o w0 pw) dort 3.14)
1 a( @21t D) f1(L)
_m(p12 (x' A)fx (+<P22 (t, A)fz (t)) dw,qt (315)
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elde edilir. (3.13)’den su sonug ¢ikar:

Dw,qyl (x' /1)

_ L SR CIAG
= " aq Pea?u (e h fw (e (o)) ot

1 a021t;/11t
_HEQW%K”DL<¢ DA

D) st

1
+mw((ﬂ1'(ﬂz)f2(x)
1 * 16 ADf
0 - Doneed [ (RO a, ¢

- A(Q) +¢12(t, D) fo ()

1 Pt Dfi(t)
s @ ~Aeaed) [ (R ot

() = —{r(x) = y2(0) + f2(%).

(3.6)in gegerliligi de benzer sekilde ispatlanir. Dolaysiyla (3.11)’deki
y(x, A) fonksiyon, (3.6) -(3.7) sisteminin ¢Ozimidir. (3.11)’nin (3.8) -(3.9) smir

kosullarmi sagladig1 kolayca gorilir. (Allahverdiev ve Tuna, 2021).
Teorem 3.2.2: Formiili (3.10) ile tanimlanan Green matrisi asagidaki 6zelliklere sahiptir.

I.  G(x,t,A) Green matrisi tektir, yani homojen olmayan sistem (3.6) — (3.9) icin
baska bir Greeen matrisi mevcutsa o halde G(x,t,1) = G(x,t, 1) ve
Lfo,q((a)o,a) X (wo,a); E) uzaymdadir.

ii.  G(x,t 1), (wg, wy) noktasinda sureklidir.

iii. G(x,t,1)=GT(t,x 1)
iv. Ay, A(A)’nin bir sifir noktasidir. O halde A, G (x, t, A) matrisinin bir basit kutbu
olabilir. Oyleyse su elde edilir:

—v(x)vT (t)

Gt ) =—F

+G(x,t, 1),

burada, G (x, t, 1) A, '1n komsulugundaki A’nin bir analitik fonksiyonudur ve v(x), 2, ‘a

karsilik gelen normallestirilmis bir 6z fonksiyonudur.

Ispat. Bunun ispat1 Hahn-Sturm Liouville denklemi icin verilen ispata benzer oldugu
i¢in athyoruz (Annaby vd., 2018).
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Simdi,
Y:D c 12, ,((wg,a); E) - L% ,((wo,a); E) operatdriini
y € Digin Yy = I'y seklinde tanimlansimn.

Sonraki adimda, Y operatoruniin sonlu limit noktasi olmayan sayilabilir bir

O0zdegerler dizisinin mevcut oldugunu ve karsilik gelen 6z fonksiyonlarin
Lﬁ),q((wo,a); E) nin bir ortonormal tabani olusturdugu kanitlanacaktir. Bu yiizden

asagidaki tanim ve teoremler verilmektedir.

Tanmm 3.2.3: w, < x,t < a kosuluna sahip iki degiskenli M(x,t) matris deger

fonksiyonu eger:
a a

f j Il M(x,t) I dygxdy,qt < +oo.
Wo Y Wo

ise w, g —Hilbert-Schmidt ¢ekirdegi olarak adlandirilir.

Teorem3.2.4: A operatoru
A{x}={y;},i=1.2,.. seklinde tanimlansin.

Burada;

yi= ) agxi=12,.. (3.16)

Eger

Z lag|? < +oo (3.17)

i,k=1

Ise A operatorii I? dizi uzayinda kompakttir (Naimark, 1968).
Teorem 3.2.5 (Hilbert-Schmidt). A bir Hilbert uzayinda kompakt 6z eslenik bir operator

olsun. O halde, A operatorunin sifir olmayan A4, 4,, ... 6zdegerlere sahip karsilik gelen
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61,0,, ... ortonormal 6zvektor sistemi meveuttur. Oyle Ki her x € H elemanm asagidaki

formda tek tiirlii bir gosterimi vardir:

X = Z Cnbpn + x',

n

Burada x’, Ax™ = 0 kosulunu ve ayrica

Ax = Z AnCnBp,
n

ve sonsuz sayida sifirdan farkl 6zdegerin oldugu durumda

lim 4,, = 0 (Kolmogorov ve Fomin, 1970).
n—->oo

Y operatérinin, (3.1) — (3.3) ile tamimlanan  Hahn-Dirac  probleminin
0zdegerlerine sahip oldugu agiktir. Genelligi kaybetmeden, A = 0 bir 6zdeger olmadigini
varsayabiliriz. O halde Ker Y = {0}. Bdylece

(YY) (x) = f(x), f(x) € L2, ,((wy, @); E) problemin ¢dzimii ,

y0) = [ 600f (Odugt

0

ile verilir. Burada

I{ Q?/lz/(x)% © wy <t<x,
G(x,t) = G(x,t,0) 4' ((;”)1(;)"’(22) (3.18)
k W((pl, , x<y<a

Teorem 3.2.6: (3.18) ile tanimlanan G (x, t) bir Hilbert-Schmidt ¢ekirdegidir.

Ispat: Formiil (3.18) iin iist yarisina gore,
X

a
f dwquf I G(x, t) IIF dg gt < +00;
wWo wWo

Ve (3.18)’lin alt yarisina gore,
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a a
f dw’qxf I GCx,t) IF dyygxdy, gt < +o0
wWo

X

Elde ederiz ¢lnki i¢ integrali vardir ve ¢;;(x) @y, (£) (i, j, k, I = 1,2) ¢arpimlarmin lineer
bir birlesimidir. Bu carpimlarm her biri L% ,(wg,a)ya ait oldugu igin

L2, ,((wg, @); E) ye aittir. O halde (3.19) denklemi elde edilir;

a a
j j I GCx,t) IF dyygxdy gt < +o0 (3.19)
W YWo

(Allahverdiev ve Tuna, 2021).

Teorem 3.2.7: K operatorii agagidaki formiille tanimlanir.
(K@) = [, G Of ©)dyqgt -
Bu durumda K, Lﬁ),q((wo, a); E) uzayinda kompakt ve 6z esleniktir.

ispat. ¥; = ¢;(t),i = 1,2, ... 2, ,((wp, @); E) nin bir tam ve ortonormal bazi olsun,

G (x, t) bir Hilbert-Schmidt ¢ekirdegi oldugundan su sekilde tanimlanabilir:

%= (Fpy) = f (F(O, () gt,

Vi = (,g: l/)l) = (g(t): l/)i(t))Edw,qt;

w0

G = f f (GG, )3 (), Wi () 5y g Xy .

wWo ¥ Wo

O halde 12, ,((wo, a); E), izometrik olarak [? ile eslenir. Dolayisiyla, integral
operatoriimiiz bu esleme ile 2 uzayinda formil (3.16) ile tanimlanan operatdre doniisiir
ve (3.19) kosulu, (3.17) kosuluna dondstlrilir. Teorem 3.2.4°¢ goére, bu operator

kompakttir. Bu nedenle de orijinal operator kompakttir.

f.g € Li,,q((wo, a)E), G(x,t)=GT(t,x)veG(x,t) gibi [wy,al X [wy,al

lizerinde tanimlanan reel degerli bir matris fonksiyonu olsun, bu durumda su elde edilir:
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(Kf,9) ((Kf) (), 9(¥))pd e g%

wWo
a

_f (G06 OF (), 9 5y qtdy g

a

<f(t)'f G(x, t)g(x)dw,qx> Edw,qt = (fr Kg)

Wo

Boylece, K nin L% ,((wo,a);E) ‘de 6z eslenik operatér oldugu ispatlanmis olur
(Allahverdiev ve Tuna, 2021).

Teorem 3.2.8: Y operatoriin dzdegerleri, su sekilde siralanabilen {A,,};-, sonsuz reel

sayilar dizisini olusturur:
1] < 1Al < < Ap] <+ >0, > oo,

Tiim normallestirilmis Y &zfonksiyonlarin kiimesi L? q((wo, a); E ) icin bir ortonormal

baz olusturur.

Ispat. Teorem 3.2.5 ve 3.2.7’ye gore, K operatoriiniin sifirdan farkli reel 6zdegerlerden

olusan {&, }y—;lim,_ 4 &, = 0 sonsuz bir dizisi vardir. O halde

1

|/’[n| — 00 ,n > 0,

1€,

Ayrica, {yntm=1, &n)m=; ye karsilik gelen bir ortonormal 6z fonksiyonlar kiimesini
gosterirse, y € D ise o halde baz1 f € Li,,q((a)o, a); E)igin Yy = fy ve y = Kf dir.

Bdylece,

y =Kf = Z%U%% Zammmn

Z &Y, Y )2 = Z &, AnXn)Xn = Z ) Xn)Xn

(Allahverdiev ve Tuna, 2021).
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu bolimde, regiler durumda Hahn-Dirac operatorlerini incelemek igin bir smir
deger uzay1 olusturulmus ve bu operatériin tum maksimal disipatif, akretif, kendine es ve
diger genislemeleri elde edilecektir.
0y < b < ve

0 —lD_gl
ny(é>:=< | q‘q)(ﬁ)*(pg) ) G

ag,q

olmak Uzere

Y1y(§) = 2y(§), ¢ € (0o, b), (4.1)

Hahn-Dirac sistemi ele alinacak olursa A € C,p(.) ve r(.), [0, 071(b)],
(6(&) = q¢ + o) aralig1 lizerinde tanimli gergek degerli siirekli fonksiyonlardir.

Dirac sisteminden operatrlere gegmek igin, H: = L2 ,((go, b); C? ) olacak sekilde
Hilbert uzay1 asagidaki i¢ ¢carpimla tanimlanir:

b
(f.95= | G906 dngt.
4]
x(&, ) ve z(&, A) goziimleri igin Green formiilii asagidaki gibidir:

[ (0, 2(8))c,doof — [, (x(©), XD (@) = dggf = [x,2], — [x, 2], (4:2)

Burada

X z
() e=()en
X> Z)

ve

[x, 2] ¢: = Wy (%, 2) (§) = x1(§)2,(07(§)) — z1(H)x2(671(5))

seklinde tanimlanir (Allahverdiev ve Tuna, 2021).
H’deki tim y = (z ;) fonksiyonlarmin kiimesini Dy, ile gosterecegiz burada, y,

ve y, g,’da siirekli olup Y(y) € H’dir. Maksimal operator [, ‘1 Dpais Uzerinde
Imaxy =Y, esitligi ile tanimlanur.

31



Dinin, asagidaki kosullar1 saglayan tim y = (2) € Dpaks Vektorlerinin lineer
kiimesi olsun:

y1(00) = y2(09) = y1(b) = y,(67' (b)) = 0.
Eger I'axs Operatorini Dyy;, kiimesi ile sinirlarsak, bu durumda Iy,;, minimal operator
elde edilir. I'y;,, = Tnaks: V€ Tmin’in kapali bir simetrik operator oldugu agikga gorulir

(Naimark, 1968).
Teorem 4.1. Q; Ve Q,, Dyaks’1n C2 “ye lineer doniisiimleri (4.3) deki gibi tanimlansin :

_ —x1(0p) _ x2(05)
hx = ( x,(b) )'”Z" - (xz(e-l(b»)' *3)

Budurumda (C?, Q,, Q,), iicliisii (4.3) deki tanima gore [, operatdriiniin sinir uzayidir.
Ispat. Her x, z € D,,,< icin

(Q1x,0,2) = (Qx,092) = —x1(00)Z,(0p) — x,(00)Z;(0p)
+x1(b)Z,(671 (b)) — x,(6~1 (b)) Z,(b)

Boylece asagidaki esitlik bulunur:
(Q1x,Q,2) — ((Qyx, Oy 2) = [x, 2], — [x, Z] 4,
Green formlu (4.2)’yi kullanarak su sonuca ulasiriz:

<Q1x; -QZZ) - ((sz: -QlZ) = (Fmaksx: Z)H — {(x, l-‘malksZ)H

Yani, sinir degerler uzayr tanimindaki ilk kosul saglanmis olur.Simdi ikinci kosulu
ispatlayalm. u = (Z;) U= (z;) € C? olsun.
Bu durumda vektor degerli fonksiyonu

y@ = (') = @ ©Ou© + O + AEOLE + FEVE) (44)

seklinde yazilabilir. Burada

)= (" N =0
(Ba@y (B
816 = (i) 420 = (g €1
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asagidaki kosullar1 saglasin:

a;1(0p) = —1,a1,(00) = ;1 (b) = a;,(671(b)) = 0,
ay2(00) = 1,051(0p) = az1(b) = ay,(671(b)) = 0,
B11(b) =1,B11(0p) = Bi2(0p) = 12(671 (b)) = 0,
B2z (6071 (D)) =1, B51(0p) = Br1(b) = Br2(0p) =0,

Bu fonksiyon D,,.xs kiimesine ait olup Q,y = u, Q,y = v kosulunu saglar.
O zaman Teorem 2.18 den asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 4.2. €% de keyfi bir K daralan doniisiimii (contraction) igin, [',,;, operatorinin

X € Dy qrs Olmak Gzere

(K—-Dox+i(K+D2,x=0 (4.5)
ya da
(K—-Dox—i(K+DR,x=0 (4.6)

sartlarmi1 saglayan fonksiyonlar kiimesine kisitlanmasi swrasiyla T[,,;, operatorunin
maksimal dissipative ve maksimal accretive genislemesidir.

Tersine T,,;, operatoriiniin her maksimal dissipative(accretive) genislemesi [',,qxs
operatorunin  (4.5) ((4.6)) kosulunu saglayan x € D,,,ks fonksiyonlar1 kiimesine
kisitlanmasidir ve bu genisleme contraction (daralan doniisiim) K'yi tek turli olarak
belirler. Eger K bir izometri ise (4.5) ve ((4.6)) kosullari, I',,,;,, operatérinin H uzayindaki
maksimal simetrik genislemelerini verir. Eger K {initer ise; bu kosullar self-adjoint
genislemeleri tanimlar.

Ozel olarak,

x1(09) — hyx(09) = 0
x1(b) — hyx,(071 (b)) =0

Sinir kosullar1 Imh; > 0 veya h; = oo, and Imh, = 0 veya h, = co(Imh,; = 0 veya

h, = o, ve Imh, =0 or h, = o) ile birlikte I,;,’in ayrik sinir kosullarina sahip
maksimal disipatif (kendine es) genislemelerini tanimlar.
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5. SONUC VE ONERILER

Dirac sistemi, modern teorik fizigin temel yapitaslarindan biri olarak kabul
edilmektedir. Bu sistem, elektron spinini dogal bir bicimde tanimlamasi, antimaddenin
varligmi 6ngérmesi ve hidrojen atomunun spektrumunu yiiksek bir dogrulukla yeniden
iiretmesi gibi devrim niteligindeki 6zellikleriyle 6ne ¢ikmaktadir. Paul Dirac tarafindan
gelistirilen bu denklem, relativistik kuantum mekanigi c¢ercevesinde pargaciklarin
davranislarmi anlamada merkezi bir rol oynamis ve kuantum elektrodinamiginin
temellerini atmistir. Dirac sisteminin sundugu teorik sonuglar, yalnizca temel pargacik
fizigi alaninda degil, ayn1 zamanda kat1 hal fizigi ve kozmoloji gibi ¢esitli disiplinlerde
de genis uygulama alani bulmustur. Tiim bu nedenlerden 6tiirii, Dirac sistemi giintimiizde
halen ¢ok sayida arastirmacinin dikkatini ¢eken ve iizerinde yogun bilimsel caligmalarin
yiriitiildiigii bir konu olmaya devam etmektedir.

Bu tez calismasinda, o, < b < o ve

0 —2D e
Yiy($): = ( ’ ""’) (ﬁ) y (p(of) r(og)) (ﬁ)

o,q 0

olmak Uzere

Y1y(§) = Ay(§), € € (00, b),

Hahn-Dirac sistemi ele almmustir.. Burada A € C,p(.) ve r(.), [gy,071(b)],
(6(&) = q¢ + o) araligi iizerinde taniml1 gergek degerli siirekli fonksiyonlardir.
Bu tlrden denklemlere karsilik gelen minimal operatorler ve maksimal operatorler

tanimlandi.

0, Ve Q,, Dyaxs'tan C? 'ye lineer doniisiimleri asagidaki gibi tanimlandi:

—x1(09) _ x,(0,)
= ( x1(b) )'”Z" - <x2(9-1<b))>'

Bu doniisiimler yardimiyla sinir deger uzayi olusturuldu. Bu kavram yardimiyla
asagidaki sonug elde edildi:
C? de keyfi bir K daralan doniisiimii (contraction) i¢in, [',;,, operatorinin x € Dy, s

olmak Uzere
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(K—Do2x+i(K+DR,x=0 (5.1)
ya da
(K—-Dox—i(K+DR,x=0 (5.2)

sartlarin1 saglayan fonksiyonlar kiimesine kisitlanmasi swrasiyla T[',,;;, operatorunin
maksimal dissipative ve maksimal accretive genislemesidir.

Tersine T, operatoriinin her maksimal dissipative(accretive) genislemesi [y, qks
operatorunin  (5.1) ((5.2)) kosulunu saglayan x € D,,,ks fonksiyonlar1 kiimesine
kisitlanmasidir ve bu genisleme contraction (daralan doniisim) K'yi tek turli olarak
belirler. Eger K bir izometri ise (5.1) ve (5.2) kosullari, I',,;;,, operatorinin H uzayindaki
maksimal simetrik genislemelerini verir. Eger K {initer ise; bu kosullar self-adjoint
genislemeleri tanimlar.

Bu ¢alisma Hahn-Dirac sistemi singiiler durumda ele alinarak genisletilebilir.
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