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Fen Bilimleri Enstittst

Matematik Ana Bilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Ceren Sultan ELMALI

Cizge teori giiniimiizde veri analizi, bilgisayar bilimleri, elektrik elektronik gibi
pek c¢ok alanda kullanilmaktadir. Cizgelerin cebirsel temsili i¢in komsuluk, yonlii
komsuluk, derece, Laplacian gibi farkli metotlarla matrislerle eslendigi bilinmektedir.
Ayrica yine pek ¢ok alanda uygulamasi olan diiglimler g6z Oniine alindiginda bu
diigiimlere Tait metoduyla ¢izgelerin eslendigi de bilinmektedir. Bu ¢alismada bu iki
unsurun birlestirilmesi hedeflenmistir. Yani ilk olarak bir diigiime karsilik gelen ¢izge
ve bu cizgeye karsilik gelen matrisler ve tersi olarak bir matrise karsilik gelen ¢izge ve
bu ¢izgeye karsilik gelen diiglimii elde etmek hedeflenmistir. Bu calismanin ilk iki
boliimiinde literatiir bilgisi verilmistir. Ugiincii boliimde, ¢izge ve diigiim ile ilgili temel
kavramlar ve teoremlerden bahsedilmistir. Dordiincii boliimde ¢izgelerden matris elde
etme metotlarindan bahsedilmistir. Ayrica bir diiglimden Tait metoduyla ¢izgenin elde
edilisi aciklanmistir .Besinci boliimde, bir diiglimden diiglim ¢izgesi yardimiyla matrisin
nasil elde edilecegi ve tersine bir matristen bu matrise karsilik gelen ¢izge yardimiyla
diiglimiin nasil elde edilecegi gosterilmistir. Ayrica bu boliimde giinliikk hayatimizda
karsimiza ¢ikabilecek problemlerin basit uygulamalarina yer verilmistir .Altinct ve son
boliimde ise cizgelerin renklendirilmesi ile diiglimlerin renklendirilmesi arasinda bir
iliskinin olmadig1 sonucu elde edilmistir. Ayrica (2,n) tor diigiimlerine karsilik gelen
komsuluk ve yonlii komsuluk matrisleri formiilize edilmistir.
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Graph theory is used in many fields such as data analysis, computer science,
electrical and electronics. It is known that graphs are mapped to matrices with different
methods such as neighborhood, directed neighborhood, degree, Laplacian for algebraic
representation. It is also known that graphs are mapped to knots using the Tait method,
which has many applications in many fields. This study aims to combine these two
factors. In other words, firstly, it is aimed to obtain the graph corresponding to a knot
and the matrices corresponding to this graph, and conversely, to obtain the graph
corresponding to a matrix and the knot corresponding to this graph. In the first two
sections of this paper, literature information is given. In the third section, basic concepts
and theorems about graphs and knots are introduced. In the fourth section, the methods
of obtaining matrices from graphs are discussed. In the fifth section, it is shown how to
obtain a matrix from a knot with the help of a knot graph and conversely how to obtain
a knot from a matrix with the help of the corresponding graph. In addition, simple
applications of problems that we may encounter in our daily lives are included in this
chapter. In the sixth and last section, it is concluded that there is no correlation between
the coloring of graphs and the coloring of knots. Moreover, the neighborhood and
directional neighborhood matrices corresponding to (2,n) tor knots are formulated.
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1. GIRIS

1.GIRIS

Caglar boyunca insanlarin merak ve kesfetme diirtiisii kendilerine her zaman
yepyeni seyler liretebilme yetisini dogurmustur. Bugiin hala popiilerligini koruyan ve
bir¢cok alanda kullanilan ¢izge teori de bdyle bir merakin giizel bir sonucudur. Cizge
teorinin ¢ikis noktasi simdi Rusya’da Kaliningrad ismini alan Kd&nigsberg kentinin
sakinleri olmustur. Pregel Nehri sehrin i¢cinden ge¢mektedir ve sehri dort pargaya
ayirmaktadir. 18.ytlizyildaki haliyle Pregel Nehri sehri iki biiylik adaya ayirmakta ve bu

adalar Pregel Nehrinin kuzey ve giiney kiyilarina yedi koprii ile birbirine baglidir.

e j’ﬂr)?/ﬂ’ ‘S‘;aﬁm;}mrt ‘k}m’%@'- )

] MONS REGIVS:PRVSSIA,
| sive Borvssix.vRBs

N MarTTIMA ELEGANTIS? ||

SIMA PRINCIPIS SEDES. [f]

Sekil 1.1. Konisgberg’in kusbakis1 gortiniimii

Konigsbergliler pazar yiirliylisleri sirasinda kopriileri sayisiz defa gecerken
kendilerine eglence olsun diye bir bilmece sordular: Acaba yedi kopriiniin hepsini

yalnizca bir kez gegmeyi igeren bir sehir turu yapabilir miydiler?

Bu soruya St.Petersburg’daki Euler ¢oziim iiretene kadar hi¢ kimse bir cevap
bulamamistir. Euler, sorunun ne cebir ne sayma ile iliskilendirebilmis ancak geometri ile
ilgili olabilecegini fark etmis ve Leibniz’in konum geometrisi ile ilgisi oldugunu

distinmiistiir.

Euler, Rusya St.Petersburg Fen Bilimleri Akademisine “Konum Geometrisi ile
Ilgili Bir Sorunun Coziimii” konulu bir konferans vermistir ve yedi koprii arasinda boyle

bir tur yapilamayacagini ispat etmistir. Euler, makalesinde i¢inde uzaklik ve oOlci
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kavrami olmayan yepyeni bir geometriden séz etmistir ve boylece topoloji ve ¢izge

teorinin kapilarini aralamistir.

Euler, ¢6ziime baslarken sehrin plani ve izlenilen yol se¢iminin ¢oziimle ilgisi
olmadigin1 fark etmistir. Onemli olan tek sey, nehrin hangi kiyisinda oldugu veya hangi
kara kiitlesinde oldugu ile ilgilidir. Bdylece sehrin haritasini 6nemsemeden, kara
kiitlelerini koselerle ve bunlar arasinda kopriileri hatlarla gostererek Sekil 1.2°deki gibi

diizenli bir ¢izgeye doniistlirmiistiir.

Sekil 1.2. Pregel Nehri ve Yedi Kopriisii

Sekil 1.2°de gosterildigi gibi her bir koprii (yol) yalnizca bir defa gegilecekse, o
zaman her bir kara kiitlesi (kose) kendisine bagh cift sayida baglantiya sahip olmasi
gerekir. Bunun nedeni ise gayet agiktir. Bir koseden baslayan birinin ayni koseye farkli
bir baglantidan geri donebilmesi i¢in, bu koseye donen ayr1 bir baglantinin olmasi
gerekir. Yani bir koseyi bir kez ziyaret ederseniz iki baglantiya, iki kez ziyaret ederseniz
dort baglantiya ihtiya¢ vardir. Kendilerine tek sayida baglantiya sahip olan koseler
yiiriiyiisiin basladig ve bittigi koselerdir.

Sekil 1.2°ye bakarak boyle bir yiirliylisiin gerceklesemeyecegi anlagilabilir. Her
diigiime tek sayida baglanti vardir. Burada esasen Euler her baglantidan tam olarak bir
kez gecerek bir ¢izgede gezinme olasiliginin, diigiimlerin bagl oldugu baglant1 sayisina
bagli oldugunu gostermistir. Eger B ya da D kosesi ¢ift baglantiya sahip olsaydi boyle
bir tur miimkiin olabilirdi. Euler’in bu yaklasimi ne kadar karmasik olursa olsun her

cizge i¢in kullanighdir.

Insanlik tarihi boyunca hayati kolaylastiran bir yontem olarak kullanilmis

diglimler ise c¢izgelerden daha eski bir gegmise dayanir. Diiglimlerin insan hayatindaki
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onemi neredeyse her alanda kendini gostermistir. Ozellikle zamani belirleme,
hesaplamalar tutma, koprii ve ev yapimi, balik tutmak icin ag yapiminda diiglimler
kullanilmistir. Bilinen en eski diigiim 6rnegi Sekil 1.3’te gosterildigi gibi Anadolu’da
yasamig bir tiiccarin Mezopotamyalilarla yapmis oldugu ticaret sirasinda kullanmis
oldugu miihiir soylenebilir. Giinliik hayatta oldugu gibi diigiimler ¢esitli hikayeler ve

sembolizm alaninda da rastlanir.

Ornegin; Fatih Sultan Mehmet’in kavugundaki tor diigiimleri goriilebilir. Benzer
sekilde Budizm’in sembolii olarak kullanilan 7, diigiimiidiir. Diiglimler efsanclere de
konu olmugstur. Frigya krali Gordious’un attig1 diiglim “Gordion Diigiimii” olarak
isimlendirilir ve digiimii ¢ozenin Asya’nin hiikiimdar1 olacagina inanilir. Digiimler
ayni zamanda sanatta da kullanilir. Tiirk diigtimii olarak bilinen “Gordes Diigiimii” hali
dokumada kullanilan bir diigiim cesididir. Bu kadar insanlikla i¢ i¢ce olan diiglimlerin
elbette matematiksel olarak g¢alisma alani da olmustur. Digiim teorisi, topolojinin
onemli bir alt alam1 olarak giinlimiizde ¢ok Onemli c¢aligmalarla popiilaritesini

korumaktadir.

Sekil 1.3. M.O. 1700’lerde bir Anadolu tiiccarinin damga miihrii

Bu tezde ¢izge teoriyle ilgili temel kavramlar verildikten sonra, ¢izge teori,
diigiim ¢izgeleri ve matrisler arasindaki iligkiler incelenecektir. Literatiir 6zetinden de
anlasilacag tlizere ¢izgelere c¢esitli yollarla matrisler eslenmektedir. Ayrica, topolojik
olarak Onemli bir yere sahip olan diiglimlere de Tait metoduyla c¢izgeler karsilik

gelmektedir. Bu galismada temel olan diisiince ise bu iki ana unsuru birlestirmektedir.
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Yani, bir diiglime karsilik matrisi elde ederek diigiimlere bir matris karsilik getirmek

hedeflenmistir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Cizge teorisindeki bir¢ok gelisme belirli problemleri ¢ézme tesebbiisiiniin bir
sonucu olarak ortaya cikmustir. Euler (1736), “Koéningsberg Kopriileri” ile ¢izge
teorisinin temellerini atmustir. Silvester (1822), ¢izge sozctigiinii kullanan ilk kisidir.
Kirchhoff (1845), elektrik devrelerinde akim ve gerilim hesabi iizerine olusturdugu
meshur kuramlart yayimlamistir. Guthrie (1852), meshur dort renk problemini ortaya
atmustir. Problem uzun siire ¢oziilememis Londrali bir avukat olan Kempe (1879) bu
probleme yonelik dogru oldugu kabul edilen bir ispat vermistir. Ancak Heawood
(1890), Kempe’nin hatasini bulmus ve 5 renk teoremini elde edebilecek kadar
gdstermis, problemi diger yiizeylere genellemistir. lllinois Universite’sinden Appel and
Haken (1976) tarafindan dort renk teoremi ispatlanmigtir. Uzun siireli bilgisayar
ortaminda siiren hesaplamalar sonucunda harita renklendirmesinde dort rengin gerekli
ve yeterli oldugunu kanitlamiglardir. Bu ispat, bilgisayarlarin grafiksel hesaplamalarinin
onemli bir 6rnegi olarak kabul edilir. 20. yiizyilda ise ¢izge teorisi, bipartite ¢izgeler ve
eslestirme problemleri gibi 6nemli konulari kapsamistir. Ozellikle matematiksel
modelleme, ise alim problemleri ve ag akisi problemleri gibi uygulamali alanlarda
biiyliik 6neme sahip olmustur. Giiniimiizdeki popiilaritesinin en énemli nedeni, kendi
basma zarif bir matematik disiplini olmasimin yani sira, ¢izge teorisinin sosyal ag
analizi, bilgisayar bilimi, 6zellikle internet ve sosyal medyanin yiikselisiyle birlikte
cizge teorisi algoritmalar1 ve kavramlari, veri analizi, veri madenciligi ve makine

Ogrenimi gibi alanlarda temel kullanim araci1 haline gelmistir (Biggs et al. 1986).

Cizgelerin matrislerle eslenmesi (matris temsili) ise ¢izge teorisinin énemli bir
caligma alan1 olmustur. Bir ¢izgeyi matrisle gosterebilmek c¢izgelerin cebirsel temsili
i¢cin uygun araglar olmustur. Cizge problemlerinin analizini yapmada matris temsili hem
teorik hem de uygulamali alanlarda oldukg¢a kullanislidir. Cizgelerin matris temsili
tizerine ilk ¢aligmalar yapan ve 6zellikle determinant ve matrislerle ilgilenen Sylvester
olmustur. Sylvester (1840), ¢izgelerin temsili i¢in temel kurallar1 belirlemistir. Cayley
(1850), ¢izge teori ve matris arasindaki iliskiye dair ¢aligmalar yapmustir. 19. yiizyilin
sonlarinda ise, komsuluk matrisi ¢izgelerin matrislerle temsili i¢in en ¢ok kullanilan

matris olmustur. Komsuluk matrisi, bir ¢izgenin diiglimleri arasindaki baglantilari ikili
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(0 veya 1) degerlerle temsil eder. 20.ylizyilin baslarinda Laplace matrisi ,¢izgelerin

yapisal ozelliklerini analiz etmede kullanilmistir.

Tutte (1950), ¢izgelerin matris gosterimi iizerine dnemli katkilarda bulunmus ve
“Tutte polinomu’’ olarak bilinen ve g¢izgelerin matris temsili hakkinda bir polinom
kazandirmistir. 20. yiizyilin ortalarinda ¢izge matrislerinin bilgisayar uygulamalarinda,
ag analizi ve algoritma gelistirmede kullanilmasi ¢ok 6nemli bir gelisme olmustur. 20.
yiizyilin sonlarinda c¢izgelerin spektral teorisi ve matris temsilleri ¢izgelerin yapisal
ozellikleriyle nasil baglantili oldugu arastirilmistir. Giliniimiizde ise ¢izgelerin
matrislerle eslenmesi, matematiksel arastirmalar basta olmak {izere bilgisayar biliminde
algoritmalarin  gelistirilmesinde biiyiik Olgekli aglarin  analizinde, sosyal ag
analizlerinde, makine Ogreniminde ve veri bilimi alanlarinda yaygin sekilde

kullanilmaktadir (Harary 1969).

Diigiim teorisi, matematiksel anlamda ise geometrik topolojinin alt dali olarak
calisir. 1k olarak diigiimlerin izine Vondermonde (1771) yaymladig1 bir makalesinde
rastlanmigtir. Vondermonde, diigiimleri konumlarin geometrisi ile iligkilendirmistir.
Uzaklikla ilgilenmemis, biiyliik olglide anlamaya calistigi sey konum ve konum
Ozellikleri olmustur. Gauss (1833), diigiimlerin ve diigiimlerden olusan baglarin
baglanma sayisini integral yardimiyla tanimlamistir ve bu diiglimlerin ilk degismezi
olarak bilinmektedir. Thomson (1867), atomlarin diiglim benzeri yapilar oldugunu 6ne

stirmiis ve donemin matematik ve fizikgileri diigiim teorisi lizerine ¢alismalar yapmuistir.

Tait (1876), diigiimleri siniflandirmak igin ilk Sistematik ¢alismalar1 yapmustir.
10 gecgide kadar olan tiim digtimleri simiflandirmis ve tablo olusturmustur. Bunu
yaparken ki inanci, ayn1 zamanda elementlerin bir tablosunu olusturdugu diisiincesinden
kaynaklanmistir. Diiglimlerin regiiler iz diisiimleri 2- boyutlu S kiiresini her biri agik bir
diske homeomorf birkag bolgeye boler. Diiglim teorisi ¢caligsmalarinda, bu bolgeleri, Tait
metodu da denilen siyah beyaz ya da bolgeli-bolgesiz gibi ifadelerle iki farkli sinifa
ayran bir metot kullanilir. Bunu litaretiire ilk olarak kazandiran Bankwitz (1930)
olmustur (Thurston 1997).
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Niven (1883), diigiimlerin topolojik siniflandirmasinda katkida bulunmustur. Bu
calismalar diglim teorisinin sistematik bir sekilde gelismesini saglamistir. Maxwell
(1899), digiim teorisinin mekenik ve elektromanyetik teoriye uygulanmasi iizerine
calismistir (Adams 2004).

Artin  (1920), digiim teorisi tiizerinde uygulamalari f{zerinde ¢alismistir.
Alexander (1923), her diigiimin kapali bir Orgli tarafindan temsil edilecegini
kanitlamistir. Diiglimler i¢in ilk polinom degismezi olan Alexander polinomunu
tanimlamistir. Bu polinom diigiimlerin matematiksel analizinde Onemli bir yer
tutmustur. Reidemeister (1927), diiglim teorisinin topolojik temelini gili¢lendiren ii¢
temel hareketi tanimlamistir. Weyl (1930), diigiim teorinin topolojik ve geometrik
temellerini genigleten Onemli c¢alismalar yapmis ve 3-boyutlu uzayda kolaylikla
calisilmasint saglamistir. Fox (1954), diigiimlerin homolojik 6zelliklerini incelemistir.
Conway (1956), diigiimlerin siniflandirmasini kolaylastirmistir. Kodaira (1957), diigiim
teorinin diferansiyel topoloji ile iligkisini incelemistir. Haken (1960), bir digimiin
asikar olup olmadigimi belirleyen bir algoritma bulmustur. Whitehead (1960), digiim
teorisinin geometrik yapisini inceleyen c¢alismalar yapmistir. Jones (1984), “Jones
polinomu”nu tanimlamis, bu polinom basta Kaufman Braket polinomu, Homfly
polinomu olmak tiizere bircok diigiim polinomlarinin temelini olusturmus ve Jones
(1990), bu ¢alismalari nedeniyle Fields madalyasi1 almistir. Thurston (1980), hiperbolik
diigiimlerin geometrik yapisi iizerine ¢alismalar yapmistir. Witten (1890), Kuantum
alan teorisiyle Jones polinomu iliskilerini tarif etmistir. Kontsevich (1994), diigiim bag
degismezini ortaya koymustur. Gauss ’un baglanma sayisin1 genellemistir. 20. yiizyilin
sonlarinda ise diiglim teorisinin biyoloji, fizik, kimya alanlar1 ve uygulamalariyla ilgili
caligmalar artmigtir. Glinlimiizde ise diigiim teorisi hem matematikte hem de uygulamali
bilimlerde aktif olarak ¢alisilan bir aragtirma alanidir. DNA yapisi, genetik, bilgisayar,
algoritmalar1 gibi ¢esitli konularda diigtim teorisinin uygulamalar1 vardir (Livingston
1993).
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde tez icin gerekli olan temel kavramlar ve gosterimler verilecektir.

3.1. Cizge ve Cizgeyle ilgili Temel Kavramlar

Tamim 3.1.1: Elemanlari kose olarak adlandirilan sonlu, bostan farkli V = {1,2,-
,n} koseler kiimesi ve elemanlar1 kenarlar olarak isimlendirilen sonlu E kenarlar
kiimesinden olusan (V,E) ikili yapisina ¢izge denir ve G = (V,E) ile gosterilir

(Biiytikkose vd 2021).

&5

Sekil 3.1. 5 koseli, 4 kenarli ¢izge

Sekil 3.1°deki gizgenin koseleri; V={1,2,3,4,5} ve ¢izgenin kenarlari;

E =1{(1,2),(1,3),(23),(34)}

kiimesidir.

Tamim 3.1.2: G ¢izgesinin iki kdse noktalar1 arasinda bir kenar varsa bu iki kose
noktalarma komsu kdse noktalar1 denir. iki kenarin ortak bir kdse noktasi varsa eger bu

kenarlara da bitigik kenarlar denir (Biiyiikkose vd 2021).

Sekil 3.1’de 1 kosesinin komsular1 2 ve 3 koseleriyken, 4 kosesi komsusu

degildir. Benzer sekilde (1,2) kenariyla (1,3) kenar1 bitisik kenarlardir.
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Tamim 3.1.3: Kenar baglantis1 olmayan koseye ayrik (izole) nokta denir. Sekil

3.1’de 5 kosesi ayrik kose noktasidir (Biiyiikkdse vd 2021).

Tamim 3.1.4: Baglangic ve bitis noktast ayni olan kenar ilmek olarak

isimlendirilir. Sekil 3.2°de 2 kosesinde bir ilmek vardir (Biiyiikkose vd 2021).

®

Sekil 3.2. ilmek

Tanim 3.1.5: Baslangi¢ ve bitisi ayn1 koseler olan kenarlara paralel veya ¢oklu

kenarlar denir (West 2005).

Sekil 3.3. Coklu kenar bulunduran ¢izge

Tamm 3.1.6: G = (V, E) cizgenin herhangi bir 4 kosesine bagli kenar sayisina 4

kosesinin derecesi denir ve d (4) seklinde gosterilir (Gross and Yellen 2017).
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Sekil 3.4. Bir kosenin derecesini gosteren ¢izge

Sekil 3.4’te d(a) = 5, d(b) = 3, d(c) = 2, d(e) = 0 dur.

En biiyiik cizge derecesi ise ¢izgenin derecesidir. Sekil 3.4’te ¢izgenin derecesi

5°tir.

Tamim 3.1.7: Bir G ¢izgesinin mertebesi kose sayisi kadardir. |V (G)| ile

gosterilir. Bu ¢izgenin boyutu ise kenar sayis1 kadardir. |E (G)] ile gosterilir.

Sekil 3.4’te ¢izgenin mertebesi 4 ve boyutu 5 tir (Gross and Yellen 2017).

Tanmim 3.1.8: Bir G = (V, E) ¢izgesinde Uy, Uy, ... U, € V olmak lizere,

Uo U, Ui Uy, ..., Upg Uy

seklinde ardisik kenarlar bitisik veya ayni olacak bicimdeki kenarlarin sonlu

dizisine G i¢inde Uy ve Uy, koselerini birlestiren bir yiiriiylis denir (Diestel 2000).

U Uy

® @ 9
Uo

Sekil 3.5. m uzunluklu bir yiiriiyiis

10
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Tanim 3.1.9: G ¢izgesinde bir yiirliylislin tiim kenarlar1 farkli ise bu yiirliylise

bir tur denir. Eger turun kose noktalari da farkliysa o zaman bu tura yol denir.

Son olarak yiiriiyiig, turun baslangic ve bitis noktalar1 ayni1 ise bu yiiriiyiis ve tura

sirastyla kapali yiirliyiis ve kapali tur denir (Diestel 2000).

X Y ¥

Sekil 3.6. G ¢izgesinde yol, tur ve yiirliylisii gosteren ¢izge

Sekil 3.6.’da xy, yz, yv, kenarlar1 (x—=>y—x—y—v) bu cizge icinde x kdsesinden v
kosesine bir yliriiyiis olur. Bu yiirliyliste yz iki kez kullanildigindan bu yiiriiyiis bir tur
degildir. xy, yt, tv, vw kenarlar1 (x—y—t—v-w) farkli oldugundan bu x ve w koselerini
birlestiren tur olur. ¢ kosesi iki kez kullanildigindan bir yol olamaz. xy, yz, zt, #v kenarlari
(x—>y—z—-1) her bir kose noktas1 farkli oldugundan x ve v koselerini birlestiren bir yol

olur.

Tammm 3.1.10: n >3 olmak iizere n tane {v,,v,,..,v,} koseden ve
{v1, v2},{v2, V3},.. . {Vn_1, Vn},{Vn, v1} kenarlarindan olusan ¢izgeye dongii ¢izge denir

ve C, ile gosterilir (Biiyiikkose vd 2021).

Tamm 3.1.11: Bir ¢izgede ¢oklu kenar ve ilmek bulunmuyorsa bu ¢izgeye basit

cizge denir (Diestel 2000).

Sekil 3.7. Basit ¢izge

11
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Tamm 3.1.12: iki kdse arasinda birden fazla kenar bulunan kisaca ¢oklu kenar

igeren ¢izgeye c¢oklu cizge denir (Bliylikkose vd 2021).

e, o

Sekil 3.8. Coklu ¢izge

Tammm 3.1.13: Coklu kenar ve ilmek igeren g¢izgeye pseudo c¢izge denir
(Biiytikkose vd 2021).

~_

Sekil 3.9. Pseudo ¢izge

Tamim 3.1.14: Bir G ¢izgesinde bir kdseden baska bir kdseye gidilebiliyorsa bu G
cizgesine birlestirilmis veya baglantili, aksi halde baglantisiz ¢izge denir (West 2005).

AN

Sekil 3.10. Baglantili ve baglantisiz ¢izge

Tamim 3.1.15: Basit bir c¢izgenin herhangi iki kosesi arasinda bir kenar
bulunuyorsa kisaca her bir kose cifti baglantili ise bu cizgeye tam ¢izge denir ve n

diglimlii bir ¢izge K,, ile gosterilir (Chartrand and Zhang 2012).

12
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Sekil 3.11. K, ¢izgesi

Tamim 3.1.16: Sadece izole nokta igeren ¢izgeye bos cizge denir ve n koseli bir

bos cizge N,, ile gosterilir. Bos ¢izgenin kenarlar kiimesi bostur (Biiyiikkése vd 2021).

Sekil 3.12. N; ¢izgesi

Tamim 3.1.17: Her bir kosesi aynm1 dereceye sahip olan cizgeye regiiler ¢izge
denir. Eger her bir noktas1 £ dereceye sahipse 0zel olarak k& — dereceli ¢izge denir

(Aldous and Wilson 2003).

Gy Gy

Sekil 3.13. 2-dereceli G; ve G, cizgeleri

Tanmm 3.1.18: Cizgenin koseler kiimesi, her bir kosesi ayn1 kiimedeki diger
koseler ile komsu olmayacak sekil M ve N gibi iki ayrik kiimeye boliinebiliyorsa bu
cizgeye iki pargal ¢izge denir. Iki pargali ¢izge M N N = V olmak iizere G = (M, N, E)
seklinde gosterilir (Diestel 2000).

13
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M N
Sekil 3.14. Iki pargal cizge
Tanmim 3.1.19: |M| = m ve |N| =n olmak iizere G = (M, N, E) iki par¢al ¢izge

i¢in her t € M kogesinin derecesi d;=n ve her j € N kosesinin derecesi d ; = m oluyorsa

bu ¢izgeye iki parcali tam ¢izge denir ve K, ,, ile gosterilir (Biiyiikkdse vd 2021).

Sekil 3.15. K, 3 ¢izge

Tamim 3.1.20: Bir G cizgenin her bir kenarina yon verilerek olusturulan ¢izgeye
yonlii ¢izge denir. YOn, baslangic noktasindan bitim noktasina dogru verilir (Diestel

2000).

)

Sekil 3.16. Yonli G cizgesi
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G ¢izgesinin  koseler ve kenarlar kiimesi swraylaV = {1,2,3} ,

v ={{2,1},{1,3},{2,3}} dir.
Tanmm 3.1.21: G,= (V;,E;) ve G, = (V,,E;) iki g¢izge olsun. G;ve G,
cizgelerinin koseleri ve kenarlar1 arasinda onlarin 6zelligini koruyacak sekilde 1-1

doniisiim varsa, Gyve G, cizgelerine izomorfik ¢izgeler denir ve G; = G, ile gosterilir

(Biiyiikkdse vd 2021).

Bu tanima gore f.V; — V, cizge izomorfizmi ise

1) f,1-1 ve orten

i1) {a, b} € E; olacak sekilde V a ,b € V; i¢in {f (a), f (b)} € E, dir.

Vi

Sekil 3.17. izomorfik iki ¢izge

Tamm 3.1.22: G = (V, E) cizgenin icerdigi bazi1 koseler ve kenarlardan olusan
cizgeye G’nin alt ¢izgesi denir. G; = (V4,E;) ve G, = (V,,E,) iKi ¢izge olmak tizere

egerV, € V, veE, € E; oluyorsa G, gizgesine G4 in bir alt ¢izgesi denir (Diestel 2000).

Sekil 3.18. Alt ¢izge

15
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3.2. Cizgelerin Diizlemselligi

Diizlemsel c¢izgeler giinliik hayatta da karsilagilan problemlerin ¢6ziimiinde

rahatlikla kullanilabilir.

Tamim 3.2.1: Diizlem {izerinde kesismeler olmadan ¢izilebilen c¢izgelere
diizlemsel ¢izge denir. Geometrik olarak her ikisinin de bitisik oldugu bir kose disinda

iki kenarin kesismedigi ¢izgedir (Akyar 2021).

—

/

Sekil 3.19. Diizlemsel cizgeler

Diizlemsel ¢izgeler oldugu gibi diizlemsel olmayan ¢izgeler de vardir.

Sekil 3.20. Diizlemsel olmayan ¢izge

& -

{\

DOGALGAZ

ELEKTRIK

Sekil 3.21. Evler ve karsilarinda yer alan dogalgaz, elektrik ve su kaynaklari

16
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Sekil 3.21°de verildigi gibi ii¢ ev ve bu evlerin karsisinda da dogalgaz, elektrik,
su kaynaklar1 yer almaktadir. Her bir ev birbiriyle karsilagsmayi istemedigi icin
evlerinden bu ii¢ kaynagin her birine birbirleriyle kesismeyen yollar yapmak istiyorlar.

Bu mimkin muadir?

Bu problem ¢izge teorinin kavramiyla ifade edilebilir. Evler ve kaynaklar

cizgenin koseleri yollar1 da kenarlari olarak diisiiniiliirse asagidaki ¢izge ¢izilir.

Sekil 3.22. Ug tesisat problemine karsilik gelen cizge

Sekil 3.22’ye karsilik gelen K33 cizgesi olup diizlemsel ¢izge degildir. Bu
nedenle verilen {i¢ tesisat probleminin ¢oziimii mimkiin degildir. K33 ¢izgesinin
diizlemsel ¢izge olmadig1 geometrik bir yaklagimla gosterilsin.

Teorem 3.2.1: Kj; 3 diizlemsel ¢izge degildir.

Ispat: Teoremin kamti geometrik yaklagimla gosterilecektir. Ilk olarak K3 ;5‘ln

diizlemsel oldugu kabul edilsin. K3 3 uzunlugu 6 olan bir dongii bulundurur.

Bu dongli u»v->w->x->y—z->u seklinde gosterilirse sekil 3.23’te

gosterildigi gibi diizlemde altigen olarak cizilebilir.

17
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w v

¥ z

Sekil 3.23. K3 5 ¢izgesinin uzunlugu olan u > v > w - x - y - z - u dongiisii

K33 cizgesinde her kosenin derecesi 3 olup, ¢izgenin 9 kenari vardir. Cizge
diizlemsel kabul edildiginden eksik kalan kenarlar da birbiriyle kesismeden ¢izilmelidir.

Cizgenin ux kenari i¢in iki secenek s6z konusudur.

e ux kenar altigenin ig¢inde kalir. Bu durumda ¢izge diizlemsel olarak kabul
edildiginden vy kenarinin (ux kenari ve diger kenarlarla kesismemesi igin)
altigenin tamamen disinda olmasi gerekir. Bu durumda da wz kenarinin diger
kenarlarla kesismeden ¢izilebilmesi miimkiin olmaz. Bu ise K33 ¢izgenin

diizlemsel olmasiyla ¢elisir.

e ux kenar1 altigenin tamamen disinda kalir. Bu durumda benzer olarak vy
kenarinin altigeninin tamamen iginde kalmasi gerekir. Ancak bu kez wz

kenarinin diger kenarlarla kesismeden ¢izilebilmesi miimkiin degildir.

Boylece K33 ¢izgesi diizlemsel ¢izge olamaz. Benzer sekilde Ks cizgesi de

diizlemsel degildir.

¥
t v

Sekil 3.24. K diizlemsel olmayan ¢izge
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Diizlemsel bir ¢izgenin her alt ¢izgesinin de diizlemsel olacagi ve diizlemsel
olmayan bir alt ¢izgeye sahip bir ¢izgenin de diizlemsel olamayacag: agiktir. K3 3 ve K
’1 alt ¢izge olarak igeren cizgeler diizlemsel olmayacag aciktir. Bu iki ¢izge, diizlemsel
olmayan ¢izgelerin temel yapitaslaridir ¢linkii diizlemsel olmayan herhangi bir ¢izge, bu

iki ¢izgeden en az birini icermek zorundadir.

iki ¢izge verildiginde bu ¢izgelerden birine derecesi 2 olan yeni kdse noktalar
eklenerek ya da derecesi 2 olan kose noktalar silinerek digerine izomorfik hale
getirilebiliyorsa bu ¢izgelere homeomorfik ¢izgeler denir. Burada derecesi 2 olan kose
noktalar silinirken bu kose noktalarin bagli oldugu kenarlar ¢izgeden silinmeyip,

birbirine yapistirilmaktadir.

RERr 2

Sekil 3.25. Homeomorfik iki ¢izge

Sekil.3.25 ile verilen cizgelerden soldaki cizgenin derecesi 2 olan tiim kose
noktalar silinirse ve geriye kalan derecesi 3 olan kose noktalar sekil 3.26 ile gosterildigi

gibi isimlendirilecek olursa iki ¢izge birbirine izomorfik olur.

¥ u

Sekil 3.26. Izomorfik iki ¢izge

19
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Teorem 3.2.2: (Kuratowski Teoremi) Bir ¢izgenin diizlemsel olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul Ks veya Kj3 c¢izgilerine homeomorfik olan bir alt ¢izge

bulundurmamasidir (Akyar 2021).

Teoremin ispati olduk¢a uzun oldugu icin ispata burada yer verilmeyecektir.
Ancak bu teoremle verilen herhangi bir ¢izgenin diizlemsel olup olmadigin1 kolaylikla

goriilebilir.

t Y
u / : ; N\ X
v m
Vv w

X Y
t u
v W

Sekil 3.27. G cizgesinin diizlemselligi

Sekil 3.27°de verilen G ¢izgesi diizlemsel bir ¢izge degildir. G ¢izgesinin n kdse
noktas1 ve bu kose noktasina bagli olan kenarlar silinerek elde edilen alt ¢izge M ile
gosterilecek olursa, M ile Kj 3 ¢izgesi homeomorfik olur. Gergekten, M ¢izgesinin
derecesi 2 olan tiim kose noktalar silinecek olursa geriye 6 kose noktali, K3 5 ¢izgesine

izomorfik olan alt ¢izge kalir. Kuratowski teoremine gore diizlemsel ¢izge degildir.

20



3. TEMEL KAVRAMLAR

3.3. Cizgelerin Boyanmasi

Cizgeleri boyamak; catisma, anlagsmazlik gibi durumlari igeren problemleri
kolaylikla ¢6zmemizi saglar. Cizgelerin kose noktalar1 belli bir kurala gore boyanarak,
boyandig1 renge gore gruplandirilir, ayn1 grupta olan kose noktalar ¢atisan nesneleri

temsil eden kdse noktalar olacaktir.

Tanimm 3.3.1: Bir G g¢izgesi ilmek i¢cermeyen ve komsu koseler farkli olacak
sekilde her kdseyi k renkle boyanabiliyorsa G ¢izgesi k£ — boyanabilirdir. Eger G ¢izgesi
k-boyanabilir fakat (k-1) — boyanabilir degilse G ¢izgesi k — kromatik denir ve y (G) =
k ile gosterilir (Akyar 2021).

{n

v
i} !

(

i ()

Sekil 3.28. Cizge ve ¢izge boyama 6rnegi

Sekil 3.28’de verilen G ¢izgesi 4 — renk boyanabilir bir ¢izgedir. x, y, v, t
koseleri ikiser ikiser komsu oldugundan 3 — renk ile komsu noktalar farkli renklerde

boyanamaz. Bu sebeple y (G) = 4 olur.

Eger G c¢izgesi k — renk boyanabilirse koselerin sayisi yeterliyse (k+1) — renkte

boyanabilir. Sekil 3.28°de ¢izge 5 renk boyanabilir.

Teorem 3.3.1: G cizgesinin tiim kdse noktalarinin derecelerinin en biiyligii

Aise G grafl (A + 1) —renk ile boyanabilir.
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Ispat: G cizgesinin kose sayisi iizerinden tiimevarimla yapalim. G, n koseli basit
bir ¢izge olsun n=1 ise A= 0 olup dogrulugu aciktir. Kabul edelim ki, n’den daha az
olan ¢izgeler igin teorem dogru olsun. Herhangi bir U kdsesini ve ona bagl kenarlar
silersek kalan ¢izge (n-1) koseli ¢izge, komsu koseler farkli olacak sekilde (A+ 1) —
renk boyanabilir. Baslangigta silinen kosenin en fazla A komsusu oldugundan
baslangigta n koseli ¢izge de (A+ 1) — renk ile boyanmis olur. O halde ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.1’den herhangi bir ¢izge icin, y (G) < A (G) + 1 esitsizligi elde
edilir. Benzer sekilde K;, tam ¢izge i¢in y (K,,) =n = A (K,) +1 olur. Yine C,, dongii

cizgeleri i¢in kromatik sayisi,

nciftise

2,
x (€)= {3, n tek ise

seklinde elde edilebilir.
Ornegin,

U in

an
i}

|
(111} l: } . 1]}

m L] in

Sekil 3.29. C,ve Cy dongii gizgeler

Sekil 3.29°da C; ¢izgesi 3- renkle, Cg ¢izgesi 2 — renkle boyanabilir
3.4. Topolojik Kavramlar

Bu boliimde topolojik kavramlarla ilgili temel tanimlar verilecektir.

22



3. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 3.4.1: X bir topolojik uzay, bostan farkli bir kiime olmak iizere, T da X in
alt kiimelerinin bir sinifi olsun. Eger 7 asagidaki sartlar1 sagliyorsa 7 ya X iizerinde bir

topoloji denir.

NX,0€et
i1) T ya ait olan kiimelerin herhangi bir sayidaki birlesimi yine 7 ya ait olmalidir.
1i1) T ya ait olan kiimelerin sonlu sayidaki kesisimleri yine 7 ya ait olmalidir.

X ile birlikte T ya topolojik uzay denir ve (X, 7) ile gosterilir (Kogak 2020).

Tanmim 3.4.2: Bir topolojik uzay (X, 7) ve A € X olsun. 7’ nun elemanlarina agik

kiime denir (Karaca 2021).

Tanmim 3.4.3: (X,7) ve (Y, 1) topolojik uzaylar olmak iizere bir f: (X,7) —
(Y, t) fonksiyonu ve bir x, € X noktasi verilsin. Eger f(x,) in bir V agik komsulugu
icin f(U) €V olacak sekilde x, 1n bir U agik komsulugu varsa f fonksiyonu x, € X
noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise f ye bir

stirekli fonksiyon denir (Mucuk 2010).

Tamim 3.4.4: X ve Y iki topolojik uzay olmak iizere f: X — Y bir fonksiyon
olsun. X uzaymnin her Uagik kiimesi i¢in f(U) kiimesi Y uzayinda acik ise f

fonksiyonuna agik fonksiyon denir (Kogak 2020).

Tanmim 3.4.5: iki topolojik uzay arasinda verilen f:X — Y fonksiyonu birebir,
orten siirekli ve tersi £~ de siirekli ise f fonksiyonuna homeomorfizm denir X ve Y
topolojik uzaylarina homeomorfik uzaylar denir. X ve Y uzaylar1 homeomorfik ise X ve

Y uzaylarina topolojik olarak denk uzaylar denir (Mucuk 2010).

Tamim 3.4.6: X ve Y iki topolojik uzay olmak lizere f: X — Y  bir fonksiyon
olsun X topolojik uzayindan Y nin f(X) alt uzayma bir homeomorfizm var ise X uzayi

Y uzayi i¢ine gémiiliir ve f fonksiyonuna da gdmme fonksiyonu denir (Karaca 2021).
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Tanmim 3.4.7: Birim gember S* = {(x,y,2):x* +y?*=1,z=0 in S* =R3 U

{oo} e gomiilmesine diigiim denir (Burde 2003).

Baska bir ifadeyle diigiim tek bir egri olarak diisiiniilebilir. Bu nedenle diigiim
uzayda basit, kapali bir egridir.

Sekil 3.30. Diiglim ve iz diistimii

Tamm 3.4.8: Sekil 3.31°de goriildiigii gibi R® de P(x,y,z) noktasin1 xy -

diizlemindeki P(x, y, 0) noktasina izdiisiiren doniisiimii T ile gosterilsin.

T

Sekil 3.31. Bir diiglimiin iz diistimii

K bir digim ise m(K) = K ye K nn izdiisiimii denir. Eger K yonlendirilmeye
sahipse K da K nin yonlendirilmesine bagl olarak bir yone sahiptir. Fakat K nin birkag
arakesit noktas1 oldugundan diizlemde basit kapali bir egri degildir. Onseziyle K nin K
ya benzerligini goérebilmek icin K diiglimii iizerinde birka¢ basit diigiim hareketi

yapmak suretiyle asagidaki sartlar uygulansin.

i) K sonlu sayida arakesit noktasina sahiptir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

ii) Eger Q, K nim bir arakesit noktasi ise Q niin ters goriintiisii K da iki farkli
noktaya sahiptir. Kisaca Q, K nin bir katli noktasidir. (Sekil 3.32 (a)), Sekil 3.32. (b) de

gosterildigi gibi ikiden fazla noktaya izin verilmez.

iii) K diigimii poligonal olarak diisiiniiliirse K nin bir kdsesi K nmn bir kath
noktasma doniismez. Sekil 3.32. (¢) ve (d)’ deki 6rneklerde bir poligonal dogru K nin

bir kosesine iz diismiistiir. Bu durumlarin ikisine de miisaade edilmez.

K

(d)

Sekil 3.32. Bir iz diisiim tizerinde katli noktalar

Yukarida sartlari saglayan K diigiimii regiiler iz diisiimdiir. Fakat iz diisiimlerle
ilgili calismalarda katli noktalar nedeniyle bazi énemli belirsizlikler ortaya ¢ikar. Iz
diistimiin kathi noktasinda diigiimiin kendi kendisinin altindan mu tistiinden mi gegtigi
belli degildir. Bu belirsizligi ortadan kaldirmak i¢in diiglimiin kesim noktasi
isaretlenerek, katli nokta bolgesinde diiglim bir miktar degistirilebilir. Bu sekilde
diigiimiin gecit noktasinin alttan mi iisten mi gectigi konusunda orijinaline benzemezse
de gergek gorlintlisii ¢izilebilir. Bu sekilde degistirilmis iz diistimler regiiler diyagram

olarak adlandirilir. Sekil 3.33 (a), (b)’de gosterilmistir (Murasagi 1996).

=l — bl
0D QD QD

Sekil 3.33. Regiiler diyagramlar
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 3.4.9: Kendisini kesmeyecek, sekilde tor {izerine g¢izilebilen diigiimlere
tor diigimleri denir. Genel olarak p ve g aralarinda asal olmak sartiyla p kere meridyen
ve g kere boylam etrafinda dolanan diigiime (p,q) tor diigiimii denir. En basit tor
diiglimii 6rnegi ¢oziik diiglimdiir. Tor iizerinde Sekil 3.33’te ¢izilen u ¢oziik digimi

torun meridyeni ve A ¢6ziik diigiimii de torun boylami olarak adlandirilir (Adams 2004).

Sekil 3.34. Meridyen u ve boylam A

Tanim 3.4.10: Bir diglim eger asagidaki kosullar1 saglayacak sekilde

renklendirilebiliyorsa ti¢lii renklendirilebilir denir. Diiglimii renklendirmek i¢in;

1) En az iki renk kullanilmali,
2) Her caprazlamasinda ya ii¢ yay ayni renk olmal ya da t¢ii de farkli renk
olmalidir (Adams 2004).

AV
N\

Sekil 3.35. Uclii renklendirme kurali

N

Teorem 3.4.1: T,, ,, bir tor diigiimii ve p asal olsun.

1) m ve n her ikisi de tek ise T,,,,, p—renklendirebilir degildir.
ii) Eger m tek ve n ¢ift ise p — renklendirilebilir olmas1 i¢in gerek ve yeter

p|m olmasidir (Breiland et al. 2009).

T n tor diigiimleri i¢in Teorem 3.4.1 oldukea kullamishidir.
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4. MATERYAL ve YONTEM

4.1. Cizgelerin Matris Gosterimi

Bir ¢izgeye sayisal anlamda yaklagsmanin en uygun yollarindan biri ¢izgeyi,
matris olarak temsil etmektir. Bu boéliimde g¢izgelerin ¢esitli matris gosterimleri

gosterilmigtir.

Tanmm 4.1.1: G, n kose ve m kenara sahip bir basit ¢izge olsun. G ¢izgesinin

etki matrisi;

M(G) = (Mig)) nxm ile gosterilir ve elemanlars; i noktast e; kenarmin bitim

(son) noktasi ise 1, diger durumlarda 0 seklindedir.

G' nin etki matrisinde; satirlar ¢izgenin koseleri ve siitunlar ise ¢izgenin kenarlari

tarafindan indekslenen n X m tipinde (0,1) matrisidir (Biiyiikkose vd 2021).

1010 1
s 100000|
MG =lo 11 0 0 o0

° [001110]
000011

Tamim 4.1.2: G n kdseye sahip basit bir ¢izge olsun. G ¢izgesinin komsuluk

matrisi,

A(G) = (aij) nxm ile gosterilir ve

- {1' L~ ]
dij = 0, aksi durumda

seklinde tanimlanir. Bu matrisin her bir siitun ve satirindaki elemanlarinin toplami ile o

satir ve siituna karsilik gelen koselerin derecesi bulunur (Bapat 2014).
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2

[O 1 1 0 0]

1 0 0 1 1|

AG)=11 0 0 0 O

1 3 llO 1 0 O 1J|
\ 01 0 1 0

Tanim 4.1.3: G, n kdseye sahip bir ¢izge olsun G ¢izgesinin her kdsesinin
derecesinin olusturdugu kosegen matrise G ¢izgesinin derece matrisi denir ve D(G) =

kos(dq, ds, ..., dy) ile gosterilir (Bapat 2014).

[20000]
[0 3 0 0 O]
p&=lo o 2 0 ol
|looo3oJ|
000 0 2

Tamim 4.1.4: G, n kdseye sahip bir ¢izge olsun, G ¢izgesinin Laplacian matrisi,

L(G) = (lij) nxm ile gosterilir ve

d;, i=j
f ij = —1, l "'j
0, aksidurumda

seklinde tanimlanir. Laplacian matrisinde L(G) = D(G) — A(G) esitligi saglanir
(Biiyiikkgse vd 2021).

4

Tamim 4.1.5: G, n koseye sahip bir ¢izge olsun. G ¢izgesinin isaretsiz Laplacian

matrisi,

Q(G) = (qij) nxm ile gosterilir ve
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di) l = ]
qij = 1, [~]
0, aksi durumda

seklinde tanimlanir (Biliyiikkose vd 2021).

Ayrica isaretsiz Laplacian matrisinde Q(G) = D(G) + A(G) esitligi saglanir.

1

- ’ Q(6) =

= W
R O N R
RN O R
W R R

Tanim 4.1.6: G, baglantili ve ¢izge, koseler kiimesi V(G) = {V;,V,, ..., V,,} ve

d;; i ve j koseleri arasindaki en kisa yolun uzunlugu ise G ¢izgesinin uzaklik matrisi,

dj, i#j

D(G):{ 0, i=j

seklinde tanimlanir (Biliyiikkose vd 2021).

[0 1 2 2 1]
|1 0 1 1 2|
3 DG)=12 1 0 1 2
21 10 1J
1 2 2 10

Tamim 4.1.7: G, n koseli, baglantili bir ¢izge olmak iizere G ¢izgesinin n X n

boyutlu Detour matrisi DM (G) = (d; j)nxn seklinde gosterilir ve

_ (L@, i #F]
dij - 0’ i =j

seklinde tanimlanir (Bapat 2014).
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Burada L(i, ), i ve j koseleri arasindaki en uzun mesafenin kenar sayisidir. Yani

i ve j koseleri arasindaki maksimum kenar sayisina sahip yolun uzunlugudur.

1 2 0 21 2 2
20122|

3 MG =11 0 1 1
llZZIOZJI

2 21 2 0

Tanim 4.1.8: G, n koseli yonlii ¢izgesi olsun. G yonlii ¢izgesinin komsuluk

matrisi,
A(G) = (aij)nxn ile gosterilir ve

M, {1, i j yonli kenart icin yon i ' den j' ye ise
Yo, aksi durumda

==
_ o o R
cor o
c o oR

//R A6) =
\\]}

4.2. Dugiim Cizgesi

Diigiim diyagramlarinin farkli bir agidan gosterimi de Peter Tait tarafindan
gosterilmigtir. Bir diiglim diyagrami, koseleri kesisimler ve kenarlar1 ardisik kesisimler

arasindaki yollar olan bir diizlem ¢izgesi tanimlar.

Tamim 4.2.1: Bir M diiglimiiniin D regiiler diyagramindan elde edilen ¢izgeye
M nin diiglim ¢izgesi denir (Murasugi 1996).
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4.2.1. Diigiim ¢izgesinin elde edilisi

M diigiimiiniin izdiisiimii olan M diizlemi birka¢ alana boler. En dista bulunan
alandan baglayarak, alanlar1 siyah ya da beyaz olarak renklendirilir. En distaki alani
siyahla renkle boyansin. Burada temel nokta, ana hatlar1 renklendirdigimizde komsu
olanlar ayn1 renkte olmaz ve bu sekilde her iki tarafin renkler ayni olmaz. Her bir beyaz
alandan bir nokta secilip ve bu noktalar beyaz alanlarin merkezi olmak {izere, iki beyaz
alan M izdiisiimiiniin V ve V! kesisme noktalarina sahipse; kq, ks, ...,k, ortak gegit
noktalar1 olusur. Bu durumda V ve V! alanlarin1 merkezleri bu beyaz alanlarda bulunan
ki, k,, ...,K, noktalarmdan gegen basit yaylarla baglansmn. V ve V! merkezleri disinda
bu yaylar birbiriyle kesismez. Bu sekilde M diigiimiinden G diizlem ¢izgesini elde

edilir. G nin kdseleri beyaz alanlarin merkezi olur (Ugur 2002).

(a) (b)

Sekil 4.1. Trefoil digiimii ve ¢izgesi

G cizgesinden M diiglimii elde edilebilir. G nin her bir ayritinin merkezine kiigiik

bir x isareti yerlestirilir (Sekil 4.2 (a)). Bu "x" lerin her birinin bitim noktasindan
komsu "x" in bitim noktasina G nin ayritlar1 boyunca dort ¢izgi ¢izilir. Bu islem her “x”
de oluyorsa ortaya ¢ikmaya baslayan sey, bir diiglimiin izdiistimii olur. Burada gegit
noktalarinin durumuyla alakali bir bilgi mevcut degildir (Sekil 4.2.(b)). Artik, diizlemsel
alanlara hangi rengin uygulanacagini belirlenmesi gereklidir. Gegis noktasi bilgileri G
cizgesinin isaretinden hareketle ¢izilebilir. Boylece gegis noktasi bilgisi kaybolur ve

diiglim diyagrami elde edilir (Sekil 4.2.(c)) (Murasugi 1996).
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(a)

Sekil 4.2. Cizgeden diigiim elde etme

2

(b)
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5. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

5. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

5.1. Diigiimden Matris Elde Edilmesi

Bu béliimde verilen bir diigiime karsilik gelen ¢izge ve bu cizgeye karsilik gelen
matrisin nasil elde edilecegi gosterilecektir. Diiglime karsilik gelen ¢izgeyi elde etmek

icin asagidaki islemler takip edilir.

Sekil 5.1. Herhangi bir diigiim ve renklendirmesi

I) Tait metodundaki gibi sekil 5.1°deki diigiimii renklendirdikten sonra her bir

beyaz bolge igerisinden noktalar segilir.

I) Iki beyaz bolge ortak gegide sahipse segilen noktalar kenar araciligiyla

birlestirilir.

III) Her bir kenar sirasiyla ortak gecide karsilik gelir ve boylece diizlemsel ¢izge

elde edilmis olur.

Sekil 5.2. Diigiime karsilik gelen ¢izge
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Yonlii ¢izgenin yonlii komsuluk matrisi asagidaki gibi bulunur.

= o O O
S OO
S O RO
O = O O

5.2. Matristen Diigiimiin Elde Edilmesi

Bu islemin tersinin karsilig1 var m1 yani verilen bir matrise karsilik gelen ¢izgeyi
bulduktan sonra bu ¢izgeye karsilik gelen diigiim elde edilebilir mi sorusunun cevabi

asagidaki islemler takip ederek bulunur.

[01000]
[0 0 1 0 Of
lo o 0 1 o
[00001J
1.0 0 0 0

Matrisi goz oniine alinsin.

I) Matris 5 X 5 tipinde oldugundan 5 tane koseden olusacaktir.

IT) 1. satirdan baslayarak ¢izge olusturulur. a;; = 0 oldugundan 1. kdse ile 2.
kosede ilmek yoktur. a;, = 1 olup 1. kose ile 2. kose arasinda bir ¢izgi (kenar) vardir.
a3 =0,a44, =0, a;5 =0 olup 1. kose ile 3. kose, 1. kose ile 4. kose ve 1. kose ile 5.

kose arasinda bir baglant1 yoktur.

III) Diger satirlar da benzer sekilde devam edilerek asagidaki ¢izge olusturulur.

34



5. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

]

4

Sekil 5.3. Matrise karsilik gelen cizge

Simdi olusan cizgeye karsilik gelen diigiim elde edilsin.

Cizgenin her bir ayritinin merkezine kiigiik bir “x” isareti koyduktan sonra bu
“x”lerin her birinin son noktasindan ¢izgenin ayrit1 boyunca ¢izgiler ¢izilir. Bu islem de
her bir x noktasinda oldugundan yavas yavas ortaya ¢ikan sey diiglimiin izdiistimii olup

gecit noktalarini da ¢izgenin isaretlerinden hareketle artik diigiim elde edilmis olur.

G &

Sekil 5.4. Cizgeden diigiim elde edilmesi

5.3. Giinliik Hayattaki Baz1 Problemlere Karsiik Gelen Uygulamalar

Bu boliimde diizlemsel c¢izgeler, renklendirilmesi ve bunlara karsilik gelen

diigiimler ile ilgili giinliik hayatta karsilasilan problemlerden bahsedilecektir.
Ornek 5.3.1.

Bir grup kimya bolimii 6grencisi ¢esitli X,Y,Z,T,U,V,W sivilarin1 belirli sayida
bolmesi bulunan bir kap igerisinde saklamak istemektedir. Bu sivilarin bazilarinin bir
araya gelmesi siddetli reaksiyon olusturmaktadir. Bu nedenle farkli boélmelerde
saklanmasi gerekmektedir. Sekil 5.5°de gosterilen yildizlar birbirinden ayr1 tutulmasi

gereken sivilar géstermektedir. Buna gore kag farkli bélmeye ihtiyac vardir ?
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(Birbirleriyle tepkime vermeyen sivilarin ayni bdlme igerisinde durmasinda

sakinca yoktur)

Sekil 5.5. 7 siviya denk gelen sekil

Sorunun ¢oziimii ¢izge boyama yardimiyla kolaylikla elde edilebilir. Sekil 5.5
matris olarak diisliniiliirse yildiz olan yerler 1, ¢izgi olan yerleri 0 alarak komsuluk

matrisi olusturulur.

PO OO OO
SO OO R O
(=N ool el )
SO R, OO OO
SR ORrOoOoOOo
_ o R OO OO
o OO oo

Komsuluk matrisine karsilik gelen ¢izge c¢izildiginde cizgedeki yedi kose yedi
siviya denk gelir. Cizge olabildik¢e az renk kullanilarak komsu koseler farkli olacak
sekilde Sekil 5.6’daki gibi 3—renk boyanir. Ayrica Teorem 3.3.1°den C; dongii ¢izgesi

oldugundan 3 - renk gereklidir. Bu ¢izgenin kromatik sayis1 3 tiir.

36



5. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

{1y

1y i

{mn f

() =

Sekil 5.6. Cizgenin renklendirilmesi

Omegin; X,Z,U s1visi bir bolmede Y,T,V sivilar1 ikinci bolmede ,W sivisi ise
tiglinci  bolmede saklanabilir. Tait metodu ile bu ¢izgeye karsilik gelen digiim,
asagidaki gibi elde edilir.

Sekil 5.7. Cizgeye denk gelen diigiim

Ornek 5.2

Bir matematik boliimiinde Cebir, Topoloji, Istatistik ve A. Geometri derslerinin
cizelgesi hazirlanmak istenmektedir. Baz1 O6grenciler birden fazla derse katilmak
istedikleri i¢cin bazi1 derslerin ¢akismamasi gerekmektedir. Cakisan dersler 1 ile
cakismayan dersler 0 ile gosterilmektedir. Bu dort dersi diizenleyebilmek i¢in kag farkl

zaman dilimine ihtiya¢ vardir?
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Cebir Topoloji Istatistk A.Geometri  Analiz
Cebir 0 1 1 1 0
Topoloji 1 0 1 1 1
istatistik 1 1 0 0 0
A.Geometri| 1 1 0 0 0
Analiz 0 1 0 0 0

Sekil 5.8. Ayni1 derse kayitli olan bir 6grencinin olup olmadigini gosteren sekil

Birden fazla dersi alabilmeleri i¢in ¢izge boyamadan yararlanilabilir. Sekil 5.8
cizgenin komsuluk matrisi gibi diisiiniilsiin.Dersler ¢izgenin kdselerini gostermek tizere
ayn1 6grenci iki dersi de aliyorsa bu derslere karsilik gelen koseler arasina bir ¢izgi

cizilsin.

c T ' il

AG 1V,

Sekil 5.9. Sekil 5.8 yardimiyla elde edilen ¢izge ve bu ¢izgenin 4- renk ile boyanmis
hali.

Sekil 5.9°daki ¢izge diizlemsel ¢izge degildir. Dikkat edilirse bu ¢izgeye diiglim
karsilik getirilememektedir. Koseler, roman rakamlariyla gosterilirse renkler istenilen
zaman dilimine denk gelir. Bu durum i¢in kromatik say1 4 tiir ve dolayisiyla 3 zaman
dilimine ihtiyag vardir. Ornegin cebir ve analize ayni zaman diliminde; topoloji,

istatistik ve analitik geometri farkli {i¢ zaman diliminde alinabilir.
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6. SONUC ve ONERILER

Diigiimlere karsilik gelen ¢izgeler géz Oniine alinarak bu ¢izgelere karsilik gelen
matrisler elde edilmistir. Ayrica gilinlilk hayatta karsimiza ¢ikacak bazi problemlerin

uygulamasi yapilmaistir.
1.Sonug¢

5; digimi (2,5) tor digimiine karsilik gelen diyagramdir. Teorem 3.4.1
geregince 3 renk boyanmaz. Ancak buna karsilik gelen cizgeye dikkat edilecek olursa

Cs dongii gizgesinin y(Cs) = 3 olup 3-renk boyanabilir.

.F
] o
o

Sekil 6.1. 5; diiglimiine denk gelen yonlii ¢izge

2.Sonuc¢

7, digimi (2,7) tor diigimiine karsilik gelen diyagramdir. Teorem 3.4.1
geregince 3 renk boyanmaz. Buna karsilik gelen cizgeye dikkat edilecek olursa C,

dongii ¢izgesinin y(C,) = 3 olup 3- renk boyanabilir.
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Sekil 6.2. 7, diiglimiine denk gelen yonlii gizge

Dikkat edilirse ¢izgenin renklendirilmesiyle diigiimiin renklendirilmesi arasinda

bir iligki goriilmemektedir.

3.Sonu¢

5, diigiimu (2,5) tor diiglimiine karsilik gelen diyagram olup buna karsilik gelen

5 x 5 tipinde yonlii komsuluk matrisi ele alinirsa

01000
[00100]
000 1 0
0000 1
100 00

matrisin birinci satirdaki ikinci elemani, ikinci satirdaki ti¢tincii elemanu, tigiincii

satirdaki, dordiincii elemani 1 ve son satirindaki birinci elemani 1 dir.

7, diigtimii (2,7) tor diigiimiine karsilik gelen diyagram olup buna karsilik gelen

7 % 7 tipinde yonlii komsuluk matrisi ele alinirsa

_o OO0 O oo
SO OO OO
SO O OO RO
OO OOk OO
=N ool e NoNo]
OO PP OO OO
O R OO OOoOOo
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matrisin birinci satirindaki ikinci elemani, ikinci satirdaki ti¢linci elemant,
tclincii satirdaki, dordiincii elemani, besinci satirindaki altinct elemani altinci

satirindaki yedinci elemani 1 ve son satirindaki birinci elemani 1 dir.

Benzer olarak (2, n) tor diigiimlerine karsilik gelen matris,

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 O 0 0
1 0 0 0 0

seklindedir. Burada 1. satirdaki ikinci elemani, ikinci satirdaki {igiincii elemani ve n-

1.satirdaki n. elemani 1 olup n. satirdaki birinci eleman 1 dir.

4.Sonuc¢

5, digimii (2,5) tor digimiine karsilik gelen diyagram olup buna karsilik

gelen 5 x 5 tipinde komsuluk matrisi ele alinirsa

0100 1
[10100]
01010
0010 1
10010

matrisin simetrik matris oldugu goriliir. Gergekten, a, =1 ,a,;, =1, a,3=1 ,
az, =1, a3 =1, as3=1, a15 =1,a5;1 =1,a45 = 1,as, =1 olup ana kosegene

gore simetrik elemanlar1 birbirine esittir.
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6. SONUC ve ONERILER

7, digimii (2,7) tor diigiimiine karsilik gelen diyagram olup buna karsilik gelen

7 % 7 tipinde komsuluk matrisi ele alinirsa

0 1 0 0 0 0 17
1 01 0 0 0 O
0 1. 01 0 0O
0 01 01 0O
0 001 010
0 00 0101
1 0 0 0 0 1 O

matrisin simetrik matris oldugu goriiliir. Benzer olarak (2,n) tor diigiimlerine

karsilik gelen komsuluk matrisi

0 1 0 0 1
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
1 0 O 1 0

seklindedir. Matrisin simetrik matris oldugu gortiliir.

1.0neri

(2,n) tor diigiimleri i¢in matris elde edildi. (m,n) tor digiimlerine

genellenebilir mi?

2.0Oneri

(2,n) tor diigiimleri igin benzer bir sonu¢ Laplacian matrisinde veya etki
matrisinde elde edilebilir mi? Eger elde edilebilirse bu sonu¢ (m,n) tor diigiimlerine

genellenebilir mi ?
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