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RIESZ UZAYLARINDA ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK
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OZET

Matematikte Riesz uzayi, bostan farklt her sonlu alt kiimesi bir supremuma ve bir infumuma sahip
sirali vektor uzay: olarak tanimlidir. Riesz uzaylari fonksiyonel analizde caligilan temel kavramlar-
dan olmakla birlikte fizikte ve iktisatta uygulama alanlar1 bulan bir konudur. Riesz uzayinda tanimli
dizilerin istatistiksel yakinsakligi, istatistiksel limit noktalar1 ve istatistiksel yigilma noktalariyla il-
gili literatiirde calismalar mevcuttur. Istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel limit ve istatistiksel y1§1lma
noktalar1 ile Riesz uzay1 arasindaki baglantiyr supremum ve infimum 6zellikleri ile saglamis bulun-
Zafer Ercan tarafindan ‘A Characterization Of u-Uniformly Completeness Of Riesz Spaces In Terms
Of Statistical u-Uniformly Pre-Completeness’ adli caligmasinda incelenmistir. Sencimen ve Pehli-
van ‘Statistical Order Convergence In Riesz Space’ adli calismalarinda literatiirde daha yaygin kul-
lanilan esasinda Zafer Ercan’ in yukarida bahsi gecen caligmasinda gecen tanimin 6zel hali olan
Riesz uzaylarinda istatistiksel sira yakinsakli§i tanimini ve istatistiksel monoton yakinsaklik kav-
ramlan tlizerinde durmuslardir. Diger taraftan Abdullah Aydin, Muhammed Cinar ve Mikail Et ‘The
A-Statistical Convergence in Riesz Spaces’ adli caligmalarinda belirli 6zellikleri saglayan pozitif
skaler A, skaler dizisi lizerinden A-istatistiksel yakinsaklik kavramini ortaya koymus ve temel 6zel-
likleri incelemislerdir. Son olarak Mehmet Kiiciikarslan ve Abdullah Aydin ‘Deferred statistical order
convergence in Riesz spaces’ adli calismalarinda Riesz uzaylarindaki bir dizi i¢in deferred istatistik-
sel sira yakinsaklik kavramimi tamimlamiglardir. Bu ¢alismada temel bilgiler verildikten sonra Riesz
uzaylarindaki dizinin istatistiksel yakinsamasiyla ilgili tanimlarin derlemesi yapilacak ve bu konu-
larla alakali temel sonuglar tanitilacaktir.

Sayfa Adedi 139
Anahtar Kelimeler : Diziler, Riesz uzaylari, Istatistiksel yakinsaklik,Istatistiksel sira yakinsaklik
Danigman : Dr. Ogr. Uyesi Sabahattin ILBIRA



STATISTICAL CONVERGENCE IN RIESZ SPACES
(M. Sc. Thesis)

Okan KOSE

AMASYA UNIVERSITY
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ABSTRACT

In mathematics, a Riesz space is defined as an ordered vector space in which every non-empty finite
subset has a supremum and an infimum. Riesz spaces are fundamental concepts studied in functional
analysis and have applications in physics and economics. There is extensive literature on the statisti-
cal convergence of sequences defined in Riesz spaces, as well as statistical limit points and statistical
accumulation points. Statistical convergence has established a connection between statistical limit
and statistical accumulation points and Riesz spaces through the properties of supremum and infi-
mum. Statistical order convergence in Riesz spaces was first studied by Zafer Ercan in his paper A
Characterization of u-Uniformly Completeness of Riesz Spaces in Terms of Statistical u-Uniformly
Pre-Completeness” for the version that holds for every u-regular Cauchy sequence. Sengimen and
Pehlivan focused on the definition of statistical order convergence in Riesz spaces and the concepts
of statistical monotonic convergence in their papers “Statistical Order Convergence In Riesz Space,”
which essentially is a special case of the definition introduced by Zafer Ercan in his aforementioned
work and is more widely used in the literature. On the other hand, Abdullah Aydin, Muhammed Cinar,
and Mikail Et introduced the concept of A-statistical convergence in Riesz spaces and investigated
its fundamental properties in their papers "The A-Statistical Convergence in Riesz Spaces” using a
positive scalar sequence that satisfies certain properties. Finally, Mehmet Kiigiikaslan and Abdullah
Aydin introduced the concept of deferred statistical order convergence in Riesz spaces in their papers
”Deferred statistical order convergence in Riesz spaces.”. After providing basic information in this
thesis, we will compile the definitions related to the statistical convergence of a sequence in Riesz
spaces and introduce the fundamental results related to these topics.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda aciklamalar1 verilmek iizere
asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

R Reel Sayilar Kiimesi

N Dogal Sayilar Kiimesi

o(A) A kiimesinin dogal yogunlugu

|A | A kiimesinin eleman sayisi

xVy X Ve y nin supremumu

XAy X ve y nin infimumu

€ elemanidir isareti

¥ istatistiksel monoton azalan

st istatistiksel monoton artan

Xndx (xn) asag1 yonlendirilmis bir dizi olup infumumu x dir
Xp Tx (xn) yukart yonlendirilmis bir dizi olup supremumu x dir
K¢ K kiimesinin tiimleyeni

0 sifir vektorii

xt x ve 6 nin (vektor uzayinin sifirt) supremumu
X~ x ve 6 nin (vektor uzayinin sifirt) supremumu
| x | X ve —x in supremumu

Kisaltmalar Aciklama

st, — yakinsak istatistiksel sira yakinsak

smi istatistiksel monoton artan

smd istatistiksel monoton azalan

h.h.h.n hemen hemen her n



1. GIRIS

Riesz uzay1 kavrami (vektor kafesi olarak da adlandirilir) ilk olarak F. Riesz tarafindan or-
taya konulmustur (Riesz, 1928). O zamandan beri bircok kisi konuyu gelistirdi. Ilk teoriye
katkilar H. Freudental tarafindan (Freudenthal, 1936) calismasinda ve L.V. Kantorovich ta-
rafindan (Kantorovitch, 1937) ¢alismasinda geldi. Istatistiksel yakinsama fikri ilk olarak
(Zygmund, 1959)(monografisinin ilk baskisinda 1935°te) ve dizilerin istatistiksel yakinsamasi
kavrami Wroclaw Universitesi Polonya, 1949°da diizenlenen konferansta (Steinhaus, 1951)
calismasinda Steinhauss tarafindan tanitildi. (Fast, 1951) ve (Steinhaus, 1951) calismalarinda
bu fikri bagimsiz olarak gelistirdi. Istatistiksel yakinsama, bir reel dizinin yakinsamasinin bir
genellemesidir. Ancak, Riesz uzaylar tizerindeki istatistiksel yakinsama kapsamli bir sekilde

incelenmemistir.

Tez calismasindaki temel cesitlerden ilki, istatistiksel u-diizgiin yakinsaktir. (Ercan, 2009)
calismasinda bir Riesz uzayda istatistiksel u-diizgiin yakinsak dizi kavramim tanitti. (Er-
can, 2009) calismasinda Sira yakinsama ile birlikte istatistiksel yakinsama ele alind1. (Ercan,

2009) calismasinda faydali bilgiler sunmaktadir.

Tez calismasindaki temel ¢gesitlerden bir digeri, Riesz uzaylarinda ”sira yakinsama”dir. Ri-
esz uzaylarinda sira yakinsama ile istatistiksel yakinsama arasindaki bazi iligkiler vardir.
(Zaanen, 2012) kitab1 sira yakinsama calismalarinin temel araci olmak iizere, (Sencimen ve

Pehlivan, 2012) calismasinda faydal bilgiler sunulmaktadir.

Tez ¢alismasindaki temel ¢esitlerden biri, (Aydin, Cinar ve Et, 2021) istatistiksel yakinsama-
nin yararl ve klasik bir araci olan ¢calismada A-yogunluk 6zelligini kullanarak Riesz uzaylari

iizerinde istatistiksel yakinsama kavrami tanitilmasi amaglamstir.

Son yillarda, arastirmacilar, Riesz uzaylarinda farkl istatistiksel yakinsama bicimlerini keg-
fetmeye odaklandilar. Tez caligmasindaki temel cesitlerden sonuncusu olan, (Kiiciikaslan ve
Aydin, 2024) calismasinda Riesz uzaylarinda deferred istatistiksel yakinsama kavrami su-
nulmasi amaclanmaktadir. Ozellikle sira yakinsama ile deferred istatistiksel sira yakinsama
arasindaki baglantilar incelenip ve diger ¢esitli istatistiksel yakinsama tiirlerini siirece dahil
edilmistir. Dahasi, Riesz uzaylarinda istatistiksel yakinsama teorisinin daha genis cercevesi

hakkinda degerli bilgiler saglanmustir.

Tez ¢alismamizin amaci bir Riesz uzayinda istatistiksel sira yakinsama c¢esitlerini tanitmak,
belirtilen caligmalari, aslina sadik kalarak, inceleyip, elde edilen bilgileri birlestirmektir. Bu

baglamda istatistiksel yakinsaklik ¢alismalarin bir araya getirmeye caligsiyoruz.

Calismalarimizi su sekilde Ozetleyebiliriz. 2 Boliimiinde, Dizi, Riesz uzaylari, istatistiksel



yakinsama ile ilgili bazi 6n tanimlar ve temel bilgiler tezde konu biitiinliigii saglamak i¢in
sunulmusgtur. 3 Boliimiinde, istatistiksel yakinsama cesitleri oncelikle bir biitiin olarak veri-
lip, istatistiksel yakinsama cesitlerine ait kavramlar tanitilmustir. ilerleyen siirecte bir Riesz
uzayinda istatistiksel yakinsaklik cesitleri ayr1 ayri incelenmis, tanitilmistir ve istatistiksel

yakinsaklik cesitleri harmanlananarak bir bagucu tezi olugturulmaya caligilmistir.



2. TEMEL BILGILER

Bu boliimde konu i¢in énemli ve gerekli olan Kismi sirali kiime, vektor uzayi, Riesz uzayi,
yakinsaklik ve istatistiksel yakinsaklik ¢esitleri hakkinda temel olusturan bilgiler verilecek-

tir.

2.1. Riesz Uzay1

Bu boliimde tez icin gerekli olan Riesz uzayi olusturan temel bilgilere yer verilecektir.

2.1.1. Kismi sirah kiimeler

2.1 Tanim (Bir kiime iizerinde bagint1i) X bostan farkli herhangi bir kiime olsun. X x X

kiimesinin herhangi bir alt kiimesine X iginde bir bagint1 denir. Bagint1 R harfi ile gosterilir.

2.2 Tanim (Kismi siralama bagintisi) R, X lizerinde bir bagint1 olsun. R, asagida verilen
yansima, gecisme ve ters simetri kosullarini sagliyorsa, R bagintisina kismi siralama bagintisi

denir.
* (Yansima) Her x € X i¢in (x,x) € R.
* (Ters simetri) Her x,y € X i¢in (x,y) € R ve x # y oldugunda (y,x) € R.
* (Gecigsme) Her x,y,z € X i¢in (x,y) € R ve (y,z) € R oldugunda (x,z) € R.

Eger R bagintis1 X iizerinde kismi siralama ve x,y € X ise, (x,y) € R ifadesi yerine x <y ya da
y > x veyahut xRy yazilabilir. Uzerinde kismi siralama bagintis1 bulunan kiimeye sirali kiime
adi verilir. x > y veya x < y sart1 saglaniyorsa x ve y’nin karsilastirilabilir oldugunu soyleriz.
Ne y > x ne de x < y degilse o zaman x ve y karsilastiramaz denir. Herhangi x,y € X cifti
karsilagtirilabilir bir ciftse, kismi siralamaya dogrusal siralama veya kati siralama denir.X
kismi sirali bir kiime ve Y, X’in bos olmayan bir altkiimesi olsun. X teki kismi siralama, Y
tizerinde kismi siralama tanimlanmasina olanak saglar, yani x ve y, Y nin elemanlar1 ise Y’de

x <y olmasi i¢in gerek ve yeter sart X de x < y olmasidir.
* R iizerindeki bilinen siralama ile dogrusal siralamadir.

* X = R? iizerinde koordinat bazl1 siralama su sekilde tanimlidir: x = (x1,x2) ve y = (v1,y2)
dersek x < y olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x; < y; ve xp < y, olmasidir. Bu siralama da

karsilagtirllamaz elemanlar oldugundan (mesela (1, 1) ve (1,2)) kat1 siralama degildir.

* S bos olmayan bir kiime olsun ve X, S "nin tiim alt kiimelerinin kiimesi yani kuvvet kiimesi



olsun.
A ve B, X’in noktalar ise, asagidaki bagintiya gore kismi siralidir.

A<B <= ACB 2.1
S’nin bos altkiimesinin X ’in bir noktas1 oldugunu goriiliir. S sonsuz bir kiime ise X, bir¢ok
karsilastirilamaz eleman icerir.

X siral bir kiime ve A, X’ nin bog olmayan bir altkiimesi olsun. Bir u € X, her a € A i¢in
u > a olacak sekilde ve ayrica baska bir v € X, v > a oldugunda v > u ise A kiimesinin
supremumu (veya en kiiciik {ist sinir1) vardir denir. A nin en fazla bir supremumu var oldugu

aciktir, ve sup A ile gosterilir.

X kismen sirali olsun. xg € X noktasi icin xg < x esitsizliginde xo = x ise xg elemanina X’in
maksimum elamani olarak adlandirilir. Diger bir deyisle xp’dan kesinlikle daha biiyiik bir

eleman yoksa xp elemanina X’in maksimum elamani denir.

Her x € X icin xg € X elemani olacak sekilde bir xy € X eleman varsa o zaman xg, X ’in en

biiyiik elemani1 olarak adlandirilir.

Bu durumda x ayn1 zamanda X’in maksimal bir elemanidir ve bu eleman varsa tek maksimal

elemandir.

Tersine eger x, X’in tek maksimal elemani ise, o zaman xy X’in en biiyiik eleman1 olmak

zorunda degildir.

Benzer sekilde, X nin bog olmayan bir A altkiimesi i¢in infimum (veya en biiyiik alt sinir)

tanimi verilebilir, ve inf A ile gosterilir.

Ozel olarak u,v € X olmak iizere A = {u,v} ise sup A = uV v; infA = u A\ v ile gosterecegiz.

2.3 Tanim (Kafes) X sirali bir kiime olsun. Eger X iizerindeki siralamaya gore her u, v ele-
mani u Vv ve u A v sahip ve bu elemanlar X’ de bulunuyorsa ise X kiimesine bir kafes (latis)

denir.
¢ RR bilinen siralama ile hem tam siralt hem de kafestir.

« R? iizerinde koordinatsal siralamay: diisiiniirsek bir kafestir.



2.1.2. Vektor uzaylar

2.4 Tanim (Vektor uzayi) V bos olmayan bir kiime ve F bir cisim, +:V XV —V ve
- FxV — V iglemleri tanimli olsun. Her u,v,w € V;a,b € F i¢in asagidaki aksiyomlar

saglaniyorsa V kiimesine F iizerinde vektor uzayi denir.
Lou+(v+w)=(u+v)+w,
2. u+v=v+u,

3. HerveViginbir@ € Vvardirkiv+0 =0+v=v,

o

. Herv e Viginbir (—v) € V, vardirki v+ (—v) = (—v)+v=10,
5.a-(b-v)=(ab)-v

6. 1.v=vy

7.a-(u+v)=a-u+a-v

8. (a+b)-v=a-v+b-v

V, F cismi iizerinde vektor uzayi olmak iizere V kiimesinin elemanlarina vektor; F bagintisin-
daki degerler skaler denir. Ayrica +: V xV — V islemi vektor toplami; - : F' XV — V islemi

skaler carpim olarak adlandirilir.

* n—boyutlu R" uzayi bilinen koordinatsal toplama ve reel skalerle ¢carpma ile reel bir vektor

uzayidir.

* Bos olmayan nokta kiimesi X iizerinde tiim reel fonksiyonlarin vektor uzayi E olsun. E i¢in
noktasal toplama ve skaler ¢arpma x € X, a € R verildiginde (f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x)
ve (af)(x) = af(x) olarak tanimlansin. Bu durumda E bir vektor uzayidir.

2.1.3. Riesz uzaylar

Bu boliimde Riesz uzaylar1 konusundaki temel bilgileri hatirlatacagiz. Daha detayli bilgi i¢in
(Zaanen, 2012) kaynaklarina bakilabilir.

E reel bir vektor uzayi ve E lizerinde ‘<’ kismi siralama bagintist tanimli olsun. E iizerindeki

siralama vektor uzayi yapistyla uyumlu ise yani

(1) f<gise f+h<g+h,herh e E igin,



(1) 6 < fise 0 <af, her0<aecRigin,
kosullar1 saglanmyorsa E ye sirali vektor uzay: denir.
Kosul (ii) su sekilde de ifade edilebilir: f < gise ot f < g, her 0 < o € R i¢gin.

2.5 Tamim (Riesz uzay1) E sirali vektor uzayr ‘<’ kismi siralamasina gore bir kafes ise, o

zaman E’e Riesz uzay1 veya bir vektor kafesi denir.

E Riesz uzayi ise uzayin sifir eleman: 0 ile gosterilecektir. Simdi Riesz uzaylarinin bazi

orneklerini sunuyoruz.

* n-boyutlu R” iizerinde koordinat bazli siralamay1 diisiinelim. Daha acikgast,
x=(x1,...,%,) ve y = (y1,...,yn) icin x < y olmasi igin gerek ve yeter sart x; < y;, k =

1,...,n tanimlayabiliriz. O zaman R" bir Reisz uzayidir.

« R?’deki siralama koordinat bazli siralamadan farkli olarak da tamimlanabilir: (x1,x;) <
(y1,y2), x1 <yp veyax; =y, x» <y, oldugunda olsun. Sozliik siralama denen bu siralama

ile R? bir Riesz uzayidir.

* Bostan farkli X kiimesi iizerinde tiim reel fonksiyonlarin vektor uzay1 E olsun. Noktasal
toplama ve skaler ¢carpma islemlerini (f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x) ve (af)(x) = af(x) tim
x € X olarak tanimlayalim. E iizerinde siralamay1 f < g gerek ve yeter sart her x € X icin

f(x) < g(x) saglanmasi olarak tanimlayalim. Bu siralama ile E Riesz uzayidir.

2.6 Tanim E bir Riesz uzayi olsun. Herhangi bir f € E igin;

[r=rve, fm=(=NHVve, [fl=f"vf (2.2)
stirastyla f nin pozitif kismi, negatif kismi ve mutlak degeri olarak adlandirilir.

E’nin 6 < u 6zelligini saglayan elemanlarina pozitif elemanlar veya pozitif vektorler denir.
E’'nin E4 = {u € E : 6 <u} altkiimesine E’ nin pozitif konisi veya kisaca konisi denir. Pozitif

koni asagida verecegimiz 3 6zelligi saglamaktadir:
a) E+E={u+v:u,v€E} olmak iizere, E + E C E dir.

b) A € Rigin, AE = {Au:u € E} olmak iizere AE C E dir,



¢) —E ={—u:u € E} olmak iizere, EN(—E) = 0 dir.

E reel vektor uzaymin a), b), ¢) ozelliklerini saglayan herhangi bir C altkiimesine E’ nin
konisi denir. C, E’nin bir konisi olsun. # < v ancak ve ancak u —v € C sartiyla tanimlanan

bagintisina gore E bir sirali vektor uzayidir ve C de onun pozitif konisidir.

Bu kavramlar ile ilgili tezimizde kullanacagimiz bazi temel 6zellikleri ifade edecegiz daha
detayl bilgi i¢in (Luxemburg and Zaanen, 1971; Zaanen, 2012; Aliprantis and Burkinshaw,
2006) kaynaklarina bakilabilir.

2.1 Teorem (Luxemburg ve Zaanen, 1971) E bir Riesz uzayi olsun. Her f, g, ve hicin,
(i) (Birkhoff Esitligi) |fVh—gVh|+|fAh—gAh|=|f—g| olur.

(ii) (Birkhoff Esitsizligi) |fVh—gVh| <|f—g

S| fAR—gAh| <|f—g|olur.

(i) |f"—g"|<[f—gl. [/~ —¢ | <[f—golur

2.2 Teorem (Aliprantis and Burkinshaw, 2006) E Riesz uzayinda herhangi x,y,z € E icin
(i) xVy=—=[(=x)A(=p)] vexAy = —[(=x) V (=y)].

(1) x+y=xVy+xAy.

(i) x+(yAz)=(x+y)A(x+z)vex+(yVz)=(x+y)V(x+2)

(iv) a >0 olmak iizere ot(x Ay) = ax A ay ve a(xVy) = oxV oLy



2.2. Yakinsakhk

Bu boliimde, reel dizilerin en temel 6zelliklerinden bazilarina isaret edecegiz.

2.7 Tamim N dogal sayilar kiimesinden R reel sayilar kiimesine tanimlanan her fonksiyona

reel dizi denir.
« f:N =R, f(n) = n? ifadesi dizi belirtir.

1
* a:N— R, a(n) = — ifadesi dizi belirtir.
n

2.1 Uyart Reel dizileri gostermek igin f(n),a(n) yerine (f,), (a,) kullanilir.

2.2.1. Reel dizilerin yakinsakhg:

2.8 Tamim (a,) reel sayilar dizisi ve L € R olsun. € > 0 verildiginde bir ny € N sayist; n > ng
icin | a, — L |< € kosulunu saglayacak sekilde bulunabiliyorsa (a,), L ye yakinsaktir, L ye

de (ay,) nin limiti denir.
L. : .
* (a,) = (—) ifadesi yakinsak dizi belirtir.
n

* (xp) reel sayilar dizisini

n, egern =k’ ise,
Xp =
0, egern # k? ise,

seklinde tanimlayalim. (x,) yakinsak olmayan bir dizi 6rnegidir.
(a,) reel sayilar dizisi i¢in a, < a4 (an > ap+1) olmast durumunda monoton artan (mono-

ton azalan) denir. (a,) dizisi iistten (alttan) sirl olmast her n € N i¢in a, <M (a, > M)

olacak sekilde M € R sayisinin var olmasidir.

2.3 Teorem Monoton artan (azalan) bir dizinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart iistten

(alttan) sinirli olmasidir.

Oncelikle (a,) dizisinin monoton artan(azalan) her n € N i¢in a1 > ay(a,+1 < a,) olmast

demektir.

(an) dizisi ustten(alttan) smirlt olmast her n € N i¢gin a, < M(m < a,) olacak sekilde M €

R(m € R) sayisinin var olmasidir.



(ay) = (%) icin,

1 1 1
* n+ 1 > n oldugundan 1 < — yani @, < a, demek oldugundan <—) monoton aza-
n n

n
landir,

1 1
* Hern € Nigin 0 < — oldugundan — alttan sinirhdir.
n n

1
Dolayisiyla (—) dizisi yakinsaktir.
n

2.2.2. Reel dizilerin istatistiksel yakinsakligi

Dogal yogunluk, istatistiksel yakinsakligin taniminda temel bir rol oynar. Bu bdliime dogal

yogunlugu tanimlayarak basliyoruz.

2.9 Tanim A C N bostan farkli bir altkiime olsun. x € N i¢in A(x), x den kiiciik veya ona esit

A da olan elemanlarin kiimesi yani A(x) = {a € A | a < x} olsun. lim 2 limiti varsa; bu
n—oo
limite A nin asimptotik (dogal) yogunlugu denir. 8 (A) ile gosterilir.

2.1 Ornek A={1,4,9,...,n?,...} kiimesi i¢in,

= 0 oldugundan &(A) = 0 olur.

Eger §(K) varsa, o zaman K¢, N’de K kiimesinin tiimleyeni olmak iizere 6 (K¢) = 1 — §(K)
dir (Niven, Zuckerman and Montgomery, 1991). Eger (f,,) icin dogal yogunlugu sifir olan
bir kiime disindaki her n € N i¢in P 0zelligini saghyorsa f;, dizisi hemen hemen her n icin P

ozelligini saghyor denir (Fridy, 1985). Bunu h.h.h.n olarak kisaltacagiz .

Simdi ilk defa sistematik sekilde (Fast, 1951) calismasinda incelenen, reel say1 dizileri i¢in

istatistiksel yakinsaklik tanimini verelim.

2.10 Tanim (Reel dizilerin istatistiksel yakinsakligi) (a,) reel sayilar dizisi ve L € R olsun.
€ > 0 verildiginde, d(k € N:| gy — L |> €) =0, yani

1
lim — [{k<n:a—L|>€}|=0
n—o N

ise (ay) dizisi L ye istatistiksel yakinsar denir.

2.2 Uyan Istatistiksel yakinsaklik ile bilinen yakinsaklig1 karsilastirdigimizda; yakinsak her
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dizi istatistiksel yakinsaktir ama, asagidaki ornekte goriildiigii iizere istatistiksel yakinsak

olan bir dizi, yakinsak dizi olmayabilir.
2.2 Ornek (f,) reel sayilar dizisini

k, eger k=n?ise,
fn =
0, eger k # n? ise,

seklinde tanimlayalim. Bu dizi istatistiksel yakinsak, fakat yakinsak degildir.

2.2.3. Reel dizilerin A-istatistiksel yakinsakhig

(An), pozitif skalerlerin azalmayan A; = 1 ve 4,41 < A4, + | ozelliklerini saglayan bir dizi

olsun. Bu durumda 7,, := [n — A, + 1, n| araliklarim diistinebiliriz.

M C N olsun. M nin A-yogunlugu, 8, (M) ile gosterilir ve

n—yoo

8, (M) = lim%|{keln:keM}| 2.3)

ile tanimlidir (Mursaleen, 2000).

2.11 Tamm (A-istatistiksel yakinsaklik) (x,) reel dizi olsun. Her € > 0 i¢in

o1
lim = |{k € 1y |u— L] = e} =0 2.4)

ise (x,), L ye A-istatistiksel yakinsaktir denir, S) —limx, = L ile gosterilir. Diger bir deyisle
{k € N:|x; —L| > €} kiimesinin A-yogunlugu sifir ise (x,) dizisi L ye A-istatistiksel yakinsar.

A, = n durumunda A-istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel yakinsakligin ayni1 kavramlar
oldugu gortiliir.

2.2.4. Reel dizilerin deferred istatistiksel yakinsaklig:

(Agnew, 1932) calismasinda Agnew, x = (x,) reel (kompleks) dizisi i¢in deferred Cesaro or-

talamasi kavramini agagidaki gibi tanimlamistir: p = {p(n)} ve ¢ = {q(n)} negatif olmayan

p(n) <gq(n) ve limg(n)=oo

n—oo

ozelliklerini saglayan diziler olmak iizere
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Y xm =123, (2.5)

K, N Dogal Sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olsun ve K, ,(n) ile {k: p(n) <k < q(n),k €K}

kiimesi gosterilsin.

1
i = Ky q(n)], (2.6)

limiti var oldugunda, bu limit K kiimesinin deferred yogunlugu olarak tanimlanir. Burada
dikey cizgiler K}, ;,(n) kiimesinin eleman sayisin belirtir. Ozel olarak g(n) = n ve p(n) =0

durumunu diislindiigiimiizde K nin dogal yogunlugunun elde edildigi goriiliir.

2.12 Tamim (Deferred istatistiksel yakinsaklik) x = (x;) reel dizi olsun. Her € > 0 i¢in
lim ————— [{p(n) <k < q(n): lu— 1] > €}| =0 @
im ——— |{p(n <gqn):|xx—L|> — .
ne g(n) = p(n)
ise x = (x;) dizisi L ye deferred istatistiksel yakinsar denir, St, , — limx = L ile gosterilir.

Her n € N i¢in g(n) = n ve p(n) = 0 alirsak deferred istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel
yakinsaklik ile aynidir (Kiigiikaslan ve Yilmaztiirk, 2016).

2.2.5. Riesz uzaylarinda yakinsakhk
E bir Riesz uzay1 olsun. N dogal sayilar kiimesinden E ye tanimli bir fonksiyona E Riesz

uzayinda bir dizi denir.

2.3 Ornek Riesz uzayimdaki dizi 6rnegi olarak asagidaki f : N — E fonksiyonu verilebilir.
E Riesz uzay1 olarak R? iizerinde koordinat bazli siralamay1 diisiinelim. E Riesz uzayinda

k € N olmak iizere

0, eger (2k —1)% < n < (2k)? ise,
Jo= (2.8)
(1,2), diger durumda ise,

E de bir dizidir.
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E Riesz uzayindaki siralamay1 *<’ ile gosterelim. E’de bir (f,) dizisi i¢in f,;, < fr1 (fy >

fn+1) olmas1 durumunda monoton artan (monoton azalan) olarak adlandirilir, f,, T (f, ) ile

gosterilir.

E Riesz uzay1 ve f, T olsun. Bir f € E igin supf, = f ise (f,) dizisi f ye monoton artarak
yakinsar denir ve f,, 1 f ile gosterilir. E Riesz uzay1 ve f, | olsun. Benzer sekilde bir f € E

icin inff,, = f ise (f,) dizisi f ye monoton azalarak yakinsar denir ve f, | f ile gosterilir.

2.13 Tanim (Riesz uzayinda monoton yakinsaklik) E Riesz uzay1 ve f,, E de dizi olsun.

Eger n — oo i¢in f, T f veya f,, | f ise (fy,) dizisi f ye monoton yakinsaktir denir.

2.4 Ornek R? iizerinde koordinat bazli siralama bagimtist ile Oklid uzayinda bu duruma

ornek olan (f,,) dizisi agsagida verilmistir:

(—n,—n), eger n tek kare ise,
Jon=1 (=n,n),  eger nift Kare ise, (2.9)

(1— %,0), diger durum,

2.14 Tamim (Riesz uzayinda sira yakinsaklik) E Riesz uzayinda (f,) dizisini diigiinelim. E
de bir p,, | 0 dizisi her n € N i¢in | f, — f |< p, olacak sekilde bulunabiliyorsa (f,,) dizisi f

. d por
ye sira yakinsaktir denir ve f;, 25 file gosterilir.

Riesz uzaylarinda monoton yakinsamanin, sira yakinsamanin 6zel bir durumu olduguna dik-

kat cekelim.

Her n € Ni¢in f;,, [f,g] aralifinda ise yani f < f,, < g 6zelligini tasiyorsa, E Riesz uzayinda

(fn) dizisi sira simirlidir denir.
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3. RIESZ UZAYLARINDA ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK CESITLERI

Bu boliimde Riesz uzaylarinda istatistiksel yakinsaklik gesitlerini anlatan makaleler, aslina

sadik kalinarak incelenecektir. Incelemeler basliklar halinde sunulacaktir.

3.1. Onbilgi

Tezimizin amac1 Riesz uzaylarinda istatistiksel yakinsaklik cesitlerinin incelenmesi ve bu
yakinsaklik ¢esitlerinde temel sonuglarin verilmesidir. Bu tezin ileriki sathalarinda Riesz

uzaylar iizerindeki istatistiksel yakinsaklik ¢esitleri asagidaki sira ile incelenecektir.
1. (Ercan, 2009) calismasindaki istatistiksel u- diizgiin yakinsaklik,

2. (Sencimen ve Pehlivan, 2012) calismasindaki istatistiksel monoton yakinsaklik ve istatis-

tiksel sira yakinsaklik,

3. (Aydin, Cinar ve Et, 2021) caligmasindaki A-istatistiksel monoton yakinsaklik ve A-
istatistiksel sira yakinsaklik,

4. (Kiiciikaslan ve Aydin, 2024) ¢alismasindaki deferred istatistiksel sira yakinsaklik.

Makaleleri ile belirtilen dort adet Istatistiksel yakinsaklik cesidi bulunmaktadir. Tezimizde
makaleler aslina sadik kalacak sekilde incelenerek, Istatistiksel yakinsaklik tanitilmaya ve
bir araya toplanmaya c¢alisilmigtir. Tiim kavram ve 6rnekler makalelerden alinmak ve aslina

sadik kalinmak sartiyla tez ¢calismasinda kullanilmistir.

3.2. Riesz Uzaylarinda Istatistiksel x-Diizgiin Yakinsakhk

E bir Riesz uzay1, u,x € E ve 0 < u ve (x,) E Riesz uzayinda bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in
bir ng € N sayis1 n > ng igin | x, —x | < €u olacak seklinde esitsizligi varsa (x,) dizisinin, x’e

u-diizgiin yakinsak denir (Luxemburg and Zaanen, 1971).

Riesz uzaylari ve istatistiksel yakinsaklik kavramlari ilk olarak Zafer Ercan tarafindan (Er-
can, 2009) calismasinda iligkilendirilmistir. Bu boliimde (Ercan, 2009) ¢alismasinda gecen
tanim ve sonuglardan dizilerin istatistiksel yakinsaklik konusuyla iligkili olanlarina odak-
lanilarak inceleme yapilacaktir. Yukarida ifade edilen Riesz uzaylarinda u-diizgiin yakinsaklik

kavraminin istatistiksel versiyonu asagidaki gibi verilmistir.

3.1 Tamim (Istatistiksel u-Diizgiin Yakinsaklik) p > O bir reel say1 ve E bir Riesz uzayz,
0 < u € E pozitif eleman ve (x,), E Riesz uzayinda bir dizi olsun. Eger her € > 0 igin,
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1
lim — | {k:k< n,(Jxx—x|—€eu)" >0} |=0 (3.1)

n—oo np

oluyorsa (x,) dizisi, p-istatistik dizidir denir, (x;) AN x(u) olarak gosterilir. Eger p = 1

ise (x,) dizisi istatistiksel u-diizgiin yakinsak dizi olarak adlandirilir.
Konuyu destekleyecek sekilde asagidaki teoremi paylasiyoruz.

3.1 Teorem @ reel say1 ve E bir Riesz uzayi olsun. (x,) — x(u) ve (yp) — y(v) 6zelligine
sahip iki diziyi diisiinelim. O zaman (0x, +y,) — ax+y(u+v) ve (X, Vyn) — xVy(u+v)
durumlan elde edilir. Ozel olarak x; -5 xt(u) , x; -5 x~ (u) ve | x, |-=| x| () olur.

E Riesz uzayinda eger her n € Nigin 6 <x <n~'yiken x = 0 gerektiriyorsa, E ye Arsimedyen
denir. Onceki teoremi diisiindiigiimiizde su ortaya ¢ikar; Arsimedyen Riesz uzayinda istatis-
tiksel limit tektir.

3.1 Sonu¢ Bir Riesz uzayinin Arsimedyen olmasi icin gerek ve yeter sart her 6 < u i¢in her

istatistiksel u-diizgiin yakinsak dizinin limitinin tek olmasidir.

Kanit E bir Arsimedyen Riesz uzay1 ve x, — x(u) ve x, L y(u) olacak sekilde iki dizi
olsun. Dolayisiyla | x, —x | 4 | x, —y |- 6(u) olur. Bir 0 < € i¢in 6 < (|x—y | —eu )*
oldugunu kabul edelim. Bu ise her n i¢in, 6 < (| x, —x | + | x, —y | —€u)™ olur, ki bu bir
celigkidir. Buradan her O < € i¢in | x —y |> €u olur, bu ise x = y olur.

Tersine her n icin, 8 < x < n~'y oldugunu kabul edelim. Bu durumda x,, = x N x(y) ve

Xy =x-5 0 (y) olur. Limit tek oldugundan x = 6 sonucu ortaya ¢ikar. ]

(Ercan, 2009) calismasindaki tanimi temel alarak, (Sengimen ve Pehlivan, 2012) calismasinda

Riesz uzaylarindaki istatistiksel sira yakinsak cesidi calisilmigtir.
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3.3. Riesz Uzaylarinda Istatistiksel Sira Yakinsakhk

Riesz uzaylarinda istatistiksel sira yakinsaklik kavramini, (Sencimen ve Pehlivan, 2012) ma-
kalesini inceleyerek tanitacagiz. Riesz uzaylari tizerindeki istatistiksel monoton yakinsaklik
kavrami tamtilmigtir. Bu kavramin reel dizilerdeki karsili§ina bir genelleme sunularak temel
ozellikleri incelenmistir. Aslinda, bu boliimde sonuclarini inceledigimiz makale istatistiksel
yakinsaklik cesitlerini kapsamli alan temel makalemiz olmustur. Tezimizin konusu geregi
(Sencimen ve Pehlivan, 2012) alint1 yaptiimiz makalede, aslina sadik kalarak asagida ista-

tistiksel sira yakinsaklik cesidini inceleyecegiz.

3.3.1. Istatistiksel monoton yakimsakhk

3.2 Tanim (Istatistiksel Monoton Dizi) E bir Riesz uzay1 ve (f;), E de bir dizi olsun. Eger
O0(K)=1lolanK ={n; <ny <...<...} C Nindis kiimesi her n; € K i¢in ( f;, ) artan olacak

sekilde varsa (f;,) dizisi istatistiksel monoton artandir (kisaca smi) denir.

Benzer sekilde 6 (K) =1 olan K = {n; <ny <...<...} C Naltkiimesi her n; € K i¢in (f;,)

azalan olacak sekilde varsa (f,,) dizisi istatistiksel monoton azalandir (kisaca smd) denir.

Bu durumlar sirastyla f,, 1% ve f, |¥ ile gosterilir.

Bir smi veya smd dizisine istatistiksel monotonik dizi adi verilir. Bir smi dizisinin, E’de
azalan veya kargilastirllamayan elemanlarindan olusan bir alt dizi icerebilecegini, boyle bir
alt dizinin indis kiimesinin dogal yogunlugunun sifir olacagina dikkat ediniz. Benzer du-
rum smd dizisi i¢in de gecerlidir. Makaleden alint1 yaparak asagidaki durumlar1 incelemeye

devam ediyoruz.

3.2 Teorem E bir Riesz uzay1 ve (f,) , E’de bir dizi olsun. H.h.h.n i¢in f,, = g, olacak sekilde

monoton bir (g,) dizi mevcut ise, o zaman () dizisi istatistiksel monotondur denir.

3.3 Teorem E bir Riesz uzay1 ve (f,,) E’de bir dizi olsun. Asagidakiler durumlar saglanir:
(i) eger (fy) smidiziise 6{n e N: f, £ f,+1} =0 olur,

(i) eger (f,) smddiziise 5{n € N: f, 2 fu+1} =0 olur,

Kamit (i) (fy), E Riesz uzayinda bir smi dizi olsun. O halde §(K) =1 olan K = {n| <
ny <...<...} C Nkiimesi (f;,) artan olacak sekilde mevcuttur. 5{n € K : f, < f41} C
0{neN: f, < fuy1} durumu varoldugundan 8{n € N: f, < f,+1} =1 olur, dolayisiyla
timleyeni {n € N: f, £ f,+1} kiimesinin dogal yogunlugu sifirdir.
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(i1)) Bu kisim (i)’e benzerdir. ]

Yukaridaki teoremin tersi genel olarak gecerli degildir, aksine 6rnek olarak asagidaki 6rnek

verilebilir.

3.1 Ornek R? yi koordinat bazl siralama bagintisiyla diisiinelim ve (fn) bu uzayda bir dizi

olsun. E de k € N olmak iizere

0, eger (2k —1)% < n < (2k)? ise,
Jn= (3.2)
(1,2), diger durumda ise,

dizisi olsun. Dolayisiyla 6{n € N: f,, £ f,+1} =0 olur. Ancak §(K) = 1 ve her n; € K i¢in
(fn,) artan olacak sekilde bir K = {n; <np < ... <...} C N kiimesi mevcut degildir, yani
(fn) smi degildir.

3.3 Tamim (Istatistiksel Monoton Yakinsaklik) E bir Riesz uzay1 ve (f,), E Riesz uzayinda
bir dizi olsun. Eger §(K) = 1 olan bir K = {n; <np < ... <m < ...} C N kiimesi i¢in
supgen(fn,) = f olacak sekilde artan (f,, ) dizisi varsa, (f,) dizisi f ye artarak istatistiksel

monoton yakinsar denir, f, ™ f ile gosterilir.

Benzer sekilde, eger 6(K) = 1 olan bir K = {n; <ny < ... <m < ...} C N kiimesi i¢in
infren(fy,) = f olacak sekilde azalan (f,, ) dizisi varsa (f,) dizisi f ye azalarak istatistiksel

monoton yakinsar denir. f, = fise f, | f gosterilir.

Eger f, ™ f veya f, [ f ise, o zaman (f;,) dizisi, f’ye istatistiksel monoton yakinsaktir

denir.

Monoton yakinsamanin istatistiksel monoton yakinsamay1 gerektirdigine dikkat edelim, an-

cak asagidaki ornekte goriilebilecegi gibi, genel olarak bunun tersi gecerli degildir.

3.2 Ornek R? uzaymi koordinat bazli siralama ile diisiinelim. Simdi bu uzaydaki bir (f;,)

dizisini su sekilde tanimlayalim:

f (n,n), eger n = k? ise, (33)
(1—%,0), eger n # k? ise, .

Boylece k € N,n # k? olmak iizere f, 1* (1,0) elde ederiz. Diziyi inceledigimizde (f;)

dizisi monoton degildir. Ancak istatistiksel monotondur.
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3.1 Uyart Eger f, T fise n; <np <...<...olmak iizere (fy ) her alt dizi i¢in f,, T f
oldugu bilinmektedir. Benzer durum azalan bir dizi i¢in de s6z konusudur. Ancak bu durum
istatistiksel monoton yakinsama soz konusu oldugunda gecerli degildir. Ornegin, bir 6nceki
ornekteki diziyi goz oniinde bulunduralim. k € N olmak iizere n; = k2 igin ( fn,) alt dizisinin,

bir supremumu yoktur.

Ayrica bir smi dizisi, azalan veya karsilastirllamayan elemanlarin bir alt dizisini igerebilir.

R? koordinat bazli siralama uzayinda bu duruma 6rnek olan (f,,) dizisi asagida verilmistir:

(—n,—n), eger n tek kare ise,
Jn=1 (=n,n),  eger nift Kare ise, (3.4)
(1— %, 0), diger durum,

Benzer durumlar smd dizileri i¢in de gegerlidir. Asagidaki teoremde, istatistiksel monoton

yakinsak dizinin istatistiksel limitini tek oldugunu gosterecegiz.

3.4 Teorem E bir Riesz uzay1 ve (f,), E ’de bir dizi olsun. Eger f,, |* f ise, 0 zaman 6{n; <
ny <...<mg<...}=1olmak iizere (fy ) her azalan alt dizi igin infycy f,,, = f dir. Benzer
sekilde, eger f, T f ise o zaman 8{n; <ny < ... <ny < ...} =1 olmak iizere (f,,) her
artan alt dizi i¢in sup,,cn fn,, = f dir.

Kamit Teoremin ilk kismini ispatlayacagiz. Diger kisim benzer sekilde kanitlanabilir. f, | f
olsun. O zaman bir K = {n; <n, < ... <m < ...} CN, §(K) =1 i¢in (f,,) azalandir
ve infyenfy, = fdir. Simdi L= {m) <my <...<my < ...} CN, 6(L) =1 igin (fn,)
azalan olacak sekilde K # L kiimesi olsun. Eger boyle bir L kiimesi yoksa ispatlanacak bir
sey yoktur. Biz infyen fin, = f oldugunu gosterecegiz. 11k olarak, her k € N igin f,, > f ve
0(KNL)=1 oldugundan K ve L kiimeleri hemen hemen esittir. Simdi n; € K ve m; € L
lizerinde ny = my olacak sekilde segebiliriz. Buradan f,,, = fi,, olur. Boylece { fin, > fin, >
... > fm } = fu, > f olur. Bu sekilde sonsuz sayida birbirine esit olan indis ¢ifti bulabiliriz.
Boyle devam ederek her k € N i¢in f;,,, > f elde ederiz. Dolayisiyla f € E, (f,, ) alt dizinin
bir alt siniridir. Simdi (f5,, )’ nin bagka bir alt simrinin oldugunu diisiinelim, bunu g € E
ile gosterelim. Yani her k € N i¢in f,,, > g olsun. O zaman bir k£ € N i¢in fnk1 elemant,
Ju, = fm, = g olacak sekilde bulabiliriz. Bu sekilde devam edersek, ( T > Py s - .) olacak
sekilde olusturulan (f;, ) dizisinin fnk[ alt dizisinin, g alt sinir1 olur. f,, | f oldugundan
(fy,) nin her alt dizisinin infimumu f’tir. Dolayisiyla g < f elde edilir. g keyfi oldugundan

infyen fin, = f olur. 0
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3.5 Teorem (i) Eger f,, ™ f ve oo > 0 ise a.f, " af olur. Benzer durum, bir smd dizisi
icin de gecerlidir.

(ii) Eger p, " 0 ve g, 1" 6 ise (py+qn) 1* 6 olur.

(iii) E Riesz uzaymda p, |* 0 o6zelligindeki bir (p,) dizisi ve 6(K) =1 olan K = {n; <
ny < ...<ng...} CN kiimesi olacak sekilde, n € K i¢in 6 < r, < p, esitsizligi varsa (r,)

smd olur. Bu durumda r,, |* 6 elde edilir. Eger (r,,) smi ise, o zaman h.h.h.n i¢in r,, = 6 olur.

Kanit (i) 3.3 Tanimdan anlagilmaktadir.

(i) pn 1" 6 ve g, | 0 iki dizi olsun. O halde 6(K) =1 olan bir K = {n; <np < ... <
...} C N kiimesi ve infyenpn, = 6 olan (pp,) azalan dizisi vardir. Buradan 6(L) = 1 olan
L={m <mp <...<...} CN kiimesi ve infyeng,, = 0 olan (g,,,) azalan dizisi vardir.
Simdi 6(KNL) =1olan (KNL) ={l; <l <...< ...} kiimesini ele alalim. Burada her
k € Nigin (p;, +g;,) > 6 olur. Bu nedenle (p;, + ¢;,) dizisi azalandir. i # 6 olacak sekilde
h, bu dizinin bir alt sinir1 olsun. Bundan dolay1 k € N i¢in / < [, burada [ € K N L sabittir,
h < py, +qi, < pi+q var ve dolayisiyla h < infyen(p; +gy,) = py dir. Son ifade her [ €
KN Ligin gecerlidir ve dolayisiyla & < infjcgnyp; = 0 igin infyen(py, +¢5,) = 6 olur. Buda
(pn+gn) 4*" 6 oldugunu belirtir.

(iii) Hipoteze gore 6(L)=8(M)=1olanL={lj <L <...<...}CNveM={m; <my <
... <...} C Niki kiime ve inf,cnp;, = 0 olmak iizere (p;,) ve (ry,) azalan dizileri vardir.
Simdi 8(S) =1 olan § = KN LN M kiimesini diigsiinelim.Her s € S i¢in 6 < ry < p; | 6
yazilabileceginden (r;) azalandir. Buradan ry | 6 olur, bu da r, | 6 oldugunu belirtir.
Simdi (r,)’nin smi oldugunu varsayalim. Daha sonra §(T) =1lolan T = {t; <t < ... <
...} C N bir kiimesi vardir, dolayisiyla (r;,) artandir. O halde K N7 N L kiimesini alirsak
O(KNTNL) = 1dirveherbir jn e KNTNLigin j<nved <r;<r, < p, " 0 yrelde
ederiz. Boylece her n € KNT NL h.h.h.nicin r, = 6 oldugunu belirtir. ]

Istatistiksel monoton yakinsaklik, daha genel bir yakinsamanin, yani asagida tamittiginz

istatistiksel sira yakinsamasinin 6zel bir durumudur.

3.3.2. Istatistiksel sira yakisaklik

3.4 Tanim (Sencimen ve Pehlivan, 2012) E bir Riesz uzayz, (f,,), E de bir dizi ve f € E olsun.

E de p, |*" 0 ozelligindeki bir (p,) dizisi ve 6(K) =1olan K = {n; <np <...<...} CN

indis kiimesi, her ny € K igin | f,, — f |< pn, olacak sekilde varsa, (f,) dizisi E de f ye
st—ord

istatistiksel sira yakinsaktir denir ve f,, —— f olarak gosterilir. f ye (f;,) nin istatistiksel

sira limiti denir.
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Simdi 2.14 Tanimda verilen sira yakinsaklik ile yukarida verdigimiz istatistiksel sira yakinsak-
1§81 kargilagtiralim. Sira yakinsak dizi ayn1 zamanda istatistiksel sira yakinsak oldugu goriiliir,

fakat asagidaki ornekte bu 6nermenin tersinin gecerli olmadig: goriiliir.

3.3 Ornek R reel sayilar kiimesini alisilagelmis siralama ile ele alalim. R’de (f,,) dizisini

k € N olmak lizere asagidaki gibi tammlayalim:

n?, egern = k2,

fn = (3‘5)

ﬁ, diger durum,
R de (p,) dizisini,
n, egern= k2,

=1, (3.6)
-> diger durum,

olarak secersek, p, |* 6 olur. K = {n € N : n tam kare degildir} U{1} olarak alirsak §(K) =
1 dir ve her n € K i¢in |f, — 0| < p, elde ederiz. Dolayisiyla f, S g olur.,

Istatistiksel sira yakinsak bir dizinin sira smirli olmasi gerekmedigine dikkat edelim ve is-
tatistiksel sira yakinsak bir dizinin bir alt dizisinin, istatistiksel sira yakinsak olmasi gerek-

medigi de belirtilmelidir. Bu durum asagidaki ornekte goriilebilir.

3.4 Ornek (f,), R’de su sekilde tanimlanan bir dizi olsun:

n—1, egern=k,
Ja=1qn, eger n asal,
1 -y
o diger durum,

R de (p,) dizisini,

n, egern= k2,
Pn = 1 )
.> diger durum,

olarak segersek, p, | 0 olur. K = {n € N : n asal say1 degildir} olarak alirsak ve her n € K

st—ord

icin | f, — 0| < p,, elde ederiz. Dolayisiyla f, —— 6 olur.

Asagidaki teoremde istatistiksel sira yakinsama i¢in gerek ve yeter sart sunulmaktadir.
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3.6 Teorem E bir Riesz uzay1 ve (fy), E ’de bir dizi olsun. O zaman (f,) dizisi f € E ye
istatistiksel sira yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart h.h.h.n i¢in f,, = g, olan (g,) dizisi

f ye sira yakinsak olacak sekilde vardir.

Kanmit (=) Bu kisim 3.4 Tanimdan ac¢ik¢a anlagilmaktadir.

(<) H.hhnigin f, =g, ve g, ord, f olsun. Her n € N i¢in p, | 0 (dolayisiyla p, |*" 0)
ve | gn — f|< pn olacak sekilde (p,) dizisi vardir. Boylece,

{nf mz’fn_f‘fpn}c{nf m:fnﬁgn}u{nﬁ m:’gn_flgpn} 3.7
olarak yazilabilir.

gn 2% £ oldugundan 3.7 in sag tarafindaki ikinci kiime bostur. Dolayistyla

. 1 "
llmnﬂ%%’{ng m|fn_f|$Pn}’§,}1_r£oZ’{n§ m:| fu—0 % gn} |

esitsizligi vardir. Boylece, 6{n e N:| f, — f |£ pn} =0, yani (f,) St—ord, feldeedilir. [

3.7 Teorem E bir Riesz uzay1 olsun. Asagidakiler gecgerlidir:
(i) Istatistiksel sira limiti varsa tektir.
(i) Istatistiksel sira limiti dogrusaldir.

(iii) Istatistiksel monoton yakinsaklik, istatistiksel sira yakinsamay1 gerektirir.

st—ord

(iv) Eger (f,), E’de (f,) —— f olacak sekilde bir dizi ve h.h.h.nigin f,, > gise f > g
dir.

Kamit (i) (fy), E’de bir dizi olsun. (f;) st—ord, fve (fn) st=ord, g oldugunu varsayalim. Bu
durumda E de, p, | 6 ve g, | 6 ozelliklerine sahip (p,) ve (g,) dizileri ve 8§(K) =1
olan K = {n; <np < ... < ...} kiimesi, her ny € K igin | fp, — f |< pu, Ve | fo, — 8 |< gn,
olacak sekilde vardir. 0 < | f—g |<| fo, — f | + | fap — & |< Py + G, esitsizligi elde edilir.
Bu esitsizlik her k € N i¢in gegerli oldugundan | f — g| = 0 olur, bu da f = g yi gerektirir.

(i1) (fn), E Riesz uzayinda bir dizi olsun.

—ord_ . . .. . . y o . .
o € R alarak (f,) o, f istatistiksel sira limitinin dogrusalligin1 gosterelim.
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st—ord

Dogrusallik i¢in ilk durum olan «( f;,) —— af bu ifade asikardir.

Dogrusallik i¢in ikinci durumu géstermek icin (g,), E’de (gn) st—ord, g olacak sekilde bir

dizi alalim.

Ozaman 6{n e N:| f, — f|£ pp} =0ve 8{neN:|g,—g|L qu} = 0 6zellikleri olan
Pnd 0 ve g, | 0 olacak sekilde (p,,) ve (g,) dizileri vardir.

{neN:|fu—f+gn—8|& Pntan} CH{neN:| fi—fIL pn}U{neN:[gi—g[Z qn}
ifadesini yazabiliriz.

Boylece 8{n € N:| (fu+gn)— (f+8) |£ pn+aqn} =0 esitligi elde edilir. 3.5 Teorem (ii)

st—ord

den (p, + ¢qn) | 6 elde ederiz.Bu durum (f,,) + (g,) —— f + g anlamina gelir.

(i11) 3.3 Tanim ve 3.4 Tamimlarindan elde edilir. L]

3.8 Teorem (Sikistirma Teoremi) E bir Riesz uzayi ve E de (f,), (gn) ve (h,) dizileri olsun.
st—ord

0(K) =1 olan K kiimesi, her n € K C N i¢in f, < g, < hy, esitsizligi, (f,) —— f ve

(hy) S—ord, f saglayacak sekilde varsa, (g,) dizisi i¢in (g,) St—ord, f olur.

Kanit E bir Riesz uzaymda 8(L) = 6(M) = 1 olan L,M C N iki kiimenin elemanlar: igin
Pud 0 ile g, | 0 6zelliklerini saglayan, (p,) ve (¢g,) dizilerini diisiinelim. L kiimesi i¢in p,, | 6
oldugundan | f, — f | < p, esitsizligi vardir. M kiimesi i¢in g, | 6 dizisinin 6zelliginden | A, —
1< g esitsizligi vardir. Bu iki esitsizlik durumlarindan, §(LN M NK) = 1 olan kesigim
kiimesinde her bir n € LOMNK igin , | g, — f |< pu + qn esitsizligi vardir. Dolayisiyla
0{neN:|gy— f|< pn+qun} =1 elde ederiz. Burada 3.5 Teorem (ii) den (p, +g,) " 0

elde ederiz. 3.5 Teorem (ii) den (g,) St—ord, f oldugu anlamina gelir. O

3.5 Tamim E bir Riesz uzay1 ve (f,), E de bir dizi olsun. Eger 8{n ¢ N: f,, & [f,g]} =0

olacak sekilde [f,g| gibi bir sira aralig1 varsa, (f,,) dizisi istatistiksel sira simirlidir denir.

Sira sinirhi bir dizinin istatistiksel sira sinirli oldugu aciktir, ancak bunun tersi gecerli degildir
(bkz. 3.2 Ornek).

3.9 Teorem (Ayrigsma) E bir Riesz uzay1 ve (f,), E’de bir dizi olsun. Eger (f,) istatistiksel
sira siirh ise (g,) swra simrh, {n € N: h, # 6} =0 ve (f,) = (gn) + (h,) Ozelliklerini
saglayacak E de (g,) ve (hy) dizileri vardir.
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Kamit (f,), E’de istatistiksel sira simrlt bir dizi olsun. 6{n € N : f, € [f,g]} = 0 olacak
sekilde bir [f, g] sira araligi vardir. K={n € N: f, & [f,g]} olarak alalim.

0, egern €K,
&n = (3.8)
fn, egern €K,

ve

, egern €K,
py— 4w 8 (3.9)
0, egern €K,

olarak tanimlayalim. Bu tanimina gore (g,) sira sinirhdir, 8{n € N: h, 20} =0 ve (f,) =
(gn) + (hy) elde edilir. -

3.10 Teorem Bir E Riesz uzayinda istatistiksel sira yakinsak bir dizi, istatistiksel sira sinirlidir.

Kamit 3.4 Tammdan E bir Riesz uzay1 ve E de (p,), pn J* 0 Ozelligine sahip dizi olsun.
3.4 tamimdan E bir Riesz uzayi, f,, E de bir dizi ve f € E olsun. E de p, [* 0 6zelligindeki
bir (p,) dizisi ve 6(K) =1 olan K = {n; <np < ... < ...} C N kiimesi, her n € K i¢in
| fu—f |£ pnolacak sekilde varsa (f,), E "de istatistiksel sira dizi oldugunu biliyoruz. p, |*
0 6zelliginden dolay1 (p,) dizisi istatistiksel azalarak sifira yakinsayan bir dizi oldugundan,
[(pn), 0] aralig1 olusur. 3.5 Tanimdan E bir Riesz uzay1 ve (f,), E’de bir dizi olsun. Eger
o0{n e N: f, & [f,g]} # 0 olacak sekilde [f,g| gibi bir sira aralig1 varsa, O zaman (f,)
dizisi istatistiksel sira sinirli oldugunu biliyoruz. §{n € N: f, & [p,, 0]} = 0 yoZunlugu elde

edildiginden, f, istatistiksel sira yakinsak dizisi, istatistiksel sira sinirlidir. L]
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3.4. Riesz Uzaylarinda A-Istatistiksel Yakinsahk

Bu boliimde (Aydin, Cinar ve Et, 2021) ¢alismasindaki, A-istatistiksel monoton ve A- ista-

tistiksel sira yakinsaklik kavramlari ve bu kavramla ilgili limit sonuclar1 incelenecektir.

3.4.1. A- Istatistiksel monoton diziler

Bu kisimda (Aydin, Cimar ve Et, 2021) calismasinda yer alan A-yogunlugu kavramlarini

kullanarak Riesz uzaylarinda A-istatistiksel monoton dizi kavramini tanitmayla bagliyoruz.

3.6 Tanim E bir Riesz uzay1 ve (x,), E de bir dizi olsun. Dogal sayilar kiimesinin 6, (M) = 1
olan M = {n; < ny...} alt indis kiimesi her m € N i¢in (x,,,),en monoton azalan (artan)
olacak sekilde varsa (x,) dizisine A-istatistiksel azalan (artan) dizi denir. Ayrica bir x € E
icin inf(x,) = x (sup(x,) = x) ise, (x,) dizisi x e istatistiksel monoton azalarak (artarak)

yakinsar denir ve x, “ﬂt X (xy, Tlst x) ile gosterilir.

Eger x,, | x ya da x,, 1™ xise, E de (x,) dizisi x e A-istatistiksel monoton yakinsaktir

denir.

3.11 Onerme Riesz uzayinda her monoton dizi A-istatistiksel monotondur.

Kamit E Riesz uzayinda (x,) dizisi monoton azalan bir dizi olsun (monoton artan durumu
benzer sekildedir). 3.6 Tanimdaki 8, (M) = 1 6zelliginde M = {n; <np... <n, < ...} alt
kiimesini N dogal sayilar kiimesinin kendisi olarak secelim. Bu durumda her m € N igin (x,, )
dizisi azalan ve &, (M) = 1 olur. Bu durumda (x,) dizisinin A-istatistiksel azalan oldugu

anlamina gelir. L

3.11 Onermeden tersi genel olarak gecerli degildir. Bunu gormek icin asagidaki drnegi ele

aliyoruz.

3.5 Ornek Riesz uzayi olarak E = N olsun, ve (x;) dizisi, E Riesz uzayinda asagidaki sekilde

tanimlansin:

1, egern — |V, | +1<k<n,
= & V] (3.10)
k, diger durumda.

(xy) dizisi, A-istatistiksel artan bir dizidir, ancak monoton artan degildir.

Sira yakinsama, A-istatistiksel monoton yakinsamay1 gerektirmez, ¢iinkii sira yakinsak dizi

monoton olmak zorunda degil. Fakat bu durum ile ilgili asagidaki onermeyi sunabiliriz.
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3.12 Onerme Riesz uzaylarindaki her sira yakinsak azalan dizi, sira limitine A- istatistiksel

yakinsaktir.

Kamit E Riesz uzay1 ve E de (x,), x € E ye sira yakinsayan bir dizi olsun. Dolayistyla her
n € Nigin E de bir (y,) | 0 dizisi | x, —x |< y, esitsizligini saglar sekilde vardur. y, azalan
oldugundan 3.11 Onermeden (y,) dizisinin A- istatistiksel monoton dizidir. Yani, (y,) {** @
olur. Dolayisiyla, dogal sayilarin &, (M) = 1 6zelligindeki M alt kiimesi, her m € N igin
(Vn, ) 4 O olacak sekilde vardir. Bu da (x,,, ) | x olmasin1 gerektirir. O

3.13 Onerme E Riesz uzayinda (x,) dizisi, A-istatistiksel artan bir dizi ise, {n € N : x, £

Xp+1} kiimesinin A-yogunlugu sifira esittir.

Kamit E Riesz uzayi, (x,) dizisi E de A-istatistiksel artan bir dizi olsun. 8, (M) = 1 olan
M = {n; < ny,...} C N bir alt kiimesi her m € N i¢in (x,) dizisi monoton artan, yani her
m € N i¢in x, < x,,4+1 olacak sekilde vardir. Kiimelerin tiimleyen ozelliginden {n € N : x,, £
Xn+1} € N—M oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla &) (N — M) = 0 oldugundan 5, {n € N : x, £
Xn+1} = 0 olur. O

3.2 Sonu¢ Eger (x,) dizisi A-istatistiksel azalan bir dizi ise, 83 {n € N : x,, £ x,+1} = 0 olur.

3.14 Teorem Riesz uzaylarinda (x,) J*t x ve (y,) {* yise (x, Vy,) I xVVy olur.

Kamit E Riesz uzay1 ve E de (x,) |™ x ile (y,) |* y olsun. N dogalsayilar kiimesinin
0y (My) = 8, (M) = 1 olan M, ve M, altkiimeleri x,y € E i¢in (X, )nen; 4 X V€ (Yn;)njemy 4 ¥
olacak sekilde mevcuttur. M = M; N M, kiimesini ele alalim. &y (M) + 8, (M2) < 1+ 6, (M; N
M,) esitsizliginden, 6, (M NM;) = 1 elde ederiz. 6, (M) = 1 olan M kiimesi iizerinde hem
(x,) dizisi hem de (y,) dizisi monoton azalan oldugundan, M kiimesinde (x, V y,) monoton

azalandir. 2.1 Teoremi Birkhoff Esitsizligini kullanarak,

| Xy Vyn —xVY <[ % Vyn =y VX |+ | xVyn —xVy [<|xp—x |+ | yn— Y| (3.11)

esitsizligini elde edebiliriz.

M kiimesi tizerinde inf(x, —x) = 0 ve inf(y, —y) = 0 oldugundan, inf(x, Vy,) =xVy elde

ederiz. Ulagmak istedigimiz (x, V y,) }* xVy sonucunu elde ederiz. O

3.3 Sonu¢ Eger (x,) |’ x ise asagidaki ifadeler gecerlidir:
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(@) ()" PRt
(i) (xn)~ $M0x™
(iii) | x, [M x| .

3.15 Teorem (x,) 1%t x ve (y,) T yise (x, Vy,) ™M xVy olur.

Kanit E Riesz uzay1 ve E de (x,) ™ x ile (y,) T y dizileri olsun. N dogalsayilar kiime-
sinin 8§y (M) = 8, (M>) = 1 olan M; ve M, alt kiimeleri x,y € E igin (xp,)nem, T x ve
(Vn;)n;em, Ty olacak sekilde mevcuttur. M = M; N M, kiimesini ele alahm. &, (M) +
0y (Mr) < 1+ 68, (M) NM,) esitsizliginden, 8, (M; NM,) = 1 elde ederiz. 6, (M) = 1 olan M
kiimesinde monoton artan oldugundan, x,, 'y, de hem (x,) dizisi hem de (y,) dizisi monoton

artan oldugundan (x, \ y,) monoton artandir. 2.1 Teoremindeki Birkhoff Esitsizliginden,
| X Vyn —x VY [<[ X0 Vyn =y VX |+ [xVyy —xVy [<[xp—x |+ [yn—y]  (3.12)
esitsizligini elde edebiliriz. M kiimesi iizerinde sup(x, —x) = 0 ve sup(y, —y) = 6 oldugundan,

sup(x, V y,) = x Vy elde ederiz. Ulagmak istedigimiz (x, V y,) ™ xVy sonucu elde ede-
riz. [

Bundan sonra sadece A-istatistiksel azalan dizilere odaklanacagiz. Riesz uzay teorisinde or-

taya cikan birkac temel ve faydali sonugla devam edecegiz.

3.16 Onerme E Riesz uzay1 ve E de (x,) ve (y,) iki dizi olsun. O halde, herhangi bir x,y € E

i¢in;

(i) (x,) I* x olamasi icin gerek ve yeter sart (x, —x) |’ 6 olmasidur,
(i) (x,) 2 xve (yn) It yise, (x4 Ayn) 12 x Ay olur,

(i) (x,) IM x ise her a € R igin (otx,) A ax olur,

(iv) (x,) % x ve () I yise, (x,+yn) I (x+y) olur,

(V) (xn) I x ve (x,), (x,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (x,, ) azalan dizi ve

8, ({n1,n2,n3,...}) = lise x,,, | x olur,

(vi) (x,) 1M xve (x,) |Mt yise, x =y olur,
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(vii) 0 < (x,) M xise x € E. olur,
(viii) Eger her n € Nigin 6 <y, < x,, (x,) |’ 6 ve (y,) azalan dizi ise (v,) }* 6 olur,

(ix) Eger her n € Nigin (x,) {%t x, (y,) IMt y ve x,, > y, ise, x > y olur.

Kanit (i) ve (iii) 3.6 Tanimdan asikardir. (ii) 3.6 Tanim ve 2.2 Teoremi kullanarak elde edi-
lebilir.

(iv) E Riesz uzay1 ve E de (x,,) | x ve (y,) X y olsun. N dogal sayilar kiimesinin 8, (M;) =
0y (M>) = 1 olan M; ve M, alt kiimeleri (x,) ve (y,) dizileri sirasiyla x ve y ye monoton
azalan olacak sekilde vardir. N dogal sayilar kiimesinin M = M N M, alt kiimesini alalim.
0)(M) =1 olan M alt kiimesi iizerinde (x, + y,) dizisinin azalan bir dizidir. M iizerinde
(Xn+yn) d x+yoldugundan | (x,+y,) — (x+y) |<|x, —x| 4+ | y» —y | esitsizligini yazabiliriz.
Her monoton dizi, A-istatistiksel monoton oldugundan (x, +y,) |* (x+y) olur.

(v) E Riesz uzay1 ve E de (x,) | x dizi olsun. N dogal sayilar kiimesinin &, (M) = 1 olan
bir M alt kiimesinde, (x,, ) dizisi x e azalan monoton dizidir. Dolayistyla 3.12 Onermesin-
den (x,, ) ™ x sonucu ¢ikar. 8 (K) = 1 olan K = {n,ny,n3, ...} kiimesi icin (x,) dizisinin
azalan (x,, ) alt dizisini diisiinelim. K # M olsun. Aksi takdirde ispat aciktir. Ayrica eger K
yoksa ispatlayacak bir sey de yoktur. Simdi (x,,) 1A x oldugunu ispatlayacagiz. (x,,,) alt
dizisi x’e azalan monoton oldugundan, tim m € M i¢in (x,,) > x durumu vardir. Ayrica,
J =M NK kiimesinin A yogunlugu bire esit oldugundan, M ve K’nin hemen hemen birbirine
esit oldugunu gorebiliriz. Dolayisiyla, (x,, ) dizisinin x, alt sinir1 oldugundan, (x,, ) dizisinin
(xnkj) alt dizisini bulabiliriz. Ayrica (xnkj) dizisinin monoton azalan oldugu agiktir ve indis
kiimesinin A yogunlugunun bire esittir. Tim j € N icin (xnkj) > w olacak sekilde bir (xnkj)
dizisinin, w € E alt stmirimi alalim. M ve L hemen hemen esit oldugundan, m; € M indisi
igin (x;) = (xnkj) > w esitsizliini bulabiliriz. x, (xp,) nin infimumu oldugundan f > w
esitsizligini alabiliriz. Sonug olarak x, (x,,kj) dizisinin infimumu oldugundan, (x,, ) | x di-

zisi elde edilir.

(vi) E Riesz uzay1 ve E de (x,) {* x ve (x,) |* y dizileri olsun.N dogal sayilar kiimesinin
0, (M) = 8, (K) =1 olan M ve K alt kiimelerinde sirasiyla x ve y’e monoton azalan (x,, )
ve (xy, ) alt dizileri vardir. J = M NK segersek, & (J) = 1 elde ederiz. Dolayisiyla (x,;) alt
dizisini diigiinebiliriz. (x,,) alt dizisi hem x e hem de y ye monoton azalandir. Ciinkii (x,;) alt
dizisi, hem (x,,,) hem de (x,, )’ nin bir alt dizisidir. Bu nedenle sira limitler tek oldugundan

x =y elde ederiz.

(vii) @ < (x,) | x esitsizligi olsun. 3.3 Sonucunu kullanarak (x,) = (x,)* |*=x" elde

ederiz. Dolayisiyla (vi) den x = x* € E oldugu sonucu ¢ikar.



27

(viii) E Riesz uzay1 ve E de (x,) | 6 dizisi ve tiim n € Ni¢in 6 <y, | < x, esitsizligi olsun.
O zaman N dogal sayilar kiimesinin 8, (M) = 1 olan M alt kiimesinden indisli (x,,, ) alt dizisi
x e monoton azalan olacak sekilde vardir. Simdi (y,) dizisinin (yj,, ) alt dizisini diisiinelim. O
halde tiim n,, € M i¢in 6 < (yy,,) < (xp,,) esitsizligi vardir. Dolayisiyla M iizerinde (x,) | 0
oldugundan (y,, ) | 6 elde ederiz.

(ix) Bu 6nermenin (iii) ve (iv) maddelerini uygulayarak (x, — y,) st (x—y) elde edebiliriz.
Ardindan (vii) kullamlarak 6 < (x, —y,) = (x, —y,)" den dolay1, x—y € E, yani x >y
elde ederiz. O]

3.4.2. - Istatistiksel sira yakmsakhk

Bu kisimda (Aydin, Cinar ve Et, 2021) makalesinden aslina sadik kalarak Riesz uzayi icin

A- Istatistiksel Sira Yakinsaklik cesidini incelemeye basliyoruz.

3.7 Tamim (A-Istatistiksel Sira Yakinsaklik) E bir Riesz uzay1 ve (x,), E’de bir dizi olsun. E
Riesz uzayinda (y,) | 0 dizisi ve N dogal sayilar kiimesinin &; (M) = 1 olan M alt kiimesi,
her n,, € M igin | x,,, — x |< yp,, olacak sekilde mevcut ise, (x,) dizisine A-istatistiksel sira

.. . As ] " -
yakinsak dizi denir, (x,) = x ile gosterilir.

Riesz uzayinda (x,) dizisi igin {n € N :| x,, —x |£ y,, } = 0 kiimesinin §; yogunlugu sifira esit

olan bagka bir (y,) J* @ dizisi varsa 0 zamanda (x,) MO olur.

3.2 Uyart A-istatistiksel monoton yakinsaklik A-istatistiksel sira yakinsamay1 gerektirir. £
bir Riesz uzayinda (x,) dizisi x’e, A-istatistiksel azalan dizi olsun. Dolayisiyla, N dogal
sayilar kiimesinin &, (M) = 1 olan bir M alt kiimesi iizerinde taniml1 (x,,,) dizisi x’e mo-
notondur azalandir. Buradan, (wy,, ) := (x,, —x) | @ tamimlayabiliriz. 3.12 Onermesinden

(W, ) 1% 6 olur. | x,, — x| < w,, esitsizliginden x, 20, 1 elde ederiz.

3.17 Onerme Riesz uzaylarinda sira yakinsaklik bir dizi A-istatistiksel sira yakinsaktir.

Kanit E Riesz uzayinda (x;,) 2rd, x dizisi olsun. E Riesz uzaymda her n € Nigin | x, —x [< y,
esitsizligi saglayan baska bir (y,) | 0 dizisi vardir. Simdi, 3.12 Onermesininden (y,) |* @
olur. Buradan 6, (M) = 1 olan M C N alt kiimesi tizerinde taniml1 | x,,, —x | <y, esitsizligini

saglayan (yy,,) | 0 dizisi vardir. Dolayistyla (x;,) MO, elde ederiz. O

Asagida A-istatistiksel sira yakinsama ile ilgili temel sonuglar bulunmaktadir.

3.18 Teorem E bir Riesz uzay1 olsun. Asagidaki sonuglar gecerlidir:
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(1) (xn) MO,  ancak ve ancak (xp —x) MO, 9 ancak ve ancak | X —x |ﬁ(i> 0 dir.

(ii) Agto-limit dogrusaldir.

(iii) Agto-yakinsamasinin tek bir limiti vardir.

Kanit (1) 3.7 Tamimdan kanitlanir.

(i1) Skaler carpim kismu aciktir. Skaler carpim kisminin ekleme kismini agsagida gosterecegiz.
E Riesz uzayinda (x,) LA (yn) LN y dizilerini diigtinelim. §{n € N :|x, —x [L u,} =
Ove 8{neN:|y,—y|Zvs} =0olan u, | 6 ve v, |* 0 dizileri vardur.

{neN:| (xp+yn)—(x+y) |€up+vi} C{neN:|x,—x|Lu,}U{neN:|y,—y|Lv,}
(3.13)

olarak yazilabilir.

3.16 Onerme (iv) yardimu ile 83 {n € N :| (x, +yn) — (x +y) | £ un + v, } =0 sonucunu elde

ederiz.

(iii) E Riesz uzay1 ve E de (x,) 0, 2 ve (xn) LEN y dizileri olsun. O halde , N dogal
sayilar kiimesinin &, (M) = 0 olan M alt kiimesi lizerinde | x,,,, —x | < uy,, ile | x,,, —y |< vy,
esitsizliklerini saglayan u, |*t 6 ve v, |*t @ alt dizileri vardir. 6 <|x—y |<| x —x,, | + |
Xn,, — ¥ |< uy,, + vp,, esitsizligine dayanarak, u,, | O ve v,, | O alt dizisi oldugundan x =y
elde ederiz. m

3.19 Onerme E Riesz uzay1 ve E de (x,), (yn) ve (z,) dizileri olsun. 8, (M) = 1 olan M C N
alt kiimesinin her n € M igin z, <y, < x, esitsizligi var olsun. E Riesz uzayinda (z,) }“S—to> 0

ve (x,) A0 g ise, (yn) 0 9 olur,

Kanit E bir Riesz uzayinda ) (K) = 6, (L) = 1 olan K,L C N iki kiimenin elemanlari i¢in
pn 326 ile g, | 0 Szelliklerini saglayan, (p,) ve (g,) dizilerini diisiinelim. K kiimesi
icin pj, e oldugundan | z, — 0 |< p, esitsizligi vardir. L kiimesi i¢in g, A @ dizisinin
ozelliginden | x, — 0 |< g, esitsizligi vardir. Bu iki esitsizlik durumlarindan, o, (KN LN
M) = 1 olan kesisim kiimesinde her bir n € KNLNM igin, |y, — 6 |< p, + g, esitsizligi
vardir. Dolayisiyla 83 {n € N:| y, — 0 |< p,+gn} = 1 elde ederiz. Burada 3.18 Teorem (ii)
den (pn+qn) I* 0 elde ederiz. (y,) LN oldugu anlamina gelir. O
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3.5. Riesz Uzaylarinda Deferred statistiksel Sira Yakisakhk

Riesz uzaylarinda deferred istatistiksel sira yakinsaklik kavramin, (Kiiciikaslan ve Aydin,

2024) makalesi lizerinden , makaleye sadik kalarak inceleyecegiz.

3.5.1. Riesz uzaylarinda deffered istatistiksel azalan

Negatif olmayan tamsayilardan olusan (p,) ve (g,) dizilerini her n € N i¢in p, < g, ve
lim g, = oo olacak gekilde alalim. Bu 6zellige sahip (p,) ve (g,) dizilerine deferred 6zellige
n—oo

sahip denir.

3.8 Tamim (Deferred Istatistiksel Azalan Dizi) E bir Riesz uzay1 ve (z,) dizisi E’de bir dizi
1
olsun. N dogal sayilar kiimesinin 8, , (K) := lim —— | {p, <k < g,: ke K} |=1
n—=e gy — Pn
ozelligindeki bir K alt kiimesi (zx, ), e k sifira azalacak sekilde bulunabiliyorsa (z,) dizisi, p

ve q’ya gore 0 ya deferred istatistiksel azalan bir dizi denir ve (z,) ¢,’35;,0 0 ile gosterilir.

3.3 Uyart (i) 3.8 Taniminda (g,) = n ve (p,) = 0 dizileri alindiinda, istatistiksel azalan

tanimiyla ayn1 olmaktadir.

(ii) Eger (z,) dizisi monoton azalan ve sifira yakinsiyorsa, sifira deferred istatistiksel aza-
landir. Ancak bunun tersi gecerli degildir. Bunu gostermek icin R? uzayim koordinat bazli
siralama diisiinelim. (g,) = n, (p,) = 0 dizileri ve (z,) dizilerini, k bir dogal say1 olmak iizere

su sekilde tanimlayalim:

0,n2), egern=K ise,
Zn = ( ) e (3.14)
(0, nlz), eger n # k7 ise,

Bu durumda z, 3&’]0 (0,0) olur. Ancak bu (z,) dizisinin monoton azalmadigina dikkat edil-

melidir.

(ii1)) E Riesz uzayinda sifira deferred istatistiksel azalan bir dizi, azalan veya karsilagtirllamayan
elemanlarinin oldugu alt dizi icerebilir. Boyle bir alt diziye karsilik gelen indis kiimesinin,

deferred yogunluga sifira esittir.

(iv) Riesz uzaylarinda, z, | 6 ise (z,) dizisinin, her (z,) alt dizisi igin z;, | 6 olur. Ancak
bu ozellik deferred istatistiksel monoton azalan diziler icin gecerli olmayabilir. Ornegin,
yukarida (ii) de verilen dizileri géz 6niinde bulunduralim. Bir j € N icin k, = j> olmak iizere

(zx,) alt dizisini diisiiniirsek ne azalandir ne de infimumu vardr.
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Yukaridaki 3.3 Uyarinin (iv) maddesinden, genel olarak deferred istatistiksel monoton azalan
dizinin herhangi bir alt dizisinin deferred istatistiksel monoton azalan bir dizi olmak zorunda

olmadigin ifade edebiliriz. Ancak asagidaki teorem buna yonelik olumlu sonugtur.

3.20 Teorem E bir Riesz uzay1 ve (z,) dizisi E’de bir dizi olsun. Eger z, igg‘) 0 ise, (z)
dizisinin, 6, 4, (K) = 1 olan K indis kiimesinde (z,) azalan herhangi (z,) alt dizisi de 6 ya

deferred istatistiksel azalir.

Kamit E bir Riesz uzayi ve z, |52 6, E de bir dizi olsun. 0pq (K) =1 olan K C N kiimesi
(2k, )k,c k 4 0 olacak sekilde bulunabilir. Diger bir M C N indis kiimesini K # M, 8, , (M) =
1 ve (z,) dizisi M lizerinde azalan olacak gekilde diisiinelim. Boyle bir M kiimesinin olama-
yacaginin gosterilmesiyle kanit tamamlanir. (zz,) | 6 oldugundan, her k, € K igin 6 < z,
esitsizligi mevcuttur. Ayrica 8, , (KNM) = 1 dir. Sonug olarak, baz1 k, € K ve m, € M igin
k, = m, elde ederiz. Boylece 2, > Zm, > ... > Zm, = 2, = 0 dir. Bu bicimde sonsuz sayida
indis c¢ifti bulabiliriz. Bu siireci devam ettirerek, her m,, € M ig¢in z,,, > 0 elde ederiz, yani
0, (zm,) dizisinin alt siniridir. (z,,, ) dizisinin diger bir « alt smirlarint alalm. Her m, € M
igin z, > u dir. O zaman bazi (z,, ) yi my € M igin 2y, = 2z, > u bulabiliriz. Bu yaklagim
izleyerek, (z,) dizisinin (2, ,Zn,,--) alt dizisi r € Nigin u (25, ) dizisinin bir alt sinir1 ola-
cak sekilde elde edebiliriz. z;, | 6 oldugundan, (zx,) nin her alt dizisinin infimumu sifirdur.

Dolayisiyla u = 0 elde ederiz. Bu nedenle z,,, ¢§j50 6 sonucunu buluruz. O]

Bir sonraki sonug, deferred istatistiksel azalan dizilerin dogrusallik 6zelligini ifade eder.

3.21 Onerme E Riesz uzay1 ve E de x, nggo 0 ve y, i,?jgo 6 ve A € R olsun. O halde
asagidaki ozellikler gegerlidir:

@) (¥n+yn) 152’ 6.
(i) Ax, Lo 6.

3.5.2. Riesz uzaylarinda deferred istatistiksel sira yakinsaklik

(pn) ve (gn) dizilerini deferred 6zellige sahip diziler olarak segtigimizi tekrardan hatirlatalim.

3.9 Tanim (Deferred Istatistiksel Sira Yakinsaklik) E bir Riesz uzay1 ve (x,), E de bir dizi
olsun. Eger z, igfgo 6 dizisi ve 0, 4 (K) = 1 olan K C N indis kiimesi her k, € K i¢in | x, —

x |< z, esitsizligi saglanacak sekilde varsa (x,) dizisine deferred istatistiksel sira yakinsak

denir, x, M x sekilde gosterilir.
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Do (ps . < . .
3.4 Uyart x, Duolp), e Opg({n € N:| x, —x |£ z,}) = 0 oldugunu farkediniz.

3.5 Uyart 3.9 Tamimda (x;,) dizisinin (z,) dizisine gore x* e deferred istatistiksel sira yakinsamasi,

. e e e e e . D*OP:‘] . .
ayni (z,) dizisine gore (x,) dizisinin (x;,) alt dizisi igin x, M x olmasini gerektirir.

. o . , C N C Dyo(p,
Bunun tersi de dogrudur, yani z, i,?,i}o 6 dizisi (x,) dizisinin (x;, ) alt dizisi xg, M X

) . N Dy0(p.q)
olacak sekilde varsa, o zaman aym (z,) dizisine gore x, ———— x olur.

Deferred istatistiksel azalan dizinin, deferred istatistiksel sira yakinsak oldugu aciktir. Ancak

tersi dogru degildir.
3.6 Uyart g(n) =n ve p(n) = 0 olarak diisiinelim. Asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Sira yakinsak bir dizi, sira limitine deferred istatistiksel sira yakinsaktir.

(ii) Istatistiksel sira yakinsama ve deferred istatistiksel sira yakinsama birbirine denktir.

Deferred istatistiksel sira yakinsak bir dizinin bir alt dizisi deferred istatistiksel sira yakinsamasi
olmak zorunda olmadigini farkediniz.

3.22 Onerme E Riesz uzayinda (x,) bir dizi olsun. x,, M x olmasi i¢in gerek ve yeter

sart 8, ,({n € N:x, =y,}) =1 ozelligine sahip baska bir (y,) dizisinin y, M x olacak

sekilde var olmasidir.

Kamit (<=) E Riesz uzayinda 8, ,({n € N:x, =y,}) =1 ve y, M x Ozelliklerine

sahip (yy) dizisini olsun. Buradan z, iﬁ‘},o 0 dizisi ve §,, (K) = 1 olan K indis kiimesi her

ky, € K icin | yy, —x |< zx, olacak sekilde vardirlar.

{pn+1 SmSQn:|xm_x|£Zm} g{pn'i'lSmSQn:xm?éym}
U{pn+1§mSQn:|ym_X|$Zm}

kapsamasindan
i <m<gqg,: — <l <m<gqgy,: —
r}gl;qn—pn | {pn+1 _m_CIn-|xm X|$Zm} |_nlgr°1°qn—pn | {pn+1 _m_QH-|ym x|£5m} |
(3.15)
esitsizligi elde edilir. 8, ,({pn+1 <m <@y :| yu —x |£ zm}) = 0 oldugundan
Dyo(p.q)

lim [ {pn+1<m<q,:|xm—x|Lzm} |=0elde edilir. Boylece istenilen x, ———— x

=% gy — Pn
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sonucu elde edilir.

(=) E Riesz uzayinda x, M x olacak sekilde (x,) dizisini alalim. Buradan z,, ip 70

dizisi ve 0y 4 (K) = 1 olan K indis kiimesi her &, € K, | xz, —x |< z, olacak sekilde vardur.

{n € N:x, =y,} kiimesine L diyelim. K N L kiimesi iizerinde 6, ,({n € N :| y, —x |=|

yn—x |< zy}) = 1 olacagindan (y,) dizisi igin y, Loolp), - olur. O

3.23 Onerme Deferred istatistiksel sira limit dogrusaldir ve tektir.

D
Kamit E Riesz uzayinda x,, | P0(P:4) x ve x,, | Ps0(P9) y oldugunu varsayalim. Buradan z,, |5

0 dizisi ve §,, (K) = 1 olan K indis kiimesi her k, € K i¢in | x;, — x |< zx, olacak §ek11de,
tn iﬁ,)j}}) 0 dizisi ve 6,4 (M) =1 olan M indis kiimesi m, € M igin | x,,, —y |< t, olacak
sekilde vardir.

Sonug olarak her j, € J:= KNMigin, | x—y |[<|x—xj, | + | xj, =y |< zj, +1, esitsizligini
elde ederiz. (zj, +1;,)j,c J

= 0 elde edilir ve buise x =y

anlamina gelir. Dolayisiyla x ve y esittir.

Simdi deferred istatistiksel sira limitinin dogrusalligim1 kanitlamak icin £ Riesz uzayinda
Xn Duolp), five Vn "IN y dizilerini diigtinelim. 5pq({n eN:x,—x|£Lzu}) =0ve
Opq({neN:|y,—y|£t,}) =0 olacak sekilde z, \Lp W ovet, Dyo g dizileri oldugu anlamina

gelir. Riesz uzaylarinda ii¢gen esitsizligini kullanarak {n € N :| (x, +y,) — (x+y) |£ z, +

th} C{neN:|x,—x|£z,}U{neN:|y,—y|L1,} sonucunu elde ederiz. Buradan J, ,({n €

N:| (xp+yn) — (x+Y) | £ 2o +1,}) = 0 olmasim gerektirir, dolayisiyla x,, + y, Danlpa), +y

anlamina gelir. O]

Asagidaki teorem, deferred istatistiksel sira yakinsama ve kafes ozellikleri arasinda cesitli

iligkileri ifade eder.

3.24 Teorem E Riesz uzayinda x, M xveyy, M y dizilerini diisiinelim. Asagidakiler

ifadeler gecerlidir:

(1) x, Vyn, xVy ye deferred istatistiksel sira yakinsaktir.
(1) x, Ayn, x Ay ye deferred istatistiksel sira yakinsaktir.
(iii) x;, xT ye deferred istatistiksel sira yakinsaktir.

(iv) x, ,x~ ye deferred istatistiksel sira yakinsaktir.
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(V) | x|, | x| ye deferred istatistiksel sira yakinsaktir.

Kanit Diger durumlar (Aliprantis and Burkinshaw, 2006) calismasindaki Teorem 1.7’ nin ve
3.23 Onermesinin uygulanmasi elde edilebileceginden yalmzca (i) maddesinin kanitiyla ye-
tenecegiz. (x,) ve (y,) dizileri sirastyla x ve y ye deferred istatistiksel sira yakinsak oldugundan
Zn Lgféo 0 vet, ¢5fé° 0 dizileri ve 04 (K) = 6,4 (M) =1 olan K ve M indis kiimeleri her
k, € K ve m, € M igin | x, —x |< zg, Ve | ym, — |< tm, esitsizliklerini saglayacak sekilde
vardir. J := NN M alirsak, (Aliprantis and Burkinshaw, 2006) calismasindaki Teorem 1.9

uygulanirsa her j, € J i¢in,

| xj, VY, —xVy <] xj, —x |+ |y, —yI< 25, +j, (3.16)

esitsizligini elde ederiz. Buradan

Opg({neN:|x; Vyj —xVy|£zj, +tj,}) =0 elde ederiz. Sonug olarak, x, VV y, ‘nin xVy’

ye deferred istatistiksel sira yakinsadigini gostermis oluruz. L

3.4 Sonu¢ E Riesz uzayinda E4 = {x € E : 6 < x} pozitif konisi, deferred istatistiksel sira
yakinsamasi altinda kapalidir.

~ Ds b Ds 9 .« . . .« .
3.25 Onerme Eger E Riesz uzayinda x, M X Ve Yy M y dizileri, her n € N icin

Xp > yp ise x > y olur.

Kanit Her n € Nigin x;,, > y, oldugunu varsayalim, dolayisiyla her n € Ni¢in 6 < x, —y, €
DY[ )
E olur. 3.4 Sonucundan (x, —y,) € E; olmasi nedeniyle x,, — y, M x—y¢€E; olur.

Sonug olarak x —y > 0, yani x > y elde ederiz. O

3.26 Teorem Bir Riesz uzayinda (x,) dizisi hem monoton ve hem de deferred istatistiksel

sira yakinsak ise, o zaman (x,) sira yakinsaktir.

. o e e e . Ds 9 . P .
Kanit E Riesz uzayinda (x,) dizisi i¢in (x,) | ve x, Duol), o olsun. € N indisini sabitle-

. P . Ds ) .
yelim. Her k < ni¢in 6 < x; — x,, olur, bu ise x; — x, M) X, —x > 0 anlamina gelir. Bu

ayrica x; > x i verir. Dolayisiyla k keyfi olarak secilebileceginden x, (x,) nin alt siniridir.

o . . . Dy (p,
Simdi (x,) dizisinin bagka bir z alt sinirint se¢elim. O zaman x, — 7 M) x—z2>06,bu

ise x > z olur. Sonug olarak (x,) | x oldugu goriiliir. O

(Deger, Dovgoshei ve Kiigiikaslan, 2014) ¢calismasindaki Theorem 3.1 de ifade edilen sonuca
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benzer bir sonucu deferred istatistiksel sira yakinsaklik kavramiyla iligkilendirerek veriyo-

ruz.
3.27 Teorem E Riesz uzayinda (x,) bir dizi ve (xg, )x,c k. (*») dizisinin alt dizisi olsun. Eger,

lim
n—oo qn — pn

| {pn <kn<gn:kn€ K} [>0 (3.17)

o(pg o(p.g)
Ve Xp, M x oluyorsa, 0 zaman x; Yt4> x elde edilir.

Kanit E Riesz uzayinda x, M x dizisi olsun. Dolayisiyla E’°de z,, ¢p20 0 dizisi, 8, ,({n €

N:|x, —x|% z,}) = 0 olacak sekilde vardr.

{pn<kn<qn:kn€ K, |xx, —x|£ 2} CS{pn<n<qn:|xn—x|£ 2}

oldugu goriiliir. Tim n’ler i¢in H, := {pn < kn < gn : k, € K} tammlayarak, yukaridaki
ifadeden

AP <kn < qn:kn € K, ’xkn x|Z ) < |{Pn<n<CIn-| n—X|% 2}

IH | |H,
olarak elde ederiz.

(P
Xk, M x yakinsamasini kanitlamak i¢in

. 1
hmsupmen <n<gn:lxn—x[£zm}=0
n

n—so0
gostermek yeterlidir.
H, <n<gqp:|xp— < qn:|xXp—
n—e gy — Pn n—soo |Hn| n—soo 4n — Pn
esitsizligi yazabiliriz.
Buradan, |
limsup —[{pn <n < qn:|x,—x|L2,}| =0 (3.18)
n—oo |Hp|
olur ki x,, M x elde ederiz. Bulunmaya calisilan sonuca ulagsmig oluruz. ]

3.6 Uyanisinda g(n) = n ve p(n) = 0 se¢imiyle deferred istatistiksel sira yakinsama ile is-
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tatistiksel sira yakinsama arasinda bir iligki kurulmustu. Sonraki teoremde yeni bir kosula

bagli olarak, bagka bir iligki kuruyoruz.

3.28 Teorem Eger (qn’fpn) dizisi sinirli ise, istatistiksel sira yakinsak dizi deferred istatistik-

sel sira yakinsak dizidir.

. sty e e . e e . . ..
Kanit E Riesz uzayinda x, — x dizisini diisiinelim ve (q’i—”) siirll bir dizi olsun. Do-
n n

layisiyla z,, [ 6 dizisi,
1
lim ZHk <n:xp—x|L€z}t =0

n—oo

olacak sekilde vardir. (g,) dizisinin se¢iminden lgn qn = o oldugundan,
n—oo

o1
lim —|{k <g,:|xx—x|£Lz%} =0

n—eo gp
elde edilir.
{pn <k <gn:[xx—x[Lau} C{k<gn:|xe—x|Z 2}

kapsamasindan,

: o Pn

lim <k<g,:|xx—x|Lzt <lim—(1+ k<qg,:lxpi—x|£z
Jim |y <k < guil e —x|£ 7} | < lim (1 Pl (k < g x| )
(3.19)

. U . Dsfo(pvq) . .

esitsizligini elde ederiz. Amaglanan x, ——— x elde edilmis olur. U

3.28 Teoreminin tersi genel olarak gecerli olmayabilir. Asagidaki 6rnek ile bunu aciklayabiliriz.

3.6 Ornek R? uzaymi koordinat bazli siralama ile diisiinelim. (x,), R? de her 7 icin,

(0,281), egern tek ise,
—n
2

(0,5), egerniftise,

dizisini diigiinelim. Ilave olarak (g,) = (2n) ve (p,) = (4n) dizilerini diisiinelim. 3.28 Te-

D ST 9
oremindeki kogullarin saglandig1 ve dolayisiyla x, M (0,0) oldugu goriilebilir. Ancak

(xp) istatistiksel sira yakinsak degildir.
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Asagidaki teorem Riesz uzaylarinda deferred istatistiksel sira yakinsaklikla ilgili bir sonucu

gostermektedir.

3.29 Teorem Negatif olmayan tamsayilardan olusan (p,),(g.) ve (p),), (¢,) dizi ¢iftleri de-

ferred 6zellige sahip olacak sekilde segelim. (x,), E Riesz uzayinda bir dizi olsun. Eger

DSl‘ /7 ! . .« . . .
Xn —>O(p 7 x ise ve her n € Nigin {k : p, <k < p,} ile {k: g, <k < g, } kiimeleri son-

. Dst (Pa‘I)
luysa, o zaman E Riesz uzayinda x,, ———— x olur.

: Dyy(P'd) .. . L
Kamit E Riesz uzayinda x,, ——— x dizisi olsun. O zaman z, LQ“ZO 0 dizisi 8, 4({n € N |

xn —x | £ zx}) = 0 olacak sekilde vardir.

{k:pn <k <qu,|xn—x|£ 2a} = {k: pn <k < ppy| X0 —x|£ 20}
U{k: py <k < g, xn—x|£ 20t ULk g <k < qu,| X0 —x £ 20}

esitligi gbz Oniine alinarak,

lim

| {k:pn <k <gn,|xn—x|L 2} [=0

(3.20)

DSZ 9
elde edilir. Bu ifade de x;, M) x oldugunu gosterir. U

3.5 Sonu¢ E Riesz uzayinda (x,) bir dizi ve (py),(q.) ve (p,),(q,) dizi ¢iftleri deferred

- . Dy (P'd') . Dy (p,q)
n p:l =1t > 0 olsun. Eger x, — Ty 1se, X, — " xolur.

n

ozellige sahip ve lim
n—roo qn J—
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