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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler

AT

L(E,F)
L,(E,F)
Orth(E)

7(E)
T

Aciklama

Yukar1 yonlendirilmis kiime

A kiimesinin dik tiimleyeni
Dik kiimeler

X tarafindan iiretilen band

E’deki bandlarin kiimesi

T’nin tastyicist

E uzayinin pozitif kismi

Iki Riesz uzaymin direkt toplami

X tarafindan iiretilen ideal

Operatorlerin vektor uzayi

Stra smirl operatorler uzayi

E tizerinde taniml1 orthomorfizmalarin kiimesi
E iizerinde tanimli projeksiyonlarin kiimesi
T ’nin modiilii (mutlak degeri)

X’in pozitif kismi1

X’in negatif kismi

X’in modiilii (mutlak degeri)
Yukar1 yonlendirilmis ve supremumu X olan ag

Asag1 yonlendirilmis ve infiumu X olan ag
X ile y’nin supremumu

x ile y’nin infimumu



Simgeler

xLly

[x, Y]
Z(E)

Aciklama

Birbirine dik elemanlar
Sirali aralik

Merkez operatdrlerin kiimesi



1.  GIRIS

Banach orgiilerinin kareleri ilk olarak [11] da Lazonovsky tarafindan verilmis,
benzer yaklasimla [9] de Krivine de ¢alisma yapmuistir. Daha sonra [13] de Szulga
fonksiyonel hesap teorisini kullanarak diizgiin tam Riesz uzaylarmmin karesini

vermistir.

Inceledigimiz ¢alismada Riesz cebirleri, bi-6rgii homomorfizmleri ve fonksiyonel
hesap kullanilarak Riesz uzaylarinin karesi verilirken asagidaki kare tanimi temel

alinmustir.
E Arsimedsel Riesz uzay1 olsun.
(i) O:E x E > E9ortosimetrik bi-6rgii homomorfizmdir.

(i) F Riesz uzayi i¢in, , T: E X E — F ortosimetrik bi-6rgii homomorfizm ise bir

tek T®o(®=T olacak sekilde T®: E© — F &rgii homomorfizmi vardir.

Bu sartlar1 saglayacak sekilde E© Riesz uzay1 varsa buna E’ nin karesi denir ve (E©,

©) ile gosterilir.

Riesz uzaylarinin karesinin varhigi, farkli yaklagimlarla elde edilebilirligi verilmis
sonra da bunlarin 6rgii izomorfizmleri altinda tek oldugu elde edilmistir. Ayrica E
Riesz uzaylarmin orgii 6zellikleriyle karesinin Orgii 6zellikleri arasindaki iliski

incelenmistir.
Ikinci boliimde konu i¢in alt yap1 olusturacak tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde [6] den Riesz uzaylarinda ve yari asal f-cebirlerinde fonksiyonel
hesap incelenmis ve bu ¢alisma i¢in oldukga kullanishi olan Teorem 3.15 ve Teorem

3.25 verilmistir.



Dordiincii bolimde [3] den bi-6rgii homomorfizlerin 6zellikleri ve bundan

yararlanilarak elde edilen baz1 6zellikler incelenmistir.

Besinci boliimde oncelikle [8]’da Fremlin tarafindan tanitilan tensor g¢arpimi
yardimiyla [5] den Riesz uzaylarinin karesi i¢in varlik teoremi, f-cebirleri teorisiyle
ve Szulga yontemiyle karelerin elde edilmesi verilmistir. Daha sonra Riesz uzaymin
kendisi ile karesi arasindaki iligki incelenmistir. [10] dan bir Riesz uzay: ile karesi
arasindaki orgii operasyonlarina bagh iligki incelenerek merkezleri arasinda orgii

1zomorfizmi bulunmustur.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolimde calismamiz i¢in gerekli olan temel kavramlar ve bazi sonuglar

verilmistir.

2.1. Riesz Uzaylan

2.1.1. Tanim

E bostan farkl bir kiime olsun. E iizerinde taniml “<”” bagintis1 agagidaki dzellikleri
sagliyorsa, “<” bagmtisma (kismi) siralama bagintisi, (E, <) ikilisine (kzsmi) swrali

kiime denir.

a) Her X e Ei¢in X < X (yansima 6zelligi)

b) Her x,y€E icin X<y ve Yy <X iken X=Y (ters simetri dzelligi)

c) Her x,y,zeEigin X<y ve Y<7Z iken X<z (gecisme 6zelligi)

2.1.2. Tanim

(E, <) kismi sirali kiime ve AC E olsun

a) Her xe Ei¢in x<a(a<Xx) olacak sekilde bir a € E varsa buna A’nin bir st
(alt) sinurr denir. A’'nin bir st (alt) sinir1 varsa, A’ya iistten (alttan) suirl kiime

denir. A’nin hem st hem de alt sinir1 varsa A’ya sira sinirli kiime denir.

b) A’nin st smirlarmim en kii¢iigii (biiytigii) varsa, buna A kiimesinin iist simirlarinin
en kiictigii (biiyiigii) ya da supremumu (infimumu) denir ve sup A (inf A)ile

gosterilir.



c) Her xe Eigin x <a (a< x)olacak sekilde bir a € A varsa a’ya A’nin en biiyiik
(kiigiik) elemani veya maksimal (minimal) elemani denir ve maks A (min A) ile

gosterilir.

A vyerine {x, y} kiimesi alinirsa sup{x, y}=xwvy ve inf{x, y}=x Ay seklinde

gosterilir.

2.1.3. Tanim

(E,<) sirali bir kiime olmak iizere, her X,y € E i¢in xXvyeE ve xXAyeE ise E

kiimesine orgii denir.

2.1.4. Tanim

(E,<) orgii olsun. Her X,y,z€E i¢in XA(YyvZ)=(XAY)Vv(XAZ) saglaniyorsa

E’ye dagilmali 6rgii denir.

2.1.5. Tanim

(E,<) orgii olsun. E’nin en kiigiik eleman1 varsa buna sifir (null) eleman denir ve 6

ile gosterilir. E’nin en biiyiik elemani varsa buna birim (unit) eleman denir ve e veya

| ile gosterilir.

2.1.6. Tanmim

(E,<) null ve birimi olan dagilmali 6rgii olsun. xeE olmak iizere XAX =6 ve

XV X" =e olacak sekilde X' varsa buna X’in tamlayan: denir.

2.1.7. Tanmim

a) (E,<) dagilmali 6rgii olsun. E’ nin null ve birim eleman1 var ve E’deki her

elemanin tamlayan1 varsa E’ye Boole cebiri denir.



b) E ve F Boole cebiri, T:E — F fonksiyon olmak iizere, T asagidaki sartlari

sagliyorsa T’ye Boole cebiri izomorfizmi denir.

o Her x,yeE i¢in T(XAY)=TxXATy ve T(xvy)=TxvTy

e Her xeE ic¢in T(x") =(Tx)’

e T, birebir ve Orten

2.1.8. Tanim

E gercel vektdr uzayr ve lizerindeki siralama bagintisi “<” olmak {izere, her

X,¥,z€ E veherae R " igin X<y iken,

Q) X+z<y+z

b) ax<ay

kosullarmi saglayan E uzayina siralt vektor uzayr denir. E sirali vektor uzayinin x>0

bagmtismi saglayan elemanlarma pozitif eleman, E* ={X € E : x>0} kiimesine de

E’nin pozitif kismu denir.
2.1.9. Onerme

E sirali vektor uzay1 ve VC E alt vektor uzayi ise E’den gelen siralama ile V sirali

alt vektor uzayidir.
2.1.10. Tanim

E sirali vektdr uzayr olmak iizere her x,ye E icin XvyeE veya xAyekE

oluyorsa E uzayma Riesz uzay: denir.



2.1.11. Tanim

E Riesz uzayi ve G € E alt vektor uzayi olsun. Her x, yeG i¢in xVyeG

veya x\yeG oluyorsa G’ye E’nin Riesz alt vektor uzayr denir.

Ornek

() (@ 1) topolojik uzay olmak iizere

C(Q) ={f | f: Q- Rsiirekli fonksiyon}

kiimesi

f<ge VvxeQicin f(x) < g(x)

noktasal siralamasi ile Riesz uzayidir.

(i) (€, 1) topolojik uzay olmak tizere

Co°(Q) ={f | f: Q - Rsiirekli fonksiyon ve f(0) = 0}

kiimesi

f<g e VvxeQicin f(x) < g(x)

noktasal siralamasiyla Riesz uzayidir.

(iii) H(R™), R" iizerinde tanimli, gercel degerli, siirekli ve pozitif homojen
(her xeR™,0 < AeR i¢in f(Ax) = Af (x)) fonksiyonlarin kiimesi olmak {izere, bu

kiime C(R™) den gelen noktasal siralamayla Riesz alt uzaydir.



(iv) B(R™), R™ iizerinde tanimli, siirekli ve polinomsal artan fonkisyonlarin kiimesi
olsun. Yani siirekli bir fonksiyonun B(R™) kiimesinin elemani olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul |[f] < M(1+ |e,|+ -+ |e,|)™ olacak bigimde meN ve 0 < MeR

olmasidir. Bu kiime C(R"™) den gelen noktasal siralamayla Riesz alt uzaydir.

2.1.12. Tanim

Bir Riesz uzaymin bostan farkli ve istten sinirli (sayilabilir) her altkiimesinin
supremumu veya bostan farkli ve alttan smirli (sayilabilir) her altkiimesinin

infimumu varsa bu uzaya Dedekind tam (0 — Dedekind tam) Riesz uzay: denir.

2.1.13. Teorem

E bir Riesz uzay1 ve X, Y,z € E olmak {izere, asagidaki dnermeler dogrudur [1].

) xvy=-=)ArEylve xay =) v (=y)]

2) X+y=(XAYy)+(Xvy)

3) X+(yvz)=X+y)v(xX+2) ve X+(yAaz)=X+Yy)A(X+2)

4) 1201 eR) AXvy)=xviy ve AXAY)=AxAly

2.1.14, Tanim

E Riesz uzay1r ve X € E olmak ilizere X" =xv 0, x™ =(-x) v 0 ve |x| = xv (=x)
elemanlarma sirasiyla x’in pozitif kismi, negatif kismi ve modiilii (mutlak degeri)

denir. x*, x, |x|]e E" dur.

2.1.15. Teorem

E Riesz uzayi ve X € E olmak iizere agsagidakiler saglanir [1].



Ayrica X=y—-Zve yanz=0ise y=x", z=x dir.
2.1.16. Teorem

E Riesz uzayi ve X,y € E olsun. Asagidaki 6nermeler dogrudur [1].
1 1

1) xvy=2(cry+k-yl) ve xay=2(x+y-x-yl)

2)  =yl=(xvy)=(xry)

1
3  Kvlyl =§(IX+ yl+Ix—yl)

1
4) IXIAlyI=§| X+ yl=Ix =yl

2.1.17. Sonug

E sirali vektor uzay1 olsun. Asagidakiler denktir [1].
i) E Riesz uzayidur.

i) Her xeEi¢in x" €E

iii) Her xeEicin x” eE



iv) Her XxeEicin |x|e E
2.1.18. Teorem

E Riesz uzay1, X,y,z € E olsun. Asagidakiler saglanir [1].
D | xI=lyl<x+y <|X+]y

2) [xvz-yviz<|x-y| ve [xaz-ynz<|x-Y|

3) Eger x,y,2>0ise XA (Y+2)<(XAY)+(XA2)

2.1.19. Tanim

E Riesz uzayi ve X,y € E olsun. Eger |x] Aly|= 0 ise x ile y birbirine diktir denir ve

bu durum x _L y bi¢iminde gosterilir.
¢ # A CE olmak iizere, A" ={x € E : her ye A i¢in x L y} kiimesine A kiimesinin

dik tiimleyeni denir. A, BCE alindiginda her X A ve her yeBigin XLy

oluyorsa A4 ile B kiimeleri birbirine diktir denir ve A L B bi¢iminde gosterilir.
2.1.20. Tanim

E Riesz uzay1 ve A, B < E olmak iizere, asagidaki tanimlamalar1 yazabiliriz.
a) A"={a":aecA}
b) A-={a :aec A}

¢) |[A={lal:ac A}
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d xeE, xvA={xva:aeA}

e) XxekE, xAA={xnra:aec A}

) AvB={avb:aeAbeB}

g AanB={anb:aceAbeB}

2.1.21. Teorem

E bir Riesz uzay1 ve ¢ =#A CE olsun. Eger sup A var ise her X € E i¢in sup (X A A)
var ve sup (X A A) = X A sup A’dir. Eger inf A var ise her X € E i¢in inf (xv A) var

ve inf(xv A)=xvinf A’dir [1].

2.1.22. Teorem

A # ¢ bir kiime ve iizerinde “<” bagmtisi verilsin. Asagidaki onermeler saglanirsa

A kiimesine “<” bagmntistyla (yukari) yonlendirilmis kiime denir.

a) Her AeA igin A< A

b) Her 4,a,feA i¢in A<B ve f<aiken A<«

c) Her 1,8 e A igin A<ave B <a olacak sekilde bir & € A vardur.

2.1.23. Tanim

(A, <) yonlendirilmis kiimesinden herhangi bir X kiimesine tanimli her fonksiyona X

icinde bir ag (net) denir.
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2.1.24. Tanim

(x,), E Riesz uzayinda bir ag olmak tzere her X,,X, € (x,) i¢in E’deki siralamaya
gore X, <X, Ve X; <X olacak sekilde bir X, e(X,) varsa (x,)ag1 yukari
yonlendirilmistir denir ve x, T seklinde gosterilir. X, T ve sup(x,) = x elemam E

icinde varsa X, T X bigiminde gosterilir.

Benzer sekilde her X,,X,; € (X,)i¢in E’deki siralamaya gore X, <X, ve X <X,
olacak sekilde X, e(X;)varsa (x,) agi asagi yonlendirilmistir denir ve Xii«
seklinde gosterilir. X, ! ve inf(x,) =y elemam E i¢inde varsa X, 4y bigiminde
gosterilir. (x,) ag1 yerine herhangi bir AcC E altkiimesi alindiginda, AT ve
supA=x, E icinde varsa AT a biciminde gosterilir. A4 ve inf A=y, E icinde

varsa A ybiciminde gosterilir.

2.1.25. Tanim

: . 1 :
E Riesz uzayinda her x € E* icin neN* olmak iizere, —x ¥ 0 ise E’ye Arsimedsel
n

(Archimedsel) Riesz uzay: denir.

2.2. Operatorler ve Orgii Homomorfizmasi

2.2.1. Tanimm
E ve F iki vektor uzayi ve T : E — F doniisiim olsun. Her X,y € E ve & € R igin,

T(X+y) =TX)+T(y)

T(ax) = aT (x)
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kosullar1 saglaniyorsa T ’ye lineer doniisiim adi verilir. Lineer doniisiim yerine

operator kelimesi, T (X) yerine Tx gosterimi de kullanilabilir.

2.2.2. Teorem

£, fi, -, fu X vektor uzayi lizerinde tanimli lineer fonksiyoneller olsun. f = A, f; +
«++ A, fn olacak sekilde A4,...,4,€R var olmast i¢cin gerekli ve yeterli kosul
. Ker(f;) € Ker(f) olmasidir [1].

2.2.3. Tanim

E ve F iki sirali vektor uzayr T :E — F operatdr olsun. Her xe E™ igin Tx>0
oluyorsa T operatoriine pozitif operator denir ve T >0 veya 0<T bigiminde

gosterilir.

2.2.4. Tanim

E ve F Riesz uzaylar1 olmak iizere, E’den F i¢ine tanimlanan biitliin operatorlerin

kiimesi L(E,F) ile gosterilir.

Her S,T e L(E,F)i¢in “S<T < T —S >0 seklinde tanimlanan siralama bagmntisi

ile L(E, F) sirali vektor uzayidir.

2.2.5. Tanim

E ve F Riesz uzaylart olsun. T:E —F operatori icin T v (-T)varsa bu

supremuma T operatdriiniin modiilii denir ve | T | ile gosterilir.

2.2.6. Sonucg

E ve F Riesz uzaylari, T : E — F operator olmak tizere |T | var ise her x e E” igin,
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| XIS T ()

esitsizligi saglanir [1].

2.2.7. Tanim

E ve F Riesz uzaylar1 ve T : E — F operator olsun. Her X,y € E i¢in x Ly iken

Tx L Ty oluyorsa, T ’ye dikligi koruyan operatér denir.

2.2.8. Tanim

E Riesz uzayi olsun. [x,y]={z € E: x <z <y} kiimesine swrali aralik, AC E igin

A cC [x,y] olacak sekilde x, yeE varsa A’ya swra simirll kiime denir.

2.2.9. Sonug

E Riesz uzay1 ve AcC E olmak tizere, A’nin sira smirli olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul A c[—X,X] olacak sekilde en az bir X € E* elemaninin var olmasidir [1].

2.2.10. Tanim

E ve F Riesz uzaylari, T : E — F operator olsun. Eger T operatorii E’deki her sira
smirlt kiimeyi F’deki sira sinirhi kiilmeye doniistiiriiyorsa T operatoriine siwra sl

operator denir.

E’den F’ye tanimlanan biitiin sira sinirli operatorlerin kiimesi L, (E, F) ile gosterilir.
T, T2€L, (E, F) i¢in “Ty < T, & her xeE, igin T; (x) < T,(x)” siralama bagintisiyla
Ly, (E, F) bir sirali vektor uzayidir. E Dedekind tam ise L, (E) Dedekind tamdur.

2.2.11. Sonug

Her pozitif operatdr sira siirhidir.
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2.2.12. Tanim

E Riesz uzayi ve Ac E olsun.

a) Her yeEve xe A igin | y[<| x| iken y € A oluyorsa A’ya kati kiime denir.

b) A, E’nin kat1 alt uzay1 ise A’ya E i¢inde (sira) ideal denir.

c) A, E’de ideal ve her (x,) < A (n=123,...) i¢in sup(x,)=xecE iken xe A

oluyorsa, A’ya E i¢inde o —ideal denir.

d) A, E’de ideal ve her B < A i¢in sup B=b € E iken b e A oluyorsa, A idealine E

icinde band denir.

e) ¢+ AcE altkiimesini kapsayan en kii¢iik Riesz alt uzayina (ideale/banda) A
kiimesinin tirettigi Riesz alt uzayt (ideal/band) denir. A kiimesinin trettigi ideal

I, ile A kiimesinin {irettigi band ise B, ile gosterilir.

2.2.13. Sonug

Her (sira) ideal bir Riesz alt uzayidir [1].

2.2.14. Teorem

A ve B E de ideal ise ANB ve A + B E de idealdir [1].

2.2.15. Tanim

E Riesz uzay1 ve G, E nin Riesz alt uzay1 olsun. Eger her 0 < xeE i¢in 0 <y < x

olacak sekilde bir yeG varsa G ye E iginde sira yogun (order dense) denir.
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2.2.16. Teorem

E Riesz uzayi, A € E ideal olsun [1].

(i) Anm E de sira yogun olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A% = {0} olmasidur.
(i) ADA% ideli E i¢inde sira yogundur.

(iii) A ideali A% i¢inde sira yogundur.

2.2.17. Teorem

E Arsimedsel Riesz uzayi, ¢ = A< E olsun. B, = A* dir. Bu durumda A band ise
A= A% dir [1].

2.2.18. Teorem

E Riesz uzay1 ve Ac E olsun. | ,, A’nin iirettigi ideali gdstermek iizere,

Iy ={X€E 13X, X0, X, € A, A, Apedy €RT3IXIS D A | % |,n e N} dir [1].

i1
2.2.19. Sonug

E Riesz uzay1 ve Ac E olsun. A={x} ise iirettigi ideal soyledir [1].
l,=1,={yeE:31eR",|yIKA| X[}

2.2.20. Teorem

E Riesz uzayi ve Ac E ideal olmak iizere B, asagidaki gibidir [1].
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B,={xeE:3(x,)cA",0<x, TIx[}

2.2.21. Sonug

E Riesz uzay1 ve Ac E ideal olsun. B, , A’nin iirettigi band olmak iizere,
A={3=B, =B, ={y<E:ly|an|xNy}

olur [1].

2.2.22. Tanim

E Riesz uzayi ve 0 <e € Eolsun.

a) 1, =E ise e’ye giiclii birim (strong unit) denir.

b) B, = E ise e’ye zayif birim (weak unit) denir.

2.2.23. Tanim

E Riesz uzaymda bir B band1 i¢in E = B @® B ise B ’ye projeksiyon band denir. Bir
Riesz uzayinda her band, projeksiyon band ise bu uzaya projeksiyon ozelligine

sahiptir denir.
Dedekind tam Riesz uzaylar1 projeksiyon 6zelligine sahiptir [1].
2.2.24. Tanim

E Riesz uzay1 ve X € E olmak iizere, X in iirettigi band olan B, projeksiyon band ise
x’e projeksiyon eleman, B, bandma da esas band denir. Bir Riesz uzaymda her

eleman projeksiyon eleman ise bu uzaya esas projeksiyon ézelligine sahiptir denir.
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2.2.25. Tanim

E Riesz uzay1 olsun.

a) P:E — E operatdr olmak iizere P” =P ise P’ye projeksiyon denir. P, E Riesz

uzayi iizerinde projeksiyon ve pozitif operator ise, P’ye pozitif projeksiyon denir.

b) B < E projeksiyon band olsun. Bu durumda her Xxe E i¢in X=X, +X,, X, € B
ve x, eB? i¢in P,:E—>E, x— X biciminde tanimlanan P, operatoriine

band (sira) projeksiyon denir.

Py pozitif projeksiyondur. Benzer sekilde P, :E —E, X — X, bigiminde tanimli

P« projeksiyonu da pozitiftir [1].

2.2.26. Sonug

E Riesz uzayindaki her projeksiyon banda karsilik bir band projeksiyon vardir [1].
2.2.27. Teorem

E Riesz uzayi, T : E — F operator olsun. Bu durumda asagidakiler denktir [1].

1) T sira projeksiyondur.

2) | :E — E birim operator olmak tizere T projeksiyon ve 0<T < | ’dur.

3) Her x,yeEi¢in Tx L y—Ty ’dir.

2.2.28. Teorem

E Riesz uzayr olmak iizere A, B < E, projeksiyon band ise A, AnBveA+B de

projeksiyon bandir ve asagidaki esitlikler saglanir [1].
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1) P,=1-P,

2) Pyg=PoR=F°P,

3) Pug=PatP—Pyg =P, +F P, o

2.2.29. Teorem

E Riesz uzayi olmak iizere A, B — E, projeksiyon band ise asagidakiler denktir [1].

1) AcB

2) PyoPy =P, 0P, =P,

3) P, <P

E Arsimedsel Riesz uzayi olmak iizere 23(E), E’deki bandlarin kiimesi olsun. A, B €

B(E) igin “ A< B < Ac B” siralamasiyla <3 (E) Boole cebiridir [14].

E Dedekind tam Riesz uzay1 olmak iizere ©(E), E lizerindeki band projeksiyonlarin
kiimesi olsun. P,P, eP (E) i¢in “P, <P, < Vxe E",P,(x) < P,(x)” siralamasiyla

2”(E) Boole cebiridir [14].
2.2.30. Teorem
E Dedekind tam Riesz uzay1 olmak {izere
¢ : B(E)—> 7 (E)
B — @(B) = Pg

doniisiimii Boole cebiri izomorfizmidir [14].
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2.2.31. Tanim

E ve F Riesz uzaylari, T : E — F bir operator olsun.

a) {x,}<E ve xeE olmak iizere, | X, —x|<y, ¥ 0 olacak sekilde {y,}< E"

agl varsa {x,} ag1 X elemanma sira (order) yakinsar denir ve X, ——>X

biciminde gosterilir.

b) {x,}< E i¢in E’de x,——0 iken F’de Tx,——0 oluyorsa T operatdriine

swra stirekli operator denir.

c) (x,) < E i¢in NE€N olmak iizere E’de X,——0 iken F’de Tx,——0 oluyorsa

T operatériine O — swra stirekli operator denir.

T pozitif operator olmak iizere T nin sira siirekli olmas1 i¢in gerekli ve yeterli sart

x, ¥+ 0 iken Tx, 4 0 (yada 0<x, T x iken Tx, T Tx) olmasidur.

2.2.32. Tanim
E Riesz uzay olsun.

a) (x,) < E ve xeE olmak tizere, her € > 0 i¢in en az bir ngeN ve her n > n,
icin [x, — x| < eu olacak sekilde ueE* varsa (x,) dizisi x elemanina u-diizgiin
(uniformly) yakinsar denir. (x,) dizisi X elemanma u-diizgiin yakinsiyorsa (X,)

dizisi goreceli diizgiin yakinsar denir ve X, —=—> Xbigiminde gosterilir.

b) (x,) < E olmak iizere her € > 0 igin en az bir ny = ny(e)eN ve her n,m > n,
icin |x, — x| < e.u olacak sekilde bir ueE* varsa (x,) dizisine u- diizgiin

(uniformly) Cauchy dizisi denir.
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¢) AcE olmak iizere her (x,) < A dizisi igin X, ——>X iken X € A oluyorsa

A’vya diizgiin (uniformly) kapali kiime denir.

d) Her ueE™ i¢in E iginde herhangi u- diizgiin Cauchy dizisi u-diizgiin limite sahip

ise E’ye diizgiin (uniformly) tam kiime denir.

2.2.33. Lemma

E Arsimedsel Riesz uzay1 ve A, E’nin Riesz alt uzayi olsun.

(i)  A’nm diizgiin kapanis1 A olmak iizere, A E’nin Riesz alt uzayidir ve A € I, dir

[4].
(i)  E diizgiin tam ise A da diizgiin tamdir. A diizgiin tam ise A = A dir [4].
2.2.34. Lemma

E Arsimedsel Riesz uzay1 ve A, E’nin Riesz alt uzayi olsun. T: E = E doniisiimii

T(A) S A olacak sekilde pozitif lineer operatdr ise T(A)S A dir [6].

2.2.35. Tanim

E ve F Riesz uzaylar1t ve T:E — F bir operatér olmak iizere, her X, yeE i¢in

T(xvy)=T(x)vT(y)oluyorsa, T ’ye orgii (Riesz) homomorfizmast denir.

2.2.36. Sonug

Her 6rgii homomorfizmasi pozitif operatordiir [1].

2.2.37. Sonug

E, F Riesz uzaylari ve T : E — F 6rgii homomorfizmasi olsun. T(E) < F Riesz alt

uzayidir [1].
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2.2.38. Teorem

E ve F iki Riesz uzayi, T :E — F bir operatér olmak iizere asagidaki dnermeler

birbirine denktir [1].

1) T operatorii 6rgli homomorfizmasidir

2) Her x e Eigin T(x") = (Tx)"

3) Her x,yeEi¢in T(XAY)=T(X)AT(Yy)

4) Her X,y € Ei¢in E uzayi i¢inde X A y =0 ise F uzayi iginde T(X) AT(y) =0
5) Her x e Eigin T|X =(TX

2.2.39. Sonug
Her sira (band) projeksiyon 6rgli homomorfizmasidir.

2.2.40. Sonug

E ve F Riesz uzay1, T :E — F operator olmak {izere T 6rgii homomorfizmasi ise

Ker(T) ={x:Tx = 0} diizgiin kapal idealdir.
2.2.41. Tanim
E ve F Riesz uzayi, T :E — F 6rgli homomorfizmasi olsun. T birebir ve Ortense

T’ye orgili izomorfizmi denir. E’den F’ye orgii izomorfizmi varsa, E ve F Riesz

izomorfiktir denir.
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2.2.42. Teorem

E ve F Riesz uzaylari, T : E — F birebir ve orten operator olmak tizere T ’nin 6rgii
izomorfizmi olmas1 igin gerekli ve yeterli kosul T ve T ‘operatdrlerinin pozitif

olmasidur.
2.2.43. Tanim

E Riesz uzayr ve T :E — E operator olmak tizere E’nin her bir B bandi igin

T(B) < B oluyorsa, T ’ye band koruyan operatér denir.

2.2.44. Teorem

E Arsimedsel Riesz uzay1 ve T :E — E operator olsun. B,, X’in iirettigi band

olmak tlizere asagidakiler denktir.

1) T, band koruyandir.

2) x Ly iken Tx Ly dir.

3) xek iken Txe B, dir.

2.2.45, Tanim

E Riesz uzayi olmak iizere T : E — E sira siirh ve band koruyan operator ise T’ye
orthomorfizma denir. E fizerindeki orthomorfizmalarin kiimesi Orth(E) ile

gosterilir.

T :E — E sira siirli operator ise Teorem 2.2.44’den T’ nin orthomorfizma olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul her X,y € E igin x L y iken Tx L y olmasidir.

Orth(E) ={T | T : E — E sira smirh ve band koruyan operator}
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={T|TelL(E):xLy=TxLy}

Orth(E), Ly(E) nin bir alt vektor uzayidir. L, (E) den indirgenen noktasal siralama
ile Orth(E) bir siralt vektor uzayidir.

2.2.46. Teorem

E Arsimedsel Riesz uzayi ise Orth(E) Arsimedsel Riesz uzayidir.

Her S,T €Orth(E) ve her x e E™ i¢in,

(SvT)X)=SX)vT(x) ve (SAT)X)=S(X)AT(x)

saglanir [1].

2.2.47. Teorem

E Arsimedsel Riesz uzayi olsun. TeL, (E) doniisiimiiniin orthomorfizma olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul E iginde her diizgiin kapali ideali sabit birakmasidir [1].
2.2.48. Tanim

E Riesz uzay1 olmak tizere, Orth(E)icinde birim operatoriin rettigi ideale E nin

merkezi denir ve Z (E) ile gosterilir.

Z(E)={Tel,(E)]|T|I<A} IAeR™

seklindedir. T € Z (E) ise T ’ye merkez operator denir.

2.2.49. Sonug

E Riesz uzayi olsun. P (E), E iizerindeki band projeksiyonlarin kiimesi olmak tizere,
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P (E)cZ (E) < Orth(E) < L, (E) dir.

2.3. f-Cebirleri ve Ozellikleri

2.3.1 Tanim

E Riesz uzay1 Ve birlesmeli bir cebir olsun. Eger her u, veE* i¢in uv=> 0 oluyorsa

E’ ye Riesz cebiri(Orgii sirali cebir) denir.

E Riesz cebiri olmak iizere u,v € E i¢cin uAv = 0 iken her weE™* i¢in (wu)Av =

(uw)Av = 0 oluyorsa E’ ye f-cebiri denir.

Ornek
(1)  Lp(L) Riesz uzay1 oldugunda bileske islemine gore Riesz cebiridir.

(i) X bostan farkli bir kiime olmak tizere X iizerinde tanmimli reel degerli biitiin

fonksiyonlarm kiimesi R* noktasal ¢arpma ile birimli bir f-cebiridir.

(iii) X bostan farkli bir topolojik uzay olmak tizere X iizerinde tanimli reel degerli

stirekli fonksiyonlarin kiimesi € (X) birimli bir f-cebiridir.

(iv) L Arsimedsel Riesz uzay1 olmak tizere Orth(L) ve Z(L) fonksiyonlarin bileske

islemine gore birer birimli Arsimedsel f-cebirleridir.

(v) B(R™) kiimesi fonksiyonlarin ¢arpimi igslemine gore f-cebiridir.

(vi) feB(R"™) olmak iizere R™ nin smirh altkiimelerinde lim;,f(tx)t~1 limitine
diizgiin olarak sahip olan fonksiyonlar uzay1 A(R™) ile gosterilsin. A(R™), B(R")

kiimesinin f-altcebiridir.
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2.3.2. Tanim

E bir f-cebiri ve ueE olsun. Eger en az bir k dogal sayisi icin u* = 0 iken u = 0

oluyorsa E’ye yari-asal (semiprime) f-cebiri denir.

E f-cebirinin yari-asal olmasi igin gerekli ve yeterli kosul u? =0 iken u =0

olmasidir.

2.3.3. Teorem

E Riesz cebiri olmak iizere asagidaki 6zellikler vardir.

() x <yve0 < ueFE igin ux < uy ve xu < yu dur.

(i) E’'de0<u<vve0<p<gqiseup < vqdur.

(i) 0 < ueE ise her x,yeE i¢in u(xVy) = (ux)V(wy), (xVy)u = (xu)V(yuw),
u(x Ay) < (w)A(uy) ve (xAy)u < (xu)A(yu) dur.

(iv) Her x,yeE i¢in |xy| < |x|lyl, xxy)* <x*yt +x"y~ ve (xy)" <xTy~ +
x~y™ drr.

2.3.4. Teorem

E f-cebiri olmak tizere agsagidaki 6zellikler vardir [15].

() x,yeE ve her 0 < ueE i¢in u(xVy) = (ux)V(uy), (xVy)u = (xu)V(yuw),
u(xAy) = (wx)A(uy) ve (xAy)u = (xw)A(yw) dur.

(i) Her x,yeE igin |xy| =I|x|lyl, )t =xtyT+x"y~ ve (xy)" =
xTy~ +x"y* dr.

(i) E’de xly ve zeE ise xzly ve zx1ly dir.
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(iv) E’de xly ise xy =0 d.

(v) Her xeE igin x> >0 ve xx* >0 du.

(vi) Her 0 <x,yeE igin (xy)V(yx) < x?Vy? ve x?Ay? < (xy)A(yx) dir.

(vii) Her 0 < x,yeE icin (xVy)? = x2Vy? ve (xAy)? = x2Ay? dir.

2.3.5. Teorem

E f-cebiri ve A, E’ nin f-altcebiri ise A’nin goreceli diizgiin kapanisi da f-
altcebirdir.
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3. RIESZ UZAYLARINDA FONKSIYONEL HESAP

Herhangi bir Riesz uzay1 olan E iizerinde tanimli reel degerli 6rgii homomorfizmleri
E’nin noktalarmi ayiriyorsa E’ye temsil edilebilir denir. [4] Teorem 2.2 den

sayilabilir elemanlar tarafindan tiretilen herhangi bir Arsimedsel Riesz uzay: temsil
edilebilirdir.

Simdi baz1 notasyonlar1 verelim. E Riesz uzayi i¢in E ilizerinde taniml reel degerli
sifirdan farkli 6rgli homomorfizmlerin kiimesi H(E) ile gosterilsin. E’ nin bostan
farkli herhangi altkiimesi D i¢in E’nin D tarafindan iiretilen Riesz alt uzay: (D) ile
gosterilsin. [4] Teorem 2.2 den aj, ..., a,eE i¢in H({ay, ...,a,)), {ay, ..., a,) nin

noktalarini ayirir.

Carpma islemini koruyan fonksiyonlara ¢arpimsal fonksiyon denir. E Arsimedsel f-
cebiri olmak tizere E tizerinde tanimli reel degerli ¢arpimsal 6rgii homomorfizmlerin
kiimesi H,, (E) ile gosterilsin. Ayrica, E’nin bostan farkli herhangi altkiimesi D igin

E’nin D tarafindan tiretilen f-altcebiri ((D)) ile gosterilsin.

3.1. Onerme

E Arsimedsel Riesz uzay1 olsun.

() weH(E) ise, her Te Orth(E) ve her xeE i¢in w(Tx) = w(T)w(x) olacak
bigimde We H,, (Orth(E)) vardir ve tektir.

(i) H(E), E’nin noktalarmi ayiriyorsa bu durumda H,, (Orth(E)) de Orth(E)’nin

noktalarini ayirir.

fspat

(i)  weH(E) olsun. Te Orth(E) olmak tizere

wr: E - R
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x = wr(x) = w(Tx)
seklinde tanimladigimiz doniisiimiin anlamly, iyi tanimli ve lineer oldugu asikardir.

Diizgiin kapali ideal olan Ker(w) = {xeE:w(x) = 0} igin Teorem 2.2.47 den

T(K er(w)) C Ker(w) dir. Budurumda wy doniisiimiiniin tanimindan;
xe Ker(w) = T(x)eKer(w)

>w(Tx) =wr(x) =0

= xeKer(wr)

olur. Buradan Ker(w) € Ker(wy) dir. Teorem 2.2.2 den w; = w(T)w olacak
sekilde W(T)eR vardir ve tektir. Simdi TeOrth (E) operatorii igin elde edilen bu

esitlikteki W(T) reel sayisina A denirse
w:Orth (E) - R
T-w(T) =2

bi¢iminde tanimli W bir fonksiyon olur. Simdi ¢arpimsal 6rgii homomorfizmi oldugu

gosterilmelidir.

° T, T,eOrth (E) ve xeE i¢cin
wi:E - R, wr,(x) = w(T;(x)
wr,:E = R, wp,(x) = w(T(x))
olsun.

Ker(w) € Ker(WTl) = 3;eRvar: wr, = Lw



29

Ker(w) € KBT(WTZ) = 3dAeR var: wr, = L,w

wr i, E = R, wr i, (x) = w((T; + T2)(x))
olmak tizere w, T; ve T, doniisimlerinin lineer olmasindan
wr, oz, (0) = w((Ty + T) (%)) = w(Ty(x) )+ w(T(x))
= w(x) + L,w(x)
= (4 + A)w(x)
olur ve buradan w(T; + T,) = A, + A, = w(T;) + w(T,) dur.
TeOrth (E), xeE ve I'eR igin
wri E - R, wr(x) = w(Tx)
Wy E = Rywyrp(x) = wA'T(x))
olsun.
Ker(w) € Ker(wyr) = 3AeR var: wy = lw

olmak tizere w doniisiimii lineer oldugundan wy/,(x) = W(A’T(x)) = A’W(T(x)) =

A’ 2w (x) olur ve buradan W(A'T) = A'A = A'W(T) dir. Yani w lineerdir.
. TeOrth (E) i¢in|T|eOrth (E) dir. xeE igin,
wri E - R, wp(x) = w(Tx)

wirtE = R, wir(x) = w(|T|x)



olsun.
Ker(w) € Ker(wy) = 3AeR var: wy = Aw
Ker(w) € Ker(wjr|) = 3ueR var: wir| = puw

w 6rgii homomorfizmi oldugundan ve Teorem 2.2.46 dan xeE™ i¢in
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uw(x) = wir () = w(ITI(0) = w(TCOD = Iw(T()] = 1Al lw(x)] = [2lw(x)

bulunur. Buradan Ww(|T|) = u = |A] = |[Ww(T)| elde edilir. Yani

homomorfizmidir.

. T;, T,e0rth (E) ve x€eE igin

wr:E >R, wr (x) =w(T(x))

wr,:E = R, wr,(x) = w(T,(x))

olsun.

Ker(w) € Ker(le) = A4, €Rvar: wr, = 4w

Ker(w) € Ker(WTZ) = 3eRvar: wr, = L,w

w  orgi

T,x =y denirse wr,(x) = w(T,x) = w(y) = ,w(x) olur ve yeE olmasindan

WT1T2(X) = W(T1Tz(x)) = W(T1(T2(x)) =w(T1(y)) = Lw(y) = LAw(x)
bulunur. Oyleyse W(T,T,) = 4,1, = W(T,;)W(T,) esitliginden W ¢arpimsaldr.

Bu durumda weH,,, (Orth(E)) dir.
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(i) H(E), E’nin noktalarin aywrsm. T, T,eOrth(E) ve T, # T, olsun. En az bir
0 # xeE igin T;(x) # T,(x) dir. (i) den weH(E) i¢in wT; = w(T)w ve wT, =
w(T,)w olacak sekilde en az bir WeH,, (Orth(E)) vardir. H(E), E’nin noktalarini
ayirdigindan wT; # wT, dir. Buradan w(T;) # w(T,) olur. Bu durumda
H,,(Orth(E)), Orth(E) nin noktalarmi ayirir.

Lemma 3.2:

E Arsimedsel f-cebiri ve weH(E) olsun. Her x,yeE igin w(xy) = aw(x)w(y)

olacak sekilde a = 0 reel sayis1 vardir ve tektir.

fspat

weH (E) ise Onerme 3.2°den her xeE ve her Te Orth(E) igin
w(Tx) = w(T)w(x) *)

olacak sekilde weH,,, (Orth(E)) vardir ve tektir.

x€eE i¢in M, ile gosterilen ¢arpim doniisimii sira smirlidir. y, zeE ve y_| z olsun. E
f-cebiri oldugundan Teorem 2.3.4” den |M,.(y)|Alz| = |xy|Alz| = 0 olur. Buradan
M,e Orth(E) dir. Ayni sekilde My e Orth(E) dir. (*) esitliginden

w(M,(y)) = w(xy) = w(M,)w(y)
W(My(Y)) =w(xy) = W(My)w(x)

esitlikleri elde edilir. w(x) = 0 veya w(y) = 0 olmas: durumunda her aeR i¢in

esitlik saglanir. w(x) # 0 ve w(y) # 0 igin

WMy _ W(My) _
w@) W)
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olarak belirlenirse buradan w(xy) = aw(x)w(y) olacak sekilde a reel sayisi
bulunmus olur. Ayrica her xeE i¢in w donilisiimiiniin pozitif olmasindan ve Teorem

2.3.4den 0 < w(x?) = aw(x)w(x) = a(w(x))? dir. Buradan a > Odur.

3.3. Tanim

E Arsimedsel f-cebiri ve weH(E) olsun. Her x,yeE i¢in w(xy) =0 ise w

dontistimii singtiilerdir denir.

weH (E) doniisiimiiniin singiiler olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul Lemma 3.2 de

w(xy) = aw(x)w(y) esitliginde @ = 0 olmasidur.

3.4. Lemma

E yari-asal Arsimedsel f-cebiri i¢in H(E), E’nin noktalarini ayirsin. Bu durumda

H(E)’deki singiiler olmayan 6rgii homomorfizmleri de E’nin noktalarini ayirir.

fspat

H(E), E’nin noktalarmni ayirsin. xeE*+, x # 0 olsun. E yari-asal f-cebiri oldugundan
x>0 iken x2 >0 dir. H(E), E’nin noktalarim1 ayirdigindan w(x?) > 0 olacak
sekilde en az bir weH (E) vardir. Lemma 3.2’den w(x?) = aw(x)w(x) > 0 olacak
bigimde a >0 reel sayisi vardir. Buradan w singiiler degildir ve w(x) # 0
oldugundan H(E)’deki singiiler olmayan 6rgii homomorfizmleri de E’nin noktalarini

ayIrr.

3.5. Sonug

E Arsimedsel f-cebiri olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

(i) Her weH(E) singiiler olmayan 6rgii homomorfizmi i¢in aw ¢arpimsal olacak

sekilde a > 0 reel sayis1 vardir ve tektir.
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(i) E yarr-asal f-cebiri ve H(E), E’ nin noktalarini ayiriyorsa, H,,(E) de E’ nin

noktalarini ayirr.
fspat

() weH(E) singliler olmasin. Lemma 3.2°den her x,yeE igin w(xy) =
aw(x)w(x) olacak sekilde 0 < a reel sayis1 vardir ve tektir. Burada w singiiler
olmadigmdan a sifirdan farkhdir ve (aw)(xy) = aw(xy) = a?w(x)w(y) =

(aw)(x)(aw)(y) esitliginden aw ¢arpimsaldir.

(i) E vyarr-asal f-cebiri ve H(E), E’nin noktalarin1 ayirsm. Lemma 3.4’den
H(E)’deki singiiler olmayan oOrgii homomorfizmleri de E’nin noktalarini ayirir.
Buradan 0 < xeE icin 0 < w(x) olacak sekilde singiiler olmayan bir weH (E)
vardir. (i)’ den aw carpimsal olacak sekilde 0 < a reel sayist vardir ve tektir. O

halde (aw)(x) # 0 olup H,,(E), E’ nin noktalarini ayirir.
3.6. Lemma

E Arsimedsel f-cebiri ve D, E’nin sayilabilir bir altkiimesi olsun. Bu durumda ({D))
f-cebiri sayilabilir bir kiime tarafindan {iiretilen Riesz uzayina esittir ve H({(D))),

({D))’nin noktalarin1 ayirir.

fspat

D < E* olsun.

S = {alaz e Ayt QE D,j=1,.2, ...,n;neN}

olarak tanimlanan kiime E* nin altkiimesidir ve sayilabilirdir. § € ({D)) olmasindan

(S) < ((D)) dir.

L = {xeE: xS < (S)}
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kiimesi E’ nin alt uzayidir. xeL olsun. Bu durumda her yeS € E* igin xye(S) dir.
Buradan |x|y = |xy|e(S) olur. Dolayisiyla L, E’ nin Riesz alt uzayidir. L Riesz alt
uzay ve S € L oldugundan (S) € L dir. Boylece (S)S € (S) dir. Benzer sekilde

M = {xeE: x(S) € (S)}

kiimesi E” nin Riesz alt uzaydir ve (S)S € (S) oldugundan S € M dir. Buradan
(S) € M olup (S)(S) < (S) bulunur. Béylece (S), E’nin f-altcebiridir.

D < (S) ve (S) f-altcebir oldugundan ({(D)) < (S) dir. Boylelikle ({(D)) = (S) dir.
Dolayisiyla ({(D)) sayilabilir bir kiimenin iirettigi Riesz uzayma esit oldugundan

temsil edilebilirdir. Yani H({{D))), {({D))’ nin noktalarin1 ayurir.

3.7. Sonug

E Arsimedsel yar1 asal f-cebiri ve D, E’nin sayilabilir bir altkiimesi ise H,, ({{D))),

((D))’ nin noktalarini ayirir.

fspat

D, E’ nin sayilabilir bir altkiimesi ise Lemma 3.6 dan H({(D))), ({D))’ nin
noktalarini ayirir. Sonug 3.5(ii) den H,,, ({{D})), {{D))’nin noktalarmi ayirir.

E Arsimedsel f-cebiri ve a,,a,,...,a,eE olsun. Sabit terimi olmayan bir f reel
polinomu i¢in x4, x5, ..., X, reel degiskenleri yerine a, ..., a,, degiskenleri alinarak E

nin f(ay, ..., a,) eleman elde edilir.

3.8. Onerme

E yari-asal Arsimedsel f-cebiri ve a,,a,,...,a,€E olsun. f ve g fonksiyonlar1 n
degiskenli, sabit terimsiz, reel polinomlar ve f~1({0}) < g~*({0}) olsun. O halde
f(a4,...,a,) = 0iken g(ay, ...,a,) = 0 du.
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fspat

weH,,(({ay, ...,ay))) ve f(ay,..,a,) =0 olsun. w(ay),..,w(a,)eR i¢in w
carpmmsal ve lineer oldugundan f(w(a,),..,w(a,)) =w(f(a,,..,a,)) =0 di.
Hipotezden f~1({0}) € g~ *({0}) oldugundan g(w(a,),..,w(a,)) =0 d.
Buradan herhangi weH,,({{a,, ..., a,))) i¢in w(g(ay,...,a,)) =0 bulunur. Sonug
3.7deng(ay,..,a,) = 0 dir.

3.9. Tanim

E Arsimedsel Riesz uzayi olmak iizere aq, a,, ..., a,€E ve feH (R™) verilsin. Her
weH ({aq, ..., a,, b)) icin w(b) = f(w(a,),w(ay), ...,w(a,)) olacak sekilde bir

beE varsa f (a4, ay, ..., a,) E’ dedir denir ve b = f(a4, a,, ..., a,) ile gosterilir.

b = f(ai,ay,...,a,) Ve L, E’nin aq,a,, ..., a,, b eclemanlarini i¢ceren Riesz alt uzayi
ise her weH(L) i¢in w(b) = f(w(a,),w(ay), ...,w(a,)) olur. Buradan asagidaki

lemma kolaylikla elde edilir.

3.10. Lemma

E Arsimedsel Riesz uzayi, aq,a,,...,a,€E ve feH (R") icin b = f(ay,ay, ...,a,)
olacak sekilde beE varsa tektir.

fspat

feH (R™) olsun. Her weH({ay, ..., a,, b1, by)) ig¢in w(b;) = f(w(a,), w(ay),
., w(ay)) ve w(by) = f(w(a,),w(ay),...,w(a,)) olacak sekilde by, b,eE olsun.
Bu durumda w(b,) = w(b,) olup ve H({ay, ..., a,, by, by)) , {a4, ..., an, by, by) Nin

noktalarini ayirdigindan b; = b, dir.
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3.11. Lemma

E Arsimedsel Riesz uzayi, aq,a,, ...,a,, beE i¢in G € H({a4, a,, ..., a,, b)) ve her
weG i¢in w(b) = f(w(ay), ..., w(a,)) olsun. G,{a,,a,, ..., a,,b) nin noktalarmi

aywrsm. O zaman b = f(ay, ...,a,) dir.

fspat

e = |la;| + lay| + -+ |b| , {ay, a,, ..., a,, b) nin giiglii birimidir.
Q = {weH({aq,a,, ...,a,, b)):w(e) =1}

olmak tizere x;,x,€{a; a,, ..,a,,b) icin x; #x, olsun. Bu durumda
H({ay,...,a,, b)), (ay,..,a,b) nin noktalarmi ayrrdigindan en az
bir weH ({a4, ..., a,, b)) igin w(x;) # w(x,) dir. Burada w doniisimii sifirdan

farklidir ve w(e) # 0 dir. 1eR igin w(e) = 1 denirse w, =% icin - wy(x;) #

wo (x,) ve wyeQ olur. Dolayisiyla Q, (a4, a,, ..., a,, b) nin noktalarmi ayirir.

(*) Ayrica b = f(a;,ay,...,a,) Olmasi i¢cin gerekli ve yeterli kosul her weQ igin
w(b) = f(w(ay), ...,w(a,)) olmasidr.

(=) b= f(a;,ay,..,a,) olsun. Tanim 3.9’ den her weH({aq,a,, ..., a,, b))
icinw(b) = f(w(a,), ...,w(a,)) oldugundan her weQ i¢in de w(b) =
fw(ay), ...,w(ay,)) dir.

(&) Her weQ igin w(b) = f(w(ay),...,w(a,)) olsun. weH({a,, ay, ..., ay, b))
alalim. w doniistimiiniin sifir olmasi durumunda ispat asikar. w # 0 olsun. wyefQ i¢in
w = Aw, olacak sekilde AeR vardir. Bu durumda wy(b) = f(wy(a,), ..., wo(a,)) ve
f fonksiyonu pozitif homojen oldugundan Awy(b) = f(Awy(ay), ..., Awy(ay)) olur.

Buradan b = f(ay, ay, ..., a,) dir.
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Simdi A = {w(e) lw:weG,w(e) # 0} olsun. Herhangi xe(a,,...,a,,b) Ve

weH ({aq, ay, ..., a,, b)) i¢in
x:0-R
x - xX(w) =w)
seklinde tanimlanan doniisiim anlamli ve 1yi tanimhidir.
®: ({(ay, ..., ap, b)) » RY
x->d(x)=%

seklinden tanimli doniisiim anlamli, iyi tanimli ve lineerdir. Bu doniisiimiin
({aq, ..., a,,b)y’den R? icine orgii izomorfizm oldugunu gosterelim. %,9eR? i¢in
X =79 olsun. Her weQ i¢in X(w) = y(w) dir ve buradan w(x) = w(y)dir. Q,
({ay, ..., a,, b))’ nin noktalarin1 ayirdigmdan x = y olur. Bu durumda ® doniistimii
birebirdir. xe{{a, ..., a,, b)) ve her weQ i¢in w 6rgii homomorfizmi oldugundan
xlw) = w(lx]) = lw@)| = [W)| = [](w) dir. Oyleyse ® orgi

homomorfizmidir. Yani @ doniisiimii 6rgii izomorfizmdir.

Q lizerinde {X:xe(a,,...,a,,b)} fonksiyonlar: tarafindan iiretilen zayif topoloji
diistiniiliirse bu topolojiye gore Q Kompakt Hausdorff uzaydiwr. A, (a,, ..., a,, b) nin

noktalarmi ayrrdigindan A, Q i¢inde yogundur.

weQ igin A=Q oldugundan {w,}eA neti vardir ve w, — w zayif topolojiye gore

yakmsar. Hipotezden b(w,) = f(a;(W,), ..., 4, (w,)) dir ve f siirekli oldugundan
b(we) = f(a1(Wy), ., (W) = we(B) = f(we(ay), ..., walay))

= limg (We (b)) = limg (f (We(@y), ..., Wa(ay)))
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=w(b) = f(w(ay),...,w(a,))

bulunur. O halde her weQ icin w(b) = f(w(ay), ..,w(a,)) dir ve (*) dan
f(all "';an) dir

3.12. Sonug

E Arsimedsel Riesz uzayi, L € E, a, ..., a,, beL ve H(L), L’nin noktalarini1 ayiracak
sekilde E’nin Riesz alt uzayr olsun. feH(R™) ve her weH(L) i¢in w(b) =
fw(ay),...,w(ay,)) ise b = f(ay, ..., ay,) dir.

fspat

Lemma 3.11 de G yerine H(L) diisiiniiliirse ispat1 agiktir.

Verilen a4, ..., a,€E elemanlar1 i¢in F(a,, ..., a,) su sekilde tanimlansin;
F(ay, ..., a,) = {feH (R"): f(ay, ...,a,) E'de vardir }

Ayrica  Xq,..,X,€R olmak iizere e;(xy,..,x,) =x; (j=1,..,n) seklinde
tanimlanan e; fonksiyonlar1 R™ {izerinde siirekli ve pozitif homojen oldugundan her
j=1,..,n igin ejeH(R") dir. Bu fonksiyonlarin iirettigi Riesz alt uzay1 Fyile

gosterilsin.
3.13. Onerme

E Arsimedsel Riesz uzayi, ay, ..., a,€E verilsin. O zaman F(aq, ..., a,), H(R™) nin
Riesz alt uzayidir ve F(aq,..,a,)’den E i¢ine ®(f) = f(ay,...,a,) seklinde

tanimli doniisiim 6rgli homomorfizmidir.
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fspat

Her j=12,..,n iin eeH(R™) olup her weH({ay,..,a;)) i¢in
ej(w(al), ...,W(an)) = w(a;) olacak sekilde a;eE oldugundan e;(ay, ...,a,) E’ de

vardir ve boylece e;eF(ay, ..., a,) dir. Budurumda F(ay, ...,a,) # @ dir.

F(aq,...,a,) nin H(R™)’nin Riesz alt uzayr oldugunu gdstermek i¢in
f,g € F(ay,...,a,) olsun. Bu durumda b, = f(ay, ...,a,) ve b, =g(ay,..,a,)
E’de  vardr. Tamm 3.9 dan her weH({ay,..,a, by, by))  igin
w(by) = f(w(ay),...,w(a,)) ve w(b,) = g(w(a,), ..., w(a,))dir. w doniisiimiiniin
lineer olmasindan w(b; + by) = w(by) + w(b,) = f(w(a,), ...,w(a,))
+g(w(ay), ..., w(ay))=(f+g)((w(ay), ..,w(a,)) olur. Buradan b, +b, =
(f +g)(ay,...,a,) bulunur ve boylece f+ geF(ay,..,a,) dir. AeR ve
feF(ay, ...,a,) icin AfeF(ay,..,a,) ve |fleF(ay,...,a,) oldugu benzer yolla

gosterilebilir. Bu durumda F(ay, ..., a,), H(R™)’ nin Riesz alt uzayidur.

® donigiimiiniin 6rgii homomorfizmi oldugunu gostermek i¢cin feF (a4, ...,a,)
olsun. f(ay,...,a,),E’de vardir ve her we H({ay,..,a, b)) i¢cin w(b) =
fw(ay), ...,w(a,)) olacak sekilde beE vardir. w 6rgii homomorfizmi ve

F(a4, ..., a,) Riesz alt uzay olmasindan
Ifl(w(ay), ..,w(ay)) = If w(ay), ..,w(ay)) | = Iw(b)| = w(|bl)
olacak sekilde bir |b|eE bulundugu igin |b| = |f|(ay, ..., a,) yazilir. Buradan
oD = Ifl(ay, .., an) = bl = |f(ay, .., an) | = [ @)
olur. Bu durumda @ doniisiimii 6rgii homomorfizmidir.
3.14. Onerme

E Arsimedsel Riesz uzayi, a4, a,, ..., a, €E verilsin.
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() Fy € F(ay,...,ay),
O:Fy - E
f - (D(f) = f(all "'lan)

Seklinde tanimli doniisim 6rgii  homomorfizmidir ve CD(ej) =a;(j=

1,....,n) esitligi ile tektir. Ayrica ®(Fy) = (a4, ..., a,) dir.
(i) E dizgiin tam ise F(ay, ..., a,) de diizgin tamdir.
fspat

(i) Her j=1.2,..,n icin ejeF(ay,..,a,) oldugundan Fy& F(ay,..,a,) dir.
Onerme 3.13 deki F(ay, ...,a,) —» E doniisimii 6rgii homomorfizmi oldugundan
®: Fy = E doniisiimii 6rgii homomorfizmidir. Simdi T: Fy — E 6rgii homomorfizmi
olsun ve j =1,...,n i¢in Te; = a; saglansm. G = {feFy: ®f = Tf} kiimesi Fy nin
Riesz alt uzayidrr. j = 1,2, ...,n i¢in ®e; = Te; olmasindan Fy € ¢ dir. Bu durumda

Fy = G olup T = @ dir. Boylelikle @ doniisiimii ®e; = a; esitligi ile tektir.

® doniisiimii 6rgii homomorfizmi oldugundan ®(Fy) E’nin Riesz alt uzay1 olup
j=1,..,n igin a;e®(Fy) olmasindan (ay, ..., a,) € ®(Fy) dir. Benzer sekilde
d1({ay,...,a,)) F(ay,..,a,) nin Riesz alt uzaydr. j=1,..,n igin
e;e® ' ({ay, ..., a,)) oldugundan Fy € ® '({a,,..,a,)) dir ve ®(Fy) S

(ay, ..., ap) olur. Bu durumda ®(Fy) = {(ay, ..., a,) dir.

(i) E dizgin tam olsun. v =|eq| + |ex| + -+ |e,| H(R™) nin gicli
birimidir. X (R™) deki diizgiin topoloji v-diizgiin topolojidir. wveFy ve
v(ay, ...,a,) = lag| + -+ |a,] dir. u=la|+-+|a,l olsun. {fin}m=1
F(ay, ..., a,) bir Cauchy dizisi ve bir feH (R™) igin f,,, f’e v-diizglin yakinsak
olsun. @ 6rgii homomorfizmi oldugundan {®(f;,,)};m=, E’de u-Cauchy dizisidir. E

diizgiin tam oldugundan ®(f,,) E’nin bir b elemanina u-diizgiin yakinsaktir.
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fm(ay, ..., a,) = by, diyelim. L ={ay,..,a,,b,by,b,y,..) icin H(L),L’ nin
noktalarini aywrir. Herhangi weH (L) igin w( by, ) = frn(w(ay), ..., w(a,) ) dir. w
orgli homomorfizmi ve f donigiimii siirekli oldugundan w(b,) »w(b) ve
fn(w(ay),..,w(a,)) - f(w(a,),..,w(a,)) olur. Buradan w(b) = f(w(a,),
..,w(a,)) dir. Sonu¢ 3.12 den b= f(ay..,a,) olur. Tanom 3.9 dan

f(Cay,...,a, )eF(ay, ..., a,) oldugu i¢cin F( ay, ..., a,) dizgin tamdir.

Bu boliimde Fy’nin H(R™) i¢inde diizgiin yogun olmasmi kullanacagiz. Gergekten
S = {xeR™: |x;| + |x,| + -+ + |x,| = 1} kiimesi i¢in f — f|S doéniisimii H (R™)
den C(S) tlizerine orgl izomorfizmidir. S Kompakt metrik uzay ve Fy, S’nin

noktalarmi ayirir. Stone-Weierstrass teoreminden Fy = # (R™) dir.
3.15. Teorem
E diizgiin tam Riesz uzay1 ve ay, ..., a,€E olsun. O zaman F(ay, ..., a,) = H(R"),
O: H(R") - E
f- o) = f(ay, ., an)

seklinde tanimli doniisiim 6rgii homomorfizmidir ve ®(e;) = a; esitligi ile tektir.

Ayrica ®[H(R™)] =(ay, ...,a,) dir (Burada (ay,..,a,), u=la|l+ -+ |a,l|

olmak tizere (ay, ..., a,)’nin E i¢inde u-diizgiin kapanisidir).
fspat

Onerme 3.14 den FyS F(ay,..,a,) dr. FyS F(ay, .., a,) = F(ay, ..., a,) Ve
Fy = H(R") olmasindan H(R™)= F(ay,..,a,) olur. Onerme 3.13 den

®: H(R™) - E doniisiimii 6rgli homomorfizmidir ve ®(e;) = a; esitligi ile tektir.

v =le.| + |lez| + -+ |e,| olsun. (ay,..,a,) € E Riesz alt uzay1 igin Lemma

2.2.33 den (ay,..,a,) E’nin u-diizgin kapali Riesz alt uzayidir. @ orgi
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homomorfizmi oldugundan ®~*({a,, ..., a,)), 7 (R™) nin v-diizgiin kapali Riesz alt
uzayidir. j = 1,..,n i¢in eje®*({ay, ...,a,)) oldugundan Fy € ®~*({ay, ..., a,))
dir ve H(R") = Fy € @ '({ay, ..., a,)) olur. Bu durumda ®[H (R™)] = {(a,, ..., a,)

dir.
Yani-asal f-Cebirlerinde Fonksiyonel Hesap

R™ iizerinde tamimli, Xxq,X5,..,Xx, terimli sabit terimi olmayan polinom
fonksiyonlarm cebirini  Py(R™) ile gosterelim. Herhangi peP,(R™) ve
a,,a,, ..., a,€E  icin p(a4,...,a,)€E elemanint x4, x,,...,x, degerleri yerine
a,,a,, ...,a, degerleri konularak elde edilir. p — p(ay,..,a,) donlsimi
Py(R™)’den E igine cebir homomorfizmi tanimlar. Bu boliimde fonksiyonel hesap

daha genis fonksiyon siniflarinda calisilmistir.
3.16. Lemma

E vyari-asal Arsimedsel f-cebiri, a,, ...,a,€E ve peP,(R™) olsun. Bir beE igin
asagidaki ifadeler denktir.

(i) b=play,.., a,)
(i) HerweH,,({{ay, ..., a,, b)) i¢cin w(b) = p(w(ay), ..., w(a,)) dir.
fspat

(i=ii) b =p(a4,...,a,) olsun. Her weH,,({{a, ...,a,, b))) i¢in w doniisiimiiniin
carpimsal ve lineer olmasindan wf(a,),...,w(a,)eR i¢in p(w(al),...,w(an)) =

w(p(ay, ..., a)) = w(b) olur.

(ii=i) Her weH,,({{ay, ...,an, b)) i¢cin w(b) =p(w(a,),..,w(a,)) olsun. Ayni

sekilde w garpimsal ve lineer oldugundan w(b) = W(p (a4, ..., an)) olur. Sonug 2.7



43

den H,,({{ay,..,a,, b)), {{ai,..,a, b))’nin noktalarm ayirdigindan b =

p(ay, ..., ay,) olur.

3.17. Tanim

E Arsimedesel yari-asal f-cebiri ve C°(R™) ={f:R" >R | f(0) = 0} olmak
iizere, aq,...,a,€E ve feC°(R™) olsun. Her weH,,({{a4, ..., a,, b)) i¢in w(b) =
fw(ay),...,w(a,)) olacak sekilde beE varsa f(aq,..,a,), E’de vardir ve

b = f(ay, ...,ay) ile gosterilir.

Lemma 3.10° de oldugu gibi burada da feC°(R"™) ve ay,..,a,€eE igin b =
f(ay, ..., ay) olacak sekilde bir beE varsa tek oldugu agiktir.

3.18. Lemma

E Arsimedsel vyari-asal f-cebiri, ay,..,a, beE ve feC°(R™) olsun. A,
({ay, ..., a,, b)) nin noktalarmi ayiran H,,({{(ay, ..., @, b)))’nin bir altkiimesi ve her

we icin w(b) = f(w(ay), ..., w(a,)) olsun. O zaman b = f(ay, ..., ay)dir.

fspat

Q= H,,({{ay, ..., an, b))) olsun. Her weQ igin

x: Q- R

w- T(w) =w(x)

seklinde tanimlanan doniistim anlamli ve iyi tanimhidir.

®: ((ay, ..., ap, b)) » RY

x->d(x)=%
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seklinden tanimli donlisim anlamli, iyi tanimli ve lineerdir. Bu doniisiimiin
({ay, ...,a,,b)y’den R? icine carpimsal orgii izomorfizmi oldugunu gdsterelim.
%,9eR? igcin £ = § olsun. Her weQ i¢in £(w) = $(w) dir ve buradan w(x) =
w(y)dir. Q, {{ay, ..., a,, b))’ nin noktalarmi ayirdigindan x = y olur. Bu durumda @
doniisimii birebirdir. xe{{ay, ..., a,, b)) ve her weQ igin w o6rgii homomorfizmi
oldugundan [x](w) = w(lx]) = lw(x)| = |2w)| = |2]|(w) dir. Oyleyse @ o6rgii
homomorfizmidir. x,ye({a4, ..., a,, b)) ve her weQ i¢in w ¢arpimsal oldugundan
xy(w) = w(xy) = wlx)w(y) = x(w)j(w) = (£9)(w) dir.O halde @ garpimsaldir.

Yani @ doniisiimii garpimsal 6rgii izomorfizmidir.
A ={x:xe{{a,, ...,a,, b))}

olmak 1iizere A’'nin Q iizerinde izdisel topolojisi zayif topolojidir.
0 < xe{{ay, ..., ay, b)) olmak iizere Q(X)={weQ:X(w) >0} nin Q i¢in taban

oldugunu gosterelim.

0 < xe{{ay, ..., anp, b)) icin Q(x,a)={weQ:2(w) > a} olsun.Oncelikle Q(x,a) =
Q(z) olacak sekilde 0 < ze{{aj, ...,an, b)) elemanmin varh@mi gosterelim. u =
la,| + -+ |a,| + |b] olsun. Her weQ ig¢in w(u) > 0 dir. aeR olmak iizere we

Q(x,a) olsun. Her xe{{a, ..., a,, b)) i¢in
Iw)=wx)>a=>wkx)—a>0
> w((xu—au)t) >0

olmasindan weQ((xu — au)*) olur. Yani Q(x,a) € Q((xu —au)*) dir. Simdi

we Q((xu — au)™) olsun.
w((xu —au)t) > 0= (wlxu — au))* >0

s>w(xu-—au) >0
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s>wlx)>a

olmasindan we Q(x,a) olur. Yani Q((xu—au)*) € Q(x,a) dir. Bu durumda

Q(x,a) = Q(z) olacak sekilde z = (xu — au)* elemani vardir.
S = {(=, ), (a,): a, feR}
kiimesi R iizerindeki aligilmis topoloji R* i¢in bir alt tabandir.
o={2"1(V):VeS, 2eA} = {71 (—00, ), 27 (a, 0): a, BeR, XA}
= {#71(a, ©): aeR, XA}
= {{WGQ: x(w) > alk aeR,J?eA}
= {{WEQ:J?(W) > 0}: aeR,a?eA““}
= {Q(X): aeR, xeAt}

Bu durumda @ doniisiimii 6rgti izomorfizmi oldugundan Q(x) de Q tizerindeki zayif

topoloji i¢in bir alt tabandir.
Q(x) N ..nQ(x,) = QA . Axy) = Q(x)
oldugundan (Q(x), Q icin bir tabandur.

Q iizerindeki zayif topolojiye T denirse, A = Q olmasi igin gerek ve yeter kosul her
Uet igin ANU # @ olmasidir. o alt taban oldugundan her Ueos igin ANU # @
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Herhangi Ueo olsun. O zaman en az bir
XeAtigin U = Q(x) = {weQ:X(w) >0} olur. x=0 igin Q(x) =0 olur. 0+
xe{{ay, ..., ap, b)) i¢in A, {{(a4, ..., a,, b)) nin noktalarmi ayirdigindan en az bir wyeA
icin wy(x) # 0 ve wy pozitif oldugundan wy(x) > 0 dir. Bu durumda wyeU olup
AN U # @ dir. O halde A, Q iginde yogundur.
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weQ olsun. A = Q oldugundan weA dir. Bu durumda A iginde en az bir {w,} neti
w, > w olacak sekilde vardir. Hipotezden wg,(b) = f(we(ay), ..., wq(ay)) dir.
Buradan b(w,) = f(a,(Wy), ..., 4,(W,)) olur. A tarafindan iiretilen Q iizerindeki
zayif topoloji diisiinillirse f fonksiyonunun siirekli olmasmdan b(w) =
f(@,w), ..., a,(w)) dir. Bu durumda her weQQ = H,,,({{ay, ..., a,, b))) i¢in w(b) =
fw(ay), ...,w(a,)) dir ve bu da Tanim 3.17 den b = f(a,, ..., a,,) olmas1 demektir.

3.19. Sonug

E Arsimedsel yari-asal f-cebiri, aj,...,a,, beE ve feC°(R™) verilsin. Asagidaki

ifadeler denktir.

(I) b = f(al' ""an)

(i)  E’nin a4,...,a,, b elemanlarmi igeren ve H,,(A), A’nin noktalarin1 ayiracak
sekilde A f-altcebiri vardir ve her weH,, (A4) i¢in w(b) = f(w(ay), ..., w(ay,))
dir.

(iii) E’nin aq, ..., a,, b elemanlarmi igeren herhangi f-altcebiri A olmak tizere her

weH,, (A) icin w(b) = f(w(ay), ..., w(a,)) dir.
fspat

(i=ii) b = f(ay, ..., ay) olsun. O zaman Tanim 3.17 den her weH,, ({{a4, ..., an, b)))
icin w(b) = f(w(ay), ..., w(lay))dir. A = {{(ay, ..., a,, b)) alindiginda her weH,,(A)

icin w(b) = f(w(a,), ..., w(a,)) saglanmis olur.

(ii = iii) E’nin a, ..., a,, b elemanlarini igeren ve H,,(A4), A’nin noktalarini ayiracak
sekilde bir A  f-altcebiri var olsun ve her weH,,(A) igin
w(b) = f(w(ay), ...,w(a,)) saglansin. Lemma 3.18 den b = f(ay, ..., a,,) bulunur
(Tanim 3.17’e gore). E’nin aq, ..., ay, b elemanlarin i¢eren herhangi f-altcebiri B

olsun. D = ({a, ..., a,, b)) denirse her weH,,(B) i¢in w |, € H,,({{ay, ..., a,, b)))
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oldugundan Tanim 3.17 den w |, (b) = f(w Ip (a;),...,w |p (a,)) olur. Boylece
her weH,,,(B) i¢in w(b) = f(w(a,), ..., w(a,)) dir.

(iii = i) E’nin aq, ..., a,, b elemanlarini igeren herhangi f-altcebiri A olmak {izere
her weH,,,(A) i¢in w(b) = f(w(a,), ..., w(a,)) olsun. Buradan {{ay, ..., a,, b)) de
E’nin a4, ...,a,,b eclemanlarin1 igeren herhangi f-altcebiri oldugundan  her
weH,, ({{ay, ..., ay, b))) i¢in w(b) = f(w(a,), ...,w(a,)) olur. O halde Tanim 3.17
den b = f(ay, ..., a,) dir.

Verilen a4, ..., a,€E elemanlar1 i¢in A(ay, ..., a,) su sekilde tanimlansin
A(ay, ...,a,) = {feC°(R"): f(ay, ...,a,) E'de vardr }
3.20. Onerme

E  Arsimedsel yari-asal f-cebiri, ay,..,a,€E verilsin. Bu durumda
A(ay, ..., a,), C°(R™)’nin f-altcebiridir ve

®:A(ay,...,a,) o E
f - @) =f(ay, ..., an)
seklinde tanimli doniisiim ¢arpimsal 6rgii homomorfizmidir.
fspat

X1, ., Xp€R igin €j(xq,...,x,) = x; (j = 1,2,...,n) seklinde tanimli doniisiimler
C°(R™)’nin elemanlar1 olup ay, ..., a,€E i¢in e;(ay, ..., a,) E’de vardir. Bu durumda

Alay, ..., a,) # @ drr.

A(ay, ..., a,) kiimesinin C°(R™)’ nin Riesz alt uzay1 oldugu Onerme 3.13 deki gibi
kolayca gorilir. f,geA(ay,...,a,) i¢in f(ay,..,a,) =b ve g(ay,..,a,) =c
E’de vardir. Tammm 3.17 den her weH,, ({{a,..,a,, b,c))) i¢in w(b) =



48

fw(ay),...,w(a,)) ve w(c) = gw(ay), ..., w(ay,)) dir. w garpmmsal oldugu i¢in

(fg)(w(al), ...,W(an)) = w(b).w(c) = w(bc) olur ve buradan (fg)(a, ...,a,) =
bc dir. Boylece fgeA(ay, ..., a,) olup A(ay, ...,a,), C°(R™) nin f-altcebiridir.

®  doniigimiiniin ¢arpimsal Orgii homomorfizmi oldugunu gostermek igin
f,geA(a,, ...,ay) olsun. f(ay,...,a,) = b ve g(ay, ...,a,) = ¢ E’de vardir ve her
weH,,({({ay, ...,an, b,c))) icin  w(b) = f(w(ay),..,w(a,)) ve w(c)=
gw(ay), ...,w(a,)) dir. ®(fg) = (fg)(a,, ...,a,) = bc = ®(f)P(g) oldugundan
® carpmsaldir. w 6rgii homomorfizmi ve A(ay, ..., a,) Riesz alt uzay olmasindan

her WEHm (((all ey Ay, |b|))) lgln

w(|b]) = lw(b)| = If (w(ay), ..., wla )| = If[((w(ay), ..., w(an))

olacak sekilde bir |b|eE bulundugu i¢in |b| = |f|(ay, ..., a,) dir ve buradan

O(fD) = Ifl(ay, .., an) = |bl = |f(ay, .., an) | = [@(f)]
olur. Bu durumda @ doniistimii ¢arpimsal 6rgii homomorfizmidir.

3.21. Onerme

E vyari-asal Arsimedsel f-cebiri ve ay,...,a,eE olsun. A(ay,...,a,)NH(R™) =
F(aq, ..., a,) dir ve feF(ay, ..., a,) icin Tanim 3.9 ile Tanim 3.17 cakisir.

fspat

feF(ay,...,a,) olsun. F(ay,..,a,)’nin tammindan feH (R™) dir ve her
weH({ay, ..., an, b)) i¢in w(b) = f(w(a,), ...,w(a,)) olacak sekilde beE vardir.
Her w'eH,,({{ay, ...,an, b)) i¢in {ai,..,a,b)=A denirse w'l, (b) =
fw'ly (ay),...,w' 4 (ay)) olur. Buradan feA(ay, ..., a,) ve Tanim 3.17’¢ gore
b = f(ay, ..., ay) dir. Budurumda F(ay, ..., a,) € A(ay, ..., a, ) NF(R™) dir.
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Simdi feA(ay, ..., a,)NH(R™) olsun. Sonu¢ 3.5 den her weH ({{ay, ..., ay, b))
singililer olmayan Orgii homomorfizmleri i¢in aweH,,({{a4, ..., a,, b))) olacak
sekilde 0<a reel sayisi vardir. A(ay, ..., a,) nin tanimindan
aweH,, ({{a, ..., ay, b)) i¢in aw(b) = f(aw(a,), ...,aw(a,)) olacak sekilde beE
vardir. f pozitif homojen oldugundan w(b) = f (w(a,), ..., w(a,)) olur. Lemma 3.6
dan H({{ai,...,a,, b)), {{ai,..,a,, b))’ nin noktalarmi aymrir. Lemma 3.4 den
H({{a4, ..., ay, b)))’de singiiler olmayan 6rgii homomorfizmleri {({ay, ..., a,, b)) nin
noktalarin1 ayirir. Lemma 3.11°den feF(ay,...,a,) ve Tamm 3.9’a gbre b =
f(a4, ...,a,) dir. O halde A(ay, ..., a,) NH(R™) € F(ay, ..., a,) bulunur.

X1, Xp€R igin  ej(xq, ..., %) = x; (j = 1,2,...,n) seklinde tammlansm. Bu

fonksiyonlar tarafindan iiretilen f-cebiri Ay ile gosterilsin.
3.22. Onerme
E Arsimedsel yari-asal f-cebiri, a4, ..., a, €E olsun.
() Ay € A(ay, ..., ay),
O:Ay - FE
f—- @) = flay, ...,an)

seklinde tanimli doniisiim ¢arpimsal 6rgii homomorfizmidir ve CD(ej) =

a; (j = 1, ....,n) esitligi ile tektir. Ayrica ®(Ay) = ({(ay, ..., ay)) dir.
(i)  Ediizgiin tam ise A(ay, ..., a,) de diizgiin tamdir.
fspat

(i)  weH,({ay,..,a,,b}))) alalm. j=1,..,n icin ej(ay,..,a,) =a; olacak

sekilde a;eE oldugundan ejeA(ay,...,a,) dir. Buradan Ay € A(ay, ...,a,) f-
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altcebiridir. Onerme 3.20 den A(ay, ...,a,) = E carpimsal érgii homomorfizmi
oldugundan ®: Ay — E carpimsal 6rgii homomorfizmidir. Tekligi 6nerme 3.14 de

oldugu gibi kolayca gortiliir.

® carpimsal o6rgii homomorfizmi oldugundan ®(A4y) de E’nin f-altcebiridir.
j=1,..,n igin CD(ej) =a; oldugundan ay,..,a,e ®(Ay) dir. Buradan
((ay, ...,a,)) € ®(Ay) dir. Diger taraftan ({(ay, ..., a,)), E’nin f-altcebiri oldugundan
O~ 1(({ay, ...,an))), A(ay, ..., ay) nin f-altcebiridir. j=1,..,n icin
eje® *(({(ay, ...,an))) oldugundan Ay € @ 1(((ay, ..., an))) olur. Buradan
D(Ay) S ((aq, ..., ay)) dir. Boylece ®(Ay) = ({(ay, ..., a,)) bulunur.

(i) E diizgin tam olsun. {f}7-, A(ay, ..., a,) iginde bir dizi ve bir feC°(R™)
elemanma goreceli diizgiin yakmnsak olsun. {fi}r=;, A(a4,...,a,) iginde diizgiin
Cauchy dizisidir. Onerme 3.20 den ¢:A(ay,..,a,) = E carpmsal orgii
homomorfizmi oldugundan {®(f,)}7-, E i¢inde diizgiin Cauchy dizisidir. E dizgiin
tam oldugundan ®(f},) E’nin bir b elemanimna goreceli diizgiin yakinsaktir. ®(f;,) =
fi(ay, ...,a,) = by olsun. L = {{ay, ..., a, b, by, by,...)) olmak lizere H,,(L), L’nin

noktalarini ayirir ve her weH,,, (L) i¢gin w(by) = fy(w(ay), ..., w(ay,)) dir. w 6rgii

homomorfizmi ve f fonksiyonu siirekli oldugundan w(by) e, w(b) ve
Tr.u.

fiw(ay), ...,w(a,)) — f(w(a,), ..., w(ay)) olur. Buradan w(b) = f(a,, ...,a,)

olup Lemma 3.18 den b = f(ay,..,a,) dir. Bu durumda Tanim 3.17 den
feA(ay, ..., a,) oldugundan A(ay, ..., a,) diizgin tamdir.

feB(R™) olmak iizere R™ nin sinirh altkiimelerinde lim,f (tx)t~?! limitine diizgiin
olarak sahip olan fonksiyonlarin uzay1 A (R™) ile gosterilsin. Burada her feA (R™)
icin f£(0) =0 dir. Bu kiime C(R™) den gelen siralamayla Riesz alt uzaydir ve
fonksiyonlarin ¢arpimi iglemine goére f-cebiridir. Dahast feA(R™) igin f;(x) =

limgof (tx)t™1 olarak tanimlanirsa f; €H (R™) oldugu asagida gosterilmistir.

fiR™ > R, fi(x) = limgof (tx)t ™! fonksiyonu anlamli ve iyi tammlidir. Siirekli ve

pozitif homojen oldugunu gostermeliyiz. {x,,}m=1, R™ de xeR noktasma goreceli
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diizgiin yakinsak bir dizi olsun. f fonksiyonunun siirekli olmasindan n = % olmak

Uzere
ity oo fy Gty = Limy oo (LMoo f (E xm) )

= Lty (iMoo f (> 2 ) 1)
= limy,_ s (f (lx) n)
= limyof (LX)t~ = fi(x)
0 < Areel sayis1 (A = 0 i¢in pozitif homojen oldugu asikardir) ve h = At igin,
fi(Ax) = limgof (Atx)t™1
= limg,,A 75
= limyoAf (hx)h™1
=limpyof (hx)h™" = 2f; (x)
3.23. Lemma
B(R™) ve A(R™) noktasal siralamaya gore diizgiin tam f-cebiridir.
fspat
C(R™) diizglin tam oldugundan B(R™)’nin C(R™)’de diizgiin kapali oldugunu
gostermek yeterlidir. {f;}o—; , B(R™)’de bir feC(R™) elemanmna goreceli diizgiin

yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda her 0 < € sayisi ve bir fyeB(R™)™" igin |f, —
fl < efy dir. {f}m=q , B(R")’de oldugundan [f,| < M(1 + les| + -+ le )™ ve
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Ifol < K(1+ |eq] + -+ |ey)*olacak sekilde m, k dogal sayilar1 ve 0 < M,0 < K

reel sayilari vardir. t = mak{m, k} olmak lizere

11 < |ful + 1fn = £l
SM@A+ leg] 4+ + e, DY + eK (X + leg] + -+ + ley)*
< (M+eK)A+ |eg| + -+ e, DF

oldugundan feB(R") dir. Dolayisiyla B(R™) diizgiin tamdir.

A(R™)’nin diizgiin tam oldugunu gostermek i¢in B(R™) iginde diizgiin kapali
oldugu gostermek yeterlidir. {f,}r=; , A(R™)’de bir dizi ve feB(R™) elemanina
goreceli diizgiin yakinsak olsun. {f,}r=; , A(R™)’de diizgiin Cauchy dizisidir.
limgyofn (tx)t™ = g, (x) olsun. {g,}x, dizisi H(R™)’nin elemanmidir. En az bir

foeA(R™)™ ve her 0 < ¢ sayisi i¢in R™ uzaymin bir siirl altkiimesinde

Jn(tx) _ Jm(tx)
t t

<e Jo(tx)
t

/() = fn (O] < gfo () =

fo(tx)
t

Ja(tx) _
t

:>limtlo

@| < limg€

fo(tx)
t

Ja(tx) —lim Jm(tx)

: tlo ™, |Sslimt¢0

= | limtlo

. t.
=|gn (%) — gm (X)| < elimyyg fO(tx)

olur. limyy, fO(:x) eH(R") ve H(R") dizgin tam oldugundan  {g,}r=;

dizisi H (R™) i¢inde bir g elemanina goreceli diizgiin yakinsar. O halde

limeyo (f ()t ™) = limyyo(limyy oo f (Ex)t™H)

= limn—»oo (limthfn (tX)t_l)
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= limn—wogn(x) =g(x)

olmasindan R™ uzaymin bir smirh altkiimesinde lim,;o(f(tx)t™1) limiti vardir. Bu

durumda feA (R™) olup A(R™)’nin diizgiin tamdir.
3.24. Onerme

() B®RY ={Te,...en)

(i)  AMR™) = ({ey, .., en))

Ispat

(i) B(R™) diizgiin tam oldugundan ({1, e, ..., e,)) , 1 birim elemaniyla diizgiin
tam f-cebiridir. u =1+ |e;| + -+ |e,| olsun. O zaman u>1 dir ve u™?%,

((1,eq, ..., e,))’de vardir ([15], Teorem 146.3.).

0 < feB(R™) olsun. O zaman 0 < f < M~lu™ olacak sekilde 0 < MeR ve neN
vardir. h = M71fu™"1 olarak tanimlanirsa 0 < heB(R"™) dir. he{(1,ey, ..., €,))

oldugunu gostermek yeterlidir.

0 < € sayist i¢in xeR™ olmak tizere ||x||1 > C iken u™1(x) < € olacak bigimde
0 < C sayist vardir. Ayrica Stone-Weierstrass teoreminden ||x||1 < C iken |p(x) —

h(x)| <& olacak bigimde pe((1,eq,..,e,)) vardr. g = |p|Au~! alnirsa
ge((1, eq, ..., ey)) dir. ||x||1 < C igin,

lg(x) = h()| = [IpIAu™ = R|(x) < 1(pIAu~)(x) = (RAU (I

< I(pl =) = [Ipl(x) = h(x)|

< el(x)
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||x||1 > (C icin,

lg(x) = h()| = |IpIAu™ = h|(x) < [(plAu") ()] + [h ()]

< [ut )|+ lu™t ()]

<(G+9)1m =e1()
O halde her xeR" i¢in |g(x) — h(x)| < €1(x) oldugundan |g — h| < €1 dir. Bu
durumda he((1, ey, ..., €,)) oldugundan fe((1, ey, ..., e,)) dir.

(i) H(R"™) = Fy = ey, ..., e,,) oldugu daha 6nce gosterilmisti. Buradan H (R™) <
({eq, ..., e,)) dir. feA(R™) ve her xeR™ icin  f;(x) = lim,yof (tx)t™t denirse
fLe (R™) dir. g = f — f, olsun. ge{{ey, ..., e,,)) oldugunu gdstermek ispat i¢in
yeterli olacaktir. f fonksiyonunun siirekli olmasindan xeR"™ ve u = tx igin;

. 1 @ . f(tx))_ . (M_ . M)
Limeog (O lIxll™ = limao (||x||1 lmeo g, %20 (jixll, w0 |,

=0
dir. O halde

gllxlTt ,x#0
h(x) =
0 ,x=0

seklinde tanimlanan fonksiyon B(R™) nin elemanidir ve g = (le;| + - + |e,|)h dir.
(i) den he((1, eq, ..., €,)) oldugundan ge (le;| + --- + le,){(1, ey, ..., €,,)) dir.

(les| + -+ len DL ey, ..., en)) S ey, .., en)) S ey, .., €0))
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ve Lemma 2.2.34’den (leq| + -+ |le,D{{1,eq, ..., €,)) € ({ey, ...,e,)) oOlur. Bu

durumda ge({ey, ..., e,)) oldugundan fe({ey, ...,e,)) dir.
3.25. Teorem

E diizglin tam yar1-asal f-cebiri ve aq,a,,...,a,€eE olsun. O zaman A(R") C
A(aq, ..., a,)

®: A(R™) - E
f - CD(f) = f(all ""an)

seklinde tanimli doniisiim garpimsal 6rgii homomorfizmidir ve CD(ej) = a; esitligi ile

tektir. Ayrica ®[A(R™)] = (ay, ..., a,)) dir.

fspat

Onerme 3.22(ii) den E diizgiin tam oldugundan A(a, ...,a,) de diizgiin tamdir.
j=1,..,n i¢in ejeA(ay,..,a,) oldugundan {({ey,..,e,)E A(ay,..,a,) dir.
Buradan {({ey,...,en)) € A(ay,..,a,) dir. Onerme 3.24(ii) den A(R")C
A(aq, ..., a,) dir.

Onerme 3.20 de A(ay, ..., a,)’den E’ye tamimli ¢arpimsal 6rgii homomorfizmini gz
oniinde bulundurulursa ®: A(R") = E, ®(f) = f(ay,...,a,) seklinde tanimh

doniisim ¢arpimsal 6rgli homomorfizmidir ve d)(ej) = a; esitligi ile tektir.

({(ai, ...,ay)), E’nin kapali f-altcebiri ve @ 0Orgii homomorfizmi oldugundan

o 1(({ay, ...,a,))) da A(ay,..,a,) nin kapah f-altcebiridir. j=1,..,n igin
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e;e® ({(ay, ..., an))) dir. (e, ..., en)) € {{eq, ..., €,)) € D71 ({{ay, ..., ay))) olur ve
buradan ®[A(R™)] = ®({({ey, ...,ex))) € {{ay, ..., ay)) dir. Diger taraftan A(R™)

diizgiin tam oldugundan ®[A(R™)] de diizgiin tamdir. j=1,..,n igin
a;e®P[A(R™)] oldugundan  ({ay, ..., an)) € (ay, ..., a,)) € P[A(R™)] olur.
Dolayisiyla ®[A(R™)] = ((ay, ..., a,)) dir.

3.26. Teorem

E diizgiin tam Riesz uzay1 ve f € H (R") olsun.
(ay,..,ay) P f(ay,...,a,) Qq,..,an€E
doniigiimii

(i)  Goreceli diizgiin yakinsamaya gore

(i)  E lizerinde herhangi yerel kati vektor uzay1 topolojisine gore
stireklidir.

fspat

xeE™ ve seR" i¢in

llxll = |1 [VIxz|V ... VI, |

lIsll = Is11VIsz |V ... Visyl

olsun. e > 0 ve f € H(R") igin 6ncelikle
If(a+x) = f(@)| <ellall + Ccllxll,  (a,x €E™)

olacak sekilde 0 < C, sayisinin varligi gosterelim.
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A={(s,)eR™ x R™: [[s|lv[tll = 1,|f (s + &) — f(s)] = ells]l}.

z = (x,y)eAolsun. Bu durumda A iginde en az bir z, = (x,,y,) dizisi z, - z

olacak bigimde vardir. Normun ve lattice operasyonlarmin siirekliliginden
Cenyyn) = Coy) = lim (e, ) = (6, y)

= iMoo ([l [l 1y 1) = Clix |, 1y 1D
= limp ool [ VIIyall = llxlIvIlyll
= lxllvilyll =1 *)

(z,) €A oldugundan |f(x, +y,) — f(xp)| = €llx, |l esitsizligi  vardir.  f

fonksiyonunun siirekli olmasindan
Tim £ Gen + y) = FGen)| 2 € Tim byl = [1im £Gen + y) = lim £ ()| 2 € x|

Slfx+y) - f@l=ellxll (%)

(*) ve (**) dan z = (x,y)eA dir. Buradan A kapalidir. Ayn1 zamanda A kiimesi
sinirli oldugundan R?™ iginde kompakt bir altkiimedir. Her (s, t)€A igin ||t]| # 0 dir

ve

If(s +8) = f(s)] —ellsll

hs,t) = el

seklinde tanimlanan h fonkisyonunun A dan R i¢ine siirekli bir fonksiyon oldugunu
gormek kolaydir. A kompakt oldugundan siirekli bir fonksiyon altindaki

goriintiisiiniin bir maksimumu vardir. Buna C, denilirse

If(s +8) = f(s)] —ellsll
llell

<C,
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olur. Bu esitsizlik diizenlenirse her (s,t)eA i¢in |f(s +t) — f(s)| < €lls|| + C.l|¢]|
olur. (s,t)eR?™  i¢in (s,t) = (0,0) olmasi durumunda bu esitsizlik saglanir.
(s,t) # (0,0) olsun.

- i

zZ= ,

IsIvIEN " [IsIIvIlEll

olarak alinirsa zeA olur. Bu durumda

|f( s+t )—f( s )| < e IIs]l tC Il
IIsIvIIt]l (IsIVIEN T = " lislivIlell -~ = lislivIlell

2|f(s+t) = fs) < ellsll + Cellell (s, t)eR?"
bulunur.

(i) ueE* olmak iizere x4, .., x,€E ve x = (x4, .., %,)e[—6u, du] olsun. § = eC,~*
almirsa ||x|| < eC,”"u olur. Ayrica feH (R") oldugundan Teorem 3.15 den a =
(a,..,a,), x = (xq,..,x,)€E™ olmak tizere f(a+x) =b ve f(a) =c E iginde
vardir. Oyleyse Tanim 3.9 dan her weH ({a;+x4,..,a, + x,,,b,c)) icin w(b) =
fw(a,+xq),...,w(a, + x,)) ve w(c) = f(w(ay),...,w(ay)) dir.

W(ar),..,w(an)), w(a,+x,),..,w(a, + x,))eR™ icin
|f w(as+x1),.., w(an +xn)) = f (W(as),..,w(an))|
< e (lw(aplv..viw(an)) + C.(Iwx)lv.. viw(x) )
= wlf(ay+xy,..,an +x0) — f (ay,.., a)| S wellall + Cellx|l) < w(ellall + eu)

bulunur. H(ay,..,an, X1,.., X0, b,¢)), {aq,..,an, X1,..,Xn, b, c)’nin  noktalarmi
ayrrdigindan |f(a + x) — f (a)| < e(llall + w) olur. Béylelikle her f € H (R") igin

(aq, .., an) » f(ay, ..., a,) doniisimii goreceli diizgiin yakinsamaya gore siireklidir.
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(i) t,E’de yerel kat1 vektor uzayi topolojisi olsun. aeE™ ve sifirin bir kati -
komsulugu U olsun. x4,..,x,eW iken |f(a + x) — f(a)| € U olacak sekilde sifirin

bir W kat1 komsulugunun var oldugunu gosterelim.

Sifirin bir W, kati komsulugunu n+1 tanesi igin Wy + --- + W, € U olacak bigimde
ve € > 0 sayisii €||alleW, olacak bi¢imde secelim. C. i¢in W = C.”*W, olsun. n

tane W, komsuluk i¢in
X1, Xn €W = CellxlleWs + -+ + W,

oldugundan n+1 tane W, komsulugu i¢in |lall + C.||x|leW, + ---+ W, c U olur.
Daha o6nce gosterdigimiz |f(a + x) — f ()| < €llal| + C.llx|| esitsizliginden
|f(a + x)— f(a)| € U bulunur. Bu durumda E’de herhangi yerel kat1 vektor uzayi

topolojisine gore ( aq, ..., a,) ~ f(ay, ..., a,) doniisiimii stireklidir.
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4. ALMOST f-CEBIiRLERi: DEGISME OZELLiGi VE CAUCHY-
SCHWARZ ESIiTSIiZLiGi

4.1. Tanim

E bir Riesz cebiri olmak iizere u,veE i¢in uAv = 0 iken uv = 0 oluyorsa E’ye

almost f-cebiri denir.

4.2. Tanim

E ve F Riesz uzay1, T: E X E —» F bi-lineer doniisiim olsun.

X,Y€ E i¢in x Ay = 0 iken T'(x,y) = 0 ise T doniisiimii ortosimetriktir denir.
4.3. Teorem

S Kompakt Hausdorff uzay olmak tizere E, C(S)’nin diizgiin yogun Riesz alt uzayi
ve F Arsimedsel Riesz uzayr olsun. A: E X E — F ortosimetrik pozitif bi-lineer

doniisiim ve E2:=Sp{fg : f, g € E}olsun. O halde

A(f.g9) =B(fg) (f,g¢€C(S))

olacak sekilde B: E? — F artan lineer doniisiim vardir.

fspat

F Dedekind tam olsun. O halde F diizgiin tamdir. Bu durumda A doniisiimii
ortosimetrik pozitif bi-lineer C(S) X C(S) = F doniisiimiine genisletilebilir ([12],
Onerme 1). Boylece E = C(S) olarak kabul edilebilir.

B:C(S) > F

h - B(h) = A(L,h),
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seklinde tanimlanan doniisim lineer ve pozitiftir. Ayrica S kompakt kiime

oldugundan normal kiimedir.

f,g €C(S) igin h = fg olsun. A(f,g) = A(1,h) esitliginin saglandigini gdsterelim.
X C S olmak iizere €50, s, teX ve f, g, h eC(S) igin

() —f©OI<E, lg(s) —g®)I<E, [h(s) —h(D)|<E
oluyorsa X’e S’nin small altkiimesi denir.

Iddia 1: uq, uy,...., uneC(S) elemanlarm Y, u;=1 ve S;={seS: u;(s) # 0} # @ kiimesi

small olacak sekilde se¢ebiliriz.

f,g,heC(S) fonksiyonlar1 siirekli ve S kompakt oldugundan f(S),g(S),h(S)
kompakttir. A = f(S)Ug(S)Uh(S) kompakt oldugundan A biitiiniiyle smirlidir. Bu

durumda €>0 i¢in AC U}, B(xl-,g) olacak sekilde en az bir neN ve x4, x5,...., x,€4
vardir. i = 1,...,7n i¢in Bl-=B(xl-,§) denirse f~1(B;), g *(B;), h~1(B;) acik kiimedir

ve Ti=f"1(B)Ng 1 (B;)Nh 1(B;) agik kiimedir.
s,teT;= s, t ef ~1(B;)

=f(s),f(t) € B;

=If() = fOI = f()=x +x: = fOI <If () —x:] + 1 (8) — x]<E
olur. Ayni sekilde g ve h fonksiyonlar1 igin |g(s) — g(t)|<€ , |h(s) — h(t)|<E
esitsizligi saglandigindan i = 1, ..., n igin T; small kiimedir. ACU?-, B; ve f(S) S
A olmasmdan S< UL, f'(B) dir. Aym sekilde S< UL, g *(B) Ve

S < UL, h (B;) dir. Buradan

SS (Uit [T BINUE g7 (BIN(UL, h1(BY)



=UL,(f*(B)Ng~*(BY)Nh~1(B))

=Uit T;

olur. Bu durumda Ui~ T; = S dir. S kiimesinin {Ty, T, ..., T;,} a¢ik oOrtiisii igin

) Xitiw(x) =1
i) u;(x) =0, xe T,
olacak sekilde uq, uy,...., uy € C(S)* vardir [7].
(i)’den Y7 u; = 1 olacak sekilde uq, Uy, ...., uy € C(S)* vardir ve (ii)’den
T,' € S{={seS: u;(s) =0} =S, C T,
= U1 S €U T =S
Oyleyse S; = {s€S: u;(s) # 0} small kiimedir ve bostan farkldur.
Iddia2:i=1,2,...,ni¢in s;€S; ve
fr=2%fdu(x) g =Xitig(sdui(x) b = XLy h(s)u;(x)
olsun. Bu durumda
If =fllo <&, llg—9'llo <& I[h=hle<e

olur.

If = f'lleo=sup{l f (x)- ' (0)|: xeS}

62
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x€S;" i¢in u;(x) = 0 ve S; small kiime oldugundan xeS; i¢in |f(x) — f(s;)| < € olur.
Keyfi xeS i¢in

If CO)—=f"CN=| £ (o) Ximg i () = Xizq f(s)wi(x) |
=2 (F() = £ (s))wi )]
< XEalfGo) = flsdlu(x)
=1fC0) = fls)lu )+ +1f () = f(sp) un (x)

<euy(x) + cu,(x) + -+ + eu, (x)

olur. O halde ||f — f'|ls < € olup digerleri de benzer bigimde gosterilir.
Iddia 3: |JA(f, 9| <lIfll llglloA(1, 1) esitsizligi saglanir.

Iflleo = sup {If (x) |: xeS}

lglleo= sup {lg(x) |: x€S}

Her xeS icin

IF1G) = 1f G < Ifllo 1) = If < lIfll 01

lg1(x) =gl < liglle 1) = gl < llglle1

esitsizliklerinden

1A(F, 91 < [A(F1 19D
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< Alfllo llglle1)]
= IfllellglloA(1, 1)

bulunur. Ikinci ve iigiincii iddiada gosterilen esitsizlikler kullanilarak asagidaki

esitsizlikler bulunur.,

D) 1A, 9)-AS 9D = 1A =f".9) + A(f', g — g)
<IA(fF =Ll + 1A g = g)
<Nf = f'llo lglloAR1) + Iflle lg — g'll0A(L,2)
<€llglleA(1,1) + € [Ifll0A(1, 1)

2) 1A(L,h) — A(LR) | < |lh = R'l,A(1,1) <€ A(1,1)

(3) i,je{1,2,....,n} ic¢in S;NS; = @ olmas1 durumunda her s;€S; i¢in u;(s;) = 0 ve
her s;€S; icin ui(sj) = 0 dir. Buradan x€S; i¢in u; Au; = 0 ve xeS; igin u; Au; =0
dir. xeS/S;US; igin de u; Au; =0 ve 5;NS; =@ oldugunda A (u;,u;) =0 dir.

S;NS; # @ olmas1 durumunda ise en az bir teS;NS; vardir ve s;€S;, s;€S; igin

| f(sn) = fml <1 f (sn) = FOI+TF O —f(sm) [ <2€

esitsizligi saglanir. A doniisiimiiniin bi-lineer olmasindan
JA(f', ) =A@ R = 2 £ (s)g(s;)A(us ;) — X j 1(sDh(s;) ACuy,w) |
< Byl £ = F(s)1-las))]- A

< 2ellglle X1 j A(usu)
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=2¢llglle A(1,1)

bulunur.
(1), (2) ve (3) de buldugumuz esitsizliklerden
0< |A(f,9) —A(L, h)|

<IA(f,9)-A(f", gD + |A(L ) — AL B) | +|A(f", 9°)—A(1,h)]

<eA(1,1) Bliglle + [If1le+1)
K =(3llglle + lIfll*l) e R, u= A(1,1)eF ve neN* i¢in ¢ = Kl—n alindiginda

0 < |A(f.9) —A(L,h)| < Keu=-.u
olur. F Arsimedsel Riesz uzayi oldugundan % ul 0 dir. O halde A(f,g) =
A(1,h) = B(fg) dir.

Simdi F Dedekind tam olmayan Arsimedsel Riesz uzay1 ve F, F’nin Dedekind
tamlamasi olsun. Bu durumda ispatin ilk kismindan her f, geB i¢in A(f, g) = B(fg)
olacak sekilde B: E? — F artan lineer doniisiimii vardir. Her f, geB igin A(f, g)eF
oldugundan B(fg)eF olur. Dolayisiyla B: E? — F artan lineer doniisiimii bulunmus

olur.
4.4, Sonug

E ve F Arsimedsel Riesz uzaylari ve A:E X E — F ortosimetrik pozitif bi-lineer

doniisiim olsun. O halde her f, g € E i¢in

A(f,9) = A(g, f) dir.
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fspat
f,g€E i¢cin Ey E’nin {f, g} tarafindan tiretilen Riesz altuzay1 olsun. |f| + |g|, E;’1n
gliclii birimidir. E, = E ve bir S kompakt Hausdorff uzayi i¢in E, C(S)’nin diizgiin

yogun Riesz altuzayr olarak disiinebiliriz ([1] Teorem 12.28.). O halde Teorem

4.3’den B: E? - F pozitif lineer doniisiimii

A(f,9) =B(f9)

olacak sekilde vardir ve A(f,g) = B(fg) = B(gf) = A(g, f) dir.

4.5. Sonug

Her Arsimedsel almost f-cebiri degismelidir.

Herhangi X vektor uzayi i¢in Cauchy-Shwarz esitsizligi su sekildedir;

A(x,x) =0 (xeX)

Alx,y) =AW, x)  (x,y€X)

Ozelliklerini saglayan A: X X X — R bi-lineer doniisiimii i¢in x, yeX olmak lizere

A(x,y)* < A(x, x)A(y, x)

dir.

Daha o6nce bu esitsizlik Arsimedsel yari-asal f-cebirleri igin Huijmans ve Bernau
tarafindan gosterilmistir [2] . Burada almost f-cebirleri i¢in saglandigi

gosterilecektir.
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4.6. Sonug

X bir vektor uzayi, F * carpimiyla Arsimedsel almost f-cebiri olsun. A: X XX - F

bi-lineer doniisimii
A(x,x) =0 (xeX)
Alx,y) =A%) (x,yeX)
ozelliklerini saglasin. Bu durumda
A(x,y) e Ax,y) < A(x,x) * A(y,y) (x, yeX)
esitsizligi vardur.
fspat

x,y€X, fo =A(x,x), go =A(x,y), hy = A(y,y) olsun. Ae R igin hipotezden
A(x + Ay, x + Ay) = 0 dir ve buradan

fo + 2)\'90 + }\Zho >0 (AGR)
Fy, F’nin {fy,go,hy} tarafindan iiretilen Riesz alt uzay1 olsun. |fy| + |gol + |hol
Fy’m giiglii birimi oldugundan, F, C(S)’nin diizgiin yogun Riesz alt uzayma Riesz

izomorfik olacak sekilde S kompakt Hausdorff uzay1 vardir ([1] Teorem 12.28.). F,

C(S) nin diizgiin yogun Riesz alt uzayma F, dersek

T:F, - F,

foTH)=Ff

orgli izomorfizmi vardir. Bu durumda
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fot2A Go+A2hy =0 (1€ R)
olur ve buradan g, g, < foh, esitsizligi elde edilir.
@:FyxEy—> F

(f.9) - o(f.g)=r-g

seklinde tanimlanan donilistimiin anlamli, 1yi1 tanimli ve bi-lineerdir. Pozitif oldugunu
gostermek i¢in f, geFy olsun. T doniisiimii 6rten oldugundan T(f) = f ve T(g) =
g olacak sekilde f, geF, € F vardir ve T izomorfizm oldugundan T ~1pozitif olup
buradan f,geF* dir. F almost f-cebiri oldugundan @(f,§) = f e geF*du.
Ortosimetrik oldugunu gostermek icin f, GeF, i¢in f A =0 olsun. T doniisiimii rten
oldugundan. T(f)=f ve T(g) = § olacak sekilde f, geF, € F vardir. T bire-bir ve

F almost f-cebiri oldugundan
fAG=T(OAT(@) =T(fAg)=0 = fAg=0
—t f ° g = 0

olur. Bu durumda Teorem 4.3’den B: FOZ — F artan lineer doniisimii f, g €F, igin
o(f,§) = f g = B(f§) olacak sekilde vardrr. O halde g, go=B(§odo) <
B(foho) = fy * ho olur. Buradan A(x,y) e A(x,y) < A(x,x) « A(y,y) esitsizligi

elde edilmis olur.
4.7. Teorem

E ve F Arsimedsel Riesz uzaylari ve A:E X E — F ortosimetrik pozitif bi-lineer

dontigiim olsun. O halde f, g, h €E* igin

A(f,gNh) =0 A(fAgh) =0 dr
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fspat

(=) f,g,heE*, A(f,g Ah) =0 olsun. Ey, E’nin {f,g,h} elemanlari tarafindan
iiretilen Riesz altuzay1 olsun. f + g +h , Ey’m giicli birimidir. Oyleyse bir S
kompakt Hausdorff uzay1 i¢in E, C(S)’nin diizglin yogun Riesz altuzayi olarak ve

E,=E olarak alabiliriz ([1] Teorem 12.28.). Teorem 4.3’den A(f, g) = B(fg) olacak

sekilde B: E2 — F poxzitif lineer doniigiim vardur.
En = I[(F A@Rh—nf(gAR)]"|lo , (neN) olsun.
(f Ag)h =0icin A(f Ag,h) = B((f Ag)h) = 0 dir.(f A g)h # 0 olsun.
& = IlF AR —nf(g AR lo
= sup {[(f Ag)h —nf(g AW)]" (x): xeS}
= sup {[(f (x) A g(x))h(x) — nf () (g(x) A h(x))]*: xeS}
= sup { [f ()h(x) A g(x)h(x) = n(f () g(x) A f(x)h(x) ]*: x€S}

Genel olarak a, beR* igin (a —nb)* | 0 oldugu asikardir. O halde &, | 0 dir. Her
neN icin (f Ag)h —nf(g Ah) < &,.1 ndir. B doniigiimii artan oldugundan

0<A(fAg.h) =B((f Ag)h)
<nB(f(gAh))+e,B(1)
=nA(f,g A h) +¢,B(1)

bulunur. A(f,g Ah) =0 ve &, l0 oldugundan A(f A g,h) = 0 dir. Ispatin diger

kismi da benzer bigimde gosterilir.
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4.8. Sonug

E, » carpimiyla Arsimedsel almost f-cebiri olsun.

() f,geE*ve(fAg)e(fAg)=0isefeg=0dir.

(i) feEvefef =0iseher geE icin f ¢ g = 0 dir.

(i) f,g,heEvefAgAh=0ise fegeh=0dm.

Ispat

o EXE—E, her x,yeE i¢in e (x,y) =xey seklindeki ¢arpma doniisimi

ortosimetrik pozitif bi-lineer doniistimdiir.

() f,geEtve(fAg)e(fAg)=0olsun. Teorem 4.7’ dan

A @A)=0=(fArgArg)ef=0

= (fAg)ef=0

=fe(frAg=(NAf)eg=0

= feg=0

bulunur.

(iiy feEve fef =0 olsun.

E almost f-cebiri oldugundan f* e f~ = 0 dur.

0=fef=IfI«lfl =UfIAIgl)«fIAIgh =0
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oldugundan (If] A [g]) « (If] A lg]) = 0 olur ve (i)’den

Iflelgl=0=1fegl=0

ﬁfog:()

bulunur.

(iii) fo, 9o, h0€E+ olmak tzere fo A Yo A ho =0 ve jO = fO /\go O|Sun L4

doniisiimii ortosimetrik oldugundan j, ® hy = 0 dir.

f*g=feghy (f,geE) seklindeki tanimlanan ¢arpim doniisiimii i¢in

(fo Ago) * (fo Ago) =jo*jo =Jo®joehg =0

olur ve (i) den f, * g, = 0 dir. Dolayisiyla f, e g, ¢« hy = 0 dir.

4.9. Sonug

E, * carpimiyla Arsimedsel almost f-cebiri ve f ¢ E = {0} olacak sekilde f elemani

yalnizca f = 0 olsun. Bu durumda E yar1 asal f-cebiridir.

fspat

f,g9,heE* igin fAg=0vej=fA(g-eh)olsun.

Osjej=[fA@em][fA@eD]sfe(ge)=(feg)eh=0h=0

oldugundan jej = 0 dir. Sonug 4.8(ii)’den j e E = {0} olup hipotezden j = 0 dur.
Dolayisiyla E yari asal f-cebiridir.
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5. RIESZ UZAYLARININ KARELERI

5.1. Tanim

E ve F Riesz uzayl, T:EXE — F bi-lineer doniisim olsun. Her x,yeE* igin
x - T(x,y) ve y > T(x,y) orgii homomorfizmi ise T’ye bi-orgii homomorfizmi

denir.

5.2. Teorem

E ve F Arsimedsel Riesz uzayi olsun. asagidaki 6nerme dogru olacak sekilde bir tek

Arsimedsel Riesz uzay1 G ve ¢: E X F — G bi-6rgii homomorfizmi vardir [8].

o H herhangi Arsimedsel Riesz uzayr olmak tizere :E X F — H bi-orgi
homomorfizmise T ¢ =  olacak sekilde T:G — H 6rgii homomorfizmi vardir ve
tektir.

5.3. Tanim

Teorem 5.2°deki G Riesz uzayna E ile F’nin tensér carpimi denir ve E @ F ile

gosterilir.

5.4. Teorem

A, L Riesz uzayinda ideal olmak iizere m:L — L/A bolim doniisiimii orten orgi

homomorfizmidir ve Ker(m) = A dir [14].

5.5. Teorem

A, L Riesz uzayinda ideal olmak iizere asagidakiler denktir [14].

(i) L/A Arsimedsel Riesz uzayidir
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(i) A dizgiin kapahdir

5.6. Tanim

E Arsimedsel Riesz uzayi olsun.

(iii) O:E x E » E9ortosimetrik bi-6rgii homomorfizmdir.

(iv) F Riesz uzayi i¢in, , T: E X E = F ortosimetrik bi-6rgii homomorfizm ise bir

tek T®o(®=T olacak sekilde TO:EO 5 F orgii homomorfizmi vardir.

Bu sartlar1 saglayacak sekilde E© Riesz uzay1 varsa buna E’ nin karesi denir ve (E©,

©) ile gosterilir.

5.7. Teorem

E Arsimedsel Riesz uzay1 olsun. O zaman
(i)  E’ninkaresi (E©, ©) vardr.

(i) (E®, ©) tektir.

fspat

() A={x®y:x,yeEvexAy =0} olmak iizere A kiimesinin E ® E de
iirettigi idealin diizgiin kapamsma I diyelim. E©= E ® E/I olarak tanimlarsak

Teorem 5.5°den E© Arsimedsel Riesz uzayidir. q: E ® E — E© boliim doniisiimii

olmak tlzere

O:EXE - E©

xY) O xyY)=qx®Yy)
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seklinde tanimlanan doniisiim anlamli, iyi tanimli ve bi-lineerdir. Simdi ortosimetrik

bi-6rgii homomorfizm oldugunu gosterelim.

. x,yeE  olmak tlizere xAy =0 olsun. Teorem 5.4’den Ker(q) =1 dur.
x® yeA €I olmasindan O (x,y) =q(x @ y) =0 dir. O halde © donisimii

ortosimetriktir.

. Bi-6rgii homomorfizm oldugunu gostermek i¢in z € E*ve x,yeE  i¢in
x/\y = 0 olsun. @ doniisiimii bi-6rgii homomorfizm oldugundan X@QzAy®z=0 dir
ve q Riesz homorfizm oldugundan q(x®z)Aq(y®z)=0 dir. Buradan
OX,2)AO(y,2)=0 olur. Benzer sekilde O(z,X)AO(z,y)=0 bulunur. Dolayisiyla ©

doniisiimii bi-o6rgii homomorfizmdir.

F Arsimedsel Riesz uzayr olmak tizere T:E XE — F  ortosimetrik bi-6rgii
homomorfizm olsun. Teorem 5.2°den T® o®= T olacak sekilde T®:E Q E —» F

orgii homomorfizmi vardir ve tektir.

TO:EOQ 5 F

q(w) > TO(qw))=T®w)

seklinde tanimlanan déniisiimiin anlamli oldugunu gostermek icin t € E© olsun. q
doniisiimii 6rten oldugundan q(w) = t olacak sekilde en az bir weE ® E vardir. T®
doniisiimii anlamli oldugundan T®(w)eF dir. O halde T® anlamldir. Iyi tanimlh
oldugunu gostermek icin t; = t, olacak sekilde t;, t,eE® olsun. q doniisiimii drten
oldugundan t;=q(w,) ve t,=q(w,) olacak sekilde w;,w,e EQE vardir. Buradan
q(w; —w,)=0 dir. O zaman w; — w,el dir. Simdi herhangi wel i¢in T®(w) = 0

oldugunu gosterelim. T doniisiimiiniin ortosimetrik olmasindan,
weA = 3x,yeE vardir: w = x @ yvex\Ay =0

>TOW) = T®x®y)=T(xy)=0
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olur. T® doniisiimiiniin lineer olmasmdan,
wel, 23wy, Wy, ..., Wy €A A, Ay, oo, Ap ERTI W] S YT 4w
> T®(0) < T®( |wl) < T, 4. T®(w)
=0<|T®W)| <0
Buradan T®(w)=0 dir (w;€A oldugundan T®(w;) = 0 dur).
we [,=w, I, wolacak sekilde (w,)C I, vardir
=>|w,, — w| < g,u olacak sekilde u>0 ve €, 10 vardir
=>[T®w,) —TOW)| < &,T®W)
ST (w,) > T®(w)
=>T®Ww) =0
Boylelikle her we I igin T® (w)=0 dir. Bu durumda w; — w,el oldugundan
T®(wy —wy) = 0T®(wy) = T®(wy)
=>TO(A(w)=TO@w2))
=TO(t,)= TO(t,)

olur. Buradan T© iyi tanimhdir. g doniisiimiiniin 6rgii homomorfizm ve T®
doniisiimiiniin ~ bi-6rgli homomorfizm olmasindan T©  déniisiimiiniin ~ orgii
homomorfizmi oldugu kolayca goriilir. Sonug olarak T®:E© —» F  déniisiimii

TO o®=T olacak sekilde vardir ve T® doniisiimiiniin tekliginden tektir.
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(i) E Riesz uzaymmn baska bir karesi (E©, 0) olsun. E’nin karesi E© igin karenin
tanimmdan O: E X E —» E© ortosimetrik doniisiim oldugundan So(®=0 olacak
sekilde S: E© — E© &rgii homomorfizmi tek olarak vardir. Ayrica (E©,0), E’ nin
karesi oldugundan (O:E X E = E ©  ortosimetrik donisimi i¢in bir tek ToO=0©

olacak sekilde T:E® — E© &rgii homomorfizmi vardir. Buradan
ToSoO=ToO0=0O =>ToS =1

ve

So T 00=50(©O=0 =SoT =1

oldugundan (E©,0) = (E©, @) dir.

5.8. Teorem

(G,») Arsimedsel yari-asal f —cebiri, E G’nin diizgiin tam Riesz alt uzay1 ve
E? = {x * y:x, yeE} olsun. Bu durumda E?2, G’nin Riesz alt uzayidir ve (E?,¢) E’nin

karesidir.
fspat

E?’nin G’nin Riesz alt uzay1 oldugunu gostermek igin z;,z,€ E? olsun. Oyleyse

Z, = X1Y1 V€ Z, = X,Y, olacak sekilde x4, y;, x,, y,€E vardir.
B={ueR* ||u|| = 1}

j1,j2: B = R fonksiyonlarmi

Jtity + taty, , ity +t3t, >0
(D) =j2(0) =
J—(tity +taty) ity +tst, <O
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bigiminde tanmmlayalm. Her t=(t;, t,, t3,t, )eB igin j; (1)j,(t) =t t, + tsty
saglanir. j;ve j, fonksiyonlarmin R* uzaymna genislemesi vardir ve jj,j,€H (R%)
oldugunu goérmek kolaydir. Teorem 3.15 den u =j;(xq,v1,%2,¥2), V=

j1(x1,¥1, X2, y,) olacak sekilde u, veE vardir ve Teorem 5.2 [6] dan
w.v = j; (1, y1, X2, ¥2)j2 (X1, Y1, X2, 2)

=X1Y1 t X2

=z, + 2z, € E?

olur. O halde E? alt vektdr uzayidir. zeE? igin |z| = |xy| = |x||y|€E? oldugundan

E?, G’nin Riesz alt uzayidir.

ueE™ ic¢in E,,, u tarafindan iiretilen ideal olsun. E diizgiin tam oldugundan E,, diizgiin
tamdir. E,, gli¢li birimli ve diizgiin tam oldugundan E,, = C(X) olacak sekilde X
kompakt Hausdorff uzay: vardir ([1] Teorem 12.28.). Ayrica » : E X E — E?
doniisiimiiniin ortosimetrik bi-6rgii homomorfizmi oldugu kolayca goriiliir. Bu
durumda T:E X E — F ortosimetrik bi-6rgii homomorfizmi i¢in Teorem 4.3’den
T*:E? - F artan lineer doniisiimii her x, yeE icin T°(xy) = T(x,y) olacak sekilde

vardir.
Iddia: T*: E? - F déniisiimii 6rgii homomorfizmidir.
x,y €E olsun.

f(s, t):\/m sgn(st), s, teR

fonksiyonu A(R?) nin elemamdir ve f(s,t)|f(s,t)| = st dir. Teorem 3.25 den
a = f(x,y) olacak sekilde aeE vardir ve ael|a|l=xey dir. T Dbi-orgi

homomorfizmi oldugundan
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IT*(x e )| = T"(ae laD] = [T(a,|a]) | = T(lal,|a]) = T*(lal « [a]) = T*(|lx * y])

bulunur. Bu durumda T*° doniisiimii 6rgii homomorfizmidir. Tanim 5.6 dan (E?,*)

E’nin karesidir.
Szulga’nin Yapilandirmasi

9:R- R, her te R i¢in 9(t) = t|t| seklinde tanimlanan doniisiim sira izomorfizmdir.

H,H',J: R’ R doniisiimleri her s, teRigin

H(s,t) = 97(9(s)+9(t))

H'(s,t) =9(971(s) + 971 (1)

J(s,£) =97(st)

olarak tanimlansm. Bu durumda H, H’,]e?—[(]Rz) dir.

s,te R ve |s|Alt] =0 igin s|t| =t|s| = 0 oldugundan 9(s + t) = s|s| + t|t] =
9(s) + 9(t) dir. Buradan

H(s,t) =H'(s,t) =s+t
olur.

E diizgiin tam Riesz uzay1 olmak {lizere Teorem 3.15” den her x, yeE i¢in H(x,y),

H'(x,y),](x,y) E’de vardr.
5.10. Teorem

E diizgiin tam Riesz uzay1 olsun. E’de toplama F ve skalarla carpma e her x, y €E,

Ae R i¢in su sekilde tanimlansin;
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xFy=H(x,y) ve Aex=97(A)x

() Bu islemlerle ve verilen siralamayla E Riesz uzayidir. Buna E* denilirse

J: E X E — E* donilisiimii 6rten ortosimetrik bi-6rgli homomorfizmidir.

F herhangi Arsimedsel Riesz uzayi ise T:E X E = F doniisiimii ortosimetrik, sira
siirli, bi-lineer doniisiim ise T°J=T olacak sekilde T*:E* — F swra sl lineer
dontigiimii vardir ve tektir. Ayrica T (bi-pozitif) bi-6rgii homomorfizmi olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul T* (pozitif) 6rgii homomorfizmi olmasidir.
(i) (E*))), E’nin karesidir.
fspat

F herhangi Riesz uzayi ve T: E X E — F ortosimetrik, sira simirli, bi-lineer doniisiim

olsun.

T*:E* — F donistimiinii her xeE i¢in T°(X)=T(x,|x|) seklinde tanimlansin. Bu

doniistimiin anlaml1 ve iyi tanimh oldugu asikardir.

ueE™ icin E,,, u tarafindan iiretilen ideal olsun. E diizgiin tam oldugundan E,, diizgiin
tamdir. O halde Teorem 3.15 den her x,ye E,, i¢in xFye E,, ve A €R i¢in A o xeE, dur.
Ayrica doniisiimler 6rgli homomorfizmi veya bi-6rgli homomorfizmi oldugundan
E = E,, varsayabiliriz. Bu islemlerle ve E’ den gelen siralamayla E;, = (E,, ¥, <)

olsun. Asagidaki iddialar1 ispatlayacagiz:

(1) E; Riesz uzayidwr, E, — E; ,her xeE, i¢in x = J(x,u) doniisgimii orgii

izomorfizmidir.

2 J’ nin kisitlamas: olan E, X E,, — E;, doniisiimii ortosimetrik bi-orgii

homomorfizmidir.

(3) T°|g: E; — F doniisiimii sira siirh lineer doniistimdiir.
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E,, gigcli birimli ve diizglin tam oldugundan E,, = C(X) olacak sekilde X kompakt
Hausdorff uzay1 vardir. Bu izomorfizmde u gii¢lii birimine C (X)’in gii¢lii birimi olan
1 sabit fonksiyonu karsilik gelir ([1] Teorem 12.28.).

P:C(X) - C(X)

f = P(f)=9of = fIfl

seklinde tanimlanan donilistimiin swra izomorfizm oldugu 3’nin swra izomorfizm

olmasindan kolayca goriilebilir.

(1) f,geC(X) olmak iizere

H(f,g) = Ho(f,g) = 9~ *o(¥of +Yog) = P~*(P(f) + P(9))
P(fFg) = P(H(f,9)) = P(f) + P(g)

P(As f) =909 (W)f) = AP(f)

Bu durumda E;, = E,, oldugundan E;, Riesz uzayidir. Ayrica
J(f,9) =Jo(f,9) =97 o(fg) = P7X(fg)

J(Fw) =J(f,1) = P7L(f)

olmasindan x — J(x,w) orgii izomorfizmidir.

(2) Her f,geC(X) icinJ(f,g) = P~'(fg) ve P sira izomorfizm oldugundan ]|,

bimorfizm oldugu agiktir. f,ge C(X) i¢in fAg =0 olsun. C(X) almost f-cebiri
oldugundan P~'(fg) = J(fg) = 0 dir. Dolayisiyla J |, ortosimetriktir.

(3) Teorem4.3denher f,geC(X) i¢in T(f,g) =T(fg,1) dir. Buradan f, geC(X)

ve AeR igin
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T*(f+9) =T*(H(f,9)) = T(H{, 9). IH({F, 9)I)
=THS DIHT, DI 1)
=T(PH(,9).1D
=TP()+P(@.1)
=T(P()L.D+TFPYD
=T 1fD+T(9 19D
=T'(H+ T

T*(Aef) =T @ 'Af) =TO DS, 197D

=T Df 9TDSL D
=T(PO'MN, 1)
=T@aP(f), 1)

= AT(P(f), 1)

= AT(f, 1f)

=AT*(f)

bulunur. O halde T*|g, doniisiimii lineerdir. feC(X)* ve geC(X) igin f < g iken
(f,1fD) < (g,1g]) dir. T sira siirl oldugundan |T*(f)| = |T(f,|fD| < h olacak

sekilde en az bir heC (X) vardir. Buradan T°|g, doniisiimii sira sinirlidir.
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T*(f) =T, IfD) =T Ifl,1) =T(P(f),1) esitliginden T(f,g9) =T(fg,1) =
T(P](f' g)' 1) = T.](f'g) dir.

Biitiin bunlardan J:E X E — E* doniisimii 6rten ortosimetrik bimorfizmdir ve
herhangi Arsimedsel Riesz uzay1r F i¢in T: E X E = F doniisiimii ortosimetrik, sira
siirli, bi-lineer doniisiim ise T°J=T olacak sekilde T*:E* — F swra simirl, lineer

doniisiimii vardir.

Ayrica T donisiimiiniin (bi-pozitif) bi-6rgii homomorfizmi olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul T* doniisiimiiniin (pozitif) 6rgii homomorfizmi olmasidir.

(=) Oncelikle T bi-6rgii homomorfizmi olsun. xeE*® i¢in T*(|x]) = T(|x],|x]) =

|T(x,|x])| = |T*(x)| olmasindan T* 6rgii homomorfizmdir.

T bi-pozitif olsun. 0 < xeE* i¢in T*(x) = T(x, |x|) = 0 olmasindan T* pozitiftir.

(&) T° orgli homomorfizm olsun. T°] =T esitliginde J doniistimiiniin bi-6rgii

homomorfizmi olmasindan T’nin bi-6rgii homomorfizmi oldugu agiktir.

Simdi T* pozitif olsun. T°J =T esitliginde J doniistimiiniin bi-6rgii homomorfizmi

olmasindan T’nin bi-pozitif oldugu agiktir.

(i) (i) den ve Tanmim 5.6 dan (E*,]), E nin karesidir.

5.11. Teorem

E diizgiin tam Riesz uzay1 olsun. Bu durumda

1: E > E©

x - 1Ux)=x0O |x|
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seklinde tanimlanan doniisiim dik toplamsal sira izomorfizmdir. Ayrica F herhangi
bir Riesz uzay olmak tizere T: E X E — F sira sinirli ortosimetrik bi-lineer doniisiimii

icin ®7: E© — F sira smirh lineer operatorii T = @0 O olacak bigimde vardir ve

her xeE i¢in (®ro)(x) = T(x, |x|) dir.
fspat

Teorem 5.10 da oldugu gibi E’de toplama + ve skalarla carpma « her x,yeE,

A€ Rigin su sekilde tanimlansin;
xFy = H(x,y) ve Aex=97"(A)x
Bu islemlerle ve verilen siralamayla E* = (E, ¥F,e, <) olsun.

Bu durumda J: E X E — E* Orten ortosimetrik bimorfizmi vardir ve (E*,]), E’nin
karesidir. Herhangi bir Riesz uzayi i¢in E’nin karesi izomorfizm altinda tek

oldugundan jo] =@ olacak bigimde j: E* — E© 6rgii izomorfizmi vardir.
h:E —» E©
x = h(x) =j(x)

seklindeki doniisim anlamli ve iyi tanimhidir. Ayrica j doniislimiiniin orgii
izomorfizmi olmasindan h sira izomorfizmdir ve x|y olmasi durumunda x¥y =
x+7y olmasindan h(x +y) = h(xFy) = jlxFy) =jx) +j(y) = h(x) + h(y)
dir. Yani h dik toplamsaldir.

Teorem 5.10 ispatinda gosterilen P:C(X) — C(X), f — P(f)=Sof = f|f| swa
izomorfizmi i¢in J(f,g) = P"1(fg) esitliginden J(x,|x|) =x dir. jo] =©
olmasindan x © |x| = j(J(x, |x]) = j(x) = h(x) dir. Béylece h =1 doniisiimii dik

toplamsal sira izomorfizmdir.



84

Simdi herhangi F Riesz uzayi i¢in T: E X E = F sira smirh ortosimetrik bi-lineer
doniisiim olsun. Teorem 5.10° dan T*: E* - F, T*(x) = T(x, |x|) seklinde tanimli ve
T = T*o] olacak bigimde sira sinirli lineer doniisiimii vardir ve tektir. jo] =© ve j
orgii izomorfizmi oldugundan J = j7'o © olur. Buradan T =T"0j"'o ® olur.
®; =T"oj! olsun. Bu doniisiimiin sra smirli oldugu j doniisiimiiniin orgii
izomorfizmi olmasindan ve T* doniisiimiiniin sira siirl olmasindan kolayca goriiliir.

Ayrica x, yeE© ve AeR igin
Op(x+y) =T (x +))
=T (" @FH )
=T )+ TG 0))
=07 (x) + D7 (y)
Or(Ax) =T*(j7' () = T*(A+j 7 (0)) = AT* (7 (x)) = AP (x)
oldugundan @ lineerdir. Ustelik T* nin tek olmasmdan @ tektir.
5.12. Sonug
E Dedekind tam (o-Dedekind tam) ise karesi de Dedekind tam(o-Dedekind tam) dir.
fspat

E Dedekind tam Riesz uzay1 olsun. Bu durumda diizgiin tamdir. Riesz uzaylarmnin
kareleri izomorfizm altinda tek oldugundan E Riesz uzaymin karesi olarak Teorem
5.10 da yapilandirilan E* = (E, ¥,, <) almabilir. E ile E* arasinda sira izomorfizm
oldugu yine ayni teoremin ispatinda gdsterilmistir. Bu durumda bir ¢ : E - E* sira
izomorfizmi vardrr. (x,) € E* ve 0 < x, < x olacak sekilde bir net olsun. ¢ ile

@1 pozitif oldugundan @ 1(0) <@ 1(x,) <@ 1(x) olup 0< o (x,) <
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@ 1(x) dir. ¢ '(x,) E icinde net olup E Dedekind tam oldugundan bir
sup,{¢~1(x,)} = z €E vardir. Buradan her « i¢in 0 < @~ 1(x,) < z ve dolayisiyla
0 < @(xy) < @(z)dir. @(z), (x,) i¢cin bir iist siirdir. Simdi baska bir tist smir yeE*
olsun. Bu durumda her « i¢in 0 < x, <y dir. Buradan 0 < @~ 1(x,) < @ 1(y) olup
sup{@~1(x,)} = z oldugundan z< @~ 1(y) dir. @(z) <y den sup.{x,} = @(z)
dir. Sonug olarak E* Dedekind tamdir.

Benzer sekilde E o-Dedekind tam ise karesinin o-Dedekind tam oldugu kolayca

goriiliir.

5.13. Sonug

E diizgiin tam ise karesi de diizgilin tamdr.
fspat

E diizgiin tam Riesz uzay1 olsun. Riesz uzaylarinin kareleri izomorfizm altinda tek
oldugundan, E’ nin karesi olarak Teorem 5.10’da yapilandirilan E* alinabilir. E ile
E*® arasinda sira izomorfizm oldugu yine ayni teoremin ispatinda gdsterilmistir. Bu

durumda bir ¢: E — E* swra izomorfizmi vardir. (x,) € E*Cauchy dizisi ve x,
%, x olsun. @ 1(x,) de E’de Cauchy dizisidir. E diizgiin tam oldugundan
¢! (xn)i>y olacak sekilde yeE vardir. ¢ swa izomorfizm oldugundan

Xn ——> @(y) dir. Limitin tekliginden @(y) = x olup xeE*dir. Dolayistyla E* diizgiin

tamdir.
5.14. Sonug

E diizglin tam Riesz uzay1 olsun. Riesz uzaylarmin kareleri izomorfizm altinda tek
oldugundan, E’ nin karesi olarak Teorem 5.10’da yapilandirilan E* alinabilir. 7, E’de
harhangi yerel kat1 vektor uzay1 topolojisi olmak {izere, bu topoloji E* lizerinde lacol
kat1 vektor uzayr topolojisi tanimlar ve E — E°* 06zdes doniisimii topolojik

izomorfizmdir.
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fspat

Xq E° ic¢inde net ve x€eE° igin E° {izerinde yakmsama su sekilde olsun: E’de
H(x,,—x) — 0 ise E*’da x, - x. Bu yakinsama E* lizerinde yerel kat1 vektor
uzay1 topolojisi tanimlar. Ayrica E* ilizerinde tanimlanan toplamadan her y, zeE igin
(H(y,z),—z) =y dir. E* i¢inde x, —» x igin tammlanan yakmsamadan E’de
H(x,, —x) — 0 dir. Teorem 3.26°dan H(H (x,, —x),x) = H(0,x) = x dir. Buradan

E’ de x, — x dir. Dolayisiyla E* ve E topolojik izomorfiktir.

E ve F Riesz uzaylar1 olsun.

BLY(E;F) ={T | T: E X E > F ortosimetrik, sira simirly, bi — lineer operator}
olsun.

5.15. Teorem

(i) E diizgiin tam Riesz uzay1 ve F herhangi Riesz uzay1 olmak {izere Teorem 5.11

den T - @, doniisiimii BLS(E; F) ve L,(E©,F) srali vektdr uzaylari arasinda

izomorfizm tanimlar.
(i) O:E x E — E© bi-6rgii homomorfizmi sira siireklidir.
fspat
(i)
@:BLY(E;F) - L,(E®, F)

T - @(T) =
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Doniistimii her Te BLY(E; F) igin Teorem 5.11 den T = &0 ® olacak sekilde

®;:EQ - F sira sl lineer doniisiimii tek olarak var oldugundan anlamli ve iyi

tanimlidir.

Ty, T,eBLy(E; F) ve Ty # Tyolsun. Ty = @7, 0O ve T, = ®r,0 © olacak bigimde

O, Or €L, (EC, F) vardir. Buradan @, # @ olur. Yani ¢ doniisiimii birebirdir.

Herhangi ®reL,(E©,F) ve O:E XE —» E® doniisiimii i¢cin T’ = ®; © olarak
alinirsa T’ anlamli ve iyi tanimlidir. Ayrica @4 lineer ve © doniisiimii bi-lineer
olmasindan T’ bi-lineerdir. xeE ve yeE* igin |x| <y olsun. © bi-orgi
homomorfizmi oldugundan herhangi teE i¢cin © (|x|,t) = |© (x,1)| <O (y,t) dir
ve ®; sira smirli oldugundan |®;(O (x,t))| <z olacak bicimde zeF vardir.
Buradan |T'(x,t))| < z olacak bi¢gimde zeF var oldugundan T’ sira sinirhdir. x, yeE
ve xAy =0 olsun. © doniisiimii ortosimetrik oldugundan T’'(xy) = ®+(®
(x,y)) = 0 dir. Buradan T"ortosimetriktir. O halde her ®€L,(E®,F) i¢in ¢(T") =

@, olacak bicimde en az bir T'e BL}(E; F) oldugundan ¢ doniisiimii ortendir.

Dolayistyla ¢ déniisiimii BLS(E; F) ve L,(E®,F) sirali vektdr uzaylari arasinda

izomorfizm tanimlar.

(i) O:E X E - E© bimorfizminin sira siirekli oldugunu gostermek igin asagida

gosterilen esitsizlikten faydalanilir.

s,teR olmak iizere J(s,t) = v~1(st) = /|st|sgn(st) fonksiyonunu daha once

tanimlamistik.

Is| < max{|s|, |t]} ve |t] < max{|s|,|t|} esitsizliklerinden |st| < max{|s|?,|t|*}

dir ve buradan |/ (s, t)| = /|st| < max{]s|, |t|} olur.

Her x,yeE i¢in J(x,y) E’de oldugundan |J(x,y)| < |x|V|y| dir. Buradan teorem

5.11 deki j doniisiimii 6rgti izomorfizmi oldugundan
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JWG D < jlxIVIyD = jAxDVidyD = WlxDVulyD

olur. Dolayisiyla |x © y| < W(|x)Vi(ly]) dir.

E’de (x,) 2 50w Vo) —° . 0olsun. Bu durumda her neN icinp, l0ves,l0

netleri |x,| < p,, ve |y,| < s, olacak bicimde vardir. Bulunan esitsizlikten
|© (XwYa) —=O (0,0)] = [x4 © Yul < Wlx DVUYel) < WIpn DVUsyl)

olur. W(lp,DVu(ls, D {0 oldugundan © (x4, yo) —> 0 bulunur. Dolayistyla bu

doniisiim sira stireklidir.

5.16. Teorem

F diizgiin tam Riesz uzay1 olsun. O zaman Karesi (F°)© = F olacak bi¢imde bir F°

diizglin tam Riesz uzay1 vardir ve tektir.
fspat

F fizerinde toplama + ve skalarla carpma * her x,yeF, AeR icin su sekilde

tanimlansin
x+y=H'(x,y) ve Axx=9()x

Bu islemlerle ve verilen siralamayla F° = (F, +,*, <) olarak alinirsa F° diizgiin tam

Riesz uzay1 ve (F°)* = F olur.

Simdi herhangi E Riesz uzayi i¢in h: E* — F 6rgii izomorfizmi olsun. Tanim 3.9’dan
h(H'(x,y)) = H'(h(x),h(y)) dir ve buradan h(xFy) = h(x)+h(y) olur. Ayrica
LeR olmak tizere h(A e x) = Ah(x) = h(Ax) = A * h(x) dir. Bu durumda h, E ile F°

arasinda orgii izomorfizmidir. Dolayisiyla F°© izomorfizm altinda tektir.



89

5.17. Teorem

L,.(E) ={D S E: D goreceli diizgin tam alt lattice}

olmak iizere E diizgiin tam Riesz uzay1 olsun. Herhangi LeL,,.(E) icin E© dan gelen

siralamayla (L) = {x © [x|: xeL} kiimesini 1(L) ile tanimlayalim. O halde asagidaki

ifadeler vardir.

(1)

)

@)

(4)

(%)

fspat

L — (L) doniisiimii £,,.(E) ile £,,.(E®) arasinda sira izomorfizmi tanimlar.

LeL,.(E) nin E’de sira (yogun) ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul i(L)nin

EO i¢inde sira (yogun) ideal olmasidir.

1 doniisiimii B(E) ile B(E®) arasnda 6rten Boolean izomorfizmi tanimlar.

E®da 1(L) projeksiyon bandi iizerine bir 7 band projeksiyonunun var olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul E de L projeksiyon bandi iizerine bir 7’ band

projeksiyonunun var olmasidir ve bu durumda her x,yeE i¢in m(x O y) =

(M'x) Oy =x0O (n'y) = (n'x) © ('y) dir.

E nin projeksiyon 6zelligine sahip olmasi igin gerekli ve yeterli kosul E© nin
da projeksiyon 6zelligine sahip olmasidir. Bu durumda mwego( E) i¢in m — 1’

doniisiimii ile g(E®) ve $(E) arasmda 6rten Boolean izomorfizmi vardir ve

her x, yeE icint(x O y) = ('x) Oy =x O ('y) = ('x) © (r'y) dir.

Teorem 5.11 ve Teorem 5.9 dan E* = E®© ve O=] kabul edebiliriz. O halde 1

doniigtimii yardimiyla her LeL,,.(E) i¢in (L) = L* dur.

1)

U Ly (E) = Ly (E©)
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L-1UL) =uL)

dontisiimii 1 doniistimii sira izomorfizm oldugundan anlamli, iyi tanimli, birebirdir ve
lattice operasyonlarmi korur. Simdi drten oldugunu gosterelim. K € E© diizgiin tam
alt lattice olsun. Teorem 6.16 dan K°, E de diizgiin tam Riesz alt uzayidir ve
(K°)* = K dir. Bu durumda 1(K°) = K olacak sekilde K°eL,.(E) vardir. O halde 1

ortendir.
(2)
(=) LeL,(E), E de sira yogun ve 0 < xeE© olsun.

L sira izomorfizm oldugundan 0 < 1(y) = x olacak bigimde 0 < yeE vardrr. L, E de
sira yogun oldugundan 0 < z < y olacak bi¢imde zeL vardir. Buradan 0 < 1(z) <
Wy) = xolup W(z)eL’ = i(L) dir.

Yani i(L), E© da sira yogundur.
(<) Benzer bigimde gosterilir.

Yine benzer bigimde LeL,,.(E), E de ideal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (L)

nin E© de ideal olmasidir.
(3) B(E) » B(E®)
B - 1(B) = u(B)

BeB(E) olsun. Herhangi bir {x,} € i(B) olmak iizere bir xeE® icin {x,} —— x
olsun. {x,} €1(B) ve xeE® oldugundan i(y,) = x, ve i(y) = x olacak sekilde
Yo€B ve yeE vardir. Teorem 5.11 de 1 doniisiimii 6rten sira izomorfizm oldugundan
Va SN y dir. B band oldugundan yeB dir. Dolayisiyla 1(y) = xe i(B) oldugundan
1(B), B(E®) de banddir. Oyleyse bu déniisiim anlamlidir.
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Iyi taniml1, birebir ve drten olmasi 1 ddniisiimiiniin drten sira izomorfizm olmasmdan

kolaylikla goriilebilir. Lattice operasyonlarmi korudugunu gosterelim.
B, B,eB(E) igin
B,<B, > B,CB,

siralamasiyla B(E) Boole cebiridir ve inf(B;,B,) = B;NB,, sup(By,B,) =
(B; + B,)® ve B, bandinin tamlayan1 B,  ile gosterilirse By’ = B;® dir ([14],
Teorem 22.7).

B:NB, € B, ve Bi{NB, € B, ve t sira izomorfizm oldugundan (B;NB,)* € B;" ve
(B1NB,)* € B," dir. (B;NB,)*, B;" ve B," i¢in bir alt sinirdir. Bagka bir alt sinir C*
i¢in C* € (B;NB,)" oldugunu gdérmek kolaydir. Bu durumda (B;NB,)* = B;"NB,"
olur. Yani i(inf (B, B,)) = inf(i(B,), (B,)) dir.

B, €B; +B, € (B, + B,)* ve B, € B, + B, € (B; + B,)* olmasmdan Ve 1 sira
izomorfizm oldugundan B;" € ((B; + B,)®)" ve B," € ((B; + B,)%)* dir.
((B; + By)?)*, B;" ve B," icin bir iist siirdir. Baska bir {ist siur D* olsun. B;" €
D* ve B," € D* olacagindan B, € D ve B, € D olur. D band oldugundan (B; +
B,)4* c D% = D olur. Buradan ((B; + B,)%4)* € D* dir. Bu durumda ((B; +
B,)?)* = (B;" + B,")% olur. Yani {(sup(By, B,)) = sup(i(By),1(B,)) dir.

Simdi bir BeB(E) igin I(B") = [I(B)]" yani (B%)" = (B*)¢ oldugunu gosterelim.
1(B) = B* i¢in 6rgii operasyonlarin1 korundugundan B*N(B%)* = (BNB%)* = {0}*
ve (B + (B%)*)® = ((B + BY)4%)* = E* dir (Teorem 2.2.16 dan B + B¢, E iginde
sira yogun oldugundan (B + B*)%@ = E dir). Buradan [i(B)]' = (B%)" =1(B")

olur.

O halde bu doniisiim Boole izomorfizmidir.
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(4) @ ve ®, +ve T islemlerine gore direkt toplamlar olsun. (2) den ve x 1y iken
x +y = xFy olmasindan L € E projeksiyon bandi i¢in LL? = E ve L'@® (L)% =
E* dir. Simdi E° de L* iizerine band projeksiyon @ ve E de L iizerine band

projeksiyon m’ olsun. w ve ©' lattice homomorfizm oldugundan ve Tanim 3.9°dan

her x, yeE ve JeH (R?) igin (J (x,y)) = J(n'%, w'y) dir.

x,YeE > x=x1+x, ve y=y, +y,, X1, V1€L, x,,y,€L®

Teorem 5.10°dan J: E X E — E* doniistimii ortosimetrik bimorfizm oldugundan
J@@'x, w'y)=](x1,¥1) = J(x,y) = J(n'x,y)

J@@'x, w'y)=](x1,¥1) = J(x,y1) =] (x,m'y)

Bu esitliklerden n(](x, y)) =n(xQy)=1x) Qy=x0Q ('y) = (1'x) © (n'y)
dir.

(5) (4) den asikardr.
5.18. Teorem

E diizgiin tam Riesz uzay1 olsun. Bu durumda Z(E) ile Z(E®) arasinda orgii

izomorfizmi vardir.
fspat

Toerem 5.17(5) den h:gp(E) > (E®) orten Boole izomorfizmi vardir.

C1,Cgy ey CnERT Ve Py, Py, ..., Biep(E) i¢in R, ¢;P;) = X1=, ¢;h(P;) oldugunu

gormek kolaydir. 0 < meZ(E) i¢in Freudenthal’s Spectral Teoreminden ([1] Teorem
I-ru.

6.8) 7, = X, c;P; , c;eR*, Piego(E) Ve 1, —— 1 olacak sekilde (1) € Z(E)

dizisi vardir. Buradan
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H:Z(E), — Z(E®),
m - H(m) = lim, h(m,)

doniigimii tanimlanabilir. Her 0 < weZ(E) i¢in m, = X%, ¢;P; , c;eR*, P;eo(E) ve

I-r.u.
T, — ™, 7 olacak sekilde (m,,) € Z(E) dizisi vardir. (m,,) € Z(F) iginde yakinsak

bir dizi oldugundan Cauchy dizisidir ve h (m,) = Y™, c;h(P;) de Z(E®) iginde
Cauchy dizisidir. Sonug 5.13 den E© diizgiin tamdir. Bu durumda Z(E©) diizgiin
tam oldugundan lim, h(m,) I —goreceli diizglin yakinsamayla vardir. O halde H

doniisiimii anlamlidir. 7y, m,eZ(E), i¢in m, =m, olsun. s, =Xk, ;P uy, =

I-r.u. I-r.u.
Yho16P i cjeRY, P, Pieg(E) ve sniwtl, U an olacak sekilde

I-r.u.
(sn), (uy,) € Z(E) dizileri vardir. m; = m, olmasindan (s, — u,,) 0 oldugu
I-ru.
goritliir. Bu durumda h(s,) — h(iy) —s 0 olup lim,, h(s,) = lim,, h(w,,) dir.

Yani H(m;) = H(m,) oldugundan H doniisimi iyi tammlidir. Ayrica H

doniigiimiiniin bir f —cebir homomorfizmi oldugunu gérmek kolaydir.

Simdi H doniisiimiiniin 6rten ve birebir oldugunu gosterelim. meZ(E®), olsun.

I-ru.
T, =2M, Py, cieRY, Piegp(EC) ve m, ™™, 7 olacak sekilde (m,) € Z(E®)

dizisi vardwr. h~1(m,) € Z(E) Cauchy dizisidir. Z(E) diizgiin tam oldugundan

I-ra.
h=1(r,) —— ' olacak bigimde 'eZ(E) , vardir ve h=1(r,) = ¥, c;h~(P,)
dir. Buradan H(r") = lim,, h(h~1(m,)) = m olur (I —goreceli diizgiin yakinsama
ile). O halde H doniisiimii 6rtendir. Bire bir oldugunu géstermek i¢in m,, m,€Z(E),

icin H(m,) = H(m,) iken m; = m, oldugunu gésterelim. s, =YK, ;P ,uy, =

I-rau.

I-rau.
L¢P, cicjeR*Y, P, Piep(E) Ve s, —— 1y, U, —— 1, olacak sekilde

(sp), (uy) € Z(E) dizileri vardwr. H(m,) = H(m,) oldugundan I —géreceli diizgiin
yakinsamayla  limy, h(sy) = limp A(tm)  OlUp  (A(sn) — A(ttm)) —— 0 dir.

Buradan h='(h(s,) — h(u)) = (Sp — Um) 7™, 0 dr. Bu durumda lim,, s, =

lim,, u,, oldugundan ; = m, dir.
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Sonug olarak H doniisiimii f —cebir izomorfizmidir. Her f —cebir izomorfizmi 6rgii
izomorfizmi oldugundan H doniisiimi bir 6rgii izomorfizmidir. Herhangi meZ(E)

icin T = m™ — ™ olarak yazilabileceginden
H:Z(E) -» Z(E®)
n—>H@m) =H@mY) —H@m)

olarak tanimlanan A doniisiimii istenileni saglar.
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6. SONUC

Bu calismada Riesz uzaylarmin kareleri {izerine g¢alisilmistir. Riesz uzaylarmin
karelerinin varligi ve bir Riesz uzaymin karesi ile kendisi arasindaki oOrgii
operasyonlarma bagl iliski incelenmistir. Bir Riesz uzayinin karesi ve kendisi
iizerindeki projeksiyonlar karsilagtirilarak bunlarin ideal merkezleri arasinda o6rgii

1izomorfizmi elde edilmistir.
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