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ONSOZ

Manyetik egriler diferansiyel geometri ve fizik gibi bilimsel alanlarinda genis bir ¢alima olanag:
sunmaktadir. Ozellikle farkli catilara goére bu egrileri olusturup bunlarla ilgili karakterizasyonlar yapmak
miimkiindiir. Bu ¢atilarda en bilineni Frenet catisidir. Bu catinin tek dezavantaji egrinin {iglincii mertebeye
kadar tiirevin siirekli olmasidir. Bundan dolay1 yeni ¢atilara ihtiya¢ duyulmustur. Ribbon catisi, egrinin
ikinci tlirevinin sifir olmasi halinde bile ¢alisabilen bir ¢atidir.
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OzET

Ribbon Catiya Gére Manyetik Egriler
Baran ANIL
Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matemetik Anabilim Dali
Ocak 2021, Sayfa ix+28

Oklid uzayinda egriler teorisinde farkli catilara gére bircok calisma yapilmistir. Birgok bilim adamm
bu teoride Frenet cati, Bishop cati, Adapted cati, Ribbon ¢at1 gibi catilar1 caligmistir. Bu ¢atilar egriler ile
ilgili karakterizasyonlarda bize yardimci olur.

Bu calismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda Ribbon catiya goére manyetik egriler incelenmistir. Bu
catiya gore f-manyetik egriler ve g-manyetik egrileri verilmistir

Anahtar Kelimeler: Frenet catisi, Manyetik egriler, Ribbon ¢at1, Oklid uzay1
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ABSTRACT

Magnetic Curves According to the Ribbon Frame
Baran ANIL
Master’s Thesis
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Department of Mathematics
January2021,Pageix+28

Many studies have been done according to different frames of the theory of curves in Euclidean Space.
Many scientists have studied frames such as Frenet frame, Bishop frame, Adapted frame, Ribbon Frame in
this theory. These frames help us in the characterization of curves.

In this study, magnetic curves according to Ribbon frame in 3-dimensional Euclidean space are
investigated. f-magnetic curves and g-magnetic curves according to this frame are given.

Keywords: Frenet Frame, Magnetic curves, Ribbon frame, Euclidean Space
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1. GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin teget, asli normal ve Binormal vektdrlerinden olusan
Frenet c¢atis1 bu egrinin diferansiyel geometrisinin ¢aligilabilmesi i¢in en iyi bilinen ortonormal
catidir. Bir uzay egrisinin sekli, egrinin egrilik ve burulmasi ile tamamen belirlenir. Dolayisiyla
bir egrinin tamamen incelenebilmesi icin en azindan {igiincli mertebeye kadar siirekli
tiirevlenebilmesi gerekir. Birgok arastirmact egrilerin 6zelliklerini karakterize etmek ve hesap
yapmak icin Frenet catisini kullanir. Frenet catisi sadece differansiyellenebilir egriler igin
tanimlanabilir. Bunun i¢in alternatif ¢atilara ihtiyag duyulmustur, bu yiizden Frenet gatisinin eksik
kaldig1 yerde Ribbon ¢atiy1 kullanmiglardir.

Manyetik egriler diferansiyel geometri ve fizik gibi bilimsel alanlarda bir¢ok uygulama
alanina sahiptir ve bu bilimsel alanlarda ¢ok biiyiik oranda 6nemli rol oynadigini sdyleyebiliriz.
Manyetik alani, hareket halindeki elektrik yiikiine etki eden Lorentz kuvveti ile tanimlayabiliriz.
Yikli olan bir parcacik B manyetik alani igerisine girdigi zaman bu parcacigin Serret-Frenet
vektorleri bu alandan etkilenir ve bu etkiyle Lorentz kuvveti dedigimiz kuvvet agiga ¢ikar. Bu
nedenle pargacik bu girmis oldugu alanin i¢inde bir yoriinge izlemeye baslar. Cizmis oldugu
yoriinge manyetik egriyi olusturur. Baska bir deyisle manyetik egriyi daha detayli sdyle
anlatabiliriz. Lorentz kuvveti, fizikte elektromanyetizmada; elektromanyetik alanlarin
olusturdugu noktasal yiikler tizerindeki manyetik ve elektrik kuvvetlerin bileskesidir. B (manyetik
alan), E(elektriksel alan), v (hiz), q (yiiklii pargacik) olsun ve Lorentz kuvvetine olan etkisini

sOyle formiiliize edebiliriz:
F=q (E+vxB)

Goriildugi tizere Lorentz kuvveti manyetik alanin vektdrii ile parcacigin hiz vektoriiniin
carpimi bize bu iki vektoriin birbirine dik oldugunu gosteriyor. Bu iki vektér manyetik alana
paralel birsekilde hareket etmis olsaydi 0 zaman manyetik kuvvet sifir olurdu. iki vektdriin
birbirine dik olmasi Lorentz kuvvetinin en biiylik degeri aldigimi gosterir. Bu iki vektdr yani
manyetik kuvvet ile pargacigin hizinin birbirine dik olmasi pargacigin biiyiikligiinti degil sadece
ve sadece yoOniinli degistirir. Bundan dolayidir ki pargacigin manyetik alan igerisinde dairesel
hareketler yaptigini gosterir[1].

v (hiz ) yiiklii pargacigin, B ( manyetik alan ) girdigi zaman Serret -Frenet vektorleri bu
alandan etkilenirler ve bu etki ile beraber Lorentz kuvveti dedigimiz kuvvet agiga ¢ikar .
Kuvvetin agiga ¢cikmasiyla birlikte bir yoriinge takip eder. Bu yoriingeye manyetik egri ad1 verilir
[2,3].

T (teget vektor alani), manyetik alana paralelse Lorentz kuvveti sifir olur ve paralel bir

sekilde ilerler. T,manyetik alana dik olmasi durumunda Lorentz kuvveti maksimum olur



vedairesel bir yoriinge izler.Eger T, manyetik alanla sabit bir ag1 yapiyorsalorentz kuvvetinin
etkisi parcaciga helis egrisi seklinde bir yoriinge olusturur [4].

Manyetik alan glinlimiizde bir¢ok alanda karsimiza c¢ikmaktadir. Mesela; pusulanin
caligmasinda, jeneratorlerde, elektrikle ¢alisan motorlarda vs. kullanim alam vardir. Bu alanda 3-
boyutlu Riemann manifoldlarinda Barros ve Romeo manyetik alanlarin yoriingelerini ele almistir
ve incelemistir [4,5]. Daha sonraki yillarda bazi bilim insanlarida manyetik alanlar
incelemiglerdir. Ling Xu ve David Mould parcacik lizerinde var olan yiikiin zaman igerisinde
siirekli degiskenlik gostermesi, birden ¢ok farkli egrilere sahip ¢ok karmasik yoriingeler ¢izdigini
savundular ve bulduklar1 yonteme manyetik egrileri de katarak aga¢ govdesini, sag telini, yanan
bir atesin ¢izilecegini gosterdiler [6]. Korpmmar ve Demirkol 3D Riemannian manifoldlarda
manyetik egrileri vermislerdir [7]. AyricaZ.Ozdemir, 1.Gok, Y.Yayl and N.Ekmekci de yine
manyetik egrileri incelemistir [8].

Ribbon teorisi DNA ve protein ¢alismalarinda uygulanabilirdir. G.S. Chirikjian DNA
diigiimiinii bu teori yardimiyla incelemistir [9]. Bohr ve Markvorsen bazi 6zel egrileri ribbon

catiya gore vermisti [10].



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tamm 2.1: Differansiyellenebilir bir manifold Molsun. O zaman asagidaki doniistimii

verilsin
g: x(M)X x(M)— C*(M, R)

Bu doniisiimle birlikte asagidaki kosullar saglaniyorsa M iizerinde Riemann metrigi
veya diger bir deyisle Riemann manifoldu denir [13].
i gsimetrik yani VX ,Ye y(M)i¢in g(X,Y)=g(Y,X)
ii g bilineer yani vX,Y,Ze y(M) ve Vf,heC”(M,R) igin
g(fX+hY,Z)=fg(X,Z) + hg(Y,Z)
iii gpozitif tanimli yani ¥V X € y(M) i¢in g(X,X) >0

Tanmim 2.2:M Riemann manifoldu ve V, M iizerinde Riemann koneksiyonu olsun.
vX,Y,Z€ y(M) ve VfheC”(M,R) i¢in

Vi x(M)xx(M)

X, Y) > V(X Y)=IkY

ile taniml1 doniigiimii

i Vy(Y+ 2)=VxY+VyZ

i VigenZ =VxZ +VyZ
il VY = fgY
iV Vg(FY)=1VY +X()Y

yukarida belirttigimiz dort maddedeki o6zellikleri sagliyorsa V ya M iizerinde tanimli afin
koneksiyonu veya kovaryant tiirev denir[12].
Tanim 2.3:A bos olmayan bir ciimle veKcisimi tizerinde bir vektor uzayr V olsun.
fiAxA -V
(P.Q)— f(P,Q)=PQ
Fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa A ya V ile birlesimis afin uzay1 denir [11].
VP, QReAigcin f(P,Q+f(Q R =f(P,R)
ii) vV P € A ve Va€V olmak iizere a'=ﬁi olup, Q€A noktasi vardir.
Tanim 2.4: A reel bir afin uzay ve bu afin uzayla birlesen bir vektor uzay1 da V olsun.
V vektor uzayinda X ve y vektdr uzaylarini géz oniine alalim.

X=(%1,X ,eeec, Xp V€ Y=(Y1, Y2, ee... , ¥n) € V olmak tizere



(,): VX V-R
(X, y) =>(x, ¥)=X{-1 % yi
doniisiimiine Oklid anlaminda i¢ ¢arpim denir [12].
Tamm 2.5: I, R de acik bir alt kiime ve E" de n- boyutlu Oklid uzay1 olsun.
a. | cR-E"

doniistimii differansiyellenebilir ise aya E™ de bir egri ve t€ | da «a egrisinin parametresi denir
[12].

Tamm 2.6:(M, g) bir Riemann manifoldu ve M iizerinde bir afin koneksiyonu V olsun.
Asagida verilen kosullari saglamas1 durumunda V ya M nin Levi Civita Koneksiyonu denir [16].
VX, Y, Zey(M)olmak iizere;
i Vg —VyX=[X, VY]
i ZgX,Y)=+g(V;X,Y)+g(X,V;Y)

Tamm 2.7:(M , g) Riemann manifoldu ve V da M iizerinde Levi Civita Koneksiyonu
olsun.

X, Y, Zex(M)

R: x(M)x x(M) xx(M)—x(M)

X, Y,Z) > R(X, Y, Z) =VxVyV;—VyVyV;—Vx y1Z
doniisiimiine Riemann egrilik tensorii denir [14].

Tamm 2.8:a: | —>R" egrisi verilsin. V€ 1 icin a’(t)#0 ise a egrisine regiiler egri
denir [15].

Tamm 2.9:a: [-R" , a=a(t) olmak iizere ||a’(t)]| =\/m =1 ise a egrisine
birim hizli egri denir [15]

Tanmm 2.10:a her mertebeden diferensiyellenebilir bir egri olsun. Bu durumda
v={a',a", .., aM}sistemi lineer bagimsiz ve Va (k) k> rigin a(*)e Sp{¥} olmak iizere
Y den elde edilen{Vl A ,V3MVT} ortonormal sistemine, M egrisinin Frenet r — ayaklis1 alani
denir [12].

Tamm 2.11:a: | cR—E3 egrisi, t €1 icin

Teget vektoriin alant:

T (t)zlla’(lt) I a (1)

Normal vektor alani:

_ a''®
N® = la'" ()l



Binormal vektor alani:

a' () Aa''(t)

B ()= la’ (t) Aa’ (E) 1l

Verilen bu vektorlerin olusturdugu {T,N, B } vektor alanlarina Frenet 3 — ayaklisi denir[12].

Tamm 2.12 :a: [>R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 {T, N, B} olsun

TI> R, t(s)= —(B'(s),N(s))

Fonksiyonuna o egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s)sayisina egrinin a(s)
noktasindaki burulmasi denir [15].

Tammm 2.13: R3uzayinda birim hizli a: I — R3 egrisi icin,

Kk: 1= Rk (s)=[IT'(s)l
fonksiyonunaa egrisinin egrilik fonksiyonu denir.kx(s) sayisina egrinin a(s) noktasindaki
egriligi denir [15].

Tammm 2.14: s, yay parametresi olmak iizere, a: | cR—R3 , a(s) =(ay,ay, a3)
egrisinin Frenet formiilleri asagidaki gibidir.

T’ (s)=k1(s)N(s)

N'(s) = —k1(s)T(s) + kz(s)B(s)

B'(s) =—k2(s)N(s)

ve

(T, T)=(N,N)=(B,B) =1

(T,N) =(T,B) =(N,B) =0

K=K (s) =T (s)l

= 1(s) =—(N,B’)

ki =x ve k, =t bundan sonra yerlerine bu simgeleri kullanabiliriz [12].

Tanim 2.15:y: |—E3 birim  hizh egrisinin ~ Frenet  elemanlar

{T,N, B, k, t}olsun.w=1T+ kBvektor alanina y egrisinin Darboux vektor alani denir.

1

T T ((OT() + k()B())

w(s) =

vektoriiney egrisinin Darboux gostergesi denir [12].
Tamim 2.16:E™*1de M hiperyiizeyi iizerindeki bir egri a: IcR—M olsun.a: IcR—M
egrisinin her noktasindaki ivme vektorii M hiperylizeyine ortogonal ise o egrisine M ylizeyinde

geodezik egri denir [12].



Tamm 2.17: n boyutlu bir reel uzayda (R™)u vektorii ele alalim. Bu u vektoriiniin

boyuna vektoriin normu denir. ||ul|ile gosterilir [13].

llull =/ (u, u)

Tamim 2.18: o: |—E3 bir egri ve VS€ | yay parametresi olsun. Vs € | olsun. a'(s) hiz
vektorii olarak tanimlayalim. Bir U sabit vektoriiniin hiz vektorii ile sabit a¢1 yapmak sartiyla
olusan ¢izgiler biitiiniine helis denir [15].

IT()I1=]|U]=L

(T(s), ﬁ)=cos 6

Tamim 2.19: a: | —E3 regiiler egrisi verilmis olsun. o egrisinin N(s) birim vektérii bir
U sabit vektorii ile sabit bir ¢ agisi yapiyorsa yani Vt € I i¢in (N(t),u) = cos¢ esitligi
saglantyorsa a egrisine slant helis denir [17].

Tamm 2.20 (Ribbon Cati1): Ribbon ve merkez egrisi w(s) ve 6(s) gib iki siirekli
fonksiyon tarafindan olusturulur. Burada s € [0, L] araliginda tanimlidir ve Z Ribbonun i¢
uzunlugudur. Bu aralikta her sigin  8(s)€ [0, 7] oldugunu varsayalim. Boylece s icin
sin(6(s))>0 dir. Ribbona teget bir alan olan ve Ribbon merkez egrisini 6(s) ag ile
tanimlayacagiz. Bu yapida en 6nemli olan A(s) birim vektor alanidir ve bu vektor alani
0(s) acisina bagh olarak tanimlanir. Boylece A(s) ve u(s) birlikte

D(s) = w(s)A(s)

Darboux vektorini olusturur. Kabul edelim ki {e(s), f(s), g(s)}bir ortonormal vektor

sistemi olsun. Bu sistemimin diferensiyeli asagidaki gibidir.
e’ (s)=W(s)A(s) xe(s)
£ (s)=W(s)A(s) xf(s) (2.1)
9'($)=W(s)A(s)xg(s)
Burada A(s), e(s) ve g(s) cinsinden asagidaki gibi yazilr:
A(s)=cos(6(s))e(s)+sin(6(s))8(s) (2.2)
(2.1) ve (2.2) den
e’(s) = w(s)sin(6(s))f(s)

f'(s)=—w(s)sin(6(s))e(s) + w(s)cos(6(s))g(s) (2.3)



g'(s) =—w(s)cos(8(s))f(s)

yazilabilir. Burada s yay parametresidir.
R'(s)=R(s) E(s)
Burada R(s) ortogonal matristir.

0 —w(s) sin(6(s)) 0
2(s) = |w(s) sin(0(s)) 0 —w(s) cos(0(s)) (2.4)
0 w(s) cos(6(s)) 0

Ribbon merkez egrisinin iki temel egrilik ; (s), k,(s) ve iki temel dogrultman1 t4, t, olmak

uzere
() s  16(5)=0
£1(5)=sin(6(s))e(s)-cos(8())g(S). 2 (5)=A(S) (2.5)

Euler teoremine gore merkez ¢izgisinin normal egriligi
K (8)=K1 (8)sin?(0(s))+k,(s)cos?(8(s)) = —w(s)sin(6(s)) (2.6)
Olur. Merkez egrisinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla asagidaki gibidir [10]:

i x(s) =lle' ()l = w(s)|sin(0(s))
i 1(s)=< (e(s) x e'(s)),e" (s)>= w(s)cos(8(s)) (2.7)

Tamim 2.21 (Ribbon Cati ile Frenet-Serret iliskisi):

Ribbon ¢at1 da w(s) # 0 oldugunda «(s) pozitif olur boylece bir tek{T(s), N(s), B(s)}
Frenet-Serret catis1 ve ayni sekilde bir tek Darboux vektorii vardir dyle ki

D(s) = #(s) T(s) + x(s)B(S) = W(S)A(S)
veFrenet-Serret ¢atisi i¢in bir ani donme vektoriidiir. Her zaman ribbon ¢at1 da T(s) = e(s) dir.
Varsayalim ki [0, L | arahiginin bir [a, b] alt araliklarinda ki tiim s igin w(s) #0 olsun. Sadece iki
olasilik vardir [10]:

i Eger N(a) =f(a) ise N(s) = f(s),B(s) =g(s) ve D(s) =w(s)A(s),s € [a, b]
i Ma) =—f() ise Ms) =—f£(s) ,B(s)=—g(s) ve D(s)=w(s)A(s), s € [a, b]

Tanim 2.22:M Kkesitsel egriligi sabit olan uzay egrisi Y =y(¢): 1 € R — M olsun. T(§),y
egrisinin birim teget vektor alani ve hizi da v(t) = ||y'(t)|| olmak tzere egrinin Frenet
formiilleri Tanim2.14 de verilmistir. M de y nin varyasyonu

Il x(—¢¢e)> M

(t2) -I'(t2)



'(¢0)=y(®

olarak tanimlanir.
ar
5, = V(@)

seklinde taniml vektor alani da varyasyon vektor alanidir. Eger

v | _ o712 | _ox?

5, 12=0 =5 | z=0 =%~ | 2=0 =0

sartin1 sagliyorsa y(s)boyunca V(s) vektor alanina Killing vektor alami denir. Burada
v = ||V(s)||, sde yay parametresidir [5].

Tanmm 2.23:E30klid uzayindaa(s) egrisinin birim teget vektér alani  T=a’'(s) olsun.
T vektor alani belirli bir u vektori ile sabit a¢1 yapiyorsa a(s) egrisine genel helis denir
[12].

Tamm 2.24: y(s) nin silindir helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart G) (s) nin sabit

olmasidir. Eger t ve x sifirdan farkli sabitler ise helise dairesel helis denir [17].
Teorem 2.25: M manifoldu tizerinde X ve Y vektor alanlari olsun. f € C* (M, R)olmak
uzere
Lxf = X(f)
(LxY)P =[X, Y]p
dir [14].
Teorem 2.26: M(C), 3-boyutlu reel bir uzay ve
v:IcR— M
s—y(s)
regiiler bir egri olsun. Asagidaki ozellikleri saglamasi halinde bir lineer sistem belirtir ve bu

sistem bir killing vektor alani ifade eder [5]:

27997 _
1) V(19 )_E z=0 _Sg(vev'e)

V2
2) V((wsing)?)="100 | =2(wsing) g(V3V, f)-4(wsind)?g(V.V, e)
+2C(wsinB)g(V, f)
2~ _0(wcos0)? _wcos# 3 _ _wcosf(wsing)’ 2
3) V((weost))==" | oo= 22 g (VEV, 8) — = =g (V2V +
cv, g)+‘$§?:z (C +wsin8?)g(V,V, g) —(wcos8)?g(V,V,e)



3. MANYETIK EGRILER

3.1. e—Manyetik Egriler
Tamim 3.1 :Lorentz esitligini saglayan y egrisine M tizerinde ¢ — manyetik egri denir.
Vye=d(e)=Vxe (3.1)
Bu tanimdan yararlanarak ribbon ¢atiya goére manyetik egrileri gosterecegiz.
Onerme 3.2 1y egrisi 3-boyutlu riemann manifoldu(M, g) tizerinde birim hizli bir e-

manyetik egri ve bu egrinin Serret-Frenet elemanlari {e, f, g, wsin@, wcos6} olsun. O halde

ribbon ¢atiya gore matrisini soyle gosteririz:
e’ 0 wsinf 0 e
f'| = |-wsing 0 weos6 | | f
g 0 —wcosé 0 8
e’ =wsinf f
f' = —wsinf e + wcosf g

!

g' = —wcosO f

Onerme 3.3 :y egrisi 3- boyutlu riemann manifoldu (M, g )iizerinde birim hizli bir e-
manyetik egri ve bu egrinin Serret-Frenet elemanlarinin Lorentz kuvveti ile iliskilendirirsek

ribbon catiya gore matrisi agagidaki gibidir:

®(e) 0 wsingd 0 171re
®(f) | = |—wsinb 0 Qs (| f (3.2)
o(g) 0 —Q; 0118

Burada Q5 belirli bir fonksiyondur.
Ispat :y egrisi (M, g) 3- boyutlu riemann manifoldu iizerinde bir e—manyetik egri ve bu

egrinin ribbon elemanlari {e, f, g, wsinf, wcos6} olsun.
d(e)=sple,f, g}
oldugundan
d(e) = fe + wf + g (3.3

yazilabilir. Buradan ®(e)nin her iki yani e ile i¢ ¢carpima tabi tutulursa



(®P(e), e)=P(e, e, )+ wif,e)+ (g e)

elde ederiz.
(@(e), e)=p
(V,ee)=p
wsinf(f,e) =
0=p

bulunur.Buldugumuz deger (3.3) de yerine yazilirsa
®(e) = of + g (3.4)

elde edilir.Benzer sekilde (3.4) esitliginin her iki yani f ile i¢ carpima tabi tutulursa
(@(e),f) = w
(Vyef) =w
wsin6(f, f)=w
wsinf=w

bulunur. Buradan buldugumuz deger (3.4) de yerine yazilirsa.
®(e) = wsinbf + 6g (3.5)

olur. Son olarak (3.5) esitligi gile i¢c carpima tabi tutulursa
(@(e), g) = wsinb(f, g) + 69, 9)
(V,re, g)=6
wsinf(f, g)==6
0=68
bulunur. Boylece
®(e) = wsinof (3.6)
elde edilir.
Benzer sekilde
P(f) = e + wf + 68 (3.7)
yazabiliriz. Buradan (3.7) esitliginin her iki yanini e ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa
(O(f), e) = (e, e) + wif,e)+ 5(ge)
(Vyfiey=8
elde ederiz. Buradan
—wsinb(e, e)=p
—wsinf=f

bulunur. Buldugumuz deger yerine yazilirsa
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®(f) = —wsinbe + of + 6g
elde edilir. Benzer sekilde @ (f)in her iki yani f ile i¢c carpima tabi tutulursa
(®(f), f) = —wsinb(e, f) + w(f,f) + 5(g,f)
olur. Buradan
(Vyff) =w
—wsinb(e, f)+wcoso(g, f)=w
0=
elde edilir. Boylece
O (f) = —wsinfe + 5g
bulunur. Bu son esitligin her iki yani1 g ile i¢ carpima tabi tutulur ise
(@(f), g) = —wsinb(e, g) + 5(g, 8)
(Vy’f ,9)=8
elde ederiz. Buradan
—wsinb(e, g) + wcos6(g, g) = 6
Q3 =6

elde edilir. Buradan
d(f) = —wsinbe + Q38 (3.8

elde edilir. Benzer sekilde
d(g) = fe + of +4g (3.9
esitligini gdzoniine alalim. Oncelikle esitligin her iki yanini € ile i¢ arpima tabi tutalim:

(®P(g),e) = B(e e) + w(f,e)+ 5(g e) elde ederiz. Buradan

(q)y’g' e) =p
—wcost(f, e) =
0=p

olur.Buldugumuz degeri (3.8) esitliginde yerine yazarsak
®(9) = of +38g
elde edilir. Bu son esitligin her iki yanin f ile ic carpima tabi tutarsak
(@(g), ) = w(f,f) + &(g, 1)
(Vyrg, f)=w
—wcoso(f,f) = w
-3 =w
ve buradan

P(g)=—Q3f + by

11



elde edilir. Son olarak ®(g), gile i¢ carpima tabi tutarsak
(V8 8) = —Q3(f,8) + 6(g 8)
—wcost(f, g)=4
0=6

olur.O halde

P(g) = —Qaf (3.10)

elde edilir.Boylece Lorentz kuvveti ile ribbon ¢at1 arasindaki iliskiyi gostermis olduk. Bu
da ispat1 tamamlar.
Onerme 3.4: Birim hizli y manyetik egrisi V manyetik alaninin yoriingesi olmasi i¢in

gerek ve yeter sart IV manyetik alanin y egrisi boyunca asagidaki gibi yazilabilmesidir:
V=Q;e+wsinbg (3.11)

Ispat: :y egrisi Vmanyetik alanin ydriinge olsun. O zaman ribbon ¢atiya gore
V=a,e + a,f + azg
Yazilabilir. Diger yandan
Vxe=®d(e)=—wsinbf
oldugundan
Vxe=(a.e + a,f + as;g) x e
=g, exXe+afxXe+azgxe
=—a,g + asf
olur. Buradan
—a,g + azf=—wsin6f
a, = 0, az=—wsinf
elde edilir. Simdi buradan a,i hesaplayalim:
dW)=0
olmak iizere
d(a,e + a,f + azg)=0
a; ®(e) + a,®(f) + az;P(g) =0
(3.6), (3.8) ve (3.10) esitlikleri yukaridaki denklem de yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa
a1 =Q;
bulunur. O halde
V=Q; +wsin6g

elde edilir.
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3.2.f— Manyetik Egriler

Tamm 3.5:Lorentz esitligini saglayan y egrisine Miizerinde f-manyetik egri denir.
Vf=0(f) =VXxf (3.12)

Bu tanimdan yararlanarak ribbon ¢atiya gore f-manyetik egrileri gosterecegiz.
Onerme 3.6:y egrisi 3-boyutlu riemann manifoldu (M, g)iizerinde birim hizli birf-
manyetik egri ve bu egrinin Serret—Frenet elemanlar1 {e, f, g wsinf,wcos6} olsun. O halde

ribbon catiya gore matrisini s0yle gosteririz:

e 0 wsiné 0 e

f'|=|-wsin6 0 wcos@ | | £ (3.13)
g 0 —wcos6 0 g

e’ = wsin0f

f' = —wsinbe +wcosdg

g'=—wcosof

Onerme3.7:y egrisi 3-boyutlu riemann manifoldu (M, g) iizerinde birim hizli bir f-
manyetik egri ve bu egrinin Serret-Frenet elemanlarmin Lorentz kuvveti ile iliskilendirirsek,

ribbon catiya gore matrisiasagidaki gibidir:

®(e) 0 wsinf Q e
&(f) [=| —wsinb 0 wcos f] (3.14)
D(g) -0, —wcos6 0 8

Burada Q, belirli bir fonksiyondur.
Ispat: y egrisi (M, g) 3-boyutlu riemann manifoldu iizerinde bir f-manyetik egri ve bu

egrinin Ribbon elemanlar {e, f, g, wsin8, wcos6} olsun.
®(e) = spf{e, f, g} oldugundan
®(e)=a,e + a,f + azg (3.15)

yazilabilir. Buradan @(e)nin her iki yani € ile i¢ garpima tabi tutulursa
(@(e), e) =a;(e,e) + ay(f, e) + az(g e)
(@(e), ) =a;
(Ve e)=a,
(wsindf,e)=a, ,
wsind{f,e)=a,, a; =0

olur. Boylece
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®(e)=a,f + asg (3.16)

elde edilir. (3.16) esitliginin her iki yan1 f ile i¢ ¢arpima tabi tutulur gerekli islemler yapilirsa.

(@(e), f) =a,
—(e, () =a,
—(e, Vylf) =a,

—(e, —wsinfe + wcos0g) =a,
wsinf = a,

bulunur.Buldugumuz a, degerini (3.16) da yerine yazarsak
®(e) = wsinbf+azg (3.17)

elde ederiz. Simdi de (3.17) yi g ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa
(@(e), g)=(—wsinbf, g)+as(g, 8)
(P(e), g)=a3
Qi=aj

olur. Boylece

®(e) = wsinbf +Q, g (3.18)
elde edilmis olur. Simdi

o(f)=a e + af + azg (3.19)

yazilabilir. Buradan ®(f) her iki yani € ile i¢ ¢arpima tabi tutulursave gerekli islemler yapilirsa
a; = —wsiné

bulunur. a; degerini yerine yazilirsa

O(f)=—wsinbe + a,f + asg (3.20)
elde edilir. Buradan (3.20) esitligi f ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa yani

(O(f), f)=—wsinb(e, f) + a,(f,f) +az(g f)

yazilirsa
(@(f),f) =a,, (V, ff)=a,
(—wsinfe + wcosOg,f) =a,
0=a,

bulunur. Buradan a, yerine yazilirsa

14



O (f)=—wsinbe + azg

elde edilir. Benzer sekilde @(f) nin her iki yan1 g ile i¢ carpima tabi tutulursa
(@(f), g) = —wsinb(e,g) + as(g g)
(V,f,8) =a;
(V)18 £) =(—wcosf, f) =—wcosO(f, f)
—wcosf= as

olur. Boylece
®(f) = —wsinbe —wcosfg
elde edilir.
o (g) =spfe, f, g} olmak iizere
d(g)=a.e + af + azg

yazilabilir.Simdi® (g)nin her iki yani e ile i¢ garpima tabi tutulursa
(@(g), ) =a;(e, e) + ay(f, e) + az(g e)
elde ederiz. Buradan
(g P(e))=—a;
(g, —wsinff + Q,8)=—a,
Q=4

bulunur.a, degerini yerine yazarsak
D(g)=—Q e + af + azg

elde edilir.®(g)nin her iki yanini f ile i¢ ¢arpima tabi tutuluryani
(@(9), f) =—Qule, )+ ax(f.f) +as(g,f)
yazilirsa
(®(g), f=a;
(g @(f) = —a,
(g, —wsinfe + wcosfg) = —a,
—wsing(g, e) +wcos6(g, g) = —a,
—wcosf=a,

bulunur.Buradan

d(g)=—,e — wcosbf + azg

15
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elde edilir. Benzer sekilde (3.25) in her iki yan1 g ile i¢ ¢arpima tabi tutulur ve gerekli islemler
yapilirsa
0=a3

olur. Boylece
d(g)=—,e — wcosOf (3.26)

elde edilir.

Boylece Lorentz kuvveti ile Frenet vektorleri arasindaki iliskiyi ribbon catiya gore
gostermis olduk. Bu da ispat1 tamamlar.

Onerme 3.8:Birim hizli y manyetik egrisi V manyetik alaninin yériingesi olmasi igin

gerek ve yeter sart V manyetik alanin y egrisi boyunca asagidaki gibi yazilabilmesidir:
V=wcosbe—, f+wsinbg (3.27)

Ispat:y egrisi Vmanyetik alanin yoriinge olsun. Onerme (3.5) ve Onerme (3.6)dan (3.27)
esitligi kolaylikla gosterilebilir.
V=a1e + azf + a3g

Vxf=d(f)=—wsin0é-wcosog (3.28)

ve

Vxf=(a,e + a,f + azg) x f

=qieXf+afxf+azgxf

Vxf=a,g8 — a,e (3.29)
dir. (3.28) ve (3.29) dan

a, = wcosf , as; = wsinf

bulunur. Simdia,’ yi hesaplayalim.
d(V)=0 (3.30)

oldugundan
d(a;e+ af+azg) =0
a;®(e) + a,®(f) + az;P(g) =0
bu son ifade de (3.18), (3.22) ve (3.26) denklemleri yerine yazilirsa
wcosO(wsinbf + Q,8)+a,(—wsinfe + wcos0g)+wsinf(—Q, e — wcosof)=0
(W2cos0sin® — w?sinfcosO)f + (wcos6Q, + a,wcos6)g +

(—a,wsinf — wsinfQ,)e=0
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(wcos6Q, + a,wcos0)g—(a,wsinf + wsinfQ,)e=0

wcos0Q, + a,wcosf=0, a,wsinf + wsinfQ,;=0

a, =—04,a, =—0
bulunur. Sonug olarak

V=wcos0e—0, f+wsinog
elde edilir.

Teorem 3.9: M, 3 boyutlu reel uzayda (M(C), g) lzerinde kesitsel egriligi olan bir
manifold ve V, M ilizerinde Killing vektér alam olsun. (M(C),g,V)nin f-manyetik

yoriingelerinin egrilik ve burulmasina bagh olarak asagidaki esitlik saglanir:

!

[ : ((ml_ﬂl) — Qjwcos6 + Cwsin@)] +wsin6

wsin6 wcos6

c,-0f _ _ (wcos)’
wcos8 =00 =-— wsinf (3'31)

Ispat: V, M iizerinde Killing vektér alam olsun. Bu durumda (3.27) esitliginins ye

gore turevini alirsak

V.V=((wcos8)' + Q,wsind)e—Qf+((wsind)' — wcosbQ,)g (3.32)
bulunur. Buldugumuz bu sonucun tiirevini alip Ribbonun tiirev formiillerini kullanirsak
V2V=0,wsinBe+(—Q;wcosd (wsind)' — wcos8Q,))f+(((wsind)' — wcos8Q,)' Qiwcos)g (3.33)

elde etmis oluruz. Tanim2.22 ve Teorem2.26 deki 1.6zellikle ile birlikte (3.33) esitligini

bir arada gozontine alirsak,

Q= _ (weos8)’ (3.34)

wsin0

Bulunur. (3.32) ve (3.33) sonuglariyla beraber Tanim2.22 ve Teorem2.26 deki 2.6zellik
kullanirsak asagidaki sonucu elde etmis oluruz:

Qf + weosd((wsinf)' — (wcos8)Q,) +g(R(V,e)e, f) =0

gR(\V,e)e, f)=Cg(V,f) =0

Buradan
07 +wcosd((wsinf)' — wcos62,)=C0, (3.35)

bulunur. Son olarak (3.32) ve (3.33) deki formiilleri kullanarak Tanim2.22 ve Teorem2.26

deki(3) esitligi ile birlikte gozoniline alirsak asagidaki esitligi bulmus oluruz:
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[ L (((wsinB)' — wcos6Q,)" — Qjwcosb + CwsinH)]

wsiné

+wsin0((wsind)" — wcos6Q,) =0 (3.36)
Buradan da (3.34), (3.35)ve (3.36) formiilleri ile birlikte ele aldigimiz zaman

NG ' -of
[ 1 ((Cﬂl_ﬂl) — Qjwcos6 + Cwsine)] +Wsin9M_0, 0=

wsin6 wcosf wcos6

_(wcosh)'

wsin6

elde ederiz.

Sonu¢ 3.10:3-boyutlu Oklid uzayinda y egrisi bir Fmanyetik egri oldugunu
varsayalim. Bu durumda:

i) Eger O, sifirdan farkl sabit ise y egrisi V manyetik vektor alanmi olan bir slant

helistir.

i) Eger Q, sifir olmasi halinde y egrisi V manyetik vektor alani olan dairesel helistir.

Ispat: 3-boyutlu Oklid uzayinda y egrisi bir f-manyetik egri olarak alahm. Eger Q,
sifirdan farkli sabit olsun ve a egrisi de f-manyetik egri olarak alalhim. Bdylelikle y egrisini

(3.34), (3.35)ve (3.36) formiillerini saglar ve buradan da

(wcos6)' _ (wsin8)' _

=Q, (3.37)

wsin6 wcosf

elde edilir. Boylece
(wsin®)? + (wcosf)?= sabit
Olup (3.37) formiiliinden yararlanarak
wcosB(wsinf)' —wsin8(wcosf)’ = —Q, (wsind)? + (wcosf)?) = sabit
yada
(wsing)? (wcose)’ —q,

(wsinB)2+(wcos8)? \wsin

bulunur. O halde buradan goériiliiyor ki y egrisi bir slant helistir. Eger Q; sifir olmasi
halinde y egrisi (3.37) formiiliinden bir dairesel helistir.

O halde ¢ikan sonuglarin bir genellemesini yapmak gerekirse fiziksel yorumlarini
soyle verebiliriz:

Sonug¢ 3.11:Teorem ve tanimlarda da verdigimiz gibi 3-boyutlu Oklid uzay iizerinde
yuklii olan bir par¢acigin normal vektor alaninin manyetik bir alan icerisindeki etkisini su

formille verebiliriz:

O(f)=Vxf
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Bu formiil yardimiyla Lorentz kuvvet yardimi ile yoriingesinin degistigini gérmiis
olacagiz. Asagidaki sekiller lizerinden, eger f normal vektor alani, V manyetik alanina
paralelse Lorentz kuvvetinin sifir olacagindan paralel ilerler bdylelikle sekil 3.1 de ki gibi

gorsel olarak daha iyi kavramamizda etkili olur ve asagidaki gibi gosterilir [Sekil 3.1].

Sekil 3.1. Parcacigin ®(f) Lorentz kuvveti etkisindeki hareketi

Eger f normal vektor alani, V manyetik alanina dik olmasi durumunda Lorentz kuvveti
maksimum olacagindan dairesel helis yoriingesi izler boylelikle sekil 3.2 de ki gibi gorsel olarak

daha iyi kavramamizda etkili olur ve agagidaki gibi gosterilir[ Sekil 3.2].
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Sekil 3.2. Parcacigin® (f) Lorentz kuvvet etkisi ile olusan dairesel helis hareketi

Eger f normal vektor alani, V manyetik alanina sabit bir a¢1 olusturmasi durumunda
Lorentz kuvvetinin de etkisiyle slant helis yoriingesi izler bdylelikle sekil 3.3 de ki gibi gorsel

olarak daha iyi kavramamizda etkili olur ve asagidaki gibi gosterilir [Sekil 3.3].

Sekil 3.3. Parcacigin ®(f) Lorentz kuvvet etkisi ile olusan slant helis hareketi
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3.3.g— Manyetik Egriler
Tanim 3.12:y egrisinin Binormal vektor alan1 Lorentz kuvvetini sagliyorsa y egrisine M
iizerinde g—manyetik egri denir ve

V,yg=0(g)=Vxg (3.38)

Bu tanimdan yararlanarak ribbon ¢atiya gére manyetik egrileri gosterecegiz.
Onerme 3.13:y egrisi 3-boyutlu riemann manifoldu (M, g)iizerinde birim hizli bir g-
manyetik egri ve bu egrinin Serret—Frenet elemanlan {e,f, g wsinf, wcos6} olsun o halde

ribbon catiya gore matrisini s0yle gosteririz:

e’ 0 wsiné 0 e
f' |=[-wsin6 0 weosO || f
! 0 g

g 0 —wcos0

(3.39)

Onerme 3.14: y egrisi 3-boyutlu (M, g)manifoldu tizerinde {e,f, g, wsind, wcos6}
elemanlari ile verilmis bir g-manyetik egri olsun. g-manyetik egrisini Lorentz esitligi ile

iliskilendirirsek ribbon ¢at1 ya gére asagida ki matrisi asagidaki gibidir:

@(e) 0 Q, 0 1re
M) | =[-q, 0 WCOSB] [f] (3.40)
D(g) 0 —wcosf 0 g

Burada (1, belirli bir fonksiyondur.
Ispat: y egrisi 3-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) iizerinde {e,f, g, wsinf, wcos6}
elemanlariyla birlikte g-manyetik egri olsun.

®(e) € sp{e,f,g} oldugundan
®(e)=petpf+og (3.41)

yazilabilir. Buradan®(e) her iki yani e ile i¢ garpima tabi tutulursa yani
(®(e), e) =p(e, e)+p(f, e)+a(g, e)
islemi yapilirsa,
(V,e.e) =
wsind({f,e) = u
u=0
elde edilir. Buldugumuz bu degeri (3.41) de yerine yazarsak

®(e)=pf +og (3.42)

21



bulunur. Benzer sekilde (3.42) nin her iki yan1 f ile i¢ ¢arpima tabi tutulurve gerekli igslemler
yapilirsa

Q, =p
elde edilir.Bu son ifade (3.42) de yerine yazilirsa

®d(e) =Q,f +og (3.43)

bulunur. Benzer (3.43) esitligi g ile i¢ carpima tabi tutulursa yani
(®(e), g) =0,(f, g) +0(g 8)
Islemi yapilirsa
(V,e,g)=c
wsind(f,g) =o
0=0

olur. Boylece

P (e)=0,f (3.44)
elde edilir.
O(f)=petpftog (3.45)

yazilabilir.Buradan® (f) her iki yani e ile i¢ ¢arpima tabi tutulur yani
(@(f), e) = (e, e)+p(f, e)+o(g, e)
yazilirsa
(V,f,e)=n
—wsinb(e, e) =u
- =u

elde edilir. Buldugumuz degeri yerine yazilirsa
d(f) =—-Q,e +pf +og (3.46)

Benzer sekilde @(f) in her iki yani f ile i¢ carpima tabi tutulur ve gerekli islemler yapilirsa
0=p

elde edilir.Bu son ifade (3.46) da yerine yazilirsa
o (f) =, etog (3.47)

bulunur. Benzer sekilde (3.47) esitliginin her iki yan1 g ile i¢ ¢arpima tabi tutulurve gerekli

islemler yapilirsa
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wcosf=o

elde edilir. Buradan

d(f) =—Q,e +twcosog (3.48)
bulunur. Benzer sekilde

®d(g)=pe+pf+og(3.49)

ifadesinin her iki yani € ile i¢ ¢arpima tabi tutulur yani
(@(g), e) =p(e, e)+p(f, e)+o(g, e)

Islemi yapilirsa
(Vg e)=u
0=p,

bulunur.Buldugumuz bu degeri yerine yazarsak
®(g) =pft+og (3.50)

elde edilir. (3.50) esitliginin her iki yani f ile i¢ ¢arpima tabi tutulur ve gerekli islemler yapilirsa
—wcosf=p

olur.Buldugumuz bu degeri yerine yazarsak
®(g) =—wcosOf+og (3.51)

elde edilir. (3.51) esitliginin her iki yan1 son olarak g ile i¢ ¢arpima tabi tutulurve gerekli
islemler yapilirsa
0=0

olur.O halde
®(g) = —wcosoOf (3.52)

elde edilir.BoylecelLorentz kuvveti ile ribbon gat1 arasindaki iliskiyi gore gostermis olduk. Bu
da ispati tamamlar.
Onerme 3.15: Birim hizhl y manyetik egri V manyetik alanin yériingesi olmasi icin

gerek ve yeter sart I/ manyetik alan1 y egrisi boyunca asagidaki gibi yazilabilir:
V =wcosbe + Q,g (3.53)

ispat: y egrisi V manyetik vektdr alaninin yériingesi oldugunu varsayalim. Onerme

(3.13) ve 6nerme (3.14) yardimiyla (3.53) esitligi kolaylikla gosterilebilir.
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V:ale + azf + a3g

olsun.
Vxg =@ (g)=—wcosOf

olmak iizere
Vxg = (a;e +a,f+azg) xXg
=g eXgt+afxg+a;gxg
=—a,f+a,e
olur. Bu son ifade (3.54) ile birlikte géz oniine alinirsa
—a,f + a,86=—wcos6f
—a,f=—wcosof , a,6=0
a, = wcosf , a; =0
bulunur. Simdi a;'ti hesaplayalim
P(V)=0
oldugundan
®(a,e + a,f + azg)=0
a,;®(e) + a,®(f) + azP(g) =0

olur. Bu son ifade de (3.44), (3.48) ve (3.52) esitlikleri yerine yazilirsa
wcos0(Q,f) + 0(—Q,e + wcosfg) + az(—wcos6f)=0

wcos0Q, f—aswcosff=0
wcosOf (Q, —a3)=0
az; =Q,
elde edilir. Sonuc olarak
V=wcosfe+Q,g

bulunur.

(3.54)

Teorem 3.16: M 3-boyutlu reel uzayda (M(C),g) lzerinde C -manifold ve V, M

tizerinde Killing vektor alani oldugunu varsayalim. (M(C), g, V) g-manyetik yoriingelerinin

egrilik burulmasi asagidaki gibidir :

2(wsinB)" + 2(wsinf)(wcosf)? + 4a(wcosh)? + 4C(wsinf) + (wsinB)3 = b (3.55)

burada b sabit bir sayidir.

ispat: V, 3-boyutlu Riemann manifoldu iizerinde herhangi bir manyetik vektdr alani olsun.

(3.53)esitliginin sye gore tiirevi alinirsa

Vv,V = (WCOSQ)'G + wcos@(wsinf — Qz)f + leg
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buluruz. Bu son ifadenin bir daha sye gore tiirevi alinirsa

V2V = ((wsin®)(wcos0)Q, — (wcos8)(wsind)?)e + ((wcos) (wsind)' —
2(wcos0)Qh) + (QF + (weos8)? (wsind) — (wcos0)?Q,) g (3.57)

elde edilir. Tamim 2.22 ve Teorem 2.26 daki 1.6zellikle birlikte g6z dniine alinirsa,
(wcos8)' =0 (3.58)

bulunur. (3.56) ve (3.57) sonuglarini Tanim2.22 ve Teorem2.26 daki 2.6zellikle birlikte ele
alinirsa

(wcosB)(wsin8)' — 2(wcos0)Q, + g(R(V,e)e, f) =0
elde edilir. M nin C gibi sabit bir egriligini ele alirsak  g(R(V,e)e,f) = Cg(V,f) =0

olmasi nedeniyle asagidaki sonucu buluruz:

0, =""+q (3.59)

Benzer sekilde (3.56) ve (3.57) esitlikleri ile Tanim2.22 ve Teorem2.26 daki

3.0zelligi birlikte ele alirsak

!

1
[Wsin@ (szf + (wsin®)(wcos0)? — (wcos8)?Q, + g(R(V, e)e, g))] + (wsinb)Q,

+g(R(V,e)e,g) =0
g(R(V,e)e,g) =Cg(V,g) = Cwsinf ve g(R(V,e)f,g) =0
[ 1 <(Wsin0)”

wsinf 2

wsinf '
+ (wsinf)(wcos6)? — (wcosh)? ( >+ a) Cwsin6>]

~_(wsing)’
+ (WSan)T =0

[W;ne (QY + (wsind)(wcos)? — (wcos)?Q, + C(wsin@))], + (wsing)Q,  (3.60)
bulunur. Bu da ispati tamamlar.
Sonug 3.17: 3-boyutlu Oklid uzayinda y egrisi bir g-manyetik egri olmak iizere
i Q, Sifirdan farkli bir sabit olmasi halinde y egrisi ekseni V manyetik vektor alani
dairesel helistir.

il Q4 Sifir olmasi halinde y egrisi gemberdir.

Ispat:Sonucun ispati(3.60) esitliginden agiktir.
Simdi elde edilen sonuglari fiziksel yorumlamasini yapalim:
3-boyutlu Oklid uzay1 iginde yiiklii bir parcacigi ele alalim ve normal vektdr alanm

manyetik bir alandan etkilenmesiyle
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P(g) =Vxg
olur. Bu sekilde olmasiyla Lorentz kuvvetinin de etkisiyle yoriingesi degisir. Eger g-Binormal
vektor alani, V manyetik alaninaparalel olmasi halinde Lorentz kuvveti sifir olur ve pargacik
manyetik alanda paralel ilerler.

Eger g-Binormal vektor alaninin, V manyetik alanma dik olmasi durumunda Lorentz
kuvvetinin de etkisiyle maksimum seviyede olmasiyla ¢ember egrisi seklinde yoriinge
izlemesine yol acar.

Eger g —Binormal vektor alani, V manyetik alanina sabit bir ac1 ile girmesi halinde
Lorentz kuvvetininde etkisiyle, parcacigin dairesel helis egrisi seklinde bir yol izlemesine yol
acar.

Sonu¢ 3.18: M, 3-boyutlu bir reel uzayda (M(C), g) tizerinde bir C- manifold ve V, M
tizerinde killing vektor alani oldugunu kabul edelim. Bu durumda (M(C), g,V) f-manyetik ve
g-manyetik yoriingeleri

i C=1i¢in 3-boyutlu $3 kiiresi,

i C=-11igin 3-boyutlu hiperbolik uzay H?3,
iii C =0 icin 3-boyutlu Oklid uzay: E? {izerindedir.
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4., SONUCLAR

Bu c¢alismada manyetik egriler ribbon catiya gore tammlanmustir. Bir ribbon egrinin
Ribbon cati yardimiyla dogrultman egrisi tanimlanarak, bu egrilerin egrilikleri arasindaki iliski
elde edilmistir.

Frenet catisina ve ribbon catiya gore manyetik egrilerin tanimlandig1 ve y egrisinin normal
ve Binormal vektorlerinin Lorentz kuvvetinden etkilenmesiyle elde edilen yoriingeler incelenmis
ve bu egrilerle ilgili baz1 karakterizasyonlar elde edilmigtir.

Son olarak benzer diisiinceyle Ribbon gatiya gore ribbon egrisiyle iligkili yeni manyetik

egriler tanimlanarak, bu egriler arasindaki iligkiler aragtirilabilir.
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