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OZET

Lin, Lu ve Yau tarafindan tanitilan (kaba) Ricci egriligi, lokal olarak sonlu ¢izgeler iizerinde bir
izomorfizm invaryanti sunmaktadir. Bu nedenle, Ricci egrilikleri bilinen ¢izge ailelerine ait bir ka-
talog olusturmak 6nemlidir. Egriliklerin hesaplanmasinda kullanilan 6nemli araclardan biri eslesme
kosuludur. Bu tezin amaci, eslesme kosulunu kullanarak Ricci egriligi sabit olan Cayley cizge aileleri
olusturmaktir.
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ABSTRACT

The (coarse) Ricci curvature introduced by Lin, Lu, and Yau provides a useful isomorphism invariant
on locally finite graphs. Therefore, it is important to build up a catalogue for graph families with
known Ricci curvatures. One of the important tools used in calculating curvatures is the matching
condition. The goal of this thesis is to construct Cayley graph families with constant Ricci curvature
using the matching condition.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler, aciklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

G=(V,E) Koseler kiimesi V, kenarlar kiimesi E olan ¢izge
V(G) G cizgesinin koseler kiimesi

E(G) G cizgesinin kenarlar kiimesi

xE x kosesinin komsular kiimesi

0 Tiim koselerin ortak derecesi

P, Yol cizgesi

Cn Dongii

K, Tam ¢izge

Kinn Iki parcali tam cizge

Cu(J) Dongiisel ¢izge

I'(H,J) Cayley cizgesi

L Tamsayilarin n modiiliine gore toplamsal grubu
D, Mertebesi 2n olan dihedral grup

= [zomorfizm

By (€) Manifoldlarda e-yuvari

bt Cizgelerde e-yuvari

d(u,v) u ve v koseleri arasindaki uzaklik

Auy u kosesinden v kosesine taginan kiitle miktari
W (b5, by) Iki yuvar arasindaki Wasserstein uzaklig

K Ricci egriligi



1. GIRIS

Manifoldlar, egrilerin ve yiizeylerin yiiksek boyutlara genellemesidir. Cizgeler, dogas1 geregi
manifoldlardan ¢ok farkli yapilardir. Bir¢ok arastirmaci, manifoldlar {izerinde tanimli olan
yapilarin cizgeler iizerine tasinip tasinmayacagini arastirmaktadir. Bu yapilardan biri egrilik
kavramidir. Son yillarda, genel metrik uzaylar lizerinde uygulanabilecek cesitli egrilik kav-

ramlart ortaya atilmistir. Bu tezde 6zel olarak Ricci egrili8i tizerinde durulacaktir.

Ricci egriligi kavramina ¢gizgeler tizerinde ilk olarak Chung ve Yau (1996) tarafindan yapilan
calismada rastlanir. Daha sonra Ollivier (2009) tarafindan metrik uzaylar iizerinde Markov
zincirlerine kadar uzanan (kaba) Ricci egriligi tamimi yapilmigtir. Literatiire “Ollivier’in
Ricci egriligi” olarak gecen bu tanimla ilgili olarak cizgeler iizerinde ¢ok sayida caligma
yapilmistir. Ornegin Bhattacharya ve Mukherjee (2015) tarafindan iki parcali ¢izgeler ile
icerdikleri dongii uzunluklari en az 5 olan ¢izgelerin egrilikleri hesaplanmistir. Ayrica bunun
ekonomi, saglik, lojistik ve yapay sinir aglar1 gibi bir¢cok alanda uygulamalar1 bulunmaktadir
(Li ve digerleri, 2022; Sandhu ve digerleri, 2015; Sandhu, Georgiou & Tannenbaum, 2016).

Ollivier (2009) tarafindan yapilan Ricci egriligi tanimi Lin, Lu ve Yau (2011) tarafindan

modifiye edilmistir. Bu baglamda, merkezi bir x ksesi olan ve b ile temsil edilen e-yuvart,

l—¢, v=x
bE(v) = ﬁ, vext
0, vé{x}uxt

bicimindeki bir olastlik dagilimi olarak tanimlanmistir. Burada xF ile x kosesinin komsular
temsil edilmektedir. Herhangi bir {x,y} kenar igin b% yuvarim b yuvarina optimal olarak

tasima maliyeti W (b, by) olmak iizere {x,y} kenarmi Ricci egriligi

1
= li —1—W(bE, b8
k) = fim (1~ Wet.09))
formiilti ile verilmistir. Her ne kadar bu tanim, Ollivier’in tanimina yakin olsa da farklh
cizge aileleri icin farkli egrilikler ortaya ¢ikmaktadir. Lin, Lu ve Yau tarafindan yapilan bu
tanimdan sonra Ollivier Ricci egriligi icin elde edilen sonuclara paralel olarak yapilan bircok
calismaya rastlanmaktadir. Ricci egriligi kavraminin yonlendirilmis ¢izgelere uyarlamasi ise

Yamada (2019) tarafindan yapilmugtir.

Dongiisel ¢izgelerin Lin, Lu ve Yau baglamindaki Ricci egriliklerini simiflandirma c¢aligmasi
Smith (2014) tarafindan onerilmistir. Biikiilmiis 4-regiiler torus olarak adlandirilan ¢izgelerin

bilgisayar mimarisindeki onemli uygulamari oldugu gerceginden hareketle Smith bunlarin



dongiisel olup olmadigin1 sormustur. Sonlu sayidaki istisnalar disinda biikiilmiis torusun
egriliginin 0 oldugu bilinmektedir. Bu nedenle, Ricci egriligi pozitif olan kenarlara sahip
dongiisel cizgeler, yine sonlu sayidaki istisnalar disinda, biikiilmiis bir torus ile izomorfik
olamaz. Bu gozlemden hareketle Smith, dongiisel ¢cizgelerin Ricci egriliklerine ait bir katalog
olusturulmasini ve pozitif egrilige sahip olanlarin belirlenmesini onermistir. Ayni ¢calismada,

egriligi sabit aileler bulmug ve bunlarin bazilari i¢in “eslesme kosulu”ndan yararlanmustir.

Eslesme kosulu, Ricci egriligi sabit olan aileler olusturmak i¢in kullanilabilecek ¢ok 6nemli
bir kosuldur. Fakat her ¢izge bu kosulu saglamak zorunda degildir. Bu nedenle Dagli, Olmez
ve Smith (2019) tarafindan “genisletilmis eslesme kosulu™ tanitilarak sabit egilikli dongiisel
cizge aileleri bulunmustur. Yine ayni ¢alismada, p; > 3 ve i # ji¢in (p;, p;) = 1 olmak iizere

(Zy,+) grubunun mertebesi olan n tamsayisinin

bicimindeki ¢carpimsal ayrisimi kullanilarak eslesme kosulunu saglayan ve boylelikle de sabit

egrilige sahip aileler olusturulmustur.

Bilindigi iizere mertebesi n olan her Abelyan grup (Z,,+) olmak zorunda degildir. Abelyan
Gruplarin Temel Teoremine gore sonlu her Abelyan grup, her birinin mertebesi bir asal say1
kuvveti olan devirli gruplarin dig direkt toplamina izomorfiktir. Bu tezde, (Z,,+) disindaki
Abelyan gruplar kullanilarak olusturulan Cayley ¢izgelerinin egriliklerinin hesaplanmasi
hedeflenmistir. Bu baglamda, n tamsayisinin ¢arpimsal ayrisiminda kullanilan (p;, p;) = 1
kosulu kaldirildiginda veya p; tamsayilarindan sadece bir tanesinin 2 ve digerlerinin 3’den
biiyiik secilmesi durumunda eslesme kosulunu saglayan aileler oldugu gosterilmistir. Elde
edilen sonuglar Teorem [4.1] ve Teorem [4.2] ile ifade edilmistir. Bu sonuglar ile literatiire

katkida bulunuldugu degerlendirilmektedir.

Bu tez calismas: su sekilde organize edilmistir. Boliim [2/de Cizge Teorisinin temel kav-
ramlart iizerinde durulmustur. Bunun yam sira dongiisel ¢izgeler ile Cayley cizgelerinin
tanimlart verilmistir. Bolim 3[te Lin ve digerleri (2011) tarafindan tanimlanan Ricci egriligi
verilmis ve onu hesaplamak icin kullanilan eslesme ve genellestirilmis eslesme kosullarina
deginilmistir. Ozgiin olan Boliim ’te ise eslesme kosulunu saglayan Cayley cizge aileleri
olusturulmusg ve bunlar Teorem ve Teorem ile ifade edilmistir. Edle edilen sonuglar

Boliim [5]te 6zetlenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢izge teorisinin temel kavramlarina kisaca bir goz atilacaktir. Daha ayrintili bir
bilgi edinmek i¢in 6rnegin Diestel (2017), West (2000) ve Wilson (2010) incelenebilir.

2.1. Cizge Kavramm

Tamim 2.1 V sonlu bir kiime ve E C {{u,v} : u,v € V,u # v} olmak iizere G = (V,E) siral1
ikilisine (basit) bir c¢izge veya graf denir. Buradaki V kiimesi G’nin koseleri, E kiimesi
G’nin kenarlar olarak adlandirilir. Ayrica |V| sayisina G’nin mertebesi, |E| sayisina G’nin

biiyiikliigii denir. Genellikle bir G ¢izgesinin koseleri V (G), kenarlari ise E(G) ile gosterilir.

Kisalik ag¢isindan {u, v} kenar1 uv ile temsil edilir. Eger uv € E ise u ve v koselerine komsu
koseler denir. Bu durumda u ve v koseleri, uv kenarina bitisiktir. Ayn1 koseye bitisik olan
kenarlar komsudur. Bir kdsenin komsu sayisina o kdsenin derecesi denir. Eger E kiimesinin
elemanlari, iki elemanl altkiimeler yerine sirali ikililer yani E C {(u,v) : u,v € V,u # v}

secilirse yonlii cizgeler elde edilir. Yonlii ¢izgelerdeki (u, v) kenari u — v seklinde yazilabilir.
Tamim 2.2 Her kosesinin derecesi ayni, 6rnegin r, olan bir ¢izgeye r-regiiler cizge denir.

Cizgeleri temsil etmek i¢in diyagramlar kullanilabilir. Bunun i¢in ¢izgenin herbir kogesi bir
nokta ile gosterilir. Cizgenin kenarlar ise bitisik olduklar1 kdseler arasinda ¢izilen ¢izgilerle
temsil edilir. Ornegin, V = {a,b,c,d,e, f,g,h} ve E = {ab,ac,ad,bc,be,cd,de,ef, eg,eh}
ile verilen G = (V, E) cizgesi asagidaki bicimde cizilebilir.

b f

d h

Sekil 2.1. Bir ¢izgenin diyagram ile gosterimi
Tamm 2.3 G = (V, E) ¢izgesi verilsin. Eger V(H) CV(G) ve E(H) C E(G) ise H gizgesine
G’nin bir alt ¢izgesi denir ve H C G yazilir. Eger H alt ¢izgesi her u,v € V(H) igin

uv € E(G) = uv € E(H)

kosulunu saghyor ise indirgenmis alt ¢izge olarak adlandirilir.



Tamm 2.4 Koseleri vy,vy,...,v, olan ve vivy,vovs,. .., v,—1v, kenarlarindan olusan ¢izgeye

yol cizgesi denir. Bu ¢izge P, ile gosterilir. Bir yolun igerdigi kenar say1si, onun uzunlugudur.

Asagida, uzunluklar1 0, 1 ve 2 olan yol ¢izgeleri verilmistir.

P: e P: e—oe P;: o—eo—o
V1 V1 V2 V1 V2 V3

Sekil 2.2. P;, P, ve P; yollart

Tamm 2.5 Her u ve v kosesine karsilik bir # — v yolu igeren cizgeye baglantili; aksi halde

baglantisiz cizge denir.

Tanmm 2.6 P, yol ¢izgesine v,v; kenari eklenerek elde edilen ¢izge G, ile gosterilir ve buna

uzunlugu n olan dongii denir.

Asagida, uzunluklari sirasiyla 3, 4 ve 5 olan dongiiler verilmistir.

Sekil 2.3. C3, C4 ve Cs dongiileri

Tanmm 2.7 Biitiin koseleri birbirine komsu olan ¢izgelere tam ¢izgeler denir.

Aslinda n tane kogesi olan tam cizgeler birbirinin aynisidir. Bu nedenle n kogseli tam ¢izgeler

K, ile gosterilir. Dikkat edilirse K}, tam ¢izgesinin @ tane kenari vardir.

Kose sayilari sirasiyla 3, 4 ve 5 olan tam c¢izgeler asagida verilmistir.

K5 A K- X Ks:

Sekil 2.4. K3, K4 ve K5 tam ¢izgeleri

Tamm 2.8 X ile Y ayrik iki kiime ve V(G) = X UY olsun. Eger X ve Y kiimeleri kendi
iclerinde komgusuz fakat her x € X ve her y € Y i¢in xy € E(G) ise G ¢izgesine iki parcah

tam cizge denir. Eger |X| = m ve |Y| = n ise G yerine K, , kullanilir.

Simdi siklikla kullanacagimiz dongiisel ¢izge ve Cayley ¢izgelerinin tanimlaria goz atalim.



2.2. Dongiisel Cizgeler

Bazi ¢izge aileleri ¢ok fazla simetriye sahiptir. Bu ailelerden bir tanesi dongiisel cizgelerdir.

Tanim 2.9 Tamsayilarin n modiiliine gore toplama iglemi altinda olusturduklar1 toplamsal
grubu (Z,,+) ya da kisaca Z, ile gosterelim. J C {1,2,..., 5]} C Z, olmak iizere

V=2, ve E={{x;x+d}:x€Z,,del}

kiimeleri ile tamimli C,(J) = (V,E) c¢izgesine dongiisel cizge denir. Buradaki J kiimesi

baglant1 kiimesi ya da sicrama kiimesi olarak adlandirilir.

Ornek 2.1 G =7, ve J = {1} i¢in uzunlugu n olan C, dongiisii elde edilir. Ornegin n = 10

icin elde edilen dongii asagida verilmistir. Sonugta her dongii aslinda dongiisel bir ¢izgedir.

Sekil 2.5. Cyo dongiisii ya da dongiisel ¢izgesi

Ornek 2.2 G =7y ve J = {1,3,5} icin elde edilen Cyo(1,3,5) ¢izgesi asagida verilmistir.

Sekil 2.6. Cyo(1,3,5) cizgesi

Ornek 2.3 G=7ZoveJ ={1,2,3,4,5} icin elde edilen C19{1,2,3,4,5} cizgesi aslinda K/

tam cizgesidir. Sonug olarak K, tam ¢izgesi dongiiseldir.

Sekil 2.7. Cy0(1,2,3,4,5) dongiisel ¢izgesi ya da K tam ¢izgesi



2.3. Cayley Cizgeleri

Dongtisel ¢izgeleri genelleyen Cayley cizgeleri ya da Cayley renk ¢izgeleri, isimlerini iinlii

matematik¢i Arthur Cayley’den alir. Bu ¢izgeler, gruplar1 geometrik olarak temsil eder.

Tanim 2.10 Birim eleman: e olan sonlu bir H grubu verilsin. @ # S C H ve e ¢ S olmak

tizere koseleri H grubunun elemanlari olan ve kenarlari
W €E < h'Wes
kurali ile taniml ¢izgeye Cayley cizgesi denir. Bu ¢izge ['(H, S) ile gosterilir.

Bir bagka deyisle I'(H,S) ¢izgesinin kenarlart {4, hs} formundadir. Eger (S) = H yani S
kiimesi H grubunu iiretirse I'(H,S) baglantili; aksi hialde baglantisizdir. Eger s elemaninin

mertebesi 2 yani s°

= e ise xss = x olacagi i¢in ¢izgede x — xs kenarina ek olarak xs — x
kenar1 da vardir. Bu durumda x ile xs arasindaki yonlii iki kenar yerine, yonsiiz tek bir kenar
¢izmek tercih edilebilir. Eger S kiimesi simetrik yani S = S~! = {57! : s € S} ise ['(H,S)
yonsiizdiir. Cayley cizgesi bir diyagram ile gosterilirken her bir s elemani i¢in farkli renk

kullanilarak kenarlar renklendirilebilir.

Ornek 2.4 Eskenar bir iicgenin tiim donme ve yansima simetrilerinden olusan
Dy={(a,b:a’>=b*=e,ab=ba ")

dihedral grubunu ele alalim. Birbirinden farkli elemanlar1 {e,a,b,ba,a® ba*} olan bu grup
degismeli olmayan en kiigiik gruptur. Eger S = {a,b} secilir ise asagidaki yonlendirilmis

['(Ds,S) Cayley ¢izgesi elde edilir.

Sekil 2.8. T'(D3, S) Cayley c¢izgesi

Yukaridaki sekilde a i¢cin mavi renk, b i¢in kirmiz1 renk kullanilmigtir. Buna gore x — xs

formundaki kenarlar mavi, x — xb formundaki kenarlar ise kirmizi ile temsil edilmistir.



2.4. Cizgelerde Izomorfizm

Bir cizgeyi gOstermenin sabit bir kurali yoktur. Bir bagka deyisle, bir cizge bircok farkli

sekilde cizilebilir. Ornegin asagidaki diyagramlarin hepsi aym ¢izgeyi temsil etmektedir.

X A

Sekil 2.9. K4 tam ¢izgesinin farkli gdsterimleri

Bu diyagramlardan hareketle, ¢izgelerde izomorfizm kavrami verilebilir.

Tamm 2.11 G ve H herhangi iki ¢izge olsun. Her u,v € V(G) i¢in
u € E(G) < o(u)p(v) € E(H)

olacak sekilde birebir ve orten bir ¢ : V(G) — V(H) fonksiyonu var ise G ve H ¢izgeleri

izomorfiktir denir ve G = H yazilir. Aksi durumda G ile H izomorfik degildir.

Kose ve kenar sayilar kiiciik olan ¢izgelerin izomorfik olup olmadiklar1 belirlemek kolaydir.
Ancak bu sayilar arttikca is zorlasir. Bu durumda ¢izgelerin farkli 6zellikleri tespit edilerek
karar verilmeye caligilabilir. Ornegin, asagidaki iki cizgenin kose ve kenar sayilar1 aymidur.
Her iki cizgede derecesi 2 olan ii¢ tane kose, derecesi 3 olan iki tane kose ve derecesi 4
olan bir tane kose vardir. Ustelik her iki ¢izge de ikiser adet iicgen yani uzunlugu 3 olan
dongii icermektedir. Dikkat edilirse soldaki iicgenlerde derecesi 2 olan tek bir kose, sagdaki

ticgenlerde ise derecesi 2 olan iki tane kose vardir. O halde bu cizgeler izomorfik degildir.

ZE AN

Sekil 2.10. izomorfik olmayan iki ¢izge

Iki ¢izgenin izomorfik olmadiklarin1 gostermek icin invaryantlar yani izomorfizm altinda
degismeyen ozellikler kullamlabilir. Ricci egriligi bu invaryantlardan biridir. Oniimiizdeki

boliimde, dongiisel cizgelerin ve Cayley cizgelerinin Ricci egrilikleri incelenecektir.



3. CIZGELERDE RiCCI EGRILIGI

Bu boliimde, manifoldlar {izerinde tanimli Ricci egrilik kavrami gozden gecirilecek ve bunun

cizgeler iizerine uyarlanmasindan bahsedilecektir.

Boyutu n olan tam ve diferansiyellenebilir M Riemann manifoldu verilsin. Bu manifoldun bir
x noktasindaki tanjant uzay tizerinde bulunan bir v birim vektoriinii ele alalim. &, € > 0 olmak
lizere §v vektoriiniin bitis noktasi y olsun. B(€) ve By (€) ile merkezleri x ve y noktalarinda
bulunan ve yaricaplar1 € olan yuvarlari temsil edelim. Eger paralel tasima ile x ve y arasindaki

jeodezik iizerinden B, (&) yuvari By (&) yuvarina gonderilirse noktalar ortalama olarak

2

E
1) (173

kadar yer degistirir. Buradaki Ric(v) degerine v boyunca Ricci egriligi denir.

Ric(v) 4+ O(&* —|—825)>

Bu konuda daha detayli bir bilgi edinmek i¢in Ollivier (2010) incelenebilir.

Benzer bir egrilik tanimin ¢izgeler iizerine yapabilmek ic¢in “yuvar” kavramina ve yuvarlar

arasindaki “uzaklik” fonksiyonuna ihtiya¢ duyulur. Simdi bunu inceleyelim.

3.1. Olasilik Dagilimi: e-yuvari

G = (V,E) ve x € V olmak iizere x kosesinin komsularin1 x ile temsil edelim:

£ ={yev:{xyl cE}.

Tanimm 3.1 0 < € < 1 olmak iizere

l—¢, v=x
bE(v) = ﬁ, vext
0, v {x}uxt

ile taniml1 olasilik dagilimina x kosesi lizerindeki €-yuvari denir.

Yukarida tanim, manifoldlardaki yuvar kavraminin ¢izgelere tasinmasi olarak diisiiniilebilir.
Asagida, alt1 tane komsusu olan bir x kosesi iizerindeki €-yuvart yani olasilik dagilimi temsil
edilmistir. Aslinda b%(v) degeri, v kosesi iizerinde bulunan yiik veya kiitle miktar: olarak

diisiintilebilir. Bu kiitlelerin toplamlarinin 1 olduguna dikkat edilmelidir.



€ €
6 6
€ e &
6 6
X
€ €
6 6

Sekil 3.1. Alt1 tane komsusu olan bir x kosesi lizerindeki olasilik dagilimi

Ozetleyecek olursak bir x kosesi iizerindeki €-yuvari, bir manifoldun x noktasindaki &-
yuvarina benzer. Ricci egriligini tanimlayabilmek icin geriye by ve by yuvarlar arasinda
bir uzaklik kavramina ihtiya¢ duyulur. Bunun i¢in metrik uzaylardaki olasilik dagilimlari

iizerinde bir uzaklik fonksiyonu olan Wasserstein uzakligi kullanilabilir.

Tamm 3.2 G bir gizge ve x,y € V(G) olsun. W(bg,b5) degeri, b olasihk dagilimim by
olasilik dagilimi iizerine tasimanin minumum maliyeti olarak tanimlanir. Tasima iglemi

sirasinda ortaya ¢ikan maliyet “Maliyet = Yiik x Uzaklik” formiilii ile bulunur.

Ornek 3.1 Asagida, 8 komsusu olan bir x kosesi iizerindeki olasilik dagilimi temsil edilmistir.

ool
oo|m

ool

£
8

£
8

Sekil 3.2. Bir x kosesi tizerindeki olasilik dagilimi

Bu dagilimi, asagida verilen y kosesi iizerindeki dagilima, yani 5% yuvarim b§ yuvarina

tagimanin minimum maliyeti W (bg, bY) ile temsil edilir.

ool

Sekil 3.3. Bir y kosesi tizerindeki olasilik dagilimi

Iki tane yuvar arasindaki uzaklik kavramini artik bildigimize gore Ricci egriligini ¢izgeler

iizerinde tanimlayabiliriz.
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3.2. Cizgelerin Ricci Egrilikleri

Metrik uzaylar tlizerindeki Ricci egriligi tanimi Ollivier (2009) tarafindan yapilmistir. Ma-
nifoldlar iizerindeki egrilikten ayirt edebilmek icin bu egrilige kaba Ricci egriligi de denir.
Ollivier, (by)xex olasilik 6l¢ii ailesine sahip olan bir (X,d) bir metrik uzayi iizerinde verilen

herhangi iki x ve y noktasi i¢in x(x,y) ile temsil edilen Ricci egriligini

W (b5, b7) = (1—k(x,y))d(x,y)

formiilii ile tanimlamistir. Bu tanim Lin ve digerleri (2011) tarafindan lokal olarak sonlu

cizgelere asagidaki bicimde modifiye edilmistir.

Tamm 3.3 G = (V, E) bir ¢izge olsun. Herhangi bir xy € E kenarinin Ricci egriligi

1 —W(bE,bE)
-1

ile tamimlanir. Her kenar1 ayn1 egrilige sahip ¢izgelere sabit Ricci egrilikli cizgeler denir.
Ricci egriligi tiim kenarlar iizerinde tanimlidir:
Teorem 3.1 x(x,y) limiti her zaman vardir (Lin ve digerleri, 2011).

Ricci egriligini hesaplamak icin iki tane olasilik dagilimi arasindaki Wasserstein uzakligini
bilmek gerekir. Bu ise bir lineer optimizasyon problemidir. Bu problem asil problem olarak

adlandirilir ve asagidaki bicimde ifade edilir:
Asil Problem: P(x,y)

e Minimum Z Apd(u,v).
(u,v)ev?

* Kosul: ) Ay =b5(u) ve Y Ay =505(v).

veV ueV
Yukaridaki ifadede, A,, sembolii ile u kosesinden v kogesine taginan kiitle miktar1 temsil

edilir. Bu problemi ¢dzmek icin tiim tasima planlar1 g6z 6niinde bulundurulmalidir.

Yukaridaki lineer optimizasyon problemine karsilik gelen ve D(x,y) ile gosterilen dual bir

problem vardir. Bu problem asagidaki bigimde verilir:
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Dual Problem: D(x,y)

* Maximum Y [b5(v) —b5(v)] f(v).

veV

* Kosul: | f(u) = f(v)| < d(u,v).
Tamim 3.4 Yukaridaki sart1 saglayan f : V — R fonksiyonuna 1-Lipschitz fonksiyon denir.

Tiim 1-Lipschitz fonksiyonlarinin kiimesi .Z" ve tiim tasima planlarinin kiimesi 4 olsun.

Buna gore Wasserstein uzakligin1 bulmak i¢in ya

WOEL) = inf ¥ Aud(uy)
(u,

asil problemi ya da

W (b5, b5) = sup Z [BE(v )] £(v)
feLvey

dual problemi ¢oziilmelidir. Yukaridaki infimum veya supremum degerini dogrudan bulmak
yerine farkli bir ¢oziim yontemi benimsemek miimkiindiir. Dikkat edilirse her tasima plan,

asil problem yani Wasserstein uzaklig1 i¢in bir iist sinir verir:

WL < Y, Awnd(u,v).
(u,v)eV?

Buna karsilik her 1-Lipschitz fonksiyonu ise dual problem yani Wasserstein uzakligi i¢in bir

alt sinir verir:

Y [B5v) =B (0)] f(v) < W (DS, by).

vev

Eger iist sin1r ile alt sinir ortiistiiriilebilir ise optimal ¢6ziim bulunmus olur. Bir bagka deyisle

Y, Awd(u,v) < WO < Y [BE(v W] fv)

(u,v)ev? veV

olacak sekilde bir tagima plani ile 1-Lipschitz f fonksiyonu bulunabilir ise optimal ¢6ziim

yani Wasserstein uzaklig1 elde edilmis olur.

Yukarida bahsedilen metod kullanilarak sabit egirilikli bircok aile bulunmustur (Daglh ve

digerleri, 2019; Smith, 2014). Bunlardan bazilar1 yeri geldikce incelenecektir.

Ornek 3.2 Cs dongiisii iizerinde x(0, 1) Ricci egriligini hesaplayalim. Bunun icin 6ncelikle
W(b§,b]) Wasserstein uzakligi bulunmalidir. Asagidaki seklin solunda, O kosesi tizerindeki

b olasilik dagilimi verilmistir. Saginda ise 1 kosesi tizerindeki olasilik dagilimi verilmistir.
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Sekil 3.4. C5 dongiisiiniin farkl iki kosesi lizerindeki olasilik dagilimlar

Hatirlanacag tizere W (bf,b{) Wasserstein uzakligi, b dagilimini b{ dagilimina tagimanin
minimum maliyetidir. Tagima islemi, O kosesi lizerindeki kiitlenin 1 — 378 birimini 1 kogsesine
dogrudan ve 4 kosesi lizerindeki kiitlenin tamamuni yani § birimini 2 kosesine 3 nolu kose
lizerinden tagryarak yapilabilir. Bu tagima isleminin maliyeti W (5§, b{) igin bir iist sinirdur.

Buna gore asil problemden asagidaki esitsizlik elde edilir:

3e € €
€ 1€ < - 1. <_> = || =y
W (by,b]) < (1 2) 1+ > 2=1 5

Simdi, f: Zs — R fonksiyonunu asagidaki bicimde tanimlayalim:

Dikkat edilirse f fonksiyonu 1-Lipschitzdir. Buna gore dual problemden asagidaki esitsizlik

elde edilir:
€
W) = X [bE0) — b)) £0r) =12,
VEZs

Asil ve dual problemlerden elde edilen sinirlara gore optimal ¢oziim

&

bicimindedir. Sonug olarak {0, 1} kenarinin Ricci egriligi

1 — W (bE,bE 1-(1-£
K(o,1):hmM:an:

1
£—0 € e—0 € 2

olarak bulunur.
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3.3. Eslesme Kosulu

Bazi ¢izgelerin egriliklerini hesaplamakta ve daha genel olarak sabit Ricci egriligine sahip
aileler olugturmakta kullanilan 6nemli yontemlerden biri eslesme kosuludur. Bu kosul Smith

(2014) tarafindan verilmistir. $imdi bunu inceleyelim.
Tanim 3.5 G = (V,E) ve xy € E olsun. Eger

INLOTUYEE  ve YN\ {{x}UXF}

kiimeleri arasinda birebir eslesme var ise xy kenari lokal eslesme kosulunu saglar denir.

Tiim kenarlar1 lokal eslesme kosulunu saglayan cizge global eslesme kosulunu saglar.

Yukaridaki tanim, sekilsel olarak asagida gosterilmistir.

__________________________ o

EVDIUFE) A\ (Ut}

Sekil 3.5. Eslesme kosulu

Eslesme kosulunu saglayan c¢izgelerin Ricci egriliklerini hesaplamak kolaydir. Eger cizge
0 —regiiler ise x tizerindeki kiitlenin 1 — & — % kadar1 xy kenar lizerinden y kOsesine taginir.
Maliyeti artirmamak icin x£ Ny® kiimesi iizerinde bulunan kiitleler oldugu yerde birakilir.
Son olarak x* \ {{y} Uy* } kiimesi iizerinde bulunan kiitle, onlarla birebir eglesmeyi saglayan
kenarlar iizerinden direkt olarak y© \ {{x} UxF} kiimesi iizerindeki kiitleye gonderilir. Bu
tasima probleminin maliyetinden

Wb b)) < (1-e—5) 1+ (51— nyf)

€, bt =1-(2+ X" ny*|)

tist sinirt elde edilir. W (by, b5) degerine bir alt sinir bulmak icin

I, v=x
f)=q —1, veyP\x*
0, v¢{xtuy
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biciminde tanimli 1-Lipschitz fonksiyonu kullanilir ise

W (b%,b5) > (1—8—%)-1+(5—1—|xEﬂyE|)-§:1— (24 [x" Ny |)

elde edilir. Boylelikle W (b€,6%) = 1 — (2+ |x£ NyF|) § olmahdir.

Bu bilgiler 15181nda asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.2 Lokal eslesme kosulunu saglayan bir xy kenarinin Ricci egriligi

IxE nyE| 42
K= e

ile verilir. Buradaki o sayisi, x ve y koselerinin derecesidir (Smith, 2014).

Ucgen icermeyen bir ¢izgede, birbirine komsu olan iki kdsenin ortak komsular1 yoktur. Buna

gore yukaridaki teorem kullanilarak asagidaki sonug kolaylikla ¢ikarilabilir.

Sonuc 3.1 Ucgen icermeyen ve global eslesme kosulunu saglayan §-regiiler bir ¢izgenin

Ricci egriligi % ile verilir (Smith, 2014).

Ornek 3.3 Asagida verilen ¢izge i¢in (0, 1) egriligini hesaplayalim.

Sekil 3.6. C1o(1,2,3,5) cizgesi
Dikkat edilirse 0 = {1,2,3,5,7,8,9} ve 1£ ={0,2,3,4,6,8,9} oldugu goriilebilir. Buradan
0F N1F ={2,3,8,9} ve boylece

F\{1IFU{1}} = (5.7} ve 15\ {0FU{0}} = {4.6)

bulunur. Yukarida, 0 kdsesinin komsulart mavi, 1 kdsesinin komsular1 kirmizi ile boyanmastir.

Bunlarin ortak komsular1 dogal olarak bu iki rengin birlesimi olan mor rengini almustir.

Birbirleri arasinda tasima yapilacak 5 ve 7 ile 4 ve 6 koseleri eslesme kosulunu saglar. Bu

eslesme yukarida kalin ¢izgiler ile belirtilmigtir. Bu ¢izge aslinda global eslesme kosulunu



15

da saglar. Sonug olarak

. |xEmyE|+2_4+2_6
- K 7T

Eslesme kosulu, gruplarin cebirsel ozellikleri ile birlikte kullanilarak Ricci egriligi sabit
cizge aileleri olusturulabilir. Bu sekilde Dagl ve digerleri (2019) tarafindan sabit egrilikli

Cayley ve dongiisel cizge aileleri elde edilmigtir. $imdi bu aileleri inceleyelim.

Hatirlanacag iizere Ricci egriligi bir ¢izge invaryantidir. Eger H toplamsal bir grup, S C H
ve 0 ¢ S = —Siseherh € H igin

Ry(h):H—H;x—x+h

doniisiimii I'(H, S) tizerinde bir otomorfizmdir. Bu nedenle, bir Cayley ¢izgesinin {h,s+ h}

kenarina ait Ricci egriligini hesaplamak i¢in {e, s} kenarinin egriligini hesaplamak yeterlidir.

Teorem 3.3 H sonlu bir Abelyan grup ve K < H olsun. Eger S = H \ K ise I'(H,S) Cayley
cizgesinin egriligi
_ 2+ |H|-2[K]|
|H| - |K]|

ile verilir (Dagh ve digerleri, 2019).

Ispat. H grubunun birim eleman e olsun. Her s € S igin

eE\({s}UsE):(s+K)\{s} ve sE\({e}UeE)zK\{e}

oldugu gosterilebilir. Her k € K \ {e} i¢in k ile s + k koseleri arasinda bir kenar vardir. Bu

nedenle yukaridaki iki kiime eslesme kosunu saglar. Buna gore

2+ |eFNsf| 24 |H|-2|K]|
6 |H| - |K]|

K(e,s) =

bulunur. Hatirlanacag iizere R (h) doniisimi I'(H,S) tizerinde bir ¢izge otomorfizmdir.

Ustelik, bu Cayley ¢izgesine ait herbir kenar {h,s+h} = {e,s} + h formunda oldugu igin
K(h,s+h) = K(e,s)

elde edilir. O

Bu teorem 6zel olarak (Z,,+) toplamsal grubuna uygulanabilir. Bu grubun altgruplari n

tamsay1s1 carpanlara ayrilarak bulunur. Boylelikle secilen J kiimeleri altgrup tiimleyenleridir.
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Sonug 3.2 Kabul edelim ki p ile ¢ pozitif tamsayilar, p # 1 ve n = pq olsun. J = Z, \ (p)

olmak iizere C,(J) dongiisel ¢izgesinin Ricci egriligi

_q(p—2)+2
T -1

formiilii ile verilir (Dagli ve digerleri, 2019).
Ornek 3.4 Kabul edelim ki n = 12, p =3 ve ¢ = 4 olsun. Eger H = Z5, K = (3) =
{0,3,6,9} ve J = Z15 \ (3) segilirse C»(J) ¢izgesinin Ricci egriligi

43-2)+2 3

43-1) 4

olarak bulunur.

Ornek 3.5 Eger n = n- 1 seklinde yazilirsa p = n ve g = 1 secilebilir. Buna gére J = 7Z, \ (n)
baglanti kiimesine kargilik C,,(J) = K, tam ¢izgesi elde edilir. O halde K,, ¢izgesinin egriligi

I(n—-2)+2 n
I(n—1) n—1

bi¢imindedir.

Yukaridaki 6rneklerde kullanilan J baglant1 kiimeleri, Z,, toplamsal grubunun altgruplarinin
tiimleyenleri olarak secilmistir. Burada akla gelen soru, J kiimesinin iki veya daha fazla
sayida altgrubun birlesimlerinin tiimleyeni olarak se¢ilmesi durumunda egriligin sabit olup
olmayacagidir. Bilindigi iizere iki altgrubun birlesimi bir altgrup olmak zorunda degildir. Bu
nedenle Teorem bu tiir baglant1 kiimelerinde ise yaramaz. Ustelik, altgrup birlesimlerinin
tiimleyeni olan baglanti kiimeleri ile Z,, i¢inde ¢alismak olduk¢a karmagiktir. Bu nedenle Z,,

yerine, ona izomorfik olan direk toplamlar ile ¢alismak isi kolaylastirabilir. Daha acik olarak

eger n = p|pa---pm ve heri # jicin (p;,p;) = lise
Ly = Tppy ©Lipy, ® -+ DB Lp,,; x = (x mod py,x mod p,...,x mod p,) (3.1

doniislimii bir izomorfizmdir. Buna gore Z, yerine Z,, ® Z,, ® -+ @ Zp,, ile ¢calisgmak igleri

kolaylastirabilir.

Ornek 3.6 Zg grubunu ele alalim. Dikkat edilirse 6 = 2 -3 ve ebob(2,3) = 1 oldugu i¢in Zg

ile Zo @& Z3 gruplar1 izomorfiktir. Bu iki grup arasindaki izomorfizm

L — Lo ®Z3; x — (x mod 2,x mod 3)
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ile verilir. Cin Kalan Teoremi kullanilarak bu doniisiimiin tersinin
Lo ® 73 — Ze; (a,b) — (3a+4b) mod6
oldugu goriilebilir.

Simdi i # j i¢in ebob(p;, pj) = 1 olmak iizere n = pp; - - - pp, oldugunu kabul edelim. Her i
icin p; | n oldugundan

(pi) ={lpi:1=0,1,....,n/p;}
kiimesi Z,, grubunun bir altgrubudur. Eger

S=(p)U(p)U---U({pm) ve J=7Z,\S

segilirse J C Z, kiimesinin Esitlik [3.1fde verilen doniisiim altindaki izomorfik goriintiisiiniin

J ={(j1, 42, jm) : V1 <k < m, ji #0}

oldugu goriilebilir. Boylelikle C,,(J) ve C,(J') ¢izgeleri izomorfiktir.
Teorem 3.4 Kabul edelim ki n = pips---pp, pi >3 ve i # jigin (p;,p;) = 1 olsun. Eger
S=(p1)U(p2)U---U(pm) ve J =Zy \ S ise C,(J) dongiisel ¢izgesinin Ricci egriligi

_2+]IT (pi—2)
K= m
izl(pi_l)

formiilii ile verilir (Dagl ve digerleri, 2019).

Ornek 3.7 Kabul edelim ki n = 20, p; = 4, po = 5 olsun. Eger G = Zy, S = (4) U (5) ve
J =7\ S segilirse Cyo(J) cizgesinin Ricci egriligi
24 (4-2)(5-2) 2

T Ta-nG-1) 3

olarak bulunur.

Teorem [3.3| ve Teorem [3.4] ile eslesme kosulunu saglayan cizgelerden sabit egrilikli aileler
iiretilir. Fakat her cizge eslesme kosulunu saglamak zorunda degildir. Ornek de egriligi
hesaplanan Cs dongiisii bunlardan biridir. Bu nedenle eslesme kosulundan farkli kosullara

ihtiyac duyulur. Oniimiizdeki boliimde bunlardan baska birine bakilacaktir.
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3.4. Genisletilmis Eslesme Kosulu

Eslesme kosulu x® \ { {y}Uy* } ile y¥ \ {{x} Ux } kiimeleri arasinda kenarlar (yani uzunlugu
1 olan yollar) iizerinden birebir bir esleme olmasina dayanir. Fakat her zaman boyle bir
eslesme var olmayabilir. Boyle durumlarda, eslesme icin uzunluklar1 2 veya 3 olan yollar

kullanilmak zorunda kalinabilir. Buna gore asagidaki tanim yapilabilir.

Tanmm 3.6 G = (V,E) ve xy € E olsun. Eger P, kiimesindeki her kose, uzunlugu i olan bir
yol ile Q; kiimesindeki bir tek kose ile eslesecek sekilde

NI} = PuP WP
YO\ {{ruxf} = Qiw0,w0,

ayrik birlesimleri var ise xy kenar1 genellestirilmis eslesme kosulunu saglar denir.

Asagida, genellestirilmis eslesme kosulunu saglayan bir xy kenarinin lokal yapisi verilmistir.

«E S ({uyt)

Sekil 3.7. Genellestirilmis eslesme kosulu

Yukaridaki sekle dikkat edilirse P; ve Q; kiimelerindeki koseler standart eslesme kosulunu
saglar. Buna karsilik P ile Q> kiimelerindeki koseler, uzunluklar1 2 olan yollar iizerinden
birbirleriyle eslesir. Benzer sekilde P ile Q3 kiimelerindeki koseler, uzunluklar: 3 olan yollar
tizerinden birbirleriyle eslesir. Dikkat edilirse x kosenin komsulari, y kosesinin komsularina

en fazla 3 birim uzaklikta olabilir. Bu nedenle esleme yapmak icin uzunluklari 4 olan yollar

kullanilamaz.

Tamim 3.7 Her kenari lokal olarak genellestirilmis eslesme kosulunu saglayan ¢izge global

olarak genellestirilmis eslesme kosulunu saglar denir.
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Bu kosulun 2. tip ve 3. tip olarak adlandirilan iki 6zel hali vardir. Simdi bunlar1 inceleyelim.
Tanim 3.8 G = (V,E) ve xy € E olsun. Eger

1. P ={p}
2. 0, ={q}
3.d(p,01) >2
4. d(g,P)>?2
5. 5=03=0

ise xy kenar1 2. tip genisletilmis eslesme kosulunu saglar denir. Burada d(p,Q;) ile p
kosesinin Q) kiimesine olan uzaklig1 ve d(g,Py) ile g kosesinin P; kiimesine olan uzakligi

temsil edilmektedir.

Teorem 3.5 2. tip eslesme kosulunu saglayan bir xy kenarinin egriligi

- xEnyE|+1
0

ile verilir (Dagh ve digerleri, 2019).

Ornek 3.8 Asagida verilen Cio(1,4) cizgesinin her kenar1 2. tip eslesme kosulunu saglar.
Ornegin, {0, 1} kenar1 icin P, = {9} , Q> = {2} ve P; = Q3 = 0 oldugu goriilebilir.

Sekil 3.8. Co(1,4) cizgesi

Bu ¢izgenin birbirine komsu olan her x ve y kosesi icin x£ NyF = 0 oldugundan

ENyE[+1 1
K(XJ):TZZ

elde edilir.
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Tanim 3.9 G = (V,E) ve xy € E olsun. Eger
1. Py={p}
2. 03={q}

4. d(g.p) >2

ise xy kenar1 3. tip genisletilmis eslesme kosulunu saglar denir.

Teorem 3.6 3. tip eslesme kosulunu saglayan bir xy kenarinin egriligi

_ Ry

K 5

ile verilir (Dagh ve digerleri, 2019).

Ornek 3.9 Asagida verilen Cjo(1) dongiisiiniin her kenari 3. tip eslesme kosunu saglar.
Ornegin {0, 1} kenar1 igin P; = {9} , Q3 = {2} ve P, = Q; = 0 oldugu goriilebilir.

Sekil 3.9. Cyp(1) dongiisii

Bu dongiiniin birbirine komsu olan her x ve y kosesi icin x NyF = 0 oldugundan

E E
K(x,y) = % =0

elde edilir.

Bu noktaya kadar ele alinan teorem ve 6rnekler literatiirde mevcuttur. Oniimiizdeki boliimde,

Teorem [3.4] nin genisletilmesine dayanarak sabit egrilikli yeni ¢izge aileleri olusturulacaktur.
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4. SABIT EGRILIKLI CAYLEY CIiZGELERI

Abelyan Gruplarin Temel Teoremine gore sonlu her Abelyan grup, mertebeleri asal say1 kuv-
vetleri olan devirli gruplarin dis direkt toplamina izomorfiktir. Bir bagka deyisle, p; sayilari

birbirinden farkli olmak zorunda olmayan asal sayilar olmak iizere sonlu her Abelyan grup
Zl)lnl @ZPZ”Z @ ttt @Zpknk

formundaki bir gruba izomorfiktir. Buradaki p'',p5?, ..., p;* kuvvetleri, verilen Abelyan
grup tarafindan tek bir sekilde belirlenir. Mertebeleri ayni olan bu formdaki tiim gruplar,

izomorfizm siniflar1 olarak adlandirilir.

Genel olarak p bir asal say1 olmak iizere k pozitif tamsayisinin her parcalamgina karsilik, p*

mertebeli bir tane grup vardir. Bir bagka deyisle, n; sayilari birer pozitif tamsay1 olmak iizere
k=ny1+ny+---+n;

ise
Zpﬂl @anz @ * o @Zpﬂ.?

grubu, mertebesi p* olan bir Abelyan gruptur. Ornegin mertebesi p> olan Abelyan gruplar

Z 3

o3 Lyp®Ly veya Lp®ZLp DLy

gruplarindan birine izomorfiktir. Ustelik bu ii¢ grup kendi aralarinda izormorfik degildir.
Ornek 4.1 Mertebesi 600=23.3-5% olan Abelyan gruplar asagidakilerden birine izomorfiktir:
(a) Zg®Z3® Zys,
(b) Za®Zr S L3 ® Los,
(©) Zo® Lo ® 2o ® L3 D Los,
(d) Zs® 23D ZLs D Ls,
(€) Zs®Zn® 713815 ® Ls,

) Zo®Zr @7y ®Z3 B ZLs D Zs.

Dikkat edilirse 2 ve 3 ve 5 ikiser ikiser aralarinda asal oldugu icin (a)’daki grup Zg ile
izomorfiktir. Bunun digindakiler devirli degildir. Detaylar icin Gallian (2012) incelenebilir.
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Hatirlanacagi iizere Z, grubunun altgrup birlesimlerinin tiimleyenleri kullanilarak Teorem
3.4]ile olusturulan ¢izge aileleri, n tamsayisinin n = p; p, - - - p,, formundaki ¢arpimsal ayrigi-

mina dayanir. Bu yazilista, p; tamsayilari tizerinde iki tane kosul bulunmaktadir. Bunlar:
(1) pi>3,
(2) i# jicin (pi,pj) =1.

Bu kosullardan birincisi, ispatta kullanilan eslesme kosulunun gecerli olmasi icin gereklidir.
Aslinda p; = 3 icin farkli bir eslesmenin var olabilecegi bir san1 olarak birakilmistir (Dagh
ve digerleri, 2019). Ikinci kosul ise Z, grubunun Lip, ®ZLp, ® -+ ® Lp, grubuna izomorfik
olmasi icin gereklidir. Fakat Abelyan Gruplarin Temel Teoreminden bildigimiz lizere merte-
besi n olan degismeli tek grup Z, degildir. Burada belirtmek gerekirse Z, yerine bagka bir
grup kullanildiginda dongiisel olmaktan ziyade bir Cayley cizgesi elde edilir. Simdi buna bir

ornek verelim.

Asal olmak zorunda olmayan bir ¢ tamsayisi verilsin. Mertebesi n = ¢* olan H = Ly ® Ly
Abelyan grubunu ele alalim. H; = Z, @ {0} ve H, = {0} ® Z, kiimeleri, H grubunun Z, ile
izomorfik altgruplaridir. S = Hy UH, = {(h1,h2) : hy = 0 veya h, = 0} olmak iizere

J:H\S:{(]l7]2).]1 7&07.]2 #0}

kiimesini secelim. Bu kiimenin § = (¢ — 1)? tane elemaninin oldugu ve ayrica ¢ > 2 igin
H grubunu iirettigi goriilebilir. Bu nedenle I'(H,J) ¢izgesi ¢ > 2 oldugunda baglantilidir ve
O-regiilerdir. Simdi, {(0,0), (j1, j2)} kenarinin egriligine bakalim. Dikkat edilirse

(0,0)" ={(j1,j2) : 1 #0, 2 # 0} ve  (j1,j2)" ={(a,b):a# j1,b# jo}

oldugu goriilebilir. Buna gore

(0,0)° N (j1,j2)* = {(a;b) :a#0,ji ve b #0, jo}
ve boylelikle [(0,0)F N (ji1,j2)E| = (¢ —2)? elde edilir.

Asagida, I'(H,J) cizgesinin koseleri listelenmistir. Her ne kadar kenarlar ¢izilmemis olsa
da her kose, kendi bulundugu satirda veya siitunda olmayan tiim koseler ile komsudur.
Buna gore (0,0) kosesinin (ji,j2) disgindaki komsulart mavi ve (i, j2) kosesinin (0,0)
disindaki komsulart kirmiz1 ile boyanmistir. Bu iki kdsenin ortak komsulari ise hem mavi
hem de kirmizi renk ile boyandiklari icin dogal olarak mor rengini almistir. Bir bagka deyisle,
0,005\ {(j1,j2)¥ U (j1,j2) } kiimesinin elemanlart mavi, (j1, j»)% \ {(0,0)% U (0,0) } kiime-

sinin elemanlari kirmizi ve (0,0)% N (1, j»)F kiimesinin elemanlar1 mor ile temsil edilmistir.
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[ (0,0) ] [ (0,1) (0,j2=1) j [ (0,42) ] [ (0,2 +1) (0,q-1) j

(1,0) (1,1) te (L2 =1) (1,2) (L2 +1) tee (1,g—1)

(j1 =1,0) (j1=1,1) 000 (j1=17-1) (1=1,72) (1=1,72+1) °00 (j1=1,g-1)
[ (j1,0) j [ (j1,1) 000 (j1,72=1) ] [ (J1,J2) ] [ (j1,J2+1) 000 (j1,9—1) ]

(j1+1,0) (j1+1,1) 000 (1+1j2-1) (1+1L72) (1+Lj+1) 000 (1+1,g-1)

(g—1,0) (g—1,1) ce (q=1,2—1) (g—1,72) (q=1,j2+1) coe (q—1,9-1)

Sekil 4.1. I'(Zy ® Z4,J) Cayley ¢izgesi

Eslesme kosulu (0,0)2\{(j1, j2)EU(j1, j2)} ve (j1,j2)E\{(0,0)2 U(0,0)} kiimeleri arasinda
bir egleme arar. Simdi bunun olup olmadiina bakalim. Eger A; = {(a;,0) : a1 # 0,1},
Ay ={(0,a2) :a2 #0, jo}, B ={(b1,j2) : b1 #0, j1} ve B, ={(j1,b2) : b2 #0, jo} seilirse

(0,0°\{(j1,j2)" U(j1,j2)} =A1UAs  ve  (j1,j2)"\{(0,0)"U(0,0)} =B UB,

yazilabilir. Dikkat edilirse A| kiimesindeki her eleman, B kiimesinde bulanan hicbir eleman
ile ayn1 satirda veya ayni siitunda degildir. O halde A; kiimesindeki her eleman B, kiimesi-
nin tiim elamanlarina komsudur. Boylelikle I'(H,J) Cayley ¢izgesinin A U B, altkiimesine
indirgenmis alt ¢izgesi aslinda iki par¢ali K, , , » tam ¢izgesine izomorfiktir. Bu nedenle
q > 2 icin eslesme kosulunu saglar. Benzer durum A, U B; indirgenmis alt ¢izgesi i¢in de s6z
konusudur. Sonug olarak (0,0)E\{(j1, j2)E U (j1,j2)} ve (ji1,j2)E\{(0,0)EU(0,0)} kiimeleri
arasinda bir esleme vardir. O halde bu ¢izgenin Ricci egriligi

10,0050 (1, j2)F|+2  (g—2)2+2
6 - (g-1)?

K=
olmalidir.

Yukaridaki 6rnek, Teorem deki (pi,pj) = 1 kosulunun esnetilebilecegine isaret eder.

Simdi bunu bir teorem ile ifade edelim.
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Teoremd4.1 H=7, ©Z,,®---BZL,, ve p; >3 olsun. J = {(j1, jo,..., jm) : ji # 0} olmak

tizere I'(H,J) Cayley ¢izgesinin Ricci egriligi sabittir ve asagidaki formiil ile verilir:

2+ (pi=2)
H;'n:1(l9i—1) .

Ispat. T(H,J) gizgesi toplamsal bir Cayley ¢izgesi oldugu igin sadece 0 = (0, ...,0) kosesi
ile herhangi bir j = (ji,..., jm) € J kosesi arasindaki egriligi hesaplamak yeterlidir. Dikkat
edilecegi tizere 0 = |J| =[]/, (pi— 1) oldugu i¢in I'(H,J) ¢izgesi §-regiilerdir. Ayrica

0 ={(ar,-...am) :ai 0} ve j¥={(b1,....bm) :bi # ji}

oldugu goriilebilir. Buradan 0F N jE = {(c1,...,c) : c; # 0, ji} ve boylelikle
m
0N j* | =TT(pi-2)
i=1

elde edilir. Ispati tamamlamak igin 1 < k,! < m olmak iizere

OE\{{]}U.]E} :{(Cll,...am) . Elka ak:jk; \V/l,al #0}\{(.]177.]771)}
FEN{{OYUOE Y = {(b1,...byw) : 3k, by = 05 Y 1,b; # ji}\ {(0,...,0)}

kiimeleri arasinda bir eslesme oldugu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in

A(xl...ak = {(al,...,am) Vi e {(Xl,...,OCk}, a; = ji; Vlgé {OCl,...,OCk}, aj ¢ {O,jl}},
Bal...ak - {(blaabm) Vie {a17"'>ak}> bl:()a vi ¢ {a17"'>ak}> bl ¢ {Oajl}}7

kiimelerini tanimlayalim. Dikkat edilirse

AlZ...m = {(j17j27--->jm)} ve BlZ...m - {(070770)}

oldugu aciktir. Ustelik oy < --- < oy <m ve By < --- < By <m iken en az bir 1 < i<k
i¢in @; # B; oldugunda Ag, ¢, Ve Ap,. B kiimeleri ayriktir. Ayni durum By, ¢, Ve Bg, ..,
kiimeleri i¢in de s6z konusudur. Boylelikle

O\N{{jtuift= W Aa.q

o << g <m

veE

jE\{{O}UOE} = H‘J Bal---ak

o << oG <m

ayrik birlesimleri yazilabilir. $imdi, I'(H,J) ¢izgesinin Ag, ..o, UBgq, ..o, lizerine indirgenmis
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alt ¢izgesini ele alalim. Her (ay,...,ay) € Ag ..o 1€IN
(ala" '7am)E = {<b17' 7bm) € BOCL..OC]( -4 7é bl}

oldugu aciktir. Eger i € {oy,...,04} ise a; = j; ve b; = 0 oldugu i¢in a; # b; olmalidir.

Egeri ¢ {ay,...,04} ise a;,b; € Zp, \ {0, j;} olmalidir. Bu durumda Z), \ {0, j;} igerisinde

a; elemanindan farkli olan p; — 3 tane b; vardir. Buradan

Fl= I mi—3)
igé{oq,...,ak}

’(al,...,am)

elde edilir. Benzer sekilde

’(bh?bm)E‘: H (pl_3)
i§é{06],..,,06k}

oldugu gosterilebilir. Sonug olarak I'(H,J) ¢izgesinin Ag, . o, UBq, ..o, lizerine indirgenmis

alt ¢izgesi regiilerdir ve eslesme kosulunu saglar. Buna gore Teorem[3.2]den ispat agiktir. [

Teorem 4.2 H =7, ®Zy, S - ® Zp,, ve p; > 3 olsun. J = {(j1,j2,---,jm) : Ji # 0} icin
['(H,J) Cayley ¢izgesinin Ricci egriligi sabittir.

Ispat. 1 <k,I <m olmak iizere bu teorem

A={(ay,az,...ap) : Ik,a; =0; Y1,a; # j;1} \ {(0,0,...,0)}

ve
B= {<b13b23"'bm> : Elkvbk = jk; VIabl #0}\{(‘]17‘]275.]7}1)}

kiimeleri arasinda bir eglesme bulma problemidir. Dikkat edilirse

A1 ={(0,az,...ap) : 32 <k <m,a, =0,¥Y2 <1 <m,a; # ji1}\{(0,0,...,0)}
By ={(1,b2,...by) : 32 <k <m, by = ji, V2 <1 <m,by # 0} \{(j1, 25+ -+ jm)}
Ay ={(0,az,...ap) :Vk,2 <k <m,a; #0, ji }

By ={(1,by,...by) :Vk,2 <k <m,by #0, ji }

olarak tanimli kiimeleri i¢cin A = A; UA, ve B = By U B, yazilabilir. A ile B arasindaki bir
eslesme Teorem . 1] den dolay1 vardir. I'(H,J) Cayley ¢izgesinin Ay U B iizerine indirgenen
alt cizgesi

d=(np—3)(n3—3)---(ny—3)

regiilerdir. Regiiler ¢izgeler eslesme kosulunu sagladigi icin bu ¢izgenin egriligi sabittir. [
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Ornek 4.2 H = 7, ® 74 & Zs ve J = {(j1,j2,j3) : ji # 0} olmak iizere I'(G,J) Cayley
cizgesi tizerinde x ((0,0,0),(1,3,4)) egriligini hesaplayalim.

Oncelikle, Teorem ’de verilen kiimeleri yazalim:

A; ={(0,0,1),(0,0,2),(0,0,3),(0,1,0),(0,2,0)}
B ={(1,3,1),(1,3,2),(1,3,3),(1,1,4),(1,2,4)}
A, ={(0,1,1),(0,1,2),(0,1,3),(0,2,1),(0,2,2),(0,2,3) }
B, ={(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,2,1),(1,2,2),(1,2,3) }

Simdi A ile B kiimelerinin eslesme kosulunu sagladigini gosterelim. I'(G,J) Cayley ¢izgesinin

bu kiimelere indirgenmis olan alt cizgesi asagida verilmistir.

Ar: ((0,0.1) (0,0,2) (0,0,3) (0,2,0)

By: (13,1 (1,3,2) (1,3,3) (1,1,4) (1,2,4)

Sekil 4.2. A ile By arasindaki eslesme

Yukarida iki parcali cizge 4-regiilerdir ve eslesme kosulunu saglar. Ornek eslesmelerden bir

tanesi kalin kenarlar ile belirtilmistir. Simdi A, ve B, kiimelerine bakalim:

Ar (@) @) (@13 @2y (022) (023

By (@n)”™  (@12)” @13 @21  T@22) @23

Sekil 4.3. A, ile B, arasindaki eslesme

Yukarida iki parcali ¢izge 2-regiilerdir ve eslesme kosulunu saglar. Ornek eslesmelerden bir

tanesi yine kalin kenarlar ile belirtilmigtir.

Sonug olarak A| UA; ile B} U B, arasinda bir eslesme vardir. O halde I'(H,J) Cayley ¢izgesi

eslesme kosulunu saglar. Bu nedenle egriligi sabittir.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda, Ricci egriligi sabit olan ¢izge ailelerinin olusturulmas: hedeflenmistir.
Bu yondeki ¢aligmalardan bir tanesi Dagh ve digerleri (2019) tarafindan yapilmistir. Ilgili
calismada, Ricci egriligi sabit olan dongiisel ¢izge aileleri olusturmak i¢in Z, grubunun alt-
grup birlesimlerinin tiimleyenleri baglant1 kiimeleri olarak secilmistir. Bu dogrultuda, p; > 3

ve i # jigin (p;, p;j) = 1 olmak iizere n tamsayisinin

n=pip2:-Pm

seklindeki ¢arpimsal ayrigimi kullanilmistir. Bu ¢alismada, p; > 3 ve (p;, p;) = 1 kosullarinin
esnetilip esnetilemeyecegi arastirilmistir. Teoremile (pi,pj) = 1 kosulunun kaldirilmas:
halinde de sabit egrilikli ¢izge ailelerinin olusacagi goriilmiistiir. Fakat bu durumda elde
edilen cizge aileleri, dongiisel cizgelerden ziyade Cayley cizgeleridir. Teorem ile p;
tamsayilarindan bir tanesinin 2 ve digerlerinin 3’ten biiyiik se¢ilmesi durumunda da egriligin
sabit olacag1 goriilmiistiir. Eger p; tamsayilarindan iki tanesi veya daha fazlas1 2 olarak
secilirse elde edilen ¢izge baglantisiz olacagi icin egrilik sabit olamaz. Son olarak, p; tam-
sayilarindan birinin veya daha fazlasinin 3 olarak se¢ilmesi durumunda, egriligin sabit olup
olmadig1 belirlenememistir. Ciinkii Teorem [§.1]de kullanilan eslesme kosulu p; = 3 olmasi
durumunda saglanmamaktadir. Incelenen kiiciik ¢apli 6rneklerde, egriligin bu durumda da

sabit oldugu goriilmiis anacak genel bir ispat verilememistir.

Sonug olarak, Teorem[d.I|ve Teorem[4.2]ile literatiire katki sunuldugu degerlendirilmektedir.
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