RIDGE REGRESYON UZERINE BiR CALISMA

Miicahit KURTULUS

YUKSEK LiSANS
ISTATISTIK

GAZIi UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

W\

Kasim 2001
ANKARA



Miicahit KURTULUS tarafindan hazirlanan RIDGE REGRESYON UZERINE BIR
CALISMA adli bu tezin Yiiksek Lisans tezi olarak uygun oldugunu onaylarim.

(}P‘am S snd)
Prof.Dr. Soner GONEN

Tez Yoneticisi

Bu ¢alisma jiirimiz tarafindan Istatistik Ana Bilim Dali Yiiksek Lisans tezi olarak
kabul edilmistir.

Bagskan :_Prof.0r, Soner GomnEN /«ZW\,%
Uye i _Pro). 2v, Homza (- 4u gam %ﬁ«m
Uye : boe. b Aveliy  ERAR 7/

Uye

Uye

Bu tez, Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarma uygundur.




ICINDEKILER

Sayfa

OZET oeeeeeeveeerereriesesiessaesstsseses bt ass s bt sa s et ssssb s sbe s nssa s st et sesssassesesssensassssanenen i
ABSTRAC T ....eeeieiteeetreenectestes ettt te st e te it ssasts s s e ms st s ssas e s e ssasaassenseseseenenes ii
TESEKKUR....cocurieeeieeeetcmeieintseseseuesseststsesssststscssessssssssessssssssssssssssssssnsassasesessssessass iii
L GIRIS ottt ettt ettt ettt s sa s b e b a s e et s s s s ssnessrnasasaseee 1
2. COKLU LINEI_ER REGRESYON MODELLERI VE

OZELLIKLERL.......otiieiiitittitiieteteteteeesteceesae st csaesin et ennessesae st sseesasnesesasneas 2
2.1. Lineer Modelin Tanimlanmasl..........cccccecerereierinieenierseneeenteeeneseeseeeesneeenens 2
2.2. Regresyon Denklemlerinin Bulunmasi ve OzelliKleri ............ovocuervereceeurcrnnnnnen. 2
2.2.1. En kiigtik Kareler QU .....coovireieereiniensiereererrere et eecees e e a s snas 3
2.2.2. Parametrelerin en kiigiik kareler kestirimleri ve 6zellikleri ..........cccoeevevenene.. 3
2.3. Coklu Baglant1 KavIaml ........cceivirininienmieireeicieecneenceseneeseeseeessesseesessesneas 8
2.3.1. Coklu baglants SIGUH........oceriiiiiiiiiirer ettt 8
2.4. Yanli Kestirim Kavrami......cccccccvveriieneniniiiciniieeereceneesseesreseessesesesseeens 9
2.5. Rid@E REGIESYOM ..cneiniiiniiieieciecneeee et et et et etsets s s besaas s e erassassaessesnessesessnan 9
2.5.1. Ridge kestiricisinin en kiigiik kareler kestiricisi ile iligkisi..........cccereererenen. 10
2.5.2. Z ve W matrislerinin 8zelliKIeri.....ccccoueeirieniiniinececeeccee i 11
2.5.3. Ridge kestiricisinin beklenen degeri .........ccoereveeevenenenreeeereereeeerenseseeeennnns 12

2.5.4. Ridge kesStiriCiSinin Varyansl........cccceceeveevereeneiverteeseseesesseseeessessesssssssssnsens 12



2.6. Ridge Kestiricisi ile En Kiigiik Kareler Kestiricisinin Karsilastiriimast.......... 13
2.7. Ridge Kestiricisinin Hata Kareler Ortalamasi ..........coceeeeecireeeeeecnereecenrnencncans 14

2.7.1. Ridge regresyonda hata kareler ortalamasi fonksiyonu ile ilgili teoremler .. 15

2.8. Coklu Baglantinin Ridge Kestiricisi Uzerindeki EtKileri ......cooovveerererrriereerenes 19
2.9. Ridge Regresyonda k Parametresinin Belirlenmesi.........ccccoevevvvrccceenncnnnnencne. 20
2.9.1. Ridge 1Zi YOMIEM ..ccvevmreeniriceiniireeini st 20
2.9.2. Tekrarlayic1 KeStirim YOMEIMI .....covvetreurrreeeniieneecrenetteeestneeseese s eme e sae s 21
2.9.3. k’nin nokta KeStirimi YONEMI ....eeeeeeeeercrrerieerrtreriereteeteseeneestenaee e eeveenenns 23
3. UYGULAMA ..ottt s 24
4. SONUC VE ONERILER .......oocorieiueterereeceeeteeaesossesaesesessessessessessssssessessassassassesans 27
KAYNAKLAR C...oitierereeecereiestetenessseset st entosessssaesesaesssessentssasessesaressessssssssnsencns 28
EKLER .....oooeeieieererectetetesesessassesseessssosessessesssessessssensossssssssessersentosssssssssssssssones 29



RIDGE REGRESYON UZERINE BiR CALISMA
(Yiiksek Lisans Tezi)

Miicahit KURTULUS
GAZi UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU
Kasim 2001

OZET

Bu calismada, bagimsiz degiskenler arasinda ¢oklu baglanti olmasi durumunda
ortaya ¢ikan sorunlarm giderilmesi yontemlerinden biri olan Ridge Regresyon
yontemi iizerinde ¢cahsilms ve Ridge Regresyon yontemi ile En Kiiciik Kareler

yontemi kargilagtirnimistir.

Ridge Regresyon yonteminde k parametresinin bulunmasinda kullanilan birkag
yontem tamitilmis ve bir yontem Onerilmistir. Son biliimde érnegimizden elde
edilen Ridge Regresyon sonuglarn ile, En Kiiciik Kareler yénteminin sonuglar

karsilastinlmistir.
Bilim Kodu : 406.01.01

Anahtar Kelimeler : Ridge izi, Coklu baglanti, Ridge Regresyon modelinde k

parametresinin belirlenmesi, Ridge Kestiricisinin hata

kareler ortalamasi
Sayfa Adedi :35

Tez Yoneticisi : Prof.Dr.Soner GONEN



i

A STUDY ON RIDGE REGRESSION
M.Sc. Thesis
Miicahit KURTULUS
GAZI UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
NOVEMBER 2001
ABSTRACT
In this study we worked on ridge regression method and especially choosing
ridge parameters which is detoted by k and also suggested a heuristic way to

calculate k. We also compared ridge regression method by Least Squares
Method.

Science Code : 406.01.01

Key Word : Ridge trace, Multicolinearity, at to choose to find ridge
parameter of Ridge Regression Method, Mean squared
Error of Ridge Estimater.

Paper Number : 35

Advisor : Prof.Dr.Soner GONEN



iii

TESEKKUR

Calismalarim boyunca yardim ve katkilariyla beni y6nlendiren hocam Prof.Dr.Soner
GONEN’e, Yrd.Dog.Dr.Celal AYDIN’a ve Aras.Gor.Mustafa SEMIZ’e, manevi

desteklerinden dolay: aileme tesekkiirii bir borg bilirim.



1. GIRIS

[statistiksel yontemlerin en ¢ok kullanlanlarindan birisi de Coklu Dogrusal
Regresyon yontemidir. Yontem, bilim ve teknolojinin hemen hemen her alaninda
model kurmak, parametreleri kestirmek ve ileriye yonelik kestirimler yapmak igin

kullanilir.

Onkestirimler (prediction) i¢in veri vektdrleri ortogonal olmadiginda szellikle
¢oklubaglantinin varhginda bazi sorunlar ortaya ¢ikmaktadir. Katsayilar mutlak
degerce oldukga bityiik olma egilimindedir. Baz1 katsayilarin da yanlis isaretli olmasi
olasidir. Verilerde yapilacak ¢ok kiigiik bir diizeltme, bir-iki gézlemin atilmasi ya da
ayn1 kitleden aym ydntemle yeni 6rneklemlerin alinmasi regresyon katsayilarinda ani
de@isikliklere neden olabilir. Onkestirim igin veri vektdrlerinin ¢ogu diklikten

saparsa bu sorunlarin ortaya ¢ikma olasili1 da artar.

Onkestirim igin veri vektorleri arasindaki korelasyon yiiksek ise yani coklu
baglanti (multicolinearity) var ise “En Kiiglik Kareler Yéntemi” dogru yargiya

varacak sonugclara gotiirmez.



2. COKLU LINEER REGRESYON MODELLERI VE OZELLIKLERI

2.1. Lineer Modelin Tanimlanmasi

n, gézlem sayis1 ve p bagimsiz degisken sayisi olmak {izere Y, n x 1 boyutlu
agiklanan rastgele degiskenin go6zlenebilir bir vektérli; X, n x p (n>p) boyutlu
aciklayici degiskenlerin baz1 kosullar altinda sa‘?itlestirilrrﬁs ya da dnceden segilmis
degerlerinin matrisi; B, p x 1 boyutlu bilinmeyen parametrelerin vektorii; €, n x 1
boyutlu Y ile ayn1 dagilima sahip gézlenemeyen rastgele degiskenlerin vektorii, E(g)

=0, Cov (g) = o° I ve bu nicelikler arasindaki baginti
Y=XB+e 2.1)

denklemiyle belirlenen modele Genel Lineer Model veya Gauss-Markov Modeli
denir (Hoerl, 1962).

2.2. Regresyon Denklemlerinin Bulunmasi ve Ozellikleri

Bir regresyon modelinin kurulmasi verileri temsil edebilecek bir denklemin
bulunmasidir. (2.1) denkleminde P parametreleri yerine kestirimleri yazihr ise,

orneklem regresyon denklemi;

Y=X B +e 2.2)

bi¢iminde yazilir.

Burada ,%, (p x 1) boyutlu parametre katsayilarinin kestirim vektériidiir.

e ise n x 1 boyutlu artik vektril olarak tanimlanir.

£ =Y - E (Y) iken e = Y — Y yazlabilir. Buradan hata teriminin x; gbzlem
kiimesi i¢in bagimli degiskenin gézlenen degeri ile beklenen degeri arasindaki fark

oldugu soylenir.



2.2.1. En kiigiik kareler dlgiitii

Artik kareler yontemi artik kareler toplamimn en kiigliklenmesidir :

enk Z (Y= %)% = enk Z e 2.3)

seklinde yazilabilir. Artik kareler toplamim en kii¢iik yapmasindan dolay1 en uygun

olgiit olarak bilinir.

2.2.2. Parametrelerin en kiiciik kareler kestirimleri ve 6zellikleri

(2.1) modelindeki  parametresinin (2.3) nolu bagintidaki en kiigiik kareler 6lgiitii ile

kestirilebilmesi igin e vektdrel olarak,

=1

ere=Y ei?  =(Y-1)'(¥-9)

=(Y-X B) "(Y-X )
SY'Y-28'X'Y+ B 'X'X B

yazilabilir. £ ’ya gore kismi tiirev alinarak sifira esitlenirse,

62 siz .

B =OX'Y+2X'Xf =0
9p'

X'XB=X'Y

ve buradan B’nin en kiigiik kareler kestirimi,

B=X'X7TX'Y
olarak elde edilir.

KUROLU



[ ’ya gore ikinci kismi tiirev alinarak sifira esitlenirse

olarak elde edilir. X ' X matrisi, tam kesin ¢oklu baglantimin yoklugunda daima

pozitif tammli olmasi sebebiyle bir en kii¢iikleme modelidir. ,b en kiiclik hatay1

veren parametre tahminidir.

,AB’mn iki 6zelligi varyans-kovaryans matrisi ve kendi beklenen degerinden uzakligi
yardimiyla bulunur. ,& ’nin beklenen deger ve varyans 6zelligini inceleyelim :

E(f) =E[(X'X)™ X' Y]
=E[X'X)'X'XB+¢)]
=X'X)7TX'XB+X'X)'X'E ()
=B

Buradan , B, B’mn yansiz bir kestirimidir. V ( ,%) ise,

V(B)=VI[X'X)'X"Y]
V(A= X'X)'X'X (X' X"
V(B) =0 (X'X)"

olarak bulunur. X' X matrisinin 6zdegerleri A; , 6zvektdrleri v; olmak {izere,

A P
V(B)=c*Y Aitvi'y

i=1

bi¢iminde ifade edilir.



V( ,73) =¥ =c" (X' X)"! olarak tammlarursa ,23 ~N (B, £) bi¢iminde yazilir. $’dan

,é ’ya uzakligin karesi L; ? olarak tammlarur ve asagidaki gibi bulunur :
L=(8-B)'(B-B)

B’dan ,3’ ’ya olan uzakligin moment ¢ikaran fonksiyonu t bir skaler olmak tizere,

ML, =E[exp' 4]

1 A 1 A
= || — “Y% (B -B)'Z .
Rl AUIE VAL

+(B-B)'t(B -B)dB

exp {- 1/2 (B-B) [ -2t1)(B-B)} dB

1
Haes

=W (2.":)1./2 I Z-l_ztI |—1/2
T

=l || gioger |2
=lE®E!-2t) |2

=|1-2tz |7

olarak bulunur.

|z-01 | = ( ise 0, Z’min 6zdegerleridir.
O halde,
| 1- 2t2-A1 | =0ise & , (I—-21t Z)’nin 6zdegerleridir.

|-2tz+(1-x)1 ‘ 0

‘—Zt[(Z-(l-kI)/Zt] ’=o t # 0 olmak iizere



29° | 2-1—;?1|=0ise

%ti , Z'nn dzdegerleridir.

.1;_? = 0 ‘dir. Buradan A = 1 — 2 0 t olarak yazilir. Bir matrisin determinat1 o

matrisin 6zdegerleri ¢arpimi oldugundan L;’in moment ¢ikaran fonksiyonu;

p
ML,(t)==n (1-20;t) " seklinde ifade edilir.
1=1
=(1-20,)" (1-20,0)72 .. (1-20,1)7"

oML, (t) _
Jt

-%)(1-20,t)7"1(-201) (1-20,)72 . (1-20,1)"2
+(-%)(1-20,0)721(20,) (1-20,1)72(1-2051)"?
e (1-20,02 +
+(-%)(1-20,0)7 (20 ,) (1-20, 1) 72 (1-20, )2
e (1-20 5, t)12
=(-%)(1-20,67"(20)) (1-20,0)72(1-20,¢"?
e (120, 2 + (- 1/2) (1426 2 1) 1 (20 5) (1-20 ;1) 12
(1-20,t"...(1-20,t)"7+
+ (%) (1-20,) 7" (20 ,) (1-20, 1) 2 (1-20,t)'2
e (120,112
=(-¥2) (1-2011) ™ (20 ) MLy (t) +(-%2) (1 - 26 5 1)
(20 ) MLy () + ... + (-%2) (1 -26 , )" (26 ;) ML, ()

=ML @[ .01 (1200 ]



dML, (1)

""""" =(M[X6: "]

ot t=0

6 ML, (t)

.......... =¥0;=1zXZ

ot t=0
=o'2iZ(X'X)1
—o2y L
P 2Y

°ML, (1) _OML, () &, 4!

— s [§6’1(1-29.t) ]
+ML @ [ Y01 (1) (120192 (-201)]
_OMLO 15, 120:0)]

8t i=t
LGS, 020,07
& ML, (1)
---------- =(iz Z)(Zplei)“L(Zp:zeiz)
atz t=0 i=l 1=
=(iz Z)2+2i0i2
& ML, (1)

.......... =(iz £)%*+2iz =2
ot [t=0



V(L) =EL,»)-[EL )]’
=(iz £)*+2iz £2-(iz2 )
=2iz ¥ ?

=2iz[c*(X'X)"]?

2.3. Coklu Baglanti Kavram

Y = X B + € modelinde hipotez testleri igin en ¢ok olabilirligi en iyileme kosulu

olarak aldigimizda ( parametre vektoriiniin en kiigiik kareler kestiricisi

B=(X'X)"X'Y

olur. -

Y’nin gozlenen degerlerinin bir olasilik dagilimindan gelmis olmasi nedeniyle elde
edilecek kestirimler en kiiglik kareler ¢6ziimiin getirdigi sorunlarla kars1 karsiya
kalacaktir. X'X matrisinin sagliksiz kosullu olmasi durumunda en kiiciik kareler
cozlimlerindeki kararsizlik kendini en kiiglik kareler kestiricilerinin varyanslarinda
gosterecektir. X'X matrisinin determinantinin sifira yaklasmasi (sagliksiz kosullu
olmas1) nedeniyle parametre tahminlerinin varyanslan biiylik olacaktir. En kiigiik
kareler kestiricilerinin en kiigiik varyansa sahip olma 6zelligine giivenilerek
yapilacak olan istatistiksel yorumlar bizi yamltmis olacaktir. X'X matrisinin sagliksiz
kosullu olmas: “Coklu Baglant1” olarak tanimlanan dzellige baglanmaktadir.

2.3.1. Coklu baglanti 6lg¢iitii

X'X matrisinin sagliks1z kosullu olmasina neden veya sagliksiz kosullugunun bir tiirii

olan ¢oklu baglantinin bir &lgiitii de kosul sayisidir ve

max /,

enb. K(X'X)= 2.4)

min /4,

olarak ifade edilir.



Kosul sayisinin 10’dan kiigiik olmas1 durumunda verilerde ¢ok az bir goklu baglanti
vardir. Kosul sayis1 10 ile 30 arasinda ise orta dereceden ¢oklu baglantiy1
belirlemektedir. Eger kosul sayis1 30°dan biiyiik ise giddetli bir ¢oklu baglantinin

varhigim gostermektedir.

2.4. Yanh Kestirim Kavrami

En kiiciik kareler kestirim yOntemi, lineer model varsayimlarinin saglanmasi
durumunda yansiz ve en kiiglik varyanshi B ve E(Y) kestirimleri verir. Bagimsiz
degiskenler arasindaki ¢oklu baglant1 varliginda en kii¢iik kareler kestirimleri ile yine
yansiz fakat ¢ok biiyiik varyansh kestirimler elde edilir. Bu kestirimlerin kullanimi

yanlis bulgulara ve yanlis model kullanimina neden olur.

Coklu baglantizin etkisini gidermede kullanilan yéntemlerden birisi de “Ridge
Regresyon” yontemidir. Ridge regresyon yontemi yanli kestirim ydntemlerinden

biridir.

Yanli kestirim yontemlerinde genel amag, en kiiglik kareler yonteminde parametre
kestirimleri i¢in biiyiik olan varyans alamm kiigiik bir yan karsihiginda daraltmaktir
(Hoerl ve Kennard, 1970a).

2.5. Ridge Regresyon

Ik kez Hoerl 1962’de k> 0 igin ,& * kestiricisini karesel yamt fonksiyonlarinin

A

grafikleri ile matematiksel bir benzerlik gostermesi nedeniyle A *1 “Ridge”

kestiricisi olarak tamimlanmistir (Hoerl, 1962).
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Lineer regresyon modelinde en kiigiik kareler kestiricisi,
B=(X'X)'X'Y

olarak ifade edilmisti.

Ridge regresyon yonteminde X'X matrisi korelasyon formunda olmak tizere = X'X
matrisinin kosegen ogelerine kii¢lik k degerlerinin (genelde 0< k <1) eklenmesiyle

ridge kestiricileri elde edilir. Bagimsiz degiskenler standartlastirildiginda,

B*=(X'X+kD™X'Y (2.5)
olarak ifade edilir (Hoerl, 1962).

En kiigiik kareler kestiricisi,

F=x'0" XY
olarak verilmisti. Buradan

X'XB=X'Y

olarak yazlabilir. Ridge kestiricisi,

B*=X'X+k)? X'Y
olarak verilmisti. X ' Y yerine esiti yazildiginda buradan
Br=X'X+K)'X'X B

elde edilir.
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X ' X matrisinin tersinin tersi kendisi oldugundan,

Br='X+K)T (X' X) "] B
yazilabilir. Her iki matris tekil olmadiklarindan,

BH=[X'X)' X'X+kD]" 5
yazilabilir. Buradan da,

Br=[X'X)" X' X+kX'X)" 17 3

yazilabilir. Gerekli islemlerden sonra,

Br=[1+kX'X) "] B

olur. Z=[1+k (X'X)™"]" olarak tammlanirsa,

pr*=7p
olarak yazilir. Bu esitlik ridge kestiricisinin en kiigiik kareler kestiricisinin bir

doniislimii oldugunu gostermektedir.

Aym zamanda f*’mn boyu k = 0 icin f ‘dan daha kisadir ve agagidaki sekilde

gosterilir :

A

B*¥B*<p'pB
2.5.2. Z ve W matrislerinin 6zellikleri

Ridge kestiricisi ,& *=(X'X+KI)' X'Y olarak verilmisti. W matrisini,
W=(X"'X+kI)"
seklinde tanimladigimizda,
Br=WX'Y
olur. Z matrisini,
Z=[+k X' X))
seklinde tanimlamigtik. Buradan,



12

W matrisinin 6zdegerleri,

Ti(w =._L_

1

dir.

Z matrisinin 6zdegerleri asagidaki gibidir :

1

Ti(z) = ——

1

Z matrisi ayn1 zamanda asagidaki esitliklerle de verilebilir :
Z=1-kX'X+kD)'=I-kW

E(f*)=E[ZB)]
~E[0-kW) £)]
~E[(I-kX'X+k)') §]
=E[B-kX'X+L)' B]

v; matrisin 6zdegerlerine kargilik gelen 6zvektorler olmak iizere £ * beklenen degeri,

A : P .
E(B¥=B-k D (Ai+k v
olarak yazilir.

V(B*)=VI[X'X+K)' X'Y]



13
=o?(X'X+K)' X' X (X' X +kI)!

dzdegerler ve 6zvektorler cinsinden,

P
=5’ Mtk oo

i=t

olarak yazilir.

En kiiglik kareler kestiricisinin beklenen degeri, E ( ,AB) = [, ridge kestiricisinin

A P
beklenen degeri, E (8*) =B-k Z (?q-i-k)'l v; v B olarak bulunmustu.

i=1

A P
E(B*)-B=-k Z (Ai + k)" v; vy’ B olarak yazildiginda ridge kestiricisi en kiigiik

i=

P

kareler kestiricisine gore [ - k Z (i + k) vy v B] kadar yanhidar.

1=1

A P
En kiigiik kareler kestiricisinin varyansi, V () = ¢ > > A v v ; ridge

A P
kestiricisinin varyanst, V (8*) =6 Y Ai(Ai + k) v; vy’ olarak bulunmustu. k =0
olmasi durumunda ridge kestiricisi en kii¢iik kareler kestiricisine esit olmaktadir.

k # 0 olmak lizere;

M+ k)7 <A
esitsizligi saglamir. O halde beklenen degerler ve varyanslar bakimindan yapilan
karsilagtirmada, ridge kestiricisi kii¢tik bir yana kargin en kiiciik kareler kestiricisine
gore daha kiiciik varyansa sahiptir.
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s s o »

Hata kareler ortalamasim ,[Ai*’dan B’ya uzaklik olarak tammlayalim. Uzakh@g L

12(k) ile gosterirsek,

L k) =(B*-B)' (B*-B)]
olarak yazilir.

Hata kareler ortalamasinin beklenen degeri,

E[L’(K)] =EKB*-B) (B*-B)
,8’* =Z ,& oldugundan;
=E[(@ZB-ZB)' (ZB-IB)]+ (ZB-B)' (ZB-B)

=E [(,&-B) '7Z'Z (,?f-B)] +B'(Z-D)'(Z-DB
=E{[(X'X)'XY-B] ZZ[(X'Xy' X' Y-BI} +B' (Z])' ZD) B
=B{[(X'X)' X" (XB+e)-PB]l'Z'Z[(XX)' X'
XB+e)-B]}+p'(Z-D'(ZDHP
=E{[X'X)"'X'XB+X'X)" X'e-B] Z'Z
[XX)' X' XB+X'X)' X'eB]} +B'(Z])' (Z-DP
=E{[X'X)'X'e]"ZZ[X'X)'X'e]} +KB'X'X+kD?B
=E{[X'X+k)'X'XX'X)"'X"'e]’
[X'X+AD)'X'XX'X) ' X'e]}+KB ' X'X+kD)2P
—z E{[X'X+K)'X'X(X'X)" X "¢]
[X'XHD' X' XX'X) 7 X'e]" }+KB' (X' X+K) B
=iz E{[X'X+kD'X'XX'X)"'X"'ee’'X
KXK' XKD T HEB (XX +K) 2B
=c’iz [(X'X+K)?X'X1+KB'(X'X+K)2B

p i
=c?) — - +KB'(X'X+k)>
L Gy P P
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2 - A
'Yl(k)=0' Z —_— 3

4 +K)?

v2(0=KB' X' X+k)?2B

olarak tanimlayalim.

EL’®]= v1(K)+72(K)
olarak yazilir. v (k) toplam varyansi, v ; (k)’da yan kareleri géstermektedir.

2.7.1. Ridge regresyonda hata kareler ortalamas: fonksiyonu ile ilgili teoremler

Teorem 1 :

Toplam varyans

v 1 (k) stirekli ve k’min monoton azalan bir

fonksiyonudur (Hoerl ve Kennard, 1970b).

Ispat : k > 0™ ave A, > 0 ‘a giderken toplam varyans y ,(k)’nin tiirevi - c’a

yaklagir.
P
A
k) =o’ ‘
Yl() c ; (Ai+k)2
olarak verilmisgti.
oy, (k) _ & [-2(4 +k) A ]
20 .oy 4
dk im (4 +k)
A
=-2 2 1
Z (4 +k)’
P
im 220 hn ey A
6k i=1 (/11+k)
k>0" k>0"
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dr . (&) _
ok

Teorem 2 : Yan kareler y, (k) stirekli ve k’nin monoton artan bir fonksiyonudur

(Hoerl ve Kennard, 1970b).

Ispat: v, K)=K*B' X' X+KkD2B

olarak verilmisti.

X'X ‘in 6zdegerler matrisi A ve OzvektOrler matrisi P olarak tanimlansin. Buradan
X'X=P'APyazlir. o =P B olmak tizere;

2
a

- 12 - i
YZO() k ; (ll'l'k)z

olur. Biitlin 1’ler i¢in A; > 0 ve k > 0 oldugunda her bir element; (A; + k) pozitiftir.

¥ 2 (0) =0"dir. O halde k 2 0 i¢in 7 > (k), k’nin siirekli bir fonksiyonudur.
v 2 (kK)’y1 asagidaki sekilde de yazabiliriz :

P 2
Y20)=) ‘%‘
= (14 T)Z

Biitiin i’ler i¢in A; > 0 oldugunda; A; / k, k’nin artis1 ile monoton olarak azalir ve 7y,

(k)’nin her bir terimi monoton olarak artar.

Sonu¢ : Yan kareler vy 2 (k); B ', B ‘min iist limitine yaklasmaktadir (Hoerl ve
Kennard, 1970b).

P 2
ispat : v, (k) =k* L/
spat : y 3 (k) Z RS
lim y5 (k Ii S @’
m = [im e L —
72 (k) ; (1 +K)°

k> x® k=



P
=Y a;?

i=1

=a'aq
=B'P'PB
=B'p
Sonug : k > 0" “a giderken y ; (k)’nin tiirevi sifirdur.
P Klg
k) = —_—
y2(k) ; K
oy , () _ i ke’ +(A,+k)?-2 (1, +Kk’a’
ok (A, +k)*
(A,+k) kA, +kea/ -2ka’]
(4, +k)*
_ 2kia/
(A, +k)’

¥ 2 (k) "nin tiirevinin her bir terimi k’mn stirekli fonksiyonudur.

k = 0" ’a giderken her bir terimin limiti sifirdir.

Teorem 3 (Varhk Teoremi) : Her bir k > 0 degeri i¢in ;

P
1
EL M <EL*O]=6" ), —
olur (Hoerl ve Kennard, 1970b).
GEL @] _ 37, & , 87 , &
ok ok ok

P /1 P /l-d <
=.) 2 i i ¢
L Ty L Ty
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Burada

P
1
Y1(0)=c?3 Ve v2(0)=0

i=t 1

dir.

vy 1 (k)’mn birinci tirevi pozitif olmayan ve y ; (k)’min birinei tlirevi negatif

olmayandir.

E[L’ ®]
ok

bu sonucu k > 0 oldugunu géstermek i¢in kullanalim.

: P . PoA ot
2 i i i
20 T L Gagr O

k< 1=1( i
L Ziaiz
(A, +k)’
: A
o’ A, -+ A, Tt e —
(< (A4,+k) (A,+k) (4,+k)
Aya) Ayay . A,a)
(A,+k)  (4,+k)’ (/lp+k)3

o yerine o max alinir ise,
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2 /11 /12 AP
o[ = + TR Y|
k< (4,+k) (A,+k) (4,+k)
o [ A P +....+—iL—]
(A,+k)  (2,+k)’ (4, +k)’
k<2
a max

olur.

2.8. Coklu Baglantinin Ridge Kestiricisi Uzerindeki Etkileri

En kug:uk kareler kestiricisini hesaplamada kullanilan X'X matrisinin 6zdegerleri

( Amax =M > A > > Ap = Amin ) ile gosterilsin.
| x'x-21] =0

yardimiyla bulunurlar. Ridge kestiricisinde ise kdsegenlere eklenen kiigiik k

degerlerinden otiiri X ' X matrisinin 6zdegerleri,
| X X+ KI-01]=0
| X'X+ k-0)I] =0
| X' X-®-KI]=0

olarak yazaldiginda (6 - k) ‘dir.

Esitliklerden yararlanarak kosul sayilarin1 yazdigimizda,

A, +k A
KX'X+K)= 2175 ¢ |40 cg (x'%):k
( ) \[/1 T K \/,1 X'X)5k=0

P P
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gorilecegi gibi verilerde goklu baglanti olmasi durumunda ridge kestiricisinin kosul
sayis, en kiictik kareler kestiricisinin kosul sayisindan daha kiigiiktiir. Bundan dolay1

ridge kestirimleri, en kiigiik kareler kestirimlerinden daha kararl: olacaktir.

2.9. Ridge Regresyonda k Parametresinin Belirlenmesi

Bu boliimde k parametresinin belirlenmesinde kullanulan yontemlerden bir kagim

inceleyecegiz.

k parametresi bilinmeyen hata varyansi ile, bilinmeyen parametre vektériine baglidir.

,%*’ya iligkin hata kareler ortalamasi ise iki kisma ayrildiginda; toplam varyans

k’nin- monoton azalan bir fonksiyonu, yan karaler ise k’nin monoton artan bir

fonksiyonudur. Amacimiz £ * igin hata kareler ortalamasimi minimum yapacak k

parametresini belirlemektir.

2.9.1. Ridge izi yontemi

Ridge izi k i¢in bir ¢oziim elde edilmesinde kullamilan grafiksel yontemdir.

Regresyon katsayilar ,AB*’lar diisey eksende, k degerleri yatay eksende olmak tizere
iki boyutlu uzayda grafik ¢izilir. X'X korelasyon matrisi gok sayida biiyiik
korelasyon icerdiginde, basit korelasyon katsayilarina bakarak agiklayici degiskenler

arasindaki iligkiyi ortaya ¢ikarmak giligtiir. k’min degisik degerlerine gore ,& *

katsayilann hesaplanarak c¢izilen grafikte, hangi katsayilarin verilere gore hassas

[

oldugu, yani gok degistigi belirlenebilir. Ridge regresyon aym zamanda katsayilarin

duyarlilik analizinde de kullanilabilir. Katsayilarin toplam varyans: k’nin azalan bir

fonksiyonu, yan kareler ise k’nin artan bir fonksiyonudur. Béyleée k artarken ,% *

katsayilarimin hata kareler ortalamasi minimuma gider ve daha sonra artar. Amacimiz

ridge kestiricisi ,@* i¢in, en kiiclik kareler kestiricisi ,é’dan daha kiiciik hata kareler
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ortalamasi veren k parametresini bulmak ve k parametresine karsilik gelen “kararli”

,% * Kkatsayilarinin setini olusturmaktir. Kararliliktaki amag verilerdeki kiiciik

degisikliklere karsilik katsayilarin hassas olmamasidir.

Bagimsiz degiskenler arasinda yiiksek iliski var ise katsayillar k’min kiigiik
artimlarinda ¢ok hizl: degisecektir. k’nin biiyiik degerlerinde ise katsayilar belli bir
kararlilik gosterecektir. Katsayilarin kararlilik gosterdigi k degeri katsayilarin istenen

setini verecektir.

Eger degiskenler ortogonal sayilabilirse k’nmin artimlarinda ,% katsayilar1 ¢ok az

degisecektir. Bu durumda en kiiglik kareler ¢6ziimii katsayilarin en iyi setini

olustﬁracaktlr.

2.9.2. Tekrarlayic: kestirim yontemi

Arthur E.Hoerl ve Robert W.Kennad standartlastirilmig ,& ’lar olmak tizere k i¢in tek

iterasyon kestirimini;

2

k=22

BB

(2.6)

olarak gostermislerdir (Hoerl ve Kennard, 1976). ﬁ ' /AS', B ' B’dan daha biiyiik
olmaya baglarken kosul daha kotiiye gider ve X'X ‘in kosulunu da daha zayiflatir. Bu

etki k 2'y1 ok kiigiik yapabilir. Boylece [ #* (ko) ]’ [B* (k) ], B ' B ‘dan daha

A

kiigiik olmaya baslar. Bu durumda “ £ ‘min yerine ,&* (ka) kullanihirsa k’mn

kestirimi iyilesir mi?” sorusu ortaya ¢ikacaktir.

k’nin tekrarlayic: kestirimi i¢in B ve k’nin bir dizisini dﬁsﬁnelﬁn. Yani,



22

B, kao'—'po- :,%*(kao)
B'B
AR L SS— T
[B* (k)] [B*(Kk,)]
kaz = PO i 5 seeny ,%* (kat)

[B* (k)1 B* (k)]

olsun. Algoritmik kestirim elde edebilmek igin diziyi sonuglandiracak bir yontem
olarak;

(ka>i+| ‘ka,i)/ka,i>8

ise kestirime devam edilecek, degil ise sonug¢landirilarak ,& * (k 2. i) kestirim seti

olarak kullamilir. Ik 6nce k 5 i+1>k 5 i ve dolayistylad > 0°dur.
Ikinci olarak sonuglandirma kurali regresyon vektoriiniin karesel uzunlugu cinsinden,
A , A ) 1 A , A
[B*(ka»i)]'[B*(kasi)] <( ﬁ_g) [B* (Kayi1) 1" [B* (Kai1)]
olarak ifade edilir. Bu durumda yukandaki esitsizlik saglanmiyor ise islem

sonuglandirilir ve ,?3* (ka, i) kestirim seti kullanilir. (—1+1—§) miktar1 1°den kiigtiktiir

ve X'X matrisinin sagliksiz kosullu olmasinin derecesi arttik¢a 8 azalmalidir.

Deneysel yaklasimla,

_ XX’
P

T Q.7)



olarak tammlayalim. Ortogonal matris i¢in T = 1°dir. Verilen bir p boyutunda X ' X
matrisinin dzdeger yayilimi (genisleme) ile T degeri biiyiir. Birkag simiilasyon

(benzetim) kestirim dizisinin sona erdirilmesi i¢in,

§=AT™ b>0 kullamlarak elde edilir. Ozellikle = 20 T > degerinin &
hesaplamak i¢in pratik bir fonksiyon oldugu gosterilmistir (Hoerl, Kennard, 1976).

2.9.3. k’nin nokta kestirimi yontemi

Ridge regresyonda kosul say1si,

Aoax +k
Auin +k

k(X' X +K) = 2.8)

olarak tamimlanmisti. Kosul sayisiin 10°dan kiigik olmasi ¢oklu baglantimn

olmadigim gésteriyordu.

Bu ¢aligmada,

esitsizliginden hareket ederek,

ﬂ“max -100 A’min
99

olarak k degeri elde edildi ve buna k’nin nokta kestirimi yontemi ad1 verildi. Esitlik

k<

oldugunda elde edilen k degeri ¢oklu baglantinin &l¢iitii olan kosul sayisin1 10 yapan

degerdir. k’nin bir nokta kestirimini verir.
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3. UYYGULAMA

Ridge regresyonun islerligini gostermek amaciyla bir model {izerinde ¢alisilmustir.
Ornek problemimizde 6grencilerin sinavlardan aldig1 notlar ile basar1 notlar1 tahmin

edilmeye caligildi. Bu degiskenler arasi iliski asagidaki model denklemiyle verilsin.
Y=Bo+B1 X; +B2 X5+ ..... +Bp Xpte

X'X matrisi korelasyon formunda olmak {izere standartlastirilmis model denklemi;

olarak yazilir.
Deneysel olarak olusturulan modelimizde degiskenler agagidaki gibi tantmlanmigtr.

Bagiml degisken (Y) : 6grencinin basar1 notu
Bagimsiz Degiskenler :

(X)) : Ogrencinin 1.vize notu

(X5) : Ogrencinin 2.vize notu

(X3) : Ogrencinin final notu

(X4) : Ogrencinin final notunun iki kat:

Deneysel olarak olusturdugumuz model denkleminde ¢oklu baglanti varligim
yaratmak amaciyla (X4) degiskeni (X3) degiskeninin bir fonksiyonu olarak
tanmimlanmugtir.

Model denklemi “SPSS” paket programi yardimiyla ¢6ziilmiistiir. Modeldeki veriler

standartlagtinlarak en kiiciik kareler ve ridge regresyon ¢oziimleri elde edilmistir. En

kii¢lik kareler ydnteminde elde edilen ,% katsayilarinin olmasi gerektiginden biiytik
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oldudu ve bazi katsayillann ters isaretli oldugu (0.287894, 0.4649, 60.06090,
-59.4939) gozlenmistir. Coklu baglantiy1 incelemek amaciyla;

Amax = A1 2 A2 2 ... 2 Ap = Amin 0lmak {lizere 6zdegerler sirasiyla,

3.30203, 0.46138 , 0.23568 , 0.000001
olarak bulunmustur.

Buradan kosul sayisi,

A
k(X'X) — /’z’max

‘min

_ [330203
0.000001

= 4/3302030

= 1817,148866

olarak hesaplanmistir. Kosul sayisimin 10°dan biiytik olmasi nedeniyle ¢coklu baglanti

olduguna karar verilmisgtir.

En kiigiik kareler i¢in hata kareler ortalamasinin beklenen degeri,

P
1
BLA=0 Y oo

=1000006.715 ¢ >
olarak hesaplanmigtir. Verilerimiz ortogonal bir sistemin Ozelligini gostermis
olsaydi. Ozdegerler birbirine gok yakin olacak ve hata kareler ortalamasinin beklenen
degeri; E [ L 2] = 4 o olacakt1. Buna gore verilerimiz ortogonal bir sisteme gore

250000 kat daha genis bir alana yayilmstir.

Omnegimizde k = 0’dan baglayarak k’nin artan degerlerine karsilik ,é* katsayilar
hesaplanarak (Tablo 1) verilmistir. Ridge izi grafigi (Sekil-1)’de’ ¢izilmigtir. k’nin
artan degerlerine karsilik R? grafigi (Sekil-2)’de verilmigtir.



Ornegimizde k’mn nokta kestirimi yéntemine gére ¢oziimii;

< 3.30293-100 (0.000001)
B 99

k < 0.033361919

k

olarak bulunmustur.

26
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4. SONUC VE ONERILER

Ornegimizde en kiigiik kareler yontemi ile tahmin edilen ,23 katsayilar1 (0.287894,
0.4649, 60.06090, -59.4939) incelendiginde katsayilarin oldugundan daha biiyiik ve

baz1 katsayilarin ters isaretli oldugu gézlemlenmistir. Buna kargin kiigiik bir yana

karsilik Ridge Regresyon yontemi ile elde edilen ,&* katsayilar oldugundan biiyiik
olmasi ve ters isaretli durumu diizelmistir. Artik kareler toplamimin k artarken
artmas1 ¢ok biiylik bir sorun olarak ele alinmamalidir; ¢linkii amacimiz kestirim

verilerine miimkiin olan en yakin uydurma degildir. En kii¢iik kareler yontemine

gore ,&* icin daha kiigiik hata kareler ortalamas: veren, daha dar bir bolgeye yayilan
ve gelecekteki gozlemlerin kestirimini iyi yapabilecek “sabit” bir katsay:1 seti
olugturmaktir. En kii¢iik kareler kestirimleri ile ridge kestirimleri hata kareler
ortalamas1  bakimindan kargilagtinlmasi  amaglanmusti.  Omnegimizde k igin;
ridge izinden ve Onerdigimiz k’nin nokta kestirimi yonteminden yaklasik,

k = 0.03336 olarak bulunmustur. Ridge izi grafigi (Sekil-1) incelendiginde de k’mn

yaklagik olarak 0.04 degerinde ,3 * katsayilarmin duraganlagtifi gézlemlenmistir. En
kiigik kareler igin E(L;%)=1000006.715¢* idi. Ridge Regresyon icin
E [L? (k)]=12.503 o” olarak hesaplanmustir. Goriilecegi gibi nokta kestiriminden
elde edilen k=0,03336 degeri i¢in hata kareler ortalamasimn beklenen degeri
ortogonal sisteme gére 3 kat daha genis bir alana yayilmustir.

Eger bagimsiz degiskenler arasinda ¢oklu baglant: var ise, goklu baglantinin etkisini
azaltmak ve giivenilir katsayilar setini olusﬁrmak icin ridge regresyon yontemi

Onerilebilir.
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Tablo-1

R-SQUARE AND BETA COEFFICIENTS FOR ESTIMATED VALUES OF K

K RSQ X1 X2 X3 X4
, 00000 ;99948 , 287894 ;244649 60,06090 -59,4939
, 05000 , 99922 , 280935 , 242738 279689 , 279676
, 10000 , 99856 ;274215 ,241303 , 275797 , 275790
, 15000 ;99753 ,268328 ;239357 0271977 , 271973
, 20000 , 99614 ,263028 ,237110 ;268236 ;268233
;25000 , 99444 ;258166 , 234685 ,264579 ;264577
, 30000 ;99245 ;253645 ¢ 232156 »261006 261004
, 35000 , 99019 , 249401 ,229570 257518 257516
, 40000 ;98769 , 245387 1226961 254113 ;254112
,45000 , 98498 , 241571 , 224349 250790 , 250789
, 50000 , 98206 , 237927 , 221749 ;247548 247547
, 55000 , 97897 234434 ,219171 , 244385 244384
, 60000 , 97571 ,231077 , 216623 241297 ;241296
, 65000 , 97230 , 2277843 ;214110 ,238283 » 238283
, 70000 , 96875 ;224723 ,211635 ,235342 » 235341
, 75000 , 96509 ;221706 ,209201 , 232470 »232469
, 80000 , 96131 , 218785 , 206809 »229665 , 229664
,85000 , 95743 , 215954 ,204460 , 226925 1226925
, 90000 , 95347 , 213207 ,202154 $ 224249 ;224249
, 95000 , 94943 ;210539 ,199882 ;221634 221634

1,0000 , 94531 , 207946 197672 »219078 , 219078
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Tablo-3

64
65
58
59
73
82
58
63
66
81
53
51
56
62
61
62
67
57
61
61
72
75
45
36
52
56
61
65
61
63

X1
65
60
45
55
72
80
65
70
72
80
45
40
50
54
65
70
75
48

59-

65
72
70
30
25
58
44
64
72
70
64

X2
58
54
62
60
65
75
60
65
75
85
55
35
64
60
60

60

65
55
50
60
78
80
45
35
50
56
60
60
55
55

X3
65
70
60
60
75
85
55
60
60
80
55
60
55
65
60
60
65
60
65
60
70
75
50
40
50
60
60
65
60
65

X4
130
140
120
120
150
170
110
120
120
160
110
120
110
130
120
120
130
120
130
120
140
150
100
80
100
120
120
130
120
130
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