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OZET
Yiksek Lisans Tezi

RIEMANN INTEGRALLER YARDIMIYLA KOORDINATLARDA CESITLI
INTEGRAL ESITSIZLIKLER

Kiibra ONAY

Agr1 Ibrahim Cegen Universitesi
Lisanstistli Egitim Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Bu tezde, konveks fonksiyonlar dikdortgensel bolge iizerinde incelenerek bu fonksiyonlar igin
koordinatlarda gesitli integral esitsizlikleri elde edilmistir. Birinci boliim konveks fonksiyonlar
Ve esitsizlik teorisi i¢in kisa bir tarihsel bakis igermekte olup, literatiirde mevcut ¢aligmalar ile
ilgili bilgiler verilmistir. Ikinci boliimde, konveks fonksiyonlar igin temel tanim ve kavramlar
yer almakla beraber, konveks fonksiyon smiflar1 arasindaki iliskiye deginilmistir.
Koordinatlarda konveks fonksiyonlarla ilgili temel tanim ve kavramlar, bu fonksiyon simiflar
icin elde edilmis cesitli integral esitsizlikleri ve ispat yontemleri ii¢lincli boliimde verilmistir.
Daha sonra bu bolimde koordinatlarda integral esitsizlikleri i¢in detayli bir literatiir bilgisi
sunulmustur. Dordiincii boliimde ise oncelikle yeni bir integral 6zdesligi ortaya konmus
ardindan bu esitlik yardimiyla dikdortgensel bolge iizerinde konveks fonksiyonlar icin yeni

integral esitsizliklere iliskin sonuglar elde edilmistir.
2021, 75 sayfa

Anahtar Kelimeler: Esitsizlikler, koordinatlarda integral esitsizlikler, konveks fonksiyon,

m —konveks fonksiyon, s —konveks fonksiyon, h —konveks fonksiyon.



ABSTRACT

Master Thesis

VARIOUS INTEGRAL INEQUALITIES ON THE COORDINATES VIA RIEMANN
INTEGRALS

Kiibra ONAY

Agr1 Ibrahim Cegen University
Institute of Graduate Studies

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

In this thesis, convex functions are examined on the rectangular region and various integral
inequalities are obtained for these functions in coordinates. The first chapter contains a brief
historical overview for convex functions and inequality theory, and information about the
existing studies in the literature is given. In the second chapter, basic definitions and concepts
for convex functions are included, and the relationship between convex function classes is
mentioned. Basic definitions and concepts related to convex functions in coordinates, various
integral inequalities and proof methods for these function classes are given in the third chapter.
Then, in this section, detailed literature information for integral inequalities in coordinates is
presented. In the fourth chapter, firstly, a new integral identity is presented, and then with the
help of this equation, results regarding new integral inequalities for convex functions on the

rectangular region are obtained.
2021, 75 pages

Keywords: Inequalities, integral inequalities on the coordinates, convex function, m —convex

function, s —convex function, h —convex function.
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SIMGELER DiZIiNi

R Reel sayilar kiimesi

R, Pozitif reel sayilar kiimesi

I R’de bir aralik

r I’nin i¢i

Li[a,b] [a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
L,(A) A bolgesi iizerinde ikinci mertebeden integrallenebilen

fonksiyonlarin kiimesi

f' f fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi

% f fonksiyonunun t ve s’ye gore kismi tiirevi

K, (b) m —konveks fonksiyonlarin sinifi

K% (b) (a, m) —konveks fonksiyonlarin sinifi

SX(h, 1) h —konveks fonksiyonlarin sinifi

SV(h 1) h —konkav fonksiyonlarin sinifi

K2 Ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlarin sinifi
max Maksimum

min Minimum

QWD) Godunova-Levin fonksiyonu

P(I) P —fonksiyon

L() Log-konveks fonksiyonlar sinifi

c() Konveks fonksiyonlar sinifi

Qc() Quasi—konveks fonksiyonlar sinifi

J() Jensen—konveks fonksiyonlar sinifi

SX(h,A) A tizerinde h —konveks fonksiyonlar sinifi
SV(h,A) A tizerinde h —konkav fonksiyonlar sinifi
QC(h) A tizerinde quasi—konveks fonksiyonlar sinifi
J(4) A tizerinde Jensen—konveks fonksiyonlar sinifi
Joc ) A tizerinde Jensen— quasi—konveks fonksiyonlar sinifi
W (A) A tizerinde Wright—konveks fonksiyonlar sinifi
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1. GIRIS

Esitsizlikler matematigin biitiin dallarinda oldugu gibi miihendisligin ¢esitli dallarinda,
fizikte, niimerik integrasyonda, istatistikte, optimizasyon teorisinde ve yaklasim
teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Bu ylizden bir¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekmis ve
esitsizlik teorisi tarihsel gelisimini diger bir¢ok alanla iliskili olarak bugiline kadar
stirdirmiigtiir. Esitsizlik teorisine iligkin ilk c¢alisma Hardy, Littlewood ve Polya
tarafindan 1934 yilinda yazilan “Inequalities” adli kitaptir. Bu kitapta esitsizlikler
konusu detayli bir sekilde incelenerek birgok yeni esitsizlik ve bu esitsizliklerle ilgili
uygulamalar verilmistir. E.F. Beckenbach and R. Bellman (1961) tarafindan 1934-1960
doneminde esitsizlikler iizerine elde edilen bazi ilging sonuglart iceren “Inequalities”
adli ikinci kitap yazilmistir. Daha sonra bu iki kitapta yer almayan yeni konular1 igeren
“Analytic Inequalities” adli kitap 1970 yilinda Mitrinovi¢ tarafindan yazilmistir. Bu
calismalarin yanisira Mitrinovi¢ et al. (1993) tarafindan yazilan “Classical and New
Inequalities in Analysis”, Pachpatte (2005) tarafindan yazilan ‘“Mathematical
Inequalities” adl1 kitaplar da esitsizlikler konusunda yeni sonugclar iceren ve bu konuda
literatiire katkida bulunan eserler arasinda sayilabilir. Son yillarda Sever S. Dragomir,
V. Lakshmikantham ve Ravi P. Agarwal gibi arastirmacilar tarafindan bu konuda c¢ok

sayida kitap, makale ve monografi olusturulmustur.

Esitsizlik teorisiyle yakindan iliskili konveks fonksiyon kavrami i¢in bir¢ok calisma
yapilmis ve cok sayida integral esitsizligi elde edilmistir. Bugiin en 6nemli integral
esitsizliklerinden biri konveks fonksiyonlar i¢in Hadamard (veya Hermite-Hadamard)
integral esitsizligidir. Hermite (1822-1901), bu esitsizligi Ekim 1881 de, Journal
Mathesis dergisine ispatsiz olarak gondermistir. Bu ¢aligmadan yaklagik yirmi y1l sonra
J.L.W.V. Jensen tarafindan Jensen esitsizligi ortaya atildi (1905-1906). Bu iki ¢aligma
ile popiiler hale gelen konveks fonksiyonlar i¢in integral esitsizlikleri konusu giintimiize

kadar bir¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekmistir.

1900’11 yillarin basindan gilinlimiize bu alanda calisan arastirmacilar tarafindan farkl

tirden konveks fonksiyon simniflar1 elde edilerek bu fonksiyon siniflarinin 6zellikleri



incelenmis ve ¢ok sayida integral esitsizligi elde edilmistir. Beckenbach and Bellman
(1961) ve Mitrinovi¢ (1970) gibi pek ¢ok arastirmaci, konveks fonksiyonlar igin
esitsizlikler konusunu kitaplarinda ele almislardir. Sadece konveks fonksiyonlar igin
esitsizlikleri iceren ilk kaynak (Convex Funtions: Inequalities) 1987 yilinda J.Pecari¢
tarafindan yazilmigtir. Ayrica Roberts and Varberg (1973), Pecari¢ et al. (1992),
Niculescu and Persson (2006) gibi pek cok kisi konveks fonksiyonlar iizerinde
esitsizliklerle ilgi ¢cok sayida ¢alisma yapmislardir. Bu c¢aligmalarin bir kismini integral

esitsizlikleri olusturmaktadir.

Bu calismada, koordinatlarda konveks fonksiyonlar ve farkli tiirleri detayli olarak
incelenmistir. Calismanin ikinci boliimiinde konveks fonksiyonlar ile ilgili bazi temel
tanim ve Ozellikler, konveks fonksiyonlarin ile ilgili birka¢ sonug¢ ve farkli tiirden bazi
konveks fonksiyon siniflar1 icin integral esitsizlikler verilmistir. Uciincii béliimde
koordinatlarda konveks fonksiyonlara iliskin tanimlar ve bu fonksiyon simiflarina ait

bazi integral esitsizlikler verilmistir.

Calismanin dordiincii boliimiinde ise ¢alismada kullanilan yeni bir integral esitligi ve
ispatt verilmis olup bu esitlik yardimiyla konveks fonksiyonlar igin koordinatlarda
integral esitsizlikler elde edilmistir. Sonuglarin ispatlarinda elde edilen integral esitligi,
iki katli integraller icin Holder ve Power mean esitsizlikleri ve konveks fonksiyon

tanimi1 kullanilmuastir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

[k olarak calismanin temelini olusturacak bazi temel kavramlar sunulacaktir.

Tamm 2.1.1. (Konveks kiime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi elemanlar

olmak lizere
B={z€lz=ax+ (1—-a)y, 0<a<1}cA

oluyorsa A kiimesine konveks kiime denir.

Tamm 2.1.2. (J —konveks fonksiyon): I, R’de bir aralik olmak iizere her x,y € I igin

f(x;ry) Sf(x)Jer(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna I iizerinde Jensen anlaminda konveks veya | —konveks

fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamim 2.1.3. (Konveks fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f: I — R bir fonksiyon olmak
lizere her x,y € I ve a € [0,1] i¢in
flax+ (1 -a)y) < af(x) + (1 -a)f(¥)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pecari¢ et al. 1992).

I {izerinde tanimlanan bir f fonksiyonunun konveks olmasi demek geometrik olarak
(a, f(a)) ve (b, f (b)) noktalarini igeren I {izerindeki dogru pargasinin f’nin grafiginin
ist kisminda yer almasidir (Bakiniz Sekil 2.1).
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X tx+(I-1)y y
Sekil 2.1. Aralik iizerinde konveks fonksiyon

Tammm 2.1.4. (m —konveks fonksiyon): f:[0,b] = R ve b > 0 olsun. Her x,y €
[0,b],t € [0,1] ve m € [0,1] i¢in

fltx +m(1=t)y) < tf(x) + m(1 - t)f ()

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna m —konvekstir denir (Toader 1988).

Tanmm 2.1.5. ((a@,m) —konveks fonksiyon): f:[0,b] > R ve b >0 olsun. Her
x,y € [0,b],t € [0,1] ve (a,m) € [0,1]? i¢in
fx+m(1—-0)y) <t*f(x) +m(1 -t*)f ()

sart1 saglantyorsa f fonksiyonuna (a, m) —konvekstir denir (Mihesan 1993).

Burada (a,m) € {(0,0),(«,0),(1,0),(1,m),(1,1),(a,1)} segilirse, sirasiyla artan,
a —starshaped (a —yildizil), starshaped (yildizil), m —konveks, konveks ve

a —konveks fonksiyon simiflar: elde edilir.

Tamm 2.1.6. (Godunova-Levin fonksiyonu): Negatif olmayan f:1 — R fonksiyonu

x,y €1, A € (0,1) olmak tizere



]‘(Ax+(1—/’l)y)S%}C)+f(—_yz1

esitsizligini sagliyorsa f’ye Godunova-Levin fonksiyonu veya Q () sinifina aittir denir.

Bu tanima denk olarak; f € Q(I) ve x,y,z € I ise, bu takdirde

fOE-NE-2)+fONy-—x)@y-2)+f(@2)z—-—x)(z—-y)=0

esitsizligi saglanir (Godunova-Levin 1985).

Tamm 2.1.7. (P — fonksiyonu): Negatif olmayan f: I — R fonksiyonu x,y € I,
A € (0,1) olmak tizere

fAx+ A =Dy) < f) +f(y)

esitsizligini sagliyorsa f’ye P — fonksiyonu veya P(I) sinifina aittir denir (Dragomir et
al. 1995).

Tanimlardan agikca goriilecegi iizere, tiim negatif olmayan monoton ve negatif olmayan
konveks fonksiyonlar Q(I) smifina aittir. Ayrica Q(I) o P(I) ve P(I) sinifindan
fonksiyonlar negatif olmayan monoton, konveks ve quasi—konveks fonksiyonlardan

meydana gelmektedir.

Tammm 2.1.8. (Birinci anlamda s —konveks fonksiyon):a,8 =0, a*+p°=1

ve s € (0,1] olmak tizere tim u, v € R, i¢in f: R, — R fonksiyonu eger

flau+pv) < a*f(w) + B°f(v)

esitsizligini sagliyorsa f’ye birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin sinifi K2 ile gosterilir (Hudzik and Maligranda 1994).

Tamim 2.1.9. (Ikinci anlamda s —konveks fonksiyon): @, >0, a + f = 1ve
s € (0,1] olmak tizere tiim u, v € R, i¢in f: R, — R fonksiyonu eger

flau+pv) < a*f(w) + B°f (V)



esitsizligini sagliyorsa f’ye ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin siifi K2 ile gosterilir (Breckner 1978).

Tamm 2.1.10. (h —konveks fonksiyon): h:J] € R — R negatif olmayan bir fonksiyon

olsun. Negatif olmayan f: 1 — R fonksiyonu x,y € I,a € (0,1) olmak tizere

flax+ (1 —a)y) < h(a)f(x) + h(1 —a)f (¥)

esitsizligini sagliyorsa f’ye h —konveks fonksiyon veya SX(h,I) smifina aittir denir
(\Varosanec 2007).

Bu esitsizlik yon degistirirse, bu durumda f’ye h —konkav fonksiyon veya SV (h,I)
smifina aittir denir. Eger h(a) = a alinirsa, bu takdirde tiim negatif olmayan konveks

fonksiyonlar SX(h,I) smifina ve tiim negatif olmayan konkav fonksiyonlar SV (h,I)
smifina aittir; h(a) = i alinirsa, SX(h,I) = Q(I); h(a) = 1 alinirsa SX(h,I) 2 P(I)

ve h(a) = a®, s € (0,1) alinirsa SX(h,I) 2 K2 olacag: aciktir.

Tamim 2.1.11. x, y pozitif sayilarinin r. kuvvetlerine gére kuvvet ortalamasi

1
r — LY ,
MT'(xﬁ Y /1) = {(Ax + (1 /1)}1 ) ) r+ 0ise

xAyt=2 . r=0ise

olarak tanimlanair.

Tanmm 2.1.12. Pozitif f fonksiyonu her x,y € [a, b] ve A € [0,1] igin

fAx+ (1 =Dy) < M. (f(x), f(¥); D)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna [a, b] araliginda r —konveks fonksiyon denir (Gill et
al. 1997).

Bu tanimdan 0 —konveks fonksiyonlarin log —konveks fonksiyonlar ve 1 —konveks

fonksiyonlarin bilinen konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna kolaylikla ulasilabilir.



r —konvekslik tanimi

AFT () + (A= DFT@))F, 7 # 0ise
ffTAx+ (1 -Dy) =

[f O F I , r=0ise
bi¢iminde genisletilmistir (Pearce et al. 1998).

Tamm 2.1.13. (Quasi—konveks fonksiyon): f:S — R bir fonksiyon ve S c R™ bostan

farkli konveks kiime olsun. Vx,y € Sve 1 € [0,1] igin

fQAx + (1= y) < max{f(x), f(¥)}

ise f’ye quasi—konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Eger
fx + (1 = Dy) < max{f(x), f(y)}

ise f’ye kesin quasi—konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

fQAx + (1= y) =2 max{f(x), f(¥)}

ise f’ye quasi—konkav fonksiyon ve

f@x + (1 =2y > max{f(x), f(¥)}

ise f’ye kesin quasi—konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tammm 2.1.14. f hem quasi—konveks hem de quasi—konkav ise f’ye quasi

monotoniktir denir (Greenberg and Pierskalla 1971).

Not: Her konveks fonksiyon ayni zamanda quasi—konvekstir. Ama her quasi—konveks

fonksiyon konveks olmayabilir.

Tamim 2.1.15. I, R’de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon olsun. Eger logf konveks

ise veya her x,y € I and her a € [0,1] igin

flax + (1= @)y) < [FEIIF )]



ise f’ye log —konveks fonksiyon ve bu esitsizlik ters gevrilirse f’ye log —konkav

fonksiyon denir (Pecari¢ et al. 1992).

Tanim 2.1.16. Beta fonksiyonu

1
B(x,y) = f t*"1(1 - t)Y dt, x,y >0

0

seklindedir. Bu esitlik Euler tipi Beta integral fonksiyonu yada birinci ¢esit Euler
integrali olarak adlandirilir (Dragomir et al. 2000).

Teorem 2.1.17. (integraller icin Holder esitsizligi): p > 1 ve % + i = 1 olsun. f ve g,

[a,b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar, |f|? ve |g|?, [a,b] arahiginda
integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

b b % b 7
f |f(x)g(x)|dxs(f If(x)lpdx> <f |g(x)|qu>

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Benzer sekilde iki katl integraller i¢in Holder esitsizligi asagidaki gibi ifade edilebilir:

1 1

fab f:|f(x; PGl = <fab fablf (x, Y)I”dxdyf (fab fa blg(x, Y)lqudJ’)E.

Ayrica Holder esitsizliginin bir sunucu olan power mean esitsizligi de asagidaki gibi

ifade edilir.

Sonug 2.1.18. (Power Mean esitsizligi): ¢ = 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda taniml
reel fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

b b 1—% b P
f If(x)g(x)lde< f |f(x)|dx) (f If(x)llg(x)lqu>



esitsizligi gecerlidir.

Benzer sekilde iki katli integraller i¢cin power mean esitsizligi asagidaki gibi ifade
edilebilir:

b rb
f f |f (e, y)g(x, y)| dxdy

1

< ( f b f e y>|dxdy)1_% ( f b f ' FGo gyl tdx dy)a.

Reel sayilar i¢in temel esitsizliklerden bir tanesi de liggen esitsizligidir.

Teorem 2.1.19. (Ucgen esitsizligi): Herhangi x, y reel sayilar igin

lx +y| < [x] + |yl,
[Ix] = Iyl| < 1x — I,
[Ix] = Iyl| < Ix +yl,

ve tlimevarim metoduyla
le + -+ xnl < |X1| + -+ Ixnl

esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.20. (Ucgen esitsizliginin integral versiyonu): f, [a, b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

b b
[ reodr < [ eolar  @<n)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

2.2. Farkh Tiirden Baz1 Konveks Fonksiyonlar Icin Integral Esitsizlikler

Teorem 2.2.1. I, R de bir aralik, a,b € I ve a < b olmak iizere f: I € R — R konveks

bir fonksiyon olsun. Bu taktirde
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b 1 (b b
(55 s [ oo <L

esitsizligi literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi olarak

bilinir (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.2.2. f:[0,0) - R fonksiyonu m € (0,1] olmak iizere m —konveks

fonksiyon olsun. Eger 0 < a < b ve f € L,[am, b] ise bu takdirde;

mb
m+1[f f(x)dx+

esitsizligi gecerlidir (Dragomir 2002).

f f(x)dxl <(mb-—a )w

Teorem 223. fe€Q(), abel,a<b ve f€lL[ab] olsun. Bu takdirde

(b—x)(x—a)
p(x) = b= a)? , X €1
olmak tizere
b 4 (P
(a; )Sb—af frdx
ve

1 (P b
5z | P < OO

esitsizlikleri gecerli olur (Dragomir et al. 1995).

Teorem 2.24. f € P(I),a,b €1, a < b ve f € Li[a, b] olsun. Bu takdirde;

b b
F(557) s [ r@ax <2ir@+ fo))

esitsizligi gecerlidir (Dragomir et al. 1995).

Teorem 2.2.5. ¢ pozitif bir sayl, f,g € SX(ch,I),a,b €l,a<b ve fg € L,([a,b])

olsun. Bu takdirde;
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1 (a+b

1 (b 1
2en () TP\ )< 5=z | Go@dx <@ + (O | h@da

esitsizligi gecerlidir (Sarikaya et al. 2010).

Teorem 2.2.6. f:[0,0) >R fonksiyonu (a,m) € (0,1]> olmak iizere

(a, m) —konveks fonksiyon olsun. Eger 0 < a < b ve f € L,[am, b] ise bu takdirde;

mb b
fa f(x)dx + fmaf(x)dx < %—l—l [(1 + am)(f(a) + f(b))]

mb —a b—ma

esitsizligi gecerlidir (Set et al. 2011).

Ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki

gibi elde edilmistir.

Teorem 2.2.7. s € (0,1) olmak tizere f: [0, 00) — [0, o) ikinci anlamda s —konveks bir

fonksiyon, a,b € [0,) ve a < b olsun. f € L,[a, b] ise

1o (QTDh 1 (P f(a) + f(b)
2 f( 2 )Sb—aL fx)dx < s+1

olur.

Ikinci esitsizlikteki olabilecek en iyi sabit k= 1/(s+ 1) ‘dir. (Dragomir and
Fitzpatrick 1999).

Teorem 2.2.8. [a,b] c R, a < b ve f, g:[a,b] = [0, ) iki konveks fonksiyon olsun.

Bu durumda

M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b)

ve

N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a)

olmak tizere
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b
ﬁj; f)g(x)dx < %M(a, b) +%N(a, b)

dir (Pachpatte 2003).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlarla flgili Genel Kavramlar

Calisma boyunca A = [k, k5] X [11,T,] € R? ve k; < k,, T; < T, olarak alinacaktr.

Tammm 3.1.1. (Koordinatlarda konveks fonksiyon): f: A — R fonksiyonu V(x,y),

(z,w) € Ave A € [0,1] olmak tlizere eger
fAx+ A -z, ly+ (A —-—w) < Af(x,y) + (1 =D f(z,w)

esitsizligini sagliyorsa f’ye A tizerinde konvekstir denir (Dragomir 2001).

Vx € [Kq, k] Ve Vy € [14,T,] igin eger
fy: [y, 1c2] = ]R,fy(u) =f(w,y)
ve

fx: [TIITZ] - ]R'fx(v) = f(xr V)

kismi doniisiimleri konveks ise f: A — R fonksiyonu koordinatlarda konvekstir.

Lemma 3.1.1. f:A - R seklinde tanimli her konveks fonksiyon koordinatlarda

konvekstir, fakat tersi genelde dogru degildir (Dragomir 2001).

Ornek 3.1.1. £:[0,1]> > R fonksiyonu f(x,y) = xy seklinde tammlansin. Bu
fonksiyon koordinatlarda konveks olmasma ragmen [0,1]> de konveks degildir

(Dragomir 2001).

Koordinatlarda Konveks fonksiyon tanimina denk bir tanim su sekilde yapilabilir:

Tammm 3.1.2. (Koordinatlarda konveks fonksiyon): f:A— R fonksiyonu verilsin.

Eger
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fax+ A -y, su+A—-s)w) <tsf(x,u) +s(1—-t)f(y,u)
+t(1—s)f(x,w)+ (1 -1 —s)f (y,w)

esitsizligi her t,s € [0,1] ve (x,u), (x,w), (y,u), (y,w) € A igin saglaniyorsa f’ye A
tizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon denir (Latif and Alomari 2009b).

Lemma 3.1.2. f:A= [ky, k] X [11,72] & R, seklinde tammlansin. Eger f iki kez

diferensiyellenebilir ise f’nin koordinatlarda konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart
fyilken k2l = R, f,(w) = f(u, )

ve
ferltp 2l » R () = f(x,v)

seklinde tanimli kismi doniisiimler i¢in £’ = 0 ve £’ = 0 olmasidir (Latif and Alomari

2009h).

Sekil 3.1. f(x,y) = x2 + y? ve g(x,y) = e* + y* konveks fonksiyonlar

Lemma 3.1.3. f,g:A— R seklinde tanimli koordinatlarda konveks iki fonksiyon ve
a = 0 olsun. Bu takdirde f + g ve af koordinatlarda konvekstir (Latif and Alomari
2009D).
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Lemma 3.1.4. f, g: A— R seklinde tanimli koordinatlarda konveks iki fonksiyon olsun.
Bu takdirde fg koordinatlarda konvekstir (Latif and Alomari 2009b).

Tamm  3.1.3. (Koordinatlarda ~ m —konveks  fonksiyon): f:A; = R
fonksiyonu V(x,y), (z,w) € A; ve m,t € [0,1] igin eZer

fx+ A -tz ty +m(A —)w) < tf(x,y) + m(1 —t)f(z,w)

esitsizligini sagliyorsa f’ye A iizerinde m —konvekstir denir (Ozdemir et al. 2010).

Vx € [0,b] ve Vy € [0, d] igin eger
fy: [01 b] iy ]R:fy(u) — f(u'Y)
ve

fe:10,d] = R, fi(v) = f(x,v)

kismi  dontistimleri  m —konveks ise f:A; - R fonksiyonu koordinatlarda

m —konvekstir.

Lemma 3.1.5. f:A; — R seklinde tanimli her m —konveks fonksiyon m € [0,1] igin

koordinatlarda m —konvekstir (Ozdemir et al. 2010).

Tamim 3.1.4. (Koordinatlarda (a, m) —konveks fonksiyon): f: A; = R fonksiyonu
v(x,y), (z,w) € A, ve (a,m) € [0,1]%, t € [0,1] i¢in
ftax+ (A —-t)z,ty+m(1 —t)w) < t*f(x,y) + m(1 —t*)f(z,w)

esitsizligini sagliyorsa f’ye A; iizerinde (a, m) —konvekstir denir (Ozdemir et al.

2010).

Bu tanimda (a,m)={(1,m),(1,1)} alinmasi durumunda sirasiyla koordinatlarda
m —konveks fonksiyonlar sinifi ve koordinatlarda konveks fonksiyonlar sinifi elde

edilir.
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Lemma 3.1.6. f: A; = R seklinde tanimlanan her (@, m) —konveks fonksiyon (a, m) €
[0,1]? i¢cin koordinatlarda (@, m) —konvekstir (Ozdemir et al. 2010).

Tamm 3.1.5. (Koordinatlardaikinci anlamda s —konveks fonksiyon):
f: A - R fonksiyonu V(x,y), (z,w) € Aves € (0,1], A € [0,1] i¢in

fAx+ A -Dz,Ay+ (A =Dw) < 2f(x,y) + (A =1°f(z,w)

esitsizligini sagliyorsa f’ye A {izerinde ikinci anlamda s —konvekstir denir (Alomari
and Darus 2008a).

Lemma 3.1.7. f: A - [0, o0) seklinde taniml1 her s —konveks fonksiyon koordinatlarda

s —konvekstir (Alomari and Darus 2008a).

Tamim 3.1.6. (Koordinatlarda birinci anlamda s —konveks fonksiyon): f: A - R
fonksiyonu V(x,y), (z,w) €A, a°+B°=1,s € (0,1] ve o, = 0 igin

flax + Bz, ay + fw) < a*f(x,y) + B°f(z,w)

esitsizligini sagliyorsa f’ye A {izerinde ikinci anlamda s —konvekstir denir (Alomari
and Darus 2008b).

Tanmmm 3.1.7. (A iizerinde h —konveks fonksiyon): V(x,y), (z,w) € A,a € [0,1] ve
pozitif bir fonksiyon h:J € R — R olmak iizere negatif olmayan f: A —» R fonksiyonu
eger

flax+(1—-a)z,ay+ (1 —a)w) < h(a)f(x,y) + h(1 — a)f(z,w)
esitsizligini sagliyorsa f’ye A tizerinde h —konvekstir denir. A tizerinde h —konveks
fonksiyonlar sinift SX(h,A) ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f’ye A {izerinde

h —konkav fonksiyon denir ve bu fonksiyonlar sinift SV (h, A) ile gosterilir (Latif and
Alomari 2009a).
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Koordinatlarda h —Konveks fonksiyon tanimi su sekilde yapilabilir:

Tammm 3.1.8. (Koordinatlarda h —konveks fonksiyon): f:A— R  fonksiyonu
verilsin. vt,s € [0,1] ve (x,u), (x,w), (y,u), (y,w) € A igin

fx+ A —-t)y,su+ (1 —-s)w) < h(®h(s)f(x,u) + h(t)h(1 — s)f(x,w)
+h(s) h(1 —t)f(y,u) + h(1 — )R(1 — s)f (y,w)

esitsizligini sagliyorsa f’ye A ilizerinde koordinatlarda h —konvekstir denir (Latif and
Alomari 2009a).

Tammm 3.1.9. Negatif olmayan f: A — R fonksiyonu V(x,y), (z,w) € A ve A € (0,1)
i¢in

fy)  fw)

fOx+A =Dz dy+ (1 -Dw) S ——=+7—

esitsizligini sagliyorsa f’ye A iizerinde Godunova-Levin sinifindan fonksiyon denir

(Akdemir and Ozdemir 2010).

Lemma 3.1.8. f: A = R seklinde tanimli her Godunova-Levin sinifina ait fonksiyon

koordinatlarda Godunova-Levin sinifina aittir (Akdemir and Ozdemir 2010).

Tanmm 3.1.10. Negatif olmayan f: A — R fonksiyonu V(x,y), (z,w) € Ave A € (0,1)
i¢cin
fAx+ A -Dz,Ay+ (A -Dw) < f(x,y) + f(z,w)

esitsizligini sagliyorsa f’ye A iizerinde P —fonksiyon denir (Akdemir and Ozdemir
2010).

Lemma 3.19. f:A—-> R seklinde tanimli her P —fonksiyon koordinatlarda
P —fonksiyondur (Akdemir and Ozdemir 2010).
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Tamm 3.1.11. (Koordinatlarda Log—konveks fonksiyon): f:A - R,
fonksiyonu V(x,y), (u,v) € Ave t,s € [0,1] igin

fax + Bz, ay + pw) < [f (o, MI*[f (z,W)]?

esitsizligini saghyorsa f’ye A iizerinde koordinatlarda log—konveks fonksiyon denir
(Alomari and Darus 2009).

Alomari and Darus koordinatlarda log—konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki sonucu elde

etmislerdir.

Sonu¢ 3.1.1. f:A= [Kkq, k.| X [11,T2] = R, fonksiyonu koordinatlarda log—konveks
fonksiyon olsun. Bu takdirde;

Kz T2
Kq +K2 T1 +T2

logf( R, )S(Kz—Kl)l(Tz—Tl)f flogf(x,y)dxdy

K1 T

< lOQi/f(’ﬁ:T1)f(’€1:Tz)f("z:ﬁ)f("z:fz)

esitsizligi saglanir (Alomari and Darus 2009).

3.2. Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar i¢cin Baz: Integral Esitsizlikler

Koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in Dragomir tarafindan elde edilen Hadamard-

tipi esitsizlikler asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.2.1. f:A= [ky, k] X [11,72] & R fonksiyonu koordinatlarda konveks

fonksiyon olsun. Bu takdirde;

(Kl + Ky, Tq + Tz)
2 2

K T
_1f 1 f2f< Tl+‘c2)d L1 f2f<lc1+lc2 )d
2 (Kz_K1)K 2 (Tz_T1)T 2 Y]
1 1
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Ky T3

1

= (k, — k)(1, — T1) f f f(x,y)dxdy

1

Z (KZ - K1) .[- f(x fey)dx + f f(x K,)dx
ff(rl'y)d” ff(rz,y)dy

< [y, 1) + flreq, T2) + fep, T1) + f (2, T2)
- 4

esitsizligi saglanir (Dragomir 2001).

Benzer yontemler kullanilarak koordinatlarda s —konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki

esitsizlikler ispatlanmustr.

Teorem 3.2.2. f:A— [0,) fonksiyonu koordinatlarda s —konveks fonksiyon olsun.
Bu takdirde:

(K1 + Kk, T4+ ‘L'Z)

2 2
< 2572 s Kl) f T1 + rz i
+ —rl)f K1+K2'3’)dy
S e J j £ e, y)dxdy
: 2(sl+ D |Gy — Kl) f f(x, 1) dx X P f () dx
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fﬂmw®+ fﬂmww

f(K1’T1) + f (K1, T2) + feo, T0) + (K2, T2)
(s+ 1)

esitsizligi saglanir (Alomari and Darus 2008a).

Teorem 3.2.3. f:A— [0,00) fonksiyonu koordinatlarda birinci anlamda s —konveks

fonksiyon olsun. Bu takdirde:

(K1 + K, T4+ TZ)

2 2
T2
1 T1+T2) 1 j Kq + Ky
! dr [ ()
zocz—nl)f @) T )
Ky Ty
< - [ [ reyax
< X, X
(KZ_Kl)(TZ_Tl)K : Y Y

1
<
2(s+ 1) | (ky — Kq)
K1

f(x,r)dx +; f f(x, 1y)dx
(2 — K1)

+ fﬂmw@+ fﬂuw@

f(K1:T1) + 5f (1, 72) +5f (), 71) + 5 f(KZrTZ)
(s + 1)?

esitsizligi saglanir (Alomari and Darus 2008Db).

Koordinatlarda h —konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlik elde edilmistir.

Teorem 3.2.4. f: A— R fonksiyonu koordinatlarda h —konveks fonksiyon, f € L,(A)
ve h € L{[0,1] olsun. Bu takdirde:



21

Ky T2

1 Kit+Ky T1+7, 1
( 2 2 )S(KZ_Kl)(TZ_Tl)Jff(x,y)dxdy

2
4 (h (%)) K1 Tq
< U(KliTl) + f(KpTz) + f(Kz;T1) + f(Kz.Tz)] (flh(a)da>2
0

esitsizligi gecerlidir (Latif and Alomari 2009a).

Ozdemir et al. 2010 yilindaki calismalarinda benzer yontemler kullanarak
koordinatlarda m —konveks ve (a,m) —konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki

esitsizlikleri elde etmislerdir.

Teorem 3.2.5. f: A;— R koordinatlarda m —konveks fonksiyon olsun. Eger m € (0,1]

ile birlikte 0 < k; <k, <ooved <71, <T, < ise

Ky Ty
1
(x,y)dxd
(2 — k1) (T2 — 71) f j [y Y
K1 Tq
< vy, 03} + T min{vs, v}
< —minf{v,v ———min{v,, v
4(Ky — k) vz 4(t, — 14) 3
esitsizligi gecerlidir. Burada
Ky Ky K2 K2
(%) T
v, = f flx,t)dx+m f f(x,E) dx, v, = f flx,72)dx +m f f(x,a) dx
K1 K1 K1 K1
Vg = jf(Kl,y)dy+mJ dy, v, = ff(lcz,y)dy+mj dy

seklindedir (Ozdemir et al. 2010).

Teorem 3.2.6. f: A;— R koordinatlarda m —konveks fonksiyon olsun. Eger m € (0,1],

0<kKk; <k;<oovel <t <71, <ilebirlikte f; € L;[0,7,], f, € L1[0, k,] ise
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K2 T2

1 J‘ (T1+T2)d + 1 f (K'1+K'2 >d
KZ_K:LK f x’ 2 x TZ_TIT f 2 ’y y
1 1
K T
1 fz fzf(x'y)_*_mf(xv%)d d
< X
(K — K1) (T2 — 71) 2 Y
K1 Tq1
T K
C Gy +mf (Sy)
+ff > dxdy
T1 K1

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2010).

Teorem 3.2.7. f:A;— R koordinatlarda (a,m) —konveks fonksiyon olsun. Eger
(a,m) €[01]%, 0<K; <Kk, < Ve 0<7, <7, <o ile birlikte f, € L,[0,7,],
fy € L1[0, k] ise

K T2
1 T+ 17, 1 K1+ Ky
, d ( , )d
K'Z—K'lkff(x 2 ) x+1'2—1'1rff 2 y)ey
1 1

[ ()1 )
= (rz — K1) (T2 — 71) J j "

2(1

K1 T1

ve

K2 T2

1
(ky —K1)(T, — T1) j J f(x,y)dxdy

K1 T1

- 1
~ 2(a+ DKy — Kq)

min{ws, w,}

min{wy, w,} + 2(a+ 1)(1, — 14)

esitsizlikleri gecerlidir. Burada
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w, = ff(x,rz)dx+amff(x,%)dx
ws = ff(rcl,y)dy+amff(%,y)dy.

T T
2 2 Kl
w, = f f(ky, y)dy + am f f(;,y) dy
T1 T1
seklindedir (Ozdemir et al. 2010).

Teorem 3.2.8. f:A;— R koordinatlarda (a,m) —konveks fonksiyon olsun. Eger
(a,m) €[01]?, 0<K; <k, < Ve 0<7, <7, <o ile birlikte f, € L,[0,7,],

fy € L1[0, k] ise

Gy = Kl)l =1 jz ff (x, y)dxdy

< 4(0:1+ D\t = K1) f f(x, Tl)dx+ f f(x,t5)dx
— K1) f dx + — K1) f dx

M f fGer, y)dy o= f f Gz, y)dy
—mf dy*mf G

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2010).

Sarikaya et al. 2010 yilinda yaptiklari ¢alismada daha 6nceki ¢alismalardan farkli olarak

asagidaki lemmayi elde etmislerdir.
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Lemma 3.2.1. f: A— R fonksiyonu A iizerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilen

bir dontisim olsun. Eger ;tafs € L,(A) ise;
Ky T3
Ki,T1) + (K, 7o) + (Ko, T¢) + (Ko, T 1
[y, 1) + frey, T2) + fiep, T1) + £k 2)+ fff(x,y)dxdy
4 (KZ_KI)(TZ_TI)K E
1 1

1
== f Fy)dy + =5 f Feay)dy

+ 1)jf(x Kl)dx+ ) f fx, Kky)dx

_ e o Kl)(TZ - Tl)f f (1-26)(1 - 2s) 5 f 5t + (1= iy, 574
+ (1 —s)1,)dtds

esitligi gegerlidir (Sarikaya et al. 2010).

Sarikaya et al. 2010 yilinda yaptiklart caligmalarinda bu esitligi  kullanarak

koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikleri elde etmislerdir.

Teorem 3.2.9. f: A— R fonksiyonu A tizerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilen

bir doniigiim olsun. Eger |—f| koordinatlarda konveks ise

[y, 1) + flrq, T2) + frp, T1) + f (K2, T2)

4
Kz T2
+ ! f f(x,y)dxdy — A
X, xdy —
(1 — K1) (T2 — 71) Y Y

K1 Tq
< (e — K1) (72 — 1) |00 (Kl’ ata atds (Kz’ ata 72)
- 4 4

esitsizligi gecerlidir ve burada
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1
A= ff(fl,y)dy+ ff(fz.y)dy

(Tz - Tl)

f f(x, k)dx + f f(x, ky)dx

- Kl)

seklindedir (Sarikaya et al. 2010).

Teorem 3.2.10. f: A— R fonksiyonu A iizerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilen
2
bir doniisiim olsun. Eger, g > 1 ve % + % = 1 olmak iizere |%| koordinatlarda konveks

ise

[y, 1) + frq, T2) + frp, T1) + f(K2,T2)

4
Ky Ty
+ ! f ff( )dxdy — A
x,y)dxdy —
(ke — k1) (T2 — T1) Y 4
K1 Tq

. (e — K1) (T2 — 71)

- 2
4(p + 1)
1
a%f
atds ata ata 6t6| (2, T2)
4
esitsizligi gecerlidir ve burada
A= f FEdy + f F(ry)d
= T ) T )
(Tz — T1) vylay 2»y)ay
+ f f(x, kq)dx + f f(x, kp)dx
- K1)

seklindedir (Sarikaya et al. 2010).
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Teorem 3.2.11. f: A— R fonksiyonu A iizerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilen

2
bir doniisiim olsun. Eger, g = 1 olmak tizere |%| koordinatlarda konveks ise

[y, 1) + fry,T2) + fiep, T1) + (K2, T2)

4
Ky Ty
" ! | [ reoyyixdy -4
X, X —
(ry — k1) (T2 — T1) Y Y
K1 Tq

(rcz — K1) (T2 — 71)
- 16

1

2f
atds | (k272 '

Jatos

a%r |1

atds (rey, 1) +

ata

4
esitsizligi gecerlidir ve burada

1
4= (Tz - T1) f f(Ty)dy + - Tq) f [ (T2 y)dy

—K1) f f(x, Kl)dx+ )ff(x K,)dx

seklindedir (Sarikaya et al. 2010).

Ozdemir et al. 2011 yilinda yaptiklar1 ¢alismada asagidaki esitligi elde etmis ve bu
esitlik yardimiyla koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizlikleri

ispatlamiglardir.

Lemma 3.2.2. f: A— R fonksiyonu A iizerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. A € [0,1] olmak iizere eger - a—f € L,[A] ise
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= (1-N2f (Kl + K ’Tl '; TZ) 22 [y, t1) + (K1, T2) 1‘ f (2, 71) + f(K2,T2)

+7\(1—?\) [f(K1+K2’T1>+f<K1+K2

R

T, + 1,
u)+f (o)

2

K+K
.I' 1 2 )dy
T1

1 K2 T1 + %)
f f (x, ) dx
Ky — K1 Jy, 2
A 1

_ El f [f (x,71) + f(x,75)]dx

-(1-%

Ky, —Kq
K1

1
+ m! [f (1, 9) + f (rcz,y)]dy‘

Ky T3

1
i (ky —Kk)(T, — T1) f j f(x,y)dxdy

K1 Tq

Kz T2

1 62
" e — k) (T, — 1) | | xeome) ax;y (x, y)dxdy

K1 T1

esitligi gecerlidir ve burada

— +
fo - (K1 + AKZ Kl), X € [KI,M>

2 2
K(x) =
KZ_KI K1+K2
Lx_(KZ_)\ 2 ), XE[ 2 ,Kz]
ve
T, —T¢ T1+T2
y—(rl+A > ), yE[Tl, > )
M(y) =

— +
ky—(rz—hrz > Tl), y € [Tl ZTZ,TZ]

dir (Ozdemir et al. 2011c).
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Teorem 3.2.12. f: A= R fonksiyonu A {izerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilir
2
bir fonksiyon olsun. A € [0,1] olmak iizere eger ;x_a];| fonksiyonu A iizerinde

koordinatlarda konveks ise

(k2 — K1) (12 — 71)
16

Jl < [2A% — 2 + 1]2

(1, (rc,

(3, 71) + |ata | (K2, 72)

|6tas atas atas

4

esitsizligi gegerlidir (Ozdemir et al. 2011c).

Teorem 3.2.13. f: A— R fonksiyonu A {izerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. A € [0,1] olmak {izere eger |a af fonksiyonu A {izerinde
koordinatlarda konveks ise, g > 1 ve $+ % = 1 i¢in;
Ky, — K T, — T
|]|S( 2 1)(22 1)[2)\2_2)\+1]2
4(p + Dp
1
2f a%r |1 62f 62f q
4

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2011c).

Teorem 3.2.14. f: A— R fonksiyonu A tizerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilir

2714
bir fonksiyon olsun. A € [0,1] olmak iizere eger |aic_a];| fonksiyonu A iizerinde

koordinatlarda konveks ise, g = 1 i¢in;

(k2 — K1) (12 — 71)
16

Jl < [2A2 — 2A + 1]2
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1

62
(KZ,T1) + |ata | (K2, 72)

dtds

azf |4
dtds

(K1, 72) + ==
4

(11, 79) + |atas

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2011c¢).

Ozdemir et al. 2011 yilinda asagidaki lemmay1 olusturmus ve koordinatlarda konveks

fonksiyonlar icin Hadamard-tipi esitsizlikler elde etmislerdir.

Lemma 3.2.3. f:A-> R fonksiyonu A iizerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. Ege [A] ise
| =
f( 2 ' 2 = rlf )dy
1 2 T+
il ] f (x, F 2) dx
Ky = K1 Jy, 2
Ky Ty
1 (rk — k1) (T2 — T1)
+ x,y)dxdy =
(rkz — k1) (T2 — T1) f .j. f G y)dxdy 16
K1 Tq
K1 + K, T+ 1,
ata > + (1 —-1t)ky,s +(1- S)‘L'l) dtds
T +7T T4+
f f(trc2+(1—t) ! Z,ST2+(1—S) ! Tz)dtds
Kl + Kk, T+ 17
] j t(s—l)ata ( + (1 —-t)ky,s17,+(1—5) > )dtds
+ K ‘L' +7T
f f s(t=1) 5 af (tk2+(1—t) L2 o2 5 2+(1—S)Tl)dtds

esitligi gecerlidir ve burada t, s € [0,1] dir (Ozdemir et al. 2011d).
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Teorem 3.2.15. f: A= R fonksiyonu A {izerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. Eger |%| fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ve I
Lemma 3.2.3 te tanimlandig1 gibi olmak tizere
1]
;tzaf (re1,72) +
144 4

f
atds

62f aZf
< (KZ - Kl)(TZ - Tl) |ﬁ (Kll Tl) + (KZFT1) + |% (Kz, TZ)

+4

0% f (K1 +K, T4+ Tz)

azf(K1+K2 )
atos\ 2 ' 2 &

Jtds 2

0%f (K1+K2 )
e T

azf( T1+T2)
dtods 2

N 62f< T1+T2)
dtas VT 2 hct

dtds 2

|

esitsizligi gegerlidir (Ozdemir et al. 2011d).

Teorem 3.2.16. f: A— R fonksiyonu A tizerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilir

|4
2f p—q1 . . .
bir fonksiyon olsun. Eger |%|p ! fonksiyonu A tizerinde koordinatlarda konveks ve [

Lemma 3.2.3 te tanimlandig1 gibi olmak lizere, g > 1 ve %+% = 1 i¢in;

1]

62f

73)

< (rcz — K1) (12 — 71)

= 2
16(p + 1)»

atas ata 6t6

4

0% f <K1+K2 T +T2> a
d0tds 2 2

a2f (K1+K2 )|q
atas\ 2 U1 T

1
q

azf (K1+K2 )lq
s\ 2 2)| T
2

62f T1+7To q azf T1+72 4
— |\ K1, + Ky,
Jatos 2 Jatos 2

+

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2011d).
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Teorem 3.2.17. f: A= R fonksiyonu A {izerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. Eger |% ! fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ve I
Lemma 3.2.3 te tanimlandig1 gibi olmak tizere, g = 1 igin;
1]

_ G —Kk)(m - 1) |§t—; ") + jtaf ") +
- 16 36

2°F

dtds

q aZf q
(212 + |22 (12, 72)

q

4 | azf (K1+K2 T1+T2)
gtas\ 2 ' 2
9

a2f (K1+K2 )|q
atas\ 2z U1 T

+

1

q dqq

a2f (x1+1c2 )lq
atas\ 2z L2 T
9

62f( T1+T2) Ozf( T1+T2)
atas \“1 T * 5005 K27

+

esitsizligi gegerlidir (Ozdemir et al. 2011d).

Ozdemir et al. 2012 yilinda yaptiklar1 calismada asagidaki Lemmay1 ve verilen

esitsizlikleri ispatlamiglardir.

Lemma 3.2.4. f: A= R fonksiyonu A iizerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilir

2
bir fonksiyon olsun. Eger ;tafs € L,[A] ise
Ki+Ky T4+ Ty 1 2 K+ Ky
e B Roert A G L
A 2 P— Tlf 2 Y)Y
1 2 T, +T
_ j f(x, L 2>dx
Ky =K1 Jy, 2
K2 T2
+ ! fff( )dxd
x,y)dx
(ke — K1) (T2 — T1) Y Y
K1 Tq
Ky Ty
& [ [awoao.s
= X, ,S
(ke — K1) (T2 — 71) 1 g
K1 Tq1
0% f (K, —t t— Ky T,— S s—14
X , dxd
atas(KZ—K1K1+K2—K1K2 1'2—1'1T1+1'2—1'1T2) xaey
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esitligi gecerlidir ve burada

K1+ K
t—Ky,, XE [Kl'%>
p(x,t) =
Ky + K,
kt—xz, xe[ ,Kz]
2
ve
( T+ 7,
|S— 7w yE[TL 5 )
q(y,5)=4

L T+ 1Ty
S — Ty, ye[ > ,Tz]

dir (Ozdemir et al. 2012a).

Teorem 3.2.18. f: A— R fonksiyonu A tizerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilir
2
bir fonksiyon olsun. Eger |%| fonksiyonu A {izerinde koordinatlarda konveks ve C

Lemma 3.2.4’ te tanimlandig1 gibi olmak iizere

(e — 1) (12 — 71)

<
IC] < o
0% f 0%f 0% f 0% f
X ( 3tds (k1,71) + 3tds (11, 72) + 3tds (ic2, 71) + 3tds (K2;T2)>

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2012a).

Teorem 3.2.19. f: A— R fonksiyonu A tizerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilir

p
2 15o1 . , .
bir fonksiyon olsun. Eger |%|p ! fonksiyonu A {izerinde koordinatlarda konveks ve C

Lemma 3.2.4 te tanimlandig1 gibi olmak iizere, ¢ > 1 ve %+% = 1 i¢in;
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|C|
K, —Kk)(1, — T
S( 2 — K)( 2 1)
4(p + Dp
1
« [ latas ( kLT + (5055 dtds (Kl’ 72+ 505 atds (KZ’T1)+ dtds (2, 72)
4

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2012a).

Teorem 3.2.20. f: A— R fonksiyonu A {izerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilir

2014
bir fonksiyon olsun. Eger %| fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ve C

Lemma 3.2.4 te tanimlandig1 gibi olmak tizere, g = 1 igin;

IC]
(Kz - K1)(Tz - T1)
<
16
l
9% f
dtds 6t8 ata dtds | (12, 7)
4

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al. 2012a).

Ozdemir et al. aym1 calismalarinda asagidaki lemmay:1 ispatlayip koordinatlarda

s —konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikleri elde etmislerdir.

Lemma 3.2.5. f: A= R fonksiyonu A iizerinde ikinci mertebeden diferensiyellenebilir

2

bir fonksiyon olsun. t, A € [0,1] olmak {izere eger aata];

€ L,[A] ise

[y, 1) + 12f (1, T2) + 11f (12, T1) + 17 f (K2, T2)
(ry + 1)(7"2 +1)

()] ey

T2+1 T, — 1T

D =
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()= [ ety () [ re e
T1+1 TZ_TI Tlfkl’y y T2+1 KZ_Kl Klfx’TZ x

K2 T2

1 1 K2 1
B (rl + 1) Ky — Kq _Ll flom)dx + (i, — 161) (T, — T1) f J f(x, y)dxdy
. (rz — K1) (12 — 71)
D+
11 0%f
x fo fo (4 Dt = D + DA~ Dty + (1= 7,

+(1- s)rl)dtdsl

esitligi 11,75, € [0,1] icin gecerlidir (Ozdemir et al. 2012a).

Teorem 3.2.21. f:A-[0,00) fonksiyonu A iizerinde ikinci mertebeden

2
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger ;t_af/1| fonksiyonu A iizerinde

koordinatlarda s —konveks ve D, Lemma 3.2.5 te tanimlandig1 gibi olmak iizere

(cz — K1) (12 — 71)

|ID| <
(ri+ Dy + D(s+ 1)2(s + 2)?

2

m (%1, 71)

2

2

m (x1,72)

2

m (Kz; T1)

+ LN

esitsizligi gecerlidir ve burada

1 s+2
M=<s+1+2(r1+1)(r+1) —r1>
1

X <MN + KM

+ KL

3oz (e 2)

1 S+2
2

L= <r2(s +1)+2 (rz 1 1)S+1 - 1)
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K= (rl(s +1)+2 <r1 i 1)S+1 _ 1)

seklindedir (Ozdemir et al. 2012a).

Teorem 3.2.22. f:A-[0,00) fonksiyonu A fizerinde ikinci mertebeden

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. p > 1 olmak fiizere fonksiyonu A

a 61|
tizerinde koordinatlarda s —konveks ve D, Lemma 3.2.5 te tamimlandigi gibi olmak

luzere

p+1 pt1
(KZ_Kl)(TZ_Tl) (1+T1 p )(1+T2 p )
p+1 p+1

CRESVENGESVE (P+1)P

|ID| <

0%f

aZf q aZf q
2L (ky, 1)| 2L (1) + |24 G )| + |2 (Kz,r2>|
(s+1)2

esitsizligi r;, 7, € [0,1],s € (0,1] ve q = ﬁ i¢in gecerlidir (Ozdemir et al. 2012a).

Teorem 3.2.23. f:A-[0,0) fonksiyonu A {zerinde ikinci ~mertebeden

20149
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. p > 1 olmak iizere |%| fonksiyonu A

tizerinde koordinatlarda s —konveks ve D, Lemma 3.2.5 te tamimlandigi gibi olmak

luzere

p) < (e =m0 —m) (A4 1A+ 1Y)
T+ D +1) \ 4+ D+ 1)

1
q

MN|ata,1(K1’T1)| +LN|ata/1(K1’T2)| 9 6/1(K2’T1)| +KL|ata,1("2'T2)

% G+1D2G+2)7

esitsizligi 1y, 7, € [0,1] ve s € (0,1] i¢in gegerlidir (Ozdemir et al. 2012a).
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Ozdemir et al. 2012 yilindaki calismalarinda koordinatlarda konveks fonksiyonlarin

carpimlarina iligkin asagidaki esitsizlikleri elde etmislerdir.

Teorem 3.2.24. f,gve fg € L,(A) olmak iizere f,g:A— R fonksiyonlart verilsin.
Negatif olmayan f fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon ve g

1152

fonksiyonu s =2 ve 55,5, € (0,1] olmak tiizere koordinatlarda ikinci anlamda
2

s —konveks fonksiyon ise

1 K2 T2
—5 || renscavas

(2 — K1) (12 y

1 1

< 5 (p? + r®)L(Kq, Kz, T4, T2) + 5 (pq + )M (K4, K3, T1,T2)
l 2 2 N

+ 2 (q + t ) (Kll KZ' Tll TZ)

esitsizligi gecerlidir ve burada

L(ky, k3,71, T2)
= f(r1, 11)9 (K1, T1) + [ (K2, T1) g (K2, T1) + f(Ky, T2) g (K1, T2)
+ f (2, 12) 9 (K2, T2),

M(ky, K3, T4, T2)
= f K1, 71) 9 (K1, T2) + [ (K1, T2) g (K1, T1) + f (K2, 71) g (K2, T2)
+ (2, T2) g (102, T1) + [ (12, T1) g (K1, T1) + f (K2, T2) 9 (K1, T2)
+ (1, 1) g (K2, T1) + (K1, T2) g (12, T2),

N(ky, K3, T1,T2)

= fr2 1) gy, T2) + f (K2, T2) g (Kq, T1) + f (11, T1) g (K2, T2)
+ f (1, 72) g (2, T1)

ve

1 1 1 1
) = ) = —’ t =
1=, + D +2) | (51 +2) (51 + D(s; +2)

seklindedir (Ozdemir et al. 2012b).



37

Teorem 3.2.25. f,gve fg € L,(A) olmak iizere f,g:A— R fonksiyonlar1 verilsin.

Negatif olmayan f fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon ve g

1152

fonksiyonu s =ST ve sq1,5, € (0,1] olmak tizere koordinatlarda ikinci anlamda

s —konveks fonksiyon ise

gsitsz f (Kl ‘; K2 ’T1 '; Tz) <K1 ;’ K2 'T1 ‘; Tz)
1 K2

<
T (6 — k) (12— T1) Ky

f Zf (x,y)g(x,y)dydx

1

1

+5 (g + %+ 2pt + 2q7)L(ky, K2, Ty, T2)
1

+ 5 (pq + rt + 2qt + 2rp)M (kq, K5, T1, T3)
1, 2

+ 3 (p* + r* + 2pt + 2rq)N (x4, K3, T1, T2)

esitsizligi gegerlidir ve burada L(ky, Ky, T1,T2), M(Kq, Ky, T1,T2), N(kyq, Ky, T1,T2),

p,q,r ve t Teorem 3.2.24 deki gibi tammlanmistir (Ozdemir et al. 2012b).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Oncelikle arastirma bulgularini elde edebilmek igin gerekli olan asagidaki integral

esitliginin saglandig1 gosterilecektir.

Lemma 4.1. A= [kq, k3] X [T4, T5] olmak tizere f:A= [Kkq, ky] X [T1,T2] = R, iKi kez

2

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger ;ta]; € L(A) ise, asagidaki esitlik
gecerlidir:

Ky Ty
A+ ! f f f(u,v)dud

u, v)dudv
(e — K1) (T2 — 71)
K1 Tq

0%f
dtds

_ (x —1)*(y — 11)?
B (ke — k1) (T2 — 71) :

j(t -1D(s—1) (tx+ (1 —t)ky, sy + (A —95)11)
0

(x — k1)* (1, — ¥)?
(ky — K1) (12 — 71) :

0% f
dtos

11
f(t—l) (1-y9) (tx + (1 —1t) kq,sy
0

+ (1 —s)t,)dsdt

°f

1
(K —0)*(y — 11)° d
dtos

(k2 — K1) (12 — 71) J

1
f(t —-1(s—-1) (tx+ (A —1t) Ky, sy + (1 —s)ty)dsdt
0

0% f
Jtds

(ks — 0)2(1; — ) [
(k3 — k) (T2 — 19) .

J (t=1) (1= 5) L (tx + (1 = ey 5y + (1 — 5)7,)dsdt
0

olur ve burada;

A = (x—k)=711)f (1, 7))+ x—11) (T2 =) f (K1,72)
(=11 (T2—71)

(k2 =x) (Y —11) f (162,71 1)+ (k2 —2x) (T2 —Y) f (k2,72)
(k2—K1)(T2-71)

+
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(x — Ky) (k, — x

i ez = re1)(z2 = Tl)rf flavydv= (k3 — k) (T3 — T1) J f(b,v) dv

(12— y) v ~ (y—10) "2
(e — ) (T, - T1)Kf S 72) du (ky — k) (T, — Tl)’f fu,71)du

seklindedir.

Ispat. Esitligin sag tarafi;

)2y —1)? ([ 92
0 0

Iy

(x— k)2 — )2 [ ( 0%f
RNy j f (=D A =955t A= w5y + (L= S)ry)dsde

Iz

11
—x)%(y —1,)? 0?
* ((’ICCZZ _Tc)l)%)l; _T'll'-z) bf bf(t B 1) (S - 1) ata]; (tx + (1 B t) 2 5Y " (1 - S)Tl)det

I3

(s — )2t — )2 [ [ 0%f
MCErScEry ] j (6= 1) (=) g5 (bt (1= O sy + (1= )r)dsde

Iy

seklinde yazilir. Ifadeler sirasiyla kismi integrasyon metodu yardimiyla ¢dziiliirse:



40

I, _ (x — k)% (y — 71)? f( [— — (tx+ (1 —t) Ky, sy

(K — k) (T2 — 71)

+ (1 - S)ﬁ)%

(x _ K1) f—(tx +(1-t)Kk,sy+ (- S)‘[l)dt] ds

o N2(m 2 & 1 0

(y — k) (T — 71) ;

d
CETS) a_]sc (tx+ (A=) ky, sy + (1 - S)Tl)dt] ds
0

elde edilir. u = tx + (1 — t)k;, v = sy + (1 — s)7; degisken degistirmeleri ile;

of
y Os

L = (x_Kl)(y T1) f( _Dl .

—Kk1)(T2 — T1)

+(1- 5)T1)0

CErD) % (et L=tz sy + 1~ S)Tl)dt] ds
0

y
1
- o= [ - T T j (1) dv

(x - K1)2()’ —Tq) Jf(u m) du

1
* (x — k)% (y — 11)2 j ff(% v) dudv

K1 71

bulunur. Benzer yontemle;
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1
I, - (x—K)(T2—y) [y, 72) — (x Kl)(T y)zf f(kqy,v)dv
1 X
- (x —K1)%(1,—y) ff(u, 7,) du

1 X
* (x — k1)%(1, — y)2 J Jf(% v) dudv,

K1 Tq1

1
I3 = (g — 0 — 1) fiy,tq) — e x)(y )2 Jf(Kz v) dv

e ( — X)Z(y .I- f(u Tl) du

K2 Yy
1
) (, — x)2(y — 11)2 5[ Tj f(u,v) dudv
ve
I — 1 ( - f ( y
* - (K —x) (T2 — ) AL (k5 —x)(r —y)2 f(ky,v)dv

1 K )
(e —x)2(1, — y) )_[ fu,t2) du

Kz T3

1
" (Kz - X)Z(TZ — y)ZS[ 5[ f(u: v) dudv

elde edilir. Bu ifadelerin toplami alinirsa;
11 + 12 + 13 + 14

1

(k2 — K1) (T2 — T1)
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T2 y
XA - (x— Kl)f f k1, v) dv — (k; — x) ff(icl,v)dv
y T1

y T2
—(z — %) f £ v) dv + f £ (i, v)dv
71 y

— (- f fFQus) du+ f fu15) du

K2 Y

—(y—1) ff(u Tl)du+ff(u T,) du +f ff(u v) dudv

K2 T2

+] jf(u,v) dudv

x ¥ x T2
+K{T[f(u,v) dudv+KJl‘J[f(u,v) dudv

1

B (k2 — K1) (12 — 71)

A= (x— k) f £k, v) dv — (i3 — %) f £ (i3 v)d

K2 T2

—(t;— ) f Fu ) du— (v — 1) f famydut [ [ o) duds

K1 T1
elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1. A= [k, k,] X [14,T,] olmak lizere f:A= [kq, k] X [T1,T2] = R kismi
2 2
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun ve % € L(A) olsun. Eger |% , A tlizerinde

konveks bir fonksiyon ise asagidaki esitsizlik gecerlidir:

Kz T2

1
A+ (Kz - Kl)(TZ - Tl) f f f(u; v)dudv

K1 T1




+

+

+

+

+

+

1 ((x —Kk)? + (e =0y —1)* + (1, =¥\ | 0*f
9(rky — K1) (T2 — T1) ( 4 ) dtds
(x —r)*((y — T1)2 + (12 =)\ | 0%f ( )
atas Y
(e, — x)*((y - T1)2 + (1, =)\ | 0%f (6, 7)
atas Y
(v —t)*((x - Kl)z + (k, — x)?)\ | 0%f
> 3t9s o™
— _ 2 _ 2 02
_I_((Tz ¥)*((x K21) + (k2 — %) )> ata]; G )| + (¢ = 1))
aZf 2
v —1)%) 305 (e, 1) |+ ((x = k)? + (12 = ¥)?) EIER (k1, T2)
(kg =20+ (O —1)?) |55 305 (re2, )| + ((rez — x)?
(72 —)’)2) il (K2, T2) l
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Ispat. Lemma 4.1 ve integraller igin iiggen esitsizligi kullanilirsa:

(x —11)? + (7,

1 Ll
At (ky — K1) (1, — 71) j j f(u, v)dudv

(x—Kk)?*+ (y—19)? 9% f
(it — K1) (z2 = 71) le(t ~ DGl 55 (-0, sy
+ (1 —s)1y)|dsdt

0% f

_y)zjlflut—l)(s—m

(ky — k1) (T2 — T1) -

otds Sy

+ (1 -15s)1,)|dsdt

(x,y) ‘
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11
e =2 + & = )? s
+ (e, — k) (T3 — T4) Of bfl(t -1 (-1 3tds (tx + (1 — t)ky, sy

+ (1 - S) Tl) det

(rky — %)% + (1, — ¥)?
(kz — K1) (12 — 71)

ff|(t—1) (s — 1) ‘—f (tx + (1 = iy, 5y

+ (1—s)71,)| dsdt
yazilir. | | A iizerinde konveks fonksiyon oldugundan
Ky Ty
A+ ! [ [ rawe) dua
u,v) dudv
(k2 — k1) (T2 — 71)
K1 Tq

. k)P4 () jl(s— N

B (rcz — 1) (12 — 71)

dt

s sy + (1 =9)1)

[fa—nt

f@—lxl—w

5 e sy + (1 =9)10)

dt] ds

1
k) + (- ) [ia-9

B (kz — K1) (12 — 71)

[f@—nt

dt

(x sy+ (1 —s)13)
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f(t -1 - t) f (Kl,sy + (1 -5)19) dt] ds
0

+(K2—x)2(‘r2 y)2f|(1— S|

(rcz — 1) (12 —

S (x,sy+ (1 —s)t,)|dt

1 azf
x[|(t-1t
Lf dto

1

](1—0(1—0

0

92
S (2, 5y + (1= 5)12)

dt‘ ds

elde edilir. Gerekli integral hesaplamalar1 yapilirsa;

1 "2 3
o (e — K1) (T2 — 71) Kf Cf f(u,v) dudv

o°f
6 |0tds

S(96—K1)2+(J'—T1)2 jl

(r — 1) (12 — T1) G5y + (1= $)m)

2

1|0
3|0tds

(x,sy + (1 = s)71)

]ds

1
(x—x)? +(y—1)? 1]0%f
" (k2 — K1) (12 — 71) fl(l_S)l_g dtds

(ky — )% + (1, — ) [ 1]0%f
* (Kz - K1)(T2 - T1) f|5 — 1l [_g ﬁ (x,sy + (1 B S)Tl)

(x,sy + (1 —s)13)

1|03

ata (K1' Sy + (1 - S)TZ)
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1]0?%f
3 |0tds

(K2, 5y + (1 = 5)71)

|as

1
(rky — %)% + (1, — ¥)? 1]0%f
" (2 — k1) (T2 — T1) Ofl 1 [_g dtds
lds

92 . . e .
bulunur. |5E£| nin A tzerinde konveksligi tekrar kullanilarak ve integraller

1| 8%f

3 |0tds

(K2, sy + (1 = 5)72)

hesaplanarak;

1 2z
A (ky — k) (T, — T7) f T.I- f(uw,v) dudv
. (= 1) + (s = 002 (0 = 1) + (13 — Y)))\ | 92F
< 9(k, — 23 < ) (x, y)‘
e 4 dtds

a*f
dtds

(x —Kk)*((y — T1)2 + (12 = ¥)?)
(Kl; y)

a*f
dtds

(Kz — x)? (v - 771)2 + (12 — )
(KZ' }’)

(()’ —19)%((x - K1)2 + (k — x)2)> a*f

305 o 1)
(t; —y)? ((X—K1)2 + (ky — )2\ | 9%f
+< 305 o )
+ =020 - 102 2L e oo | + G = k02 = 92 2L (e )
1"y 1 595 Ve T 1 2= ) 9tds v 2
+06 - 020 - 102 2L e 0| + (60 = 028 = 92 2L 060, 2)
2 y V" 5¢ds K2, Tq 2 27 Y 9t0s K3, Ty
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olur ki ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.1. Teorem 4.1’in sartlar1 altinda, eger; x = k;,y =1; oOlarak segilirse

asagidaki esitsizlik gecerlidir:

f (K2, 72)

(K — K1) (T2 — 71) - T3

1 2
ffwbmmm
—

Ky Ty
1
B w,Tp)du + f j u, v) dudv
Kz - Kl f( 2) (K‘Z - Kl)(TZ — Tl) f( )
K1 Tq
1 62f 1 aZf
36(x; — Kkq) (T, — 71) [0tDs Gy, T2)| + 9(k, — k) (d —1,) |0tds (i3, T2)
1 azf 1 aZf
* 18(K2 r Kl)(TZ = Tl) 0t05 (Kl,TZ) + 18(K2 — Kl)(TZ _ Tl) atas (K25T1) .

Sonu¢ 4.2. Teorem 4.1’in sartlar1 altinda, eger; x =k,,y =1, oOlarak segilirse

asagidaki esitsizlik gegerlidir:

f (1, 71)

(cz — K1) (12 — 71) - T3

T2
1

[ roevav
=

71

Ky K2 T2
1 1
— u,7,)du + f f u,v) dudv
Ky —Kq .f flu) (ky — K1) (12 — 71) fQwv)
K1 K1 Tq
(rcz — K1) (12 — 71) azf 1 azf
<
- 36 otos (2, T2) | + 9(k, — k1) (1, — T1) |Otds (ey, 71)
(g —x1)(d — 74) azf (rz —11)(d — 71) azf
,d , .
18 azas (v DI 18 at9s (o ™)
Sonug 4.3. Teorem 4.1’in sartlar altinda, eger; x = MTJFKZ Y = % olarak secilirse

asagidaki esitsizlik gegerlidir:
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‘f(KlJTl) + f(e1,T2) + e, 1) + f(Kz»Tz)

4(rey — k1) (T2 — 71) 2(1-2 -17,) f f(rky,v) dv

ff@wﬂw ——i——ffWJﬁM
21 — K1) .

Z(Tz —74)
Ky Ty
Uu,7,)du+ f f u,v) dudv
M@—M%fﬂ Jdut+ e —mxn—n) fuv)
K1 Tq
p. 1 0% f K1+K'2 1'1+1'2) 62f< T1+T2>
- 14‘4(K2 - Kl)(TZ - Tl) atas 2 ’ 2 atas Kl’ 2

N azf( r1+12> N 0% f (K1+K2 )
atas V2 2 aos\ 2 't
. Wf(ﬁ+Kz [ el |2 e + |22 e
atos\ 2 ' atos v TV Gras Vv T2 T (Gras VT
02

Teorem 4.2. A= [k, k,] X [14,7T,] olmak lizere f:A= [Kkq, k] X [1'1,1'2] — R kismi

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve € L(A) olsun. Eger | , q>1igin A

atds 6
tizerinde konveks bir fonksiyon ise bu durumda asagidaki esitsizlik gegerlidir:

Kz T2

1
A+ (Kz - Kl)(Tz — 1—1) f f f(u; v) dudv

K1 T1

=z z
2a(p + 1)?
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(x - K1)2(y - T1)2 62f 2f 2f q
{(KZ — k) (T — T1) ( dtds (x, y) ata 5295 ™ Tl) dtds —- (K, Y)
: o
ata (KllTl) >
(x — k) ?(1, — )2 [| 0%f T |a%f 92f q
¥ (ke — k1) (T2 — T1) ( otos xy) + dtds (x, TZ) otds (1, ¥)
: o
* [aeas V™2 >
(ks — 22y~ 12)? (| 0% N U LN
" (e — K1) (72 — 71) < dtds (x, y) y dtds 3295 ™) otds (k2,¥)
, o
* [aeas Ve ™) >
(rky — )2 (1, — ¥)* (| 0%f f q 9% f q
" (ky — K1) (T2 — 79) < dtos (0, 0ta 3295 X T2) dtds K2, )
62 q %
ata (KZ'TZ) >

ve buradap~! + ¢! = 1 seklindedir.

Ispat. Lemma 4.1 ve integraller igin iicgen esitsizligi kullanilarak;

Kz T2

1
ar (ky — K1) (T3 — T71) J j f(u,v) dudv

K1 T1

B . B 2 11 2
S Y Jf|(t—1)(s—1)| 0 f(tx+(1—t)"1'5y

(ky —Ky)(T, — T1) otos
00

+ (1 —s)t,)|dsdt
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(x —Kk1)2(t; — y)?

(e — K1) (12 — 71) )

0% f
dtos

11
.fl(t-— D(s—1)] (tx + (1 — t)Kq, sy
0

+ (1 - S)Tz) dsdt

0% f
dtos

(e — K1) (T2 — T1) (tx + (1 — Oz, 5y

11
(1 —x)*(y — 1)*
+ (1 - — 1|
bfof

+ (1 —s)ty)|dsdt
(ks = 002(1, = y)* [ | o2f
Koy —=X)"(T, =)
(kz — k1) (12 — T1) J !l(l R dtds (tx + (1= ez, sy
+ (1 — s)t,)| dsdt

yazilir. iki katli integraller icin Holder esitsizligi yardimiyla:

1 s
A (ky — K1) (1, — Tl)}! Tj f(u,v) dudv

1

11 P
(x — k) (y —71)?
= (@-ﬂqXQ-fH)Q[!Kt_lxs—lﬂpdﬂh>

11 : %
X(j] dsdt)
00

1
D

aZf(t +(1-t) +(1-9)7y)
dtds 1, 5y $)T

G — k)2, =2 [ [ [
" (rcz — k) (T2 — T1) (0'[ !l(t -DA -9 det)



o1

QR

q

0% f
(tx + (1 — t)Kl,sy + (1 — S)Tz) dsdt

otds

“(If

(e, —0)*(y — 14)? v
(rky — k) (T2 — T1)

11
ffl(l —t)(s — 1)|P dsdt
00

11 azf . 1
f ] 3195 (X T (1= D, sy + (1 = 5)ry)| dsdt
00
1
(ky —x)% (1, — y)? ey P
2 2 —
(1= )1 = )P dsdt
(12 = 11)(T2 — 71) ff ( ) )
00
11 62f . 1
f j 3195 (X T (1= Dz, sy + (1 = 5)75)| dsdt
00
elde edilir .
q
;tzafs , A tizerinde konveks fonksiyon oldugundan t, s € [0,1] i¢in:
d%f q
at0s (X + (1= Dy, 5y + (1 = 5)7)
2 ! %f a
S g sy A =s)m) + (-0 1550 00, sy + (1 = 9)n)
92 a 2 q
< —
= (S aras V| T8 55 m) )
2 q 5 q
Ha=o (s atas (v V)| + 179 |55t m) )
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olur ve

ffl(t—l)(s—l)lpdsdt = >
00 (p+1)p

esitligini kullanarak

11 q %
fj FTER sy + (1 —s)t,)| dsdt
00
11 y X q
[ [{es g | + =9 5L m
00
1
2 q 2 q a
+A=0s 7= e, y)| +A =81 = 5) |7 (1, T1) }dtdS)
1
92 92 92 92 q
_ f f f f 1
sonucuna varilir.
Benzer sekilde:
11 q %
j] FTER sy + (1 —s)t,)| dsdt
00
1 [|o°f o0%f 2f Zf q
_2 <W( }’)‘ 9tos (x, Tz) ata — (K4, ata = (K1, 73)
11 q %
jj FTER sy + (1 —s)t,)| dsdt
00

Q=
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1
1 (9% *f *f *f 7\
< —
= g(ata * (3005 * Tl) 15235 V2| + (505 W2 ™| ]
1
11 q q
J.f FYEp sy + (1 —s)1,)| dsdt
00
1
1 aZf q aZf Zf 2f a\q
< —
= 2§<atas(x’y) * (3005 * TZ) 5295 V2 )| (55 2 T
esitsizlikleri bulunur. Bu esitsizlikler kullanilarak;
Ky T
A+ i fff( ) dud
u, v) dudv
(ky —K1)(T —71)
K1 Tq
1
S 2 2
(p+1)r 24
(x — )2 (y —1,)? (| 8%f 2°f 2*f !
% {(Kz—Kl)(TZ—Tl) (')t(')s(x'y) atas > Tl) atas ")
2 a\g
ata (K1,T1) >
(x — k)2 (1, — y)? (| 9% e i !
6 =k, — o \|azas Y| T las TZ) atas Vv Y)
2 a\g
+ ataS(KLTz) >
K, —x)2(y —14)? (| 02 T 192 1 0?2
+( 2 ) (y 1) f(x,y) " f(x,rl) f
(ky — K1) (T, —T1) \|OtDS dtds d0tds
) 1
f q
ata (i3, 1)
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q

0% f
otos

o*f
ata

2
o°f
dtds (KZIy)

(x, y)

1
Q>E

(rcz — K1) (12 — 71) atas > TZ)

n (rcz — x)z('fz - }’)2 (

2

olur ve ispat tamamlanur.

Sonug 4.4. Teorem 4.2°in sartlar1 altinda, x =k, ,y =7, Veya x =Kk, ,y =1,

olarak segilirse, asagidaki esitsizlik bulunur:

1

(k2 — K1) (12 — 71)

f (2, 72)

— (ry — Kyq) j f(xz, v)dv

— (1, — 17) j f(u,t)du + j f f(u,v) dudv
1
S 2 2
(= k)T — )P + 1)p 24
92 92 92 92 a\a
<6t6f (1, 1) ataf (K1,T2) 6t6f (Kz,T1) ataf (K2, T2) )

Sonuc¢ 4.5. Teorem 4.2’in sartlar1 altinda, x = k, ,y = 7, olarak alinirsa, asagidaki

esitsizlik elde edilir:
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1

(kz — K1) (12 — 71)

f(KllTl)

— (ky — Kyq) f f(xy,v)dv

— (1, —17) f f(u,t)du + f f f(u,v) dudv
1
S 2 2
(k — k) — )P + 1)p 24
92 2f q 2 a
< B (szTz) Ota —— (2, 71) 9tds ——— (K1, T3)

&
2 q

ata (Klﬂ Tl)

)

Sonuc¢ 4.6. Teorem 4.2’in sartlar1 altinda, x = k;,y = 1, olarak alinirsa, asagidaki

esitsizlik elde edilir:

1

(rcz — K1) (12 — 71)

f (2, 11)

— (ky — k) f f(xz, v)dv

Kz T2

—(Tz—rl)ff(u Tl)du+f ff(u v) dudv

K1 T1

1

(e — 1) (15 — ) (p + D)7 24

<
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°f
" |aras

i
dtds

f
6t6

P*f

Gy, 7 2) otds

N
< ——— (icq, 1) == (K2, 2) == (K2, T1) >

Sonuc 4.7. Teorem 4.2’in sartlar1 altinda, x = k, ,y = 7; olarak alinirsa, asagidaki

esitsizligi elde ederiz:

1

(rcz — 1) (12 — 71)

f (K1, 72)

— (ky — K1) j- f(xq,v)dv

Ky Ty
— (1, —11) j- f(u,ty)du + f f f (u, v) dudv
K1 Tq1
1
= z 2
(ky — k) (T, —T)(P + 1)P 29
1
aZf 2f Zf 2f a\1
X < 3tds (Kz;T1) ata (Klez) 3tds (K1'T1) ata - (K1, 73)
Sonu¢ 4.8. Teorem 4.2’in sartlar altinda, x = x142-x2 Y = Tl:TZ olarak alinirsa,
asagidaki esitsizlik gegerlidir:
[, T) + f iy, 72) + i, 7)) + f (K2, T2) _ f ey, ) dv
4(r, — K1) (T2 — T1) 2(t; — 1) : v
1

Z(Tz _ Tl) J f(Kz,U) dv
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1 1 K2
RIS f )t~ f e

1
" (ky —Kky)(T, — T1) f f f(w,v) dudv

K1 Tq1

1
<

7 2z X
(i, — k1) (1, — T1)16(p + 1)P 24

o°f (K1+K2 Tl"‘Tz) q+ a*f <K1+K2 > <
)

aZf K+ K, q
+ ( ’T2>

dtds 2

1
Q>a

aZf K+ K, q
+ ( 'T1>

dtds 2

1
Q>a

L(|12f (rq iy T+ TZ) a
dtds 2 ! 2

02f( T1+T2>q
atas 'V 2

QR

02

* |otas " ™)

n 62f <K1+K2 7:1+T2)q
dtds 2 )

02f( T1+T2>CI
atas v 2

2

* |otas 2

n (’)Zf <K1+K2 T1+T2)q
dtds 2 ! 2

n 82f< T1+T2>q
atas\'@" 2

62

* Jocas "2 ™)

aZf (Kl + KZ ) q
otos\ 2 'z

62f< T1+T2>q
atas\" ¥ 2

QR

62

)

* |ozas Y ™)
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Teorem 4.3. A= [k, k,] X [14,T,] olmak lizere f:A= [Kkq, K] X [11,T2] = R kismi

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f € L(A) olsun. Eger , q=1i¢in A

atas atds |
tizerinde konveks bir fonksiyon ise bu durumda asagidaki esitsizlik gegerlidir:

K2 T2 1

1 1\'7q
A+ f f u,v) dudv| < (—)
(ky —K1)(T —71) fv) 4
K1 Tq
1 |0%*f 1|9 % T 1|0 a
K(% atas(x’y) +E otos (; 1) dtds (1;3’) ata (K]J 1) )
1 |a%f 1|8%f 1 a 1 92 f o I\a
+L (36 'ata ( y)‘ 18 9tds (X,TZ) 18 3105 y) 51395
1 |9%f a % a2 q
M(% atos Y| * 18 [aw0s 7 1) atas ")
2 q 2
f q
+9 9t0s (™)
1|0%f I 9%f 4 92f q
+N(£ dtos X, E Otds (XITZ) +E ataS(Kz;y)
1
2
f q
ata 9105 U 2) '
Burada;
K (x — Kk)?* (y — 11)?
(y — k) (T2 — 71)
L - aor) @ oy)
(ky — k) (T — 71)
)2 (1 — )2
y (6 = 0)* (v = 71)

(kz — K1) (12 — 71)
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(kz — x)? (1, — ¥)?
(ry — K1) (12 — 71)

seklindedir.

Ispat. Lemmada yer alan esitlik ve mutlak degerin 6zelligi kullanilarak:

Kz T2
1
A+ f u, v) dudv
G- ) )Y

(x —11)? (y— 71)? azf

(tx + (1 — t)Kkq, sy

j|<t— (s - D)
0

Jtds

(ky — k) (T3 —T1) : dtds
+ (1 —s)7y)| dsdt
(—k)? (=) [ [ 0%f
+ ”|(t—1)<1—s)| (tx + (1 — Dy, sy
00

(rcz — K1) (12 — 71)

+ (1 —s)1,)| dsdt

(=P =) [ [ o2f
(cy — k) (T2 — 71) 0 ojl(l ~ 06D 0tds (tx + (1 = Oz, sy
+ (1 - S)Tl) dsdt
+(K2_X)Z(Tz_y)2”|(1—t)< P xra-o
(12 = 11)(12 — 1) 2 > 9tds 2, 8Y

+ (1 —1s)1,)| dsdt

yazilir. Cift katli integraller i¢in power-mean esitsizligi kullanilarak,
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A+

1
(ky — k) (T, — T7) f f f(u,v) dudv

N2 N2 [ L1 1-2
((fcz _K,f)g —T;)) (f | |<t—1)<s—1)|dsdt>

q q
dsdt

o*f

(tx + (1 —-t)k,sy+ (1 —5s)19)

11
x (Hl(t—n(s—m

1

(x — K1) (1, —

2 11
* ( —K1)(T2 —T1) (!Ofl(t_ 1)(5_ 1)|d5dt>

11 52 q %
(ffl(t— (1 —S)I f (tx+ (1-0ky,sy+ (1 —5)15) dsdt)

(ky —x)? (y — 14)° c 7
¥ (kg — k1) (T2 — 71) <0jojl(1 (s 1)|d5dt>

1

q q
dsdt

(ffl(l—t)(s—l)l |—f(tx+(1—t)lc2 sy+ (1 —s)ty)

(c = %)% (1, —

)2 11 1_%
* (rcy — k) (T2 — 71) <Ojojl(1_t)(1_5)ld5dt>

11 2 q %
(ffl(l—t)(l—s)l ataf (tx+ (1 —t)ky, sy + (1 —s)13) dsdt)

bulunur.
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q
z?tza]; , A tiizerinde konveks fonksiyon oldugundan, t, s € 1 igin:
aZf q
3105 (tx+ (1 -k, sy+ (1 —9s)19)
2 a 2
Stloa- Cosy + (1= 9)r)| + 1= |52 G5y + (1= 9))
2 q 2 q
< —
< t(s FYER x,y)| +(@1 s) (x Tq) )
2 q 2 q
+(1-1) (5 305 (k,y)| + (1 —5) 905 (r1,71) )

esitsizlikleri ve

ffl(t—l)(s—l)ldsdt =G) !
00

esitligi kullanilarak;

11 2 q
ffl(t—l)(s—l)l ;)ta];(tx+(1—t)K1,sy+(1—5)1'1) dsdt
00

11 az q 2

[ fice=n6 - 0i{es |5k | +ea-9 |5 L @

00

1

o

q
+(1—t)(1—s)

2

f 2f
dtos (Klf }’)

(Kl' Tl)

+(1—-1t)s

elde edilir. Yine benzer sekilde;

q

q

QR
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QR

11 q
ff FYEF sy + (1 —s)t,)| dsdt
00
92 a 2 q
f a°f o*f
< —|—L
(36 atas | *1g|aas ™| T 1g|aces Y
92 q :
f a
1
11 q P
ff FYEp sy+ (1 —s)t,)| dsdt
0 0
02 q 2 q 2
a°f a°f a°f
< — =L —
(36 atos “P| *1glaas ™| T 1g[aces Y
1
L1|or 4
35 |ae0s (2™ >
1
-f'fath+1t + (1 qddtq
(et (1= Oy 5y + (1= 9)1)| ds
0 0
92 a 2 92 a
a°f a°f a°f
<
(36 atas | *1g|awas ™ 2) * 18 [atas (Y
1
2
0%f a
ata (Kz, 2)
bulunur.
Daha sonra bu esitsizlikleri kullanarak;
K2 T2 11

q

At (e — K1)1(T2 —71) f f f(w,v) dudv| < (i)

K1 T1
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[

q

K(% :tzf)]; (xy) 18 :tzaf( Xt 1) ataf( 1Y) q ;tzaf (er, 71) )E
1 |0%f 1 |0%f a *f ! e "
+L(36 atas & y)‘ 18 |a20s ™| T 18 [azas VY| + 5 {55 v ) )
M(% (gtzf)];(x’y)q+ﬁ ;;f( Xt 1) ataf( Z’y)q
*3 a:af 2, 71) q>;
+N (% ;7;]; (x,y) q +E a:af (x,72) q 18 atzaf (2, ) q
ot o)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢alismada konveks fonksiyonlar ve iligkili esitsizlikler hakkinda detayli bilgiler
verilmistir. Konveksligin tarihsel gelisimi ve esitsizlik teoride kullanimi sonucu ortaya
cikan integral esitsizlikler tanmitilmistir. Konvekslik kavraminin iki boyutlu uzaylardaki

modifikasyonu olan koordinatlarda konvekslik kavrami ve tiirlerine yer verilmistir.

Literatiirde yer alan koordinatlarda konveks fonksiyon tiirleri ve bu fonksiyon siniflari

i¢in ispat1 verilen bazi integral esitsizliklere deginilmistir.

Arastirma bulgulart kisminda ise ispati verilen bir integral 6zdesligi yardimiyla
koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in elde edilen bazi integral esitsizlikler
olusturulmustur. Ayrica bu esitsizliklerin bazi 6zel durumlar verilmis ve indirgenmis

sonugclar ortaya konmustur.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar farkli integral operatorler yardimiyla yeni integral

Ozdeslikleri ispat ederek yeni integral esitsizliklere ulasabilirler.
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