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OZET
RIEMANN MANIFOLDLARINDA BURULMALI BAGLANTI

Mustafa KIR

Matematik Anabilim Dali
Geometri Bilim Dali

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Kasim 2020

Danisman: Prof. Dr. Murat LIMONCU

Bu tez calismasinda Riemann manifoldlarinda Levi-Civita baglantisi ve bir
1-form kullanilarak burulmali bir baglantinin tanimina ve 6zelliklerine yer veril-
misgtir. Levi-Civita baglantisinin belirlemis oldugu egrilik tensorii ile, bu ¢aligmada
tanimlanan burulmali baglantinin belirlemis oldugu egrilik tensoriiniin belirli sartlar
altinda egit oldugu ispatlanmigtir. Burulmali baglant1 kullanilarak elde edilen egrilik

tensoriinlin sagladigl baz1 esitlikler not edilmigtir.

Anahtar Sozciikler: Levi-Civita Baglantisi, Burulma Tensorii, Burulmali Baglant,

Egrilik Tensorii
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ABSTRACT
TORSIONAL CONNECTION ON RIEMANNIAN MANIFOLDS

Mustafa KIR

Department of Mathematics
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Supervisor: Prof. Dr. Murat LIMONCU

In this thesis, the definition and properties of a torsional connection are inc-
luded using the Levi-Civita connection and a 1-form on Riemannian manifolds. It
is proved that the curvature tensor determined by the Levi-Civita connection and
the curvature tensor determined by the torsion connection defined in this study are
equal under certain conditions. Some equations provided by the curvature tensor

obtained using the torsional connection are noted.

Keywords: Levi-Civita Connection, Torsion Tensor, Torsional Connection, Curva-
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold

M manifoldunun p-noktasindaki tanjant uzay1

M manifoldu tizerindeki vektor alanlar: kiimesi

M manifoldu tizerindeki 1-formlar kiimesi

M manifoldu tizerindeki diferansiyellenebilir fonksiyonlar kiimesi
M manifoldu tizerindeki (r, s)-tipinden tensér alanlar: kiimesi
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M manifoldu iizerinde vektor alanlar

Y vektor alaninin X vektor alan yoniindeki kovaryant tiirevi
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Riemann metrik tensorii
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1 GIRIS

Riemann Geometrisi'nin temel teoremine goére herhangi bir Riemann manifoldu
tizerinde adina Levi-Civita baglantisi denilen burulmasiz ve metrik ile uyumlu tek bir
baglant1 vardir [6]. Bu baglanti ile tanimlanan egrilik tensoriine de Riemann egrilik
tensorii denir.

Riemann manifoldlarinda yer alan bu kavramlar fizik teorilerinde de kullanil-
maktadir. Buna en bilindik 6rnek Einstein’in genel gorelilik teorisidir [5], [6]. Bu
teoriye gore uzay-zaman 4 boyutlu bir yari-Riemann manifold olarak alinir. Bu teoride
herhangi bir madde dagilimi uzay-zaman egriligine kaynaklik eder. Bu yaklagimin
egdegerlik ilkesi geregince bir test pargaciginin (uzay-zaman egriligine etki etmeyen
bir cisim) uzay-zaman jeodezikleri tizerinde hareket ettikleri kabul edilir. Boylece
kiitlesel ¢ekim (gravitasyon) kuvveti kavraminin yerine uzay-zaman egriliginin etkisi
ortaya konulmus olmaktadir.

Bu tez calismasi dort boliimden olugsmaktadir. Ilk béliim giris boliimii olup,
ikinci boliimde n-boyutlu tiirevlenebilir manifoldlar iizerindeki bazi tanim, teorem
ve sonuclara yer verilmistir. Uciincii boliimde Levi-Civita baglantisi tanimlanmistir.
Doérdiincii béliimde ise Levi-Civita baglantisi ve bir 1-form kullanilarak burulmali
bir baglantinin tanimina ve 6zelliklerine yer verilmigtir. Levi-Civita baglantisinin
belirlemis oldugu egrilik tensorii ile, bu ¢alismada tanimlanan burulmal baglantinin
belirlemis oldugu egrilik tensoriiniin belirli sartlar altinda birbirlerine esit oldugu
ispatlanmigtir. Burulmali baglanti kullanilarak elde edilen egrilik tensortiniin sagladigi

bazi esitlikler not edilmistir.



2 MANIFOLDLARDA TENSOR ALANLARI

Bu boliimde n-boyutlu tiirevlenebilir manifoldlar tizerinde diferansiyel hesap yapilabil-
mesini saglayan vektor alani, 1-form ve tensor alani gibi bazi kavramlar: 6zetleyecegiz.
Bu kavramlarla ilgili detayh bilgi i¢in [1], [2], [4], [6] numarali kaynaklara bagvurula-
bilir.

Tanim 2.0.1. n-boyutlu tiirevlenebilir bir M manifoldu asagidaki kosullar1 saglayan

bir topolojik uzaydir.

1. M Hausdorff ve ikinci sayilabilir (yani sayilabilir bir tabana sahip) bir topolojik

uzaydir.

2. Her bir p € M i¢in p € M noktasin igeren bir U4 C M acik kiimesi vardir 6yle
kigp:UCM— U = pUd) C R* homeomorfizmadir. Yani M yerel olarak
R™ dir.

3.UNY # O olmak iizere ¢ : U — U ve ¢ : V — V' homeomorfizmalar
verildiginde

bi=pod i UNY) = pUNY)

olarak tanimlana 1 fonksiyonu ve onun tersi olan
b= Gopl i pUNY) 5 GUNY)

fonksiyonu R™ de C"*° smifindan fonksiyonlardir.

U C M kiimesine koordinat komsgulugu, ¢’ye de (yerel) koordinat sistemi denir.
Her p € U i¢in ¢(p) = (z*(p),...,2"(p)) € R™ yazlir. (U, ) ikilisine kart (chart)
ve {(U, )} ailesine atlas denir. Manifoldlar igin bilindik érnekler R? de gember
(1-kiire) ve R? de kiire (2-kiire) dir. Tiirevlenebilir manifoldlarin ve ona verilebilecek

orneklerin ayrintilar igin [3], [4], [5] numarali kaynaklara bagvurulabilir.

2.1 Tanjant Vektor ve Kotanjant Vektor

Tanmim 2.1.1. M bir manifold ve p € M olsun. Asagidaki iki kogulu saglayan
v, :=C*(M,R) =R

D — Up(f)

fonksiyonuna p € M noktasinda bir tanjant vektor denir. Her f,g € C*°(M,R) ve
her a € R i¢in;



vplaf +9) = av,(f) +v,(9) (R-lineerlik)

2. vp(f9) = vp(F) - 9(p) +vy(g) - F(p)  (Leibniz Kuray)
dir.

p € M noktasindaki biitiin tanjant vektorlerin kiimesi 7, M ile gosterilir. Bu

kiimeye, M nin p noktasindaki tanjant uzay: denir. 7, M iizerinde toplama iglemi
+:T,M xT,M — T,M

her u,,v, € T,M ve her f € C*(M,R) i¢in (v, +u,)(f) = v,(f) +u,(f) ve digardan
¢arpma islemi de

‘R x T,M — T,M

her a € R, f € C*(M,R) ve her v, € T,M igin (av,)(f) = av,(f) olarak tanimlan-
diginda T, M n-boyutlu bir vektor uzay1 yapisina sahip olur.
M manifoldunun p € M noktasindaki bir koordinat sistemi & = (z', 2%, ..., z")

|1 — 9
olsun. 8,|p = 5

. ile gosterilen

a (o]
ai, = 836"}1’ :C®(M,R) » R
fonksiyonu her f € C*°(M,R) i¢in
f f Afol™ .
axz’ ~u ey (A=sisn)

olarak tanimlansin. Bu fonksiyon p € M noktasinda bir tanjant vektordiir (bkz.[6]

s.7). Burada u', ... u" fonksiyonlar1 R™ nin dogal koordinat fonksiyonlaridir [6].

Teorem 2.1.2. n-boyutlu bir M manifoldunun p € M noktasmdaki bir koordinat
| } kitmesi 7, M i¢in

sistemi & = (2,22, ..., 2") olsun. Bu durumda {% ) B

bir taban olugturur. w, € T, M olmak tizere

seklinde yazilir.

[spat1 igin (bkz.[6] s.8).

Simdi de kotanjant uzayi ne demektir onu tanimlayalim.

Tanim 2.1.3. p € M noktasimdaki n-boyutlu tanjant uzay: 7, M olsun. T,,M vektor
uzaymim T M ile gosterilen dual uzayma (ki bu uzay da n-boyutludur) p € M
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noktasinda kotanjant uzay denir. 7 *M’nin elemanlarima p € M noktasinda kotanjant
vektor adi verilir. O halde bir 6, € T*M kotanjant vektori dual uzay kavrami
tanimindan dolay1

0, : T,M — R

p > Op(vp)
bi¢iminde bir R-lineer fonksiyondur. Yani her v,, w, € T,M ve her A € R i¢in
L 0p(vp + wp) = Op(vp) + Op(wy)
2. 0,(A\vp) = M,(vy) (A €ER)

dir.

2.2 Vektor Alam, Lie Parantezi ve 1-Formlar

Tanim 2.2.1. Bir vektor alani,

VM | T,M

peEM

bigiminde M manifoldunun her bir p € M noktasina
prr v, €T,M

vp-tanjant vektor esleyen bir fonksiyon olarak tamimlanir. Yani manifoldtaki her bir

p noktasina, bir tanjant vektor kargilik getiren bir fonksiyondur.

Bu tanimin dogrultusunda tanjant vektor tanimi kullanilarak bir vektor alani
herp e Mi¢inV : C*°(M,R) — C*(M,R), f = V(f), (V(f))(p) = V,(f) bigiminde
tanimlanan bir tiirevleme olarak da ele alinabilir. Dolayisiyla her f, g € C°°(M,R)

ve her a € R i¢in:

L. V(fg)=V(fg+ fV(g)
2. V(af+g)=aV(f)+V(g)

ozellikleri saglanir. Her f € C*™°(M,R) i¢in V(f) € C*°(M,R) olmasi gerektiginden
V-vektor alan1 C'*° sinifindan vektor alani olarak adlandirilir. Vektor alani dendi-
ginde, C'*°- siifindan vektor alani anlagilacaktir. M iistiinde tanimlanan tiim vektor
alanlarinin kiimesi I'(T'M) ile gosterilecektir. Vektor alanlar kiimesi T'(7T'M), birimli
ve degismeli C*°(M,R) halkas: iizerinde bir modiil yapisina sahiptir. Bu modiiliin

toplama ve digardan ¢arpma iglemleri asagidaki gibi tanimlanir ve ilgili sekiz ak-
siyomu saglar. Toplama iglemi + : T'(T'M) x T'(TM) — I'(TM) her p € M igin
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(V+U), =V, + U, Disardan ¢arpma islemi . : C>°(M,R) x I'(T'M) — I'(T'M) her
p € Mign (f-V),=f(p)V, dir.

Simdi de Lie parantezini tanimlayalim.

Tamim 2.2.2. XY € I'(T'M) olsun. X ve Y nin Lie parantezi [X,Y], her f €
C>®(M,R) icin, [X,Y](f) = X(Yf) — Y(Xf) olarak tanimlanir.

Sonug 2.2.3. [X,Y], M iizerinde bir vektor alanidir.

Kamt. f,h € C(M,R) ve ¢ € R olmak iizere,

X YI(f+h) = X(Y(f+h) = Y(X(f+h))
= X(Yf+Yh) =Y (Xf+Xh)
— X(Yf)+X(Yh)—Y(X[f)—Y(Xh)
Yf) =Y(X[)+ X(Yh) = Y(Xh)
= [XY](f) + X Y](h)

XYef) = X(Y(ef) - Y(X(cf)
— X(eYf) - Y(cXf)
— CX(Yf) - Y (X])
— (X Y)())

(X Y](fh) = X(hY(f) + fY(h)) =Y (hX(f) + fX(N))

= X(RY(f) + X(fY (h) =Y (hX(f)) =Y (fX(h))

= hX(Y(f) + XMWY (f) + fX (Y (h) + X(£)Y (h)

= —hY(X(f) —Y(R)X(f) = fY(X(h) = Y()X(h)

= h(XO) - YD) + £ (X)) - Y ()

= [IXY](h) +A[X, Y(S) (2.1)
bulunur ve dolaysiyla [X, Y] € I'(T'M) olur. O
Teorem 2.2.4. Parantez operatori [, | : (TM) x I'(TM) — I'(T'M), asagidaki

ozelliklere sahiptir.

1. X e (TM) igin
X, X] =0



2. Iki-lineerlik; her X,Y,Z € I'(TM), a,b € R icin
[aX +bY,Z] = a[X, Z] + b]Y, Z]
[Z,aX +bY] =alZ, X]|+ b[Z,Y]
3. Ters-simetriklik; her X, Y € I'(T'M) igin

(X, Y] = —[¥, X]

4. Jacobi 6zdesligi; her Y, Z, X € I'(T'M) olmak tizere

Y, 12, XN+ 2, [ X, Y]+ [X, [V, 2] = 0
Kanat. Her X € T(TM) ve her f € C*°(M,R) igin

(X, X](f) = X(X(f)) - X(X())
= 0(f)

olur. Bu egitlik her f € C*°(M,R) i¢in gegerli oldugundan [X, X] = 0 duir.
Her f € C*(M,R) ve her XY, Z € T'(TM) igin

[aX +0Y, Z)(f) = (aX +0Y)(Zf)— Z(aX +0Y)(f))

= (aX)(Zf) + WY (Zf) = Z((aX)(f) + BY)(1))
(aX)(Zf) +0Y(Zf) = Z((aX)f) = Z((Y)f)
(aX)(Zf) +bY(Zf) aZ(Xf) = bZ(Y f)

= o(X(2f) = Z(XP)) +0 ( 1 =2(v))

= alX, Z)(f )+b[YZ](f)

= (alx. 2]+ 1Y, 2) (f)

bulunur. Bu egitlik her f € C*°(M,R) igin gegerli oldugundan

[aX +bY, Z) = a[X, Z] + b]Y, Z]



dir. Benzer sekilde

(Z,aX +bY](f) = Z((aX+0bY)(f)) — (aX +bY)(Zf)
= Z((aX)f Z((bY)(f)) = (@X)(Zf) =Y (Z)
= Z((aX)f)+Z((bY)f) — (aX)(Z[) = bY (Z)
= aZ(

XF)+bZ(Y ) = (@X)(Zf) = bY (Z])

)= X(zD) +b(200 ) = Y(2)))
— alZ, X|(f) + bIZ,Y]()
b2, Y])(f)

elde edilir. Bu egitlik her f € C*°(M,R) igin gegerli oldugundan
[Z,aX +bY] =alZ, X]|+b]Z,Y]
olur. Daha sonra

(X YN = X(Y() - Y (X()
- —(v(x(n) - X ()
= (-mx)

bulunur. Bu esitlik her f € C*°(M,R) i¢in gegerli oldugundan [X,Y] = —[Y, X] olur.

Son olarak

XY 2] = X(IY, Z]f) = [, Z[(X )

ve

[Z, X, YN = Z(XY]() = X, Y](Zf)

\]



elde edilir. Bu son ii¢ esitlik taraf tarafa toplanirsa

XY, Z)() + W2 X0 + [Z XY = 0
(1.1, 2 + ¥, (2. X)) + 2, [X.Y]) () = 0

elde edilir. Bu esitlik her f € C*(M,R) i¢in gegerli oldugundan
(X, Y, 2]+ [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0 (2.2)

olarak bulunur. ]

Sonug 2.2.5. Parantez operatorii iki R-lineer olmasima karsin iki C*°(M, R)-lineer
degildir: Her X,Y € I'(T'M) ve her h € C*>°(M,R) i¢in

[hX,Y] = h[X,Y] = Y(h)X

(X, hY]=h[X, Y]+ X(R)Y
dir.

Kamit. Keyfi bir f € C*(M,R) i¢in

WX YN = RX(Y(f) =Y (hX f))
= WX(Y () = (Y(X() + by (X()))
= h(X Y(f)) Y(h )) hY(X(f))
— (X)) = V(X)) = Y(WX()
= KX, YI(f) - Y()X(f)

bulunur. Bu esitlik her f € C*°(M,R) igin gegerli oldugundan
[hX,Y]=h[X,Y]-Y(h)X (2.3)
olur. Benzer sekilde

XRYI(F) = X(RY () = Y (X(f)
= (XMY () + (X)) = hY (X))

— XY (f) +h(X(Y () = hY (X(f))
= XY (D) +h(X(Y(H) =Y (X))
= WX, Y](f)+ X(RY(f)
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elde edilir. Bu egitlik her f € C*°(M,R) igin gegerli oldugundan
(X, hY]=h[X, Y]+ X(h)Y (2.4)

olarak bulunur. ]

Sonug 2.2.6. M manifoldunun bir ¥ C M komsulugunda bir £ = (z!,...,z")
koordinat sistemi verilsin. X, Y vektor alanlari (1 < 7,5 < n) olmak iizere X = 0;,
Y = 0; olarak segelim. Bu durumda [0;,0;] =0 € I'(T'M) dir.

Kamt. Her f € C*(M,R) igin

(X, YI(f) =105, 0,](f) = 9:(8;(f)) = 9;(0i([))
= 0(f)

bulunur. Bu esitlik her f € C*(M,R) i¢in gegerli oldugundan [0;, ;] = 0 olur. [
Bir 1-formun tanimi agagidaki gibidir.

Tanmim 2.2.7. Bir 1-form,
0:M— | T;M
peEM

seklinde M manifoldunun her bir p € M noktasina
p— 0, € Tp*(M )

,-kotanjant vektorii esleyen bir fonksiyon olarak tanimlanir. Yani manifoldun herbir

p noktasina, bir kotanjant vektorii karsilik getiren fonksiyondur.

Bu tanimdan hareketle, vektor alani tanimi ve kotanjant vektor tanimi kullanila-
rak bir 1-form her p € M i¢gin 6: (T M) — C*(M,R), V — 6(V), (0(V))(p) = 0,(V})
bi¢iminde tanimlanan bir C*° (M, R)-lineer fonksiyon olarak da ele alinabilir. Yani
her V., Z € I'(T'M) ve her f € C*°(M,R) igin

O(fV+2)=fo(V)+06(2)

esitligi saglanir. Her V € I'(T'M) igin (V) € C*°(M,R) olmas1 gerektiginden 6 1-
form C'*°-smifindan bir 1-form olarak adlandirihir. 1-form dendiginde, C*°-sinifindan
bir 1-form anlagilacaktir. M manifoldu {izerinde 1-formlarin kiimesi ['(T*M) ile
gosterilecektir. 1-formlarin (kovektor alanlarimin) kiimesi I'(7* M), birimli ve degismeli
bir halka tizerinde modiil yapisina sahiptir. Bu modiiliin toplama ve digsardan ¢arpma

iglemleri agsagidaki gibi tanimlanir ve ilgili sekiz aksiyom kogullari saglanir. Toplama



islemi 4 : D(T*M) x(T*M) — I'(T*M) her p € M i¢in (0+w), = 6,+w,. Digsardan
carpma iglemi . : C°(M,R) x I'(T*M) — I'(T*M) her p € M icin (f - 0), = f)(0p)
dir.

Tamim 2.2.8. f € C°(M,R) olsun. Her V' € I'(T'M) igin (df)(V) = V(f) olarak
tamumlanan df : T'(T'M) — C*(M,R) fonksiyonuna f’nin diferansiyeli denir.

df'nin bir 1-form oldugu agiktir: Her h € C*(M,R) ve her X,Y € I'(T'M) i¢in

df(hX) = hX(f)
= hdf(X)

olur. Daha sonra ise

df(X+Y) = (X+Y)(f)
= X(N)+Y()
= df(X) +df(Y)

bulunur. Bir £ = (2%, 2?,...,2") koordinat sisteminde
df = - dx’
/ — gzt

dir. f(z',... 2% ..., 2") = 2' olarak alindiginda, bir p € U C M igin &-koordinat
sisteminde 7y M 'nin {dz' » dx? e ,dx"}p} C Ty M koordinat kovektor taban: elde

edilir.

2.3 Tensor Alanlar:

Tanim 2.3.1. r, s > 0 tamsayilar i¢in,
T:T(T"M)" xI(TM)* — C*(M,R)

bigimindeki C*°(M,R) gok-lineer T fonksiyonuna M manifoldu tizerinde (r, s)-tipinde

bir “tenséor alant” denir.

Tensor alanlar1 kiimesini 7."(M) ile gosterecek olursak r > 1 olmak tizere (r,0)
tipinde tensor alanlar1 kontravaryant tensor alanlari, s > 0 olmak iizere (0, s) tipinden
tensor alanlar: da kovaryant tensor alanlar: olarak isimlendirilir. (0, 0)-tipinden tensor
alanlar1 ise C*°-smifindan fonksiyonlar olarak tanimlanir. 7. (M) tensor alam kiimesi
bir modiil yapisina sahiptir. Yani; 71,7, € T,”(M) ve f € C*(M,R) olmak iizere
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T+ Ty € T, (M), fTy € T,”(M) bi¢imindeki toplama ve disardan ¢arpma iglemleri
her 0*,... 0" € T(T*M) ve her Xi,..., X, € T(TM) igin

(Tl+T2)(91,...,QT,Xl,...,XS) - T1<91,...,GT,X1,...,XS)
+ (0%, ..., 07, X1, ..., X,) (2.5)
(fT)O,...,0" X1,...,X,) = fT@,...,0" X1,...,X,) (2.6)

olarak tanimhdir. C*°(M,R) halkas: tizerinde ilgili sekiz kogul saglanir.

Ornek 2.3.2. §(0, X)=0(X) esitligiyle tanimlanan
§: T(T"M) x T(TM) — C*(M,R)

fonksiyonunun M manifoldu tizerinde (1, 1) tipinde tensér alani oldugunu gosterelim.
Her 01,0, € T(T*M), X € I'(TM) ve f € C°(M,R) olmak iizere

301402, X) = (61 +62)(X) =0.(X) + 05(X)
= (01, X) + (0, X)
0(f0,X) = (f0)(X) = f(0(X))
= fo(6,X)

esitlikleri saglandigindan, ¢ fonksiyonu 0 € T'(T*M) gore C*°(M, R) lineerdir. Benzer
sekilde her # € I'(T*M) ve her X, Xy, € I'(TM), f € C>*(M,R) i¢in

50, X1+ X3) = 0(Xy 4+ Xs) = 0(X) +6(X)
— 5(6.X,) + (6. X)
6(0,fX) = 0(fX) = f0(X)
= f(S(@,X)

esitlikleri de saglanir. Dolayisiyla ¢ fonksiyonu X € T'(T'M) gore de C*°(M,R)
lineerdir.

M, n-boyutlu bir manifold olsun. A € 7] (M) olmak iizere herhangi bir p € M
noktasmda A, : (T;M)" x (1,M)* — R bigiminde verilen R-gok-lineer A, fonksiyo-
nuna (7, s)-tipinden tensor denir. Tensor alanlar1 M manifoldunun her p noktasma
bir tensor kargilik getirir (bkz.[6] s.38).
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2.4 Tensorlerin Carpimi, Bilesenleri ve Kontraksiyonu

Tanim 2.4.1. M manifoldu iizerinde tensor ¢arpimi K € T;*(M) ve L € T*(M)
olmak iizere (K ® L) : T(T*M)**t# x T'(TM)P*" — C>(M,R) fonksiyonu icin
(K@ L)(0",....0% .. .09, . 0% X\, Xg ... Xgars o Xpun)

= K(6',...,0%Xy,..., Xa) L0, ... 0%t Xair, ... X ) (2.7)

esitligiyle tamimlanan K ® L tensor alanidir.

Burada @', ... 0% ¢t ... 0ot e T(T*M) ve X1,...,Xs, Xga1...,Xp4s €
(T M) olarak gosterilmektedir. Gortildugii gibi (K ® L) tensor alam (o + p, 5+ v)
tipinden bir tensor alanidir. Verilen iki tensér alaninin ¢arpilmasi durumunda (o, )
kontravaryant mertebe; (3, ), kovaryant mertebe olmak {izere bu mertebeler kendi

aralarinda toplanir.

Tamim 2.4.2. f € C*°(M,R), f: M — R fonksiyonu (0, 0) tipinden tensor alanlari
olarak tanimlanir. Oyleki; A herhangi bir tensor alani olmak iizere f ® A tensor

garpimi
fRA=ARf=fA (2.8)

bi¢iminde tanimhdair.

Sonug 2.4.3. Eger M manifoldu tizerindeki bir § € I'(T*M) 1-formu 6 ise
0 :T(TM) — C%(M,R)

bigiminde bir C* (M, R) lineer déniigiim oldugundan dolay1 6, (0, 1)-tipinde kovaryant

tensor alanidir. Tensor alan1 tanimimiza baktigimizda 1-form i¢in » = 0 ve s = 1 dir.

Tanim 2.4.4. V € I'(TM) ve 0 € I'(T*M) olsun. Bu V-vektor alam V() := 6(V)
kurali ile (1,0) tipinden bir kontravaryant tensor alam olarak da diiglintilebilir. Bu

tamima bakacak olursak
V I(T"M) — C*(M,R)

olacak bi¢imde bir C*°(M,R) lineer doéntigiimii elde edilir. O zaman tensor alan

tanimindan hareketle vektor alanlari igin r =1 ve s = 0 dur.

Tanim 2.4.5. Eger H : I'(TM)* — T'(T'M) dontigiimic C*°(M,R) ¢ok-lineer ise
(1,8)-tipinden H : T(T*M) x T(TM)* — C*>(M,R) tensdr alani

HO,X1,...,X,) = 6(H(X1,...,X,) (2.9)
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biciminde tanimlanir.

Sonug 2.4.6. K € T,"(M) kovaryant ve L € T,°(M) kontravaryant tensor alanlar:
i¢in
KL=L®K

dir.

Kamit. Tensor garpimi tanimindan hareketle 6nce esitligin sol tarafindaki tensor

carpimi olusturulursa
(K@ L)(0,...,0", X1,...,X,) = K(@',...,0")L(Xy,...,X,)

oldugu goriiliir. Daha sonra ise esitligin sag tarafindaki tensor ¢carpimini olugturdu-

gumuzda
(Lo K)(0,...,0",X1,...,X,) = L(Xy,..., X )K (@, ...,0M
bulunur. C*°(M,R) halkas1 degigmeli oldugundan
(K@ L)@, ...,0", X,,....,X,) = (Lo K)(0',...,0", X1,...,X,) (2.10)

esitligi elde edilir. Bu esitlik her #* 1-formlar1 ve her X; vektor alanlar igin saglandi-
gindan K ® L = L ® K olur. O

Tensorlerin bilegenlerini tanimlayalim.

Tanim 2.4.7. n-boyutlu bir M manifoldunun &4 C M komsulugunda bir koordinat
sistemi &€ = (2!, 2?%,...,2") olsun. Bu koordinat sisteminde I'(T*M)’nin koordinat
tabam {dz',...,dz"} ve I'(TM)nin koordinat tabam {;2,..., 5%} alahm. Bu

durumda bir 7" € 7.7 (M) tensor alanmin bilegenleri

0 0

T = T(da, ... da', FIRTRRRRE %) (2.11)
seklinde verilen lelljs’ € C*(M,R) dir.
Genel olarak T tensor alani £ koordinat sisteminde
T= Tj’fjjj‘j? a R ®—Rdr" ® -+ ® da’* (2.12)
P Oxn Ox'r
i1 e

seklinde ifade edilir.

Bu boliimde son olarak tensorlerin kontraksiyonu kavramini verelim.
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Teorem 2.4.8. Kontraksiyon olarak adlandirlan C : 7;'(M) — C*°(M,R) bigi-
minde tek bir C°°(M,R) lineer fonksiyon vardir &yleki her X € I'(T'M) ve her
0 € D(T*M) icin C(X ® 6) = 6(X) dir.

Bu teoremin ispati i¢in (bkz.|6] s.40). Bu ispattan anlagilmaktadir ki keyfi bir
P e T,H(M) igin
Cp)=)_ P
dir.

Tanim 2.4.9. G € T*(M) igin; 1 <i < pve 1 < j < v olmak iizere

(CIG)O',....0" " X1, X, 1) = C[G(O,....07" ... 00",

esitligi ile tanimlanan

G} T (M) = T3 (M)
doniigiimiine G tensor alaninin (i, ) kontraksiyonu denir.

G € T*(M) igin C; daraltmasy, (11, v) mertebeli tensorii (1 —1, v — 1) mertebeli

tensore tagir. Yani mertebeleri diisiiriir.

Ornek 2.4.10. H € T2(M) tipinde bir tensor alani olsun. Bu durumda Cj-

kontraksiyonu H’ye uygulandiginda C4 H tensor alan
(C:;LH) (97 X7 Y) = C[H('767X7K')]
esitligi ile verilen (1,2) tipinde bir tensor alanidir. Bu tensor alaninin bilegenleri

(Cs H) (Cs H)(da*, 0, 05)

= C[H(.,dz",8,,8;,.)]
= Z(H(dmm7 dxky ai7 aj? am)

k
ij

m

o mk

- § Hijm
m

olarak bulunur.
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3 RIEMANN MANIFOLDU VE LEVI-CIVITA
BAGLANTISI

Bu boliimde metrik tensoér ve baglanti kavramlarini tanimlayacagiz.

3.1 Riemann Metrigi ve Baglanti
Tanim 3.1.1. M, n-boyutlu bir manifold olsun. (0, 2) tipinden ¢ tensér alani
1. Her X, Y € I'(TM) i¢in g(X,Y) = g(Y, X) (Simetriklik)

2. Her ¢ € M ve sifirdan farkh her X, € T, M icin g,(X,, X,) > 0 (Pozitif
tanimlilik)

kogullarini1 sagliyorsa g’ye M manifoldu iizerinde bir Riemann metrigi ve M ma-
nifolduna da Riemann manifoldu denir. Dikkat edilirse g metrik tensér alani M
manifoldunun her ¢ € M noktasindaki 7, M tanjant uzayma bir i¢ carpim karsi-
lik getirmektedir. Yani Riemann manifoldlarinda tanjant uzaylar birer i¢ ¢arpim

uzayidirlar.

Tanim 3.1.2. Her ¢ € M igin ve sifirdan farkh her X, € T, M ig¢in, ¢,(U,, X,) =
0 € R ifadesini saglayan tek ¢oziim U, = 0 € T,M ise g, nondejeneredir.

Teorem 3.1.3. Bir Riemann metrigi nondejeneredir.

Kamit. Varsayalim ki g, Riemann metrigi nondejenere olmasin. Bu durumda bir
g € M igin en az bir U, # 0 vardir dyle ki; her X, € T, M i¢in g,(U,, X,) = 0
olmahdir. X, = U, olarak alinirsa varsayimimizdan dolay1 g,(U,, U,) = 0 olur. Bu da

g Riemann metriginin pozitif tanimh olmasi ile gelisir. O]

Tanim 3.1.4. M bir manifold olmak tizere; V : I'(TM) x I'(TM) — I'(TM) donii-
simi, her X, Z € I'(T'M) igin,

I) VxZ, X tizerinde C*° (M, R)-lineerdir.
IT) VxZ,Z tzerinde R-lineerdir.
II1) Her h € C%(M,R) icin Vx(hZ) = X(h)Z + hVx Z

kogullar1 saglaniyorsa V'ya bir baglant1,V x Z’ye de Z’'nin X’e gore kovaryant tiirevi
denir. Vx : I'(T'M) — I'(T'M)’ye de kovaryant tiirev operatorii denir.

Boyle bir V baglantisinin varligi agagidaki teorem ile verilir:

Teorem 3.1.5. (M, g) bir Riemann manifold olsun. Her XY, Z € I'(T'M) i¢in
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IV) [V, Z] =VyZ — VY
V) Xg(Y,Z) = g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ)

kosullarini saglayan tek bir V baglantisi vardir. Bu V baglantisina M manifoldunun

Levi-Civita baglantisi denir ve agagidaki Koszul formiili ile karakterize edilir.

20(VyZ,X) = Yg(Z,X)+ Zg(X,Y) - Xg(Y, Z)
—g(Y, [Z,X])—I—Q(Z, [X7Y])+9(X7 [KZ]) (31)

Bu teoremin ispati i¢in (bkz.[6] s.61]).

Teorem 3.1.6. M tiirevlenebilir bir manifold olsun. Bir V baglantisi verilsin. Oyleyse
her X, Y € I'(T'M) i¢in

T(X,Y) = VxV —VyX —[X,Y] (3.2)

olarak tamimlanan T fonksiyonu T : T'(TM) x T'(TM) — T'(TM) adina burulma

tensor alan1 denilen (1,2)- tipinden bir tensor alanidir.

Kamit. Her X,Y,Z € T'(TM) ve f € C>®°(M,R) igin

T(fX+ZY) = VixizV —Vy(fX+2) = [fX +Z,Y]
= VixY +VY —VyfX -VyZ - [fX,Y] - [Z,Y]
= fVxY + VY —Y(f)X — fVyX —VyZ — f[X,Y]
+Y (/)X —[Z,Y]
= f(VxY = VyX — [X,Y])+ VY —=VyZ — [Z,Y]
= fT(X,Y)+T(Z,Y) (3.3)

elde edilir. Diger taraftan

TX,fY+Z) = Vx(fY+2)=VyizX — [X, fY + Z]
= VxfY+VxZ-VyX -V;X - [X,fY]-[X, 7]
= X(f)Y + fVxY +VxZ — fVyX — VX
~(fIX Y]+ X(f)Y) - [X, Z]
= X(f)Y + fVxY +VxZ — fVy X — VX
— X Y] =X ()Y - [X, Z]
= f(VxY —=VyX — [X,Y]) + VxZ — VX — [X, Z]
= fT(X,Y)+T(X,2Z) (3.4)
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olarak bulunur. ]

Sonug 3.1.7. Burulma tensor alan1 X ve Y vektor alanlarina gore ters-simetriktir.
Yani
T(X,Y) = —T(Y. X)

dir.
Kanat. Burulma tensor alanimin tanimi kullanilarak her X, Y € I'(T'M) i¢in
T(X,Y) = VY —VyX — [X,Y]
- (VYX C VY + X, Y])
= (VX = Vxy - [, x])
= —T(Y,X) (3.5)
olarak bulunur. O

Sonug 3.1.8. Levi-Civita baglantisinin burulma tensoriiniin sifir oldugu Teorem

3.1.5 (IV) den agik¢a bellidir.

M n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M manifoldunun &/ C M komsulu-
gunda bir koordinat sistemi € = (x!,..., 2") olarak verilsin. Bu durumda X = 9; ve

Y = 0; vektor alanlan igin

T(0:,0;) = Y Tikox (3.6)
k=1

dir.

Teorem 3.1.9. M n-boyutlu tiirevlenebilir bir manifold olsun. V keyfi bir baglanti
olsun. Her XY, Z € I'(T'M) i¢in

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ = Vixy|Z (3.7)

bigiminde tanimlanan R : (I'(T'M))* — T'(T'M) fonksiyonu adina egrilik tensor alam

denilen (1,3)- tipinden tensor alanidir.
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Kanat. Her X, Y, Z, U € I'(TM) ve her f € C*(M,R) i¢in

RfX+Y, 20U = VixyyVaU = VVixiyU = VigxivgU

= VixVsU +Vy VU — VVxU — V,VyU
—VixaU = ViU

= [VXVU +VyVU —V(VixU) = VVyU
—Vixz-z(nxU = VivgU

= [VXVU +VyVoU — (Z(f)VxU + fV;VxU)
~V2VyU = VixU + VxU — Viy.gU

= f(VxVzU =V;VxU = VixzU)
+Vy VU = VVyU = Viy U

= fR(X,Z)U + R(Y, Z)U

elde edilir. Diger taraftan

RX,fY+ 20U = VxVivizU —ViyizVxU = VixprszU

= VxVyU+VxViU -V VxU —V,VxU
ViU = VixzU

= Vx(VpU)+VxVU =V VU —V;VxU
—Vixyex(yU = VixgU

= X(/)VyU + fVxVyU 4+ VxVU — fVy VU
~V2VxU — fVixyU — X(f)VyU = Vix U

= f(VxVyU = VyVxU = VixyU)
+VxVU = VVxU = Vix U

= fR(X,Y)U + R(X,Z)U

18
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olarak bulunur. Son olarak

RX,Y)fZ+U) = VxVy(fZ+U)=VyVx(fZ+U) - Vixy(fZ+U)

= VxVyfZ +VxVyU —VyVxfZ —VyVxU
—VixyifZ —VixnU

= Vx(Y(N)Z+ [VyZ) +VxVyU = Vy(X(f)Z + fVxZ)
~VyVxU = ([X.Y](/)Z + fVixn1Z) = VixnU

= Vx(Y(f)2) + Vx(fVyZ) +VxVyU - Vy(X(f)Z)
~Vy(fVxZ) = VyVxU — [X,Y()Z - [Vixy1Z — Vixn)U

= X(Y(f)Z+Y()VxZ+X(f)VyZ + [VxVyZ+VxVyU
-Y(X())Z+X(f)VyZ) — (Y(f)VxZ + fVyVxZ)
—VyVxU — (X(Y( ) — (X(f))>Z fNVixy1Z = VixyU

= X(Y(M)Z+Y()IVxZ+X(f)VyZ + fVXVyZ + VxVyU
Y (X(f)Z - X(f)VyZ =Y(f)IVxZ - fVyVxZ
—VyVxU - XY (f)Z+Y(X(f)Z - fVixy1Z — VixyU

= f(VxVyZ —=VyVxZ -V xy|Z)
+VxVyU — VyVxU — Vixy U

= fR(X,Y)Z+R(X,Y)U (3.10)

elde edilir. n

Sonug 3.1.10. Egrilik tensor alan1 X ve Y vektor alanlarina gore ters-simetriktir.

Yani

R(X,Y)Z = —-R(Y,X)Z (3.11)
dir.
Kanat. Egrilik tensor alanimin tanimi kullamlarak her XY, Z € T'(T'M) igin

R(X,)Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ—-VixyZ
= —(Vyvxz —VxVyZ + V[Xy]Z)
= —(VyVxZ - VxVyZ - Viyx2)
= —RY,X)Z (3.12)
elde edilir. 0

M n-boyutlu bir Riemann manifold olsun. M manifoldunun &/ komgulugundaki
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koordinat sistemi £ = (z',...,z") olsun. Bu durumda X = 9;, Y = 9; ve Z = 0y,

vektor alanlari igin egrilik tensor alani

ijm

R(0;,0,)0m = Y _RP.0h (3.13)
h=1

biciminde yazilir.
Teorem 3.1.11. (M, g) bir Riemann manifold olsun. V Levi-Civita baglantis: verilsin.
Her X,Y,Z € I'(T'M) igin
R(X,Y)Z+RY,Z) X+ R(Z,X)Y = 0 (3.14)
esitligi saglanir (Birinci Bianchi Ozdesligi).
Kanat. Her X,Y, Z € T'(TM) olmak iizere
R(X,)Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ —-VxyZ

RY,2)X = VyVzX —V,;VyX — VX
R(Z,X)Y = VzVxY —VxV,Y —VxY (3.15)

bi¢iminde yazilir. Bu esitlikler taraf tarafa topladiginda

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = VxVyZ—-VyVxZ -V xy|Z
+VyVzX —V;Vy X
V71X +VzVxY
—-VxVzY -V Y (3.16)

elde edilir. Buradan da

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = Vx(VyZ—VY)
+Vy(VzX — VxZ)
+Vz(VxY — VyX)
—VixyZ = ViygX
—VizxY (3.17)
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elde edilir. Bu esitlik diizenlendiginde

RX,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Y = Vxl[V,Z] - VyyX
VY2, X] = VizxY
FVLX, Y] - VixnZ  (3.18)

olur. Buradan da

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = [X,[Y,Z]]+[Y,[Z. X]]
+Z,1X,Y]] (3.19)

bulunur. Bu esitligin sag tarafinda Teorem 2.2.4 deki 4. 6zellik olan Jacobi Ozdesligi
kullanildiginda
RX,)Y)Z+ R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0 (3.20)

bulunur. [

Sonug 3.1.12. (M, g) bir Riemann manifold olsun. R egrilik tensérii olsun. V
Levi-Civita baglantisi verilsin. Bu durumda her X,Y, Z, U € I'(T'M) i¢in

JR(X,Y)Z,U) = —g(R(X,Y)U,Z) (3.21)
gR(X,Y)Z,U) = g(R(Z,U)X,Y) (3.22)

esitlikleri saglanir.
Kanat. Her X, Y, Z, U € I'(TM) igin

g(R(X, Y)Z, U) = g(VXVyZ — Vyvxz — V[ny]Z, U)
= g(VXVyZ, U) — g(VyVXZ, U) — g(V[X7y]Z, U) (323)

dir. Teorem 3.1.5 (V) ozelligi kullanilarak

g(VxVyZ U) = Xg(VyZ,U)— g(VyZ,VxU)
= X(Yg(Z,U)—g(Z,VyU)) — g(VyZ,VxU)
= X(Yg(Z,U)) = (9(VxZ,VyU) + g(Z,VxVyU))
—9(VyZ,VxU)
= X(Yg(Z,U)) —g(VxZ,VyU) — g(Z,VxVyU)
—9(VyZ,VxU) (3.24)
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elde edilir. Benzer sekilde

g(VyVXZ, U) =

bulunur. Ayrica

Yg(VxZ,U)— g(VxZ,VyU)

Y(Xg(Z,U) - g(Z,VxU)) — g(VxZ,VyU)
Y(Xg(2.U)) = (9(VyZ.VxU) +9(Z,VyVxU))
—9(VxZ,VyU)

Y(Xg(Z,U)) - g(VyZ,VxU) — g(Z,VyVxU)
—9(VxZ,VyU) (3.25)

9(VixnZ,U) = [X,Y]g(Z.U) - g(Z, VixyU) (3.26)

olacagindan

gR(X,Y)Z,U) =

X(Yg(Z,U)) - 9(VxZ,VyU) — g(Z,VxVyU)
—9(VyZ,VxU) = Y(Xg(Z,U)) + g(VyZ,VxU)
+9(Z,VyVxU)+ g(VxZ,VyU)

—[X,Yg(Z,U) + 9(Z,Vixy)U)

X(Yg(Z,U)) =Y (Xg(Z,U)) - [X,Y]g(Z,U)
+9(Z,VyVxU) = g(Z,VxVyU) + g(Z,VixyU)
—(9(VxVyU.2) = g(VyVxU, 2) = g(VixnU, Z))
—g(R(X,Y)U, Z) (3.27)

elde edilir. Birinci Bianchi Ozdesliginin her iki tarafina da U € I'(T'M) ile i¢ carpim

uygulanirsa

J(R(X,Y)Z,U) + g(R(Y, 2)X,U) + g(R(Z,X)Y,U) = 0 (3.28)

elde edilir. Daha sonra ise X, Y, Z, U dairesel permiitasyonlar: ile

g(R(Y, 2)U,X) + g(R(Z,U)Y, X) + g(R(U,Y)Z,X) = 0
g(R(Z.U)X,Y) + g(RU,X)Z,Y) + g(R(X,Z)U,Y) = 0
g(R(U, XY, Z) + g(R(X.Y)U,Z) + g(R(Y,U)X,Z) = 0

bulunur. (3.28) esitligi ile bu son tig egitlik taraf tarafa toplanip gerekli diizenlemeler
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yapildiginda
g(R(Z,X)Y,U)+ g(R(U,Y)Z,X)+ g(R(X,2)U,Y)+ g(RY,U)X,Z) = 0
olur. Elde edilen bu egitlik diizenlediginde
gR(Z, X)Y,U)+g(R(Z,X)Y,U) —g(RY,U)Z,X) — g(R(Y,U)Z,X) = 0
bulunur. Buradan da
9(R(Z, X)Y,U) = g(R(Y,U)Z, X)
olur. Bu esitlikle X — Y, Y — Z ve Z — X degisimi uygulanirsa
g R(X,Y)Z,U)=9g(R(Z,U)X,Y) (3.29)

elde edilir. n

Tanmim 3.1.13. R egrilik tensorii olmak iizere Ric = C4 R bigiminde tanimlanan

(0,2) tipinden tensor alanina “Ricci egrilik tensori” denir.

Sonug 3.1.14. (M, g) bir Riemann manifold olsun. Levi-Civita baglantisina gore
Ricci egrilik tensort simetriktir. Yani her X, Y € I'(T'M) igin

Ric(X,Y) = Ric(Y, X) (3.30)
dir.

Kanat. Yerel {Ey, ..., E,} kargilikli ortonormal vektor alanlari kullamldiginda, esitli-
gin sol tarafi her X, Y € I'(T'M) i¢in

Ric(X,Y) = zn: 9(R(E:, X)Y, E;)
i=1
bigiminde yazilabilir [6]. Burada (3.29) esitligi kullanilarak
Ric(X,Y) Zg R(Y,E)E;, X)
elde edilir. Buradan da (3.12) ve (3.27) egitlikleri kullanilarak

Ric(X,Y) Zg (E;,Y)X, E;) = Ric(Y, X) (3.31)
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bulunur. [

Tanim 3.1.15. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifold olsun. V Levi-Civita baglan-
tis1 verilsin. Bu durumda v : (a,b) € R — M egrisinin hiz vektor alam V', v boyunca

paralel, yani
VyV =0 (3.32)

ise v egrisine jeodezik denir (bkz.[5]).

Sonug 3.1.16. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifold olsun. 7 : (a,b) € R - M
bir egri ve U C M komsulugunda bir koordinat sistemi £ = (z!,...,2") olsun. Bu

durumda ~ egrisinin bir jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

@*(z* o)
dt?

d(x' o y) d(a7 0 7)

= o =0 (3.33)

+T5(7)

olmasidir (bkz.[6] s.67).
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4 BURULMALI BAGLANTI

Bu bélimde Levi-Civita baglantisimi ve bir A € I'(T*M) 1-formunu kullanarak

yeni bir baglanti tanmimlayacagiz. Dolayisiyla yapacagimiz tanim (M, g) Riemann
manifoldu iizerinde bir de A € I'(T*M) 1-formu kullanilarak elde edilecektir:

Teorem 4.0.1. M manifoldu yukarida verilen A € I'(T*M) 1-formu ile birlikte bir
Riemann manifold olsun. Oyleyse her X,Y € I'(T'M) igin

VxY = VxY + AX)Y (4.1)

olarak tammlanan V fonksiyonu bir baglantidir. Bu tanimda V ile Levi-Civita

baglantisi gosterilmektedir.
Kamit. Her X,Y,Z € I'(TM) ve her f € C*°(M,R) i¢in

1. V ix+zY =f VxY+VY oldugunu gosterelim. V fonksiyonunun tanimi kulla-
nildiginda

VixezY = VixizY +A(fX+2)Y
= VixY + VY + A(fX)Y + A(Z)Y
= VXY + VY + fAX)Y + A(Z2)Y
= f(VxY +AX)Y) + VY + A2)Y
= fVUxY +V,Y (4.2)

bulunur. Bu esitlik géstermektedir ki VxY, X iizerinde C°°(M, R)-lineerdir.

2. Her X,Y,Z € (TM) ve A € R i¢in Vx(AY + Z)= AVxY + VxZ oldugunu

gosterelim. V fonksiyonunun tanimi kullanildigida

Vx(\Y +2) = Vx(\Y +2)+ AX)(\Y + 2)
= Vx\Y +VxZ+AX)\Y + A(X)Z
= MVxY+AX)Y)+VxZ+AX)Z
= AVyY +VxZ (4.3)

bulunur. Buradan da VY nin Y iizerinde R-lineer oldugu agik¢a gortilmektedir.
Son olarak Vx (fY) = fVx(Y) 4+ X(f)Y oldugunu gésterelim:
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3. Her f € C*°(M,R) i¢in

Vx(fY) = Vx(fY)+AX)fY

= X(f)Y + fVxY + fAX)Y

= f(VxY +AX)Y) + X(f)Y

= fVx(Y)+X(f)Y (4.4)
bulunur. [

Tanimlanan V baglantisinin burulma tensoriiniin ne oldugunu gorelim:

Sonug 4.0.2. Yukarida tanimlanan v baglantisinin burulma tensorii

T(X,Y) = AX)Y — A(Y)X (4.5)

dir.
Kanit. Burulma tensériiniin tanimimda V baglantisi goz 6niine alindiginda her X, Y e

I'(TM) igin

T(X,Y) = Vx¥ —VyX —[X,Y]
= VxY +AX)Y — (VyX + A(Y)X) — [X,Y]
= VxV —Vy X — [X, Y]+ AX)Y — A(Y)X
= AX)Y — AY)X (4.6)

elde edilir. Burada Levi-Civita baglantisinin burulma tensoriiniin sifir oldugu kulla-

nilmigtir. O]

Teorem 3.1.5 deki V. 6zelligin V baglantisi i¢in karsihgimn ne oldugunu gorelim:

Her XY, Z € I'(T'M) icin

X9V, Z)—g(VxY,Z)—g(Y,VxZ) =0 (4.7)
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oldugunu Levi-Civita baglantisindan biliyoruz. Dolayisiyla buradan

Xg(Y,2) - g(VxY,Z2) - g(Y,VxZ) = Xg(Y,Z) - g(VXY +AX)Y, Z)

(
—g(Y,VxZ + A(X)Z) (4.8)
= Xg(Y,2) - g(VxY, Z) = A(X)g(Y, Z)
—9(Y,VxZ) — A(X)g(Y, Z) (4.9)
= X9V, Z)—g(VxY,Z) —g(Y,VxZ)
—2A(X)g(Y, Z) (4.10)

olarak bulunur. Burada Levi-Civita baglantisinin V numarali 6zelligi kullanilirsa,
Xg(Y, Z) = g(VxY, Z) = g(Y,VxZ) = —2A(X)g(Y, Z) (4.11)

bulunur.

Yukarida tanimlanan V baglantisinin Koszul formiili

20(VxY,Z) = Xg(Y,2)+Yqg(Z,X) - Zg(X,Y)
—g(X, [Ya Z]) + g(Y, [Za X]) —I—g(Z, [X7 Y])

+2A(X)g(Y, Z) (4.12)

dir.
M bir Riemann manifoldu ve bu manifoldun &/ C M komsulugunda bir koordi-
nat sistemi = (:1:’1, ...,x™) olsun. XY, Z vektor alanlary, 1 <4, j, k < n olmak tizere
X = y, Y = @ ve Z = d_m olarak alalim. Bu durumda V%% =3 ffjak

olmak tizere Ffj U C M — R baglant1 katsayilarin1 bulmak i¢in Koszul formiilii

kullanilirsa ilk adimda
o i i B 0 0 0 n 0 0 0
ot O Oxm ) (91:’ oxi’ Oxm (995] orm’ Ozt

o 0
8xm (axz 8x3) +2A( ) <8x3 8xm)

(4.13)

esitligi elde edilir. Buradan

N O9jm . OGmi  0gij
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olur. Buradan da

er ( 8 ) = Qim  Ogmi 0% pp 0 (g 15)

oxk’ dx™ ox? oxJ ox™

elde edilir. Esitligi diizenledigimizde

a T~ 1 8.gm agmz 891
> Mg = 3 ( iy i _ @x]) + Aigim (4.16)

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafida ¢"" ile carpilip m iizerinden toplam alindiginda

=\ - 09; OGmi  0gi;
% gemg™ = =S gmn ((Cim  OGmi _ OFij
+ Z 9" Aigjm (4.17)
m=1

olur. >0 | g™ gpn = 0f esitliginden (burada g™" ile gx, nin olugturdugu matrisin

tersi anlagilmaktadir)

OGim agmi 09y
Z ksh _Z mh j _0Gij sh
L = ( ort | 0w 8xm) Y 418)

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse

- mh J _ ij h
§ j ( e ) + Ad! (4.19)

elde edilir. Bu egitlikte h «— £ indis degisimi yapilirsa

k. _ = km J _ J sk
I = 529 ( ori | ow axm) A (4.20)

m=1
oldugu goriiliir.

Teorem 4.0.3. A € I'(T*M) 1-formu ile birlikte (M, g) bir Riemann manifold olsun.
Ayrica A € T(T*M) 1-formu kapal (yani dA = 0) olsun. Oyleyse V ile gosterilen Levi-
Civita baglantisinin egrilik tensorii Ry ile, Teorem 4.0.1 de tamimlanan burulmal v

baglantisinin egrilik tensorii ﬁg birbirlerine esittir (yani szﬁg dir).

Kanit. dA = 0 ifadesi her X,Y € I'(T'M) igin

(dA)(X,Y) = XA(Y) — YAX) — A(X,Y]) =0 (4.21)
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esitligini verir. VyY = VyY + A(X)Y baglantisinin é@ ile gosterilen egrilik tensorii

Re(X,Y)Z = VxVyZ —VyVxZ —VixyZ

— Vx(VwZ+AY)Z) = Vy(VxZ + AX)Z) = VixnZ

= Vx(VyZ+AY)Z) + AX)(VyZ + A(Y)Z)
~Vy(VxZ 4+ AX)Z) - AY)(VxZ + AX)Z)
—VixyiZ — A(X,Y))Z

= VxVWZ+X(AY)Z+A(Y)VxZ+ AX)VyZ
+AX)A(Y)Z = VyVxZ — Y(AX)Z — A(X)VyZ
—A(Y)VxZ — AY)AX)Z — VixyZ — A(X,Y))Z

= VxVyZ —VyVxZ —VixyZ
+(X(A(Y)) - Y(AX)) - A([X, Y])Z

— Ry(X,Y)Z + (dA)(X,Y)Z

= Ry(X,Y)Z (4.22)

bi¢iminde bulunur. O]

Bu noktada Ry = R¢ oldugundan asagidaki sonuclar dogrudan elde edilir.

Sonug 4.0.4. (M, g) bir Riemann manifold olsun. dA = 0 olacak bigimde V baglantisi
verilsin. Bu durumda her XY, Z € I'(T'M) i¢in

Ro(X,Y)Z 4+ Re(Y, 2)X + Re(Z, X)Y = 0 (4.23)

esitligi (Birinci Bianchi Ozdesligi) saglanir.

Sonug 4.0.5. (M, g) bir Riemann manifold olsun. dA = 0 olacak sekilde V baglantisi
verilsin. Bu durumda her XY, Z, U € T'(TM) igin

9(Re(X,V)Z,U) = —g(Re(X,Y)U,2Z) (4.24)
9(Re(X,Y)Z,U) = g(Re(Z,U)X,Y) (4.25)

esitlikleri saglanir.
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5 SONUC

Bu tez ¢aligmasiyla Riemann geometrisi'nin temel bir kavrami olan Levi-Civita bag-
lantisi ile bir A 1-formundan yola ¢ikarak burulmali bir baglant: tanimlanmistir. Tezin
ozgiin taraflarindan birisi budur. Diger bir 6zgiin tarafi ise Levi-Civita baglantisinin
belirlemis oldugu egrilik tensori ile, bu calismada tanimlanan burulmali bir bag-
lantinin belirlemis oldugu egrilik tensoriiniin belirli kosullar altinda birbirlerine egit
olmasidir. Bu da gostermektedir ki Riemann manifoldunun egriligi baglantilar farkh
oldugu halde ayni kalabilmektedir. Bunun bir uygulamasi, kiitle ¢cekim teorilerinde
alan denklemleri degismezken hareket denklemlerinin modifiye edilebiliyor olmasidir.
Baglant1 kavraminda 1-formlarin kullanilmas fizik teorilerinde biiyiik 6neme sahip

olan Ayar (Gauge) teorilerinde de yer alir.
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