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Danisman: Prof. Dr. Murat LIMONCU

Bu tezde tiirevlenebilir manifold tanimindan sonra tiirevlenebilir egriler yardi-
miyla tanjant vektor kavrami tanimlanmigtir. Kotanjant vektor, vektor alani, 1-form
ve tensor alani gibi temel baz1 kavramlar verilmigtir. Riemann manifoldlarin temel
teoremi farkli bir bigimde ifade edilip sonrasinda ispatlanmigtir. Riemann egriligi,
Ricci egriligi ve skaler egrilik tanimlanmigtir. Riemann manifoldlarinda bazi dife-
ransiyel operatorler verilmigtir. Killing ve Harmonik vektér alanlarinin paralelligini

igeren iki teorem ispatlanmigtir.
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In this thesis, after the definition of differentiable manifold, the tangent vector
notion is defined via differentiable curves. It is given some basic notions such as
cotangent vector, vector field, 1-form and tensor field. The fundamental theorem of
Riemannian manifolds is differently reestablished and then it is proved. Riemannian
curvature, Ricci curvature and scalar curvature are defined. Some differential ope-
rators are given in Riemannian manifolds. Two theorems including parallelism of

Killing vector fields and Harmonic vector fields are proved.
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SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.1. Gegig fonksiyonlar:



Trs(M)
I'(TM)
I(T*M)

0 (M, R)

VxY

Ric

SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

n- boyutlu diferansiyellebilir manifold
Riemann manifoldu

p € M noktasinda tanjant vektorlerinin kiimesi
(r, s)- tipinden tensor alanlar1 kiimesi

M iizerindeki vektor alanlarimin kiimesi

M iizerindeki kovektor alanlarinin kiimesi

M iizerindeki C'* fonksiyonlarin kiimesi
Kontraksiyon

Y vektor alaninin X vektor alanina goére kovaryant tiirevi
Riemann egrilik tensori

Ricci egrilik tensorii

Skaler egrilik tensorii

Levi-Civita baglantisi
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1. GIRIS

Diferansiyel geometrinin ilk kavramlari manifoldlar ve tanjant vektorler olarak
diisiiniilebilir. Bu kavramlarin tanimlar: literatiirde farkli yaklagimlar sergilenerek
yapilabilmektedir. Bu kavramlar i¢in mesela Carmo [3], O’Neill [6] ve Gallot, Hu-
lin, Lafontaine [4] gibi kitaplarda yapilan tanmmlar kargilagtirilabilir. Bu ¢aligmada
O’Neill [6]" de verilen manifold (tiirevlenebilir manifold) tanimi ve bu tanim yapilir-
ken verilen notasyon ve terminoloji kullanilacaktir. Yine bu ¢aligmada tanjant vektor
kavrami, detaylariyla birlikte Carmo [3] ve Kobayashi, Nomizu [5]" da verildigi gibi
tanimlanacaktir.

Diferansiyel geometrinin temel alan1 olan Riemann manifoldlarinda Levi-Civita
baglantisinin varligi ve tekligi 6nemlidir. Bu Riemann manifoldlarin temel teoremi
olarak da isimlendirilir. Bu varlik ve teklik bir lineer izomorfizmanin sonucudur:
Lineer izomorfizmada ki 1 — 17 lik tekligi, ortenlik ise varligin1 getirmektedir. Bu ¢a-
ligmada Levi-Civita baglantisinin varligi ve tekligini sdyleyen bu teorem, s6z konusu
lineer izomorfizma daha da 6n planda tutularak farkli bir bigimde yeniden ifade
edilmigtir. Bu ifade ile teorem daha anlagilir hale gelmistir. Kozsul formiilii artik
teoremin bir parcgasi degil teoremin ispatinin bir parcasi olmustur.

Son olarak bu caligmada hem Killing vektor alaninin hem de Harmonik vektor
alanimin paralelligini veren, Bochner [1] ve Yano [9] tarafindan ispatlanan teorem-
ler yer almaktadir. Bu vektor alanlarimin paralelligi manifoldun geometrisinin ve
topolojisinin kisitlanmasina neden olur.

Bu tez caligmasi giris boliimii ile birlikte 7 boliimden olugmaktadir. Ikinci bo-
liimde tiirevlenebilir manifoldlar tammlanmistir. Ucilincii boliimde egriler iizerin-
den tanjant vektorleri tanimlanmistir. Ardindan kotanjant vektorler tanimlanmis-
tir. Dordiincii béliimde Vektor alanlar: tanimlanip Lie parantezinin 6zellikleri veril-
migtir. Sonrasinda Kovektor alanlar1 (1- formlar) tanimlanmigtir. Beginci boliimde
Tensor alanlar: ve tensorlerin tanimlar: yapilmistir. Altinci béliimde Riemann mani-
foldu tanimlanip Levi- Civita baglantisinin varligi ve tekligi ispatlanmigtir. Ardindan
Riemann manifoldu {izerinde bazi egrilikler ve operatorler tanimlanmigtir. Son bo-
limde Killing ve Harmonik vektor alanlari tanimlanip uygun varsayimlar altinda

her birinin paralellikleri gésterilmigtir.



2. TUREVLENEBILIR MANIFOLDLAR

Tanim 2.1. M bir topolojik uzay olsun. U C M agik alt kiimesi tizerinde bir (yerel)
koordinat sistemi, p = (z*,...,2") : U C M — p(U) C R™ bigiminde p(U) iizerinde
bir homeomorfizmadir. Burada her bir 1 < i < n indis degeri i¢in 2* : U C M — R
(z'(p) € R) fonksiyonlarina ¢’ nin koordinat fonksiyonlar denir. U’ ya koordinat

komsulugu ve (U, p) ikilisine de M’ nin bir n- boyutlu kart: denir.

Tanim 2.2. Bir n- boyutlu (tirevlenebilir) A atlase M’ nin n- boyutlu kartlarimn

bir koleksiyonudur oyle ki asaqidaki kosullary saglanar:
1. Her birp € M i¢in p € U olacak sekilde bu koleksiyona ait (U, ) kart varder.

2. Bu koleksiyondan alinan U NV # 0 ézelligine sahip tim (U,¢) ve (V, )

kartlary i¢in

boptipUNV)CR® — »(UNV)CR"
poy L p(UNU)CR® — oUNU)CR"

fonksiyonlar, C*°- sinifindan fonksiyonlardur.

Rn RTL

—

Sekil 2.1. Gegis fonksiyonlar:



Tanim 2.3. M’ nin n- boyutlu iki (tirevlenebilir) atlasy A ve A olsun. Ejer AUA’
de M "nin n- boyutlu bir (tirevlenebilir) atlasi ise A ve A atlaslarina uyumlu atlaslar

denir. Tim uyumlu atlaslarin birlesimine tam (maksimal) atlas denir.
M iizerinde keyfi bir A atlasini iceren tam atlas tektir(bkz. [6]).

Tanim 2.4. Hausdorff ozelligine sahip, ikinci sayilabilir (yani saylabilir bir tabany
olan) ve bir A tam atlaswyla donatilmas M topolojik uzayina n- boyutlu tirevlenebilir

manifold denir.

Mesela 2- boyutlu A (tiirevlenebilir) atlasina bir 6rnek,
M=5={(z,y,2) eR|2*+ 9+ =1} CR®

birim kiire tizerinde verilebilir (bu 6rnek i¢in bkz. [2]):
xy- diizlemini

R?* = {(z,y,2) € R*|z =0}
olarak diigiiniirsek
By = {(z,y) e R¥ 22 +4* < 1} C R?
acik yuvari tlizerinde

90;;+:Bxy — §?

(z,y) = o(zy) = (2,y,/1— 22— y?)

ve

go;yl_ ' B, — S°

(z,y) = opy (z,y) = (z,y, =1 — 22— ¢?)

fonksiyonlar1 terslenebilirdir. Ayrica bu fonksiyonlar ve tersleri siireklidir. Benzer

bi¢imde xz- diizlemi

R* = {(z,y,2) € R’|y = 0}



olarak alindiginda

B,. = {(z,2) e R} 2* +2* < 1}

acik yuvari tlizerinde

gp;zlJr :B,, — S*
(z,2) = @it (v,2) = (z,V1—122—222)
ve

0l By, — S

(z,2) = @i (2,2) = (z,—V1— 22 — 22 2)

fonksiyonlar1 da birer homeomorfizmadir. Son olarak yz- diizlemi
R* = {(z,y,2) € R’|z = 0}

alindiginda

By. ={(y,2) e R*|y* +2* < 1}

agik yuvar: tlizerindeki homeomorfizmalar

cp;ZIJr:ByZ — 92

(ya Z) = @;z{k(ya Z) = ( 1— y2 - Z2ay72>
ve

go;zlf : By, — S?
(yaz) = ngjzl—(yaz> = (_ 1 _y2 _Z2>y7 Z)
dir. Tiim bu fonksiyonlarin goriintii kiimelerinin M = S?’ yi orttiigii acikca bellidir

(Tanim 2.2’ nin 1. kogulu). Kesigimleri bog kiimeden farkh olan tiim agik kiimeler

i¢in (mesela go;yl 4+ N gpzjzl, # () Tanmim 2.2’ nin 2. kogulunun da saglandig1 goriiliir.



Tanim 2.5. R"’ nin dogal koordinat fonksiyonlars u*,u?, ..., u"

W R* - R

7= (q,q, - q) — u(Q)=aq

seklinde tanimlanar.
Bu tanim kulanilarak asagidaki sonug kolayca elde edilir:

Sonug 2.6. U C M agik kiimesi tizerinde ¢ = (x',... 2") homeomorfizmas: ile u*

dogal koordinat fonksiyonu bileskelendirilirse u* o p = ¥ elde edilir.

Simdi yukarida ki ¢ o ¢~! ve ¢ o ™! fonksiyonlar: sirasiyla (U N V) C R™ ve
(U NV) C R" tizerinde tiirevlenebilir olduguna goére bu fonksiyonlarin keyfi bir
A e Yp(UNV) ve keyfi bir B € (U N V) noktalarindaki n x n- tipinden Jacobi
matrisleri Tanim 2.5 ve Sonug 2.6 kullanilarak sirasiyla

O(po 711‘
(‘]‘A)ij - @T@f)

A
A(u'opoyp™)
oud
Oz’ o)
oud

ve

 OWpoph);
Uls)y = =1,
O(u'othpop™?)
o’
Ay op™")
ou’

B

B
dir. Brpe UNV C M i¢in A = ¢(p) ve B = ¢(p) ise bu noktalara karsilik gelen

Jacobi matrisleri birbirlerinin ters matrisleridir.

Tanim 2.7. Boyutlar swraswyla n ve m olan iki tirevlenebilir manifold M ve N

olsun. ¢ : M — N fonksiyonu verilsin. (U,&) M 'nin bir bir karts, (V,n) ise N’ nin



bir karty olsun. Oyleyse
nogof 1 E{(U)CR" — n(V)C R™

fonksiyonunu tirevlienebilir ise ¢- fonksiyonuna tirevlenebilir fonksiyon denir. (Yani

bir ¢ : M — N fonksiyonunun tirevlenebilir olmas: bu sekilde tanimlanar.)

UCM VCN
¢t i3 n~l| |7
£(U) C R 2y n(V) C R™

Bu tamim iyi tanimhdir: M manifoldunun p € U N U’ olacak sekilde (£, U) ve

(¢, U") kartlar verilsin. 1o ¢ o €1 fonksiyonu tiirevlenebilir olsun. Ayrica

nogof ™t = nogottogog!
= (nogo&o(Eot™)

esitligi gecerlidir. Bu esitlikte £ 0 &'~ fonksiyonu gecis fonksiyonu oldugundan tiirev-
lenebilirdir. Dolayisiyla iki tiirevlenebilir fonksiyonun bileskesi de tiirevlenebilirdir.
Benzer gekilde ¢(p) € N noktasi igin ¢(p) € V NV’ olacak sekilde N manifoldunun
(n, V) ve (1, V') kartlar1 alinir ise

nNopol™ = nonlonopol™

= (Wono(nogot™)

esitliginden ayni sonuca ulagilir.

Tanim 2.7 da N = R ve (R, id) kart1 ahnir ise agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.8. Boyutu n olan M manifoldu ve f : M — R fonksiyonu verilsin. (U, ¢§)

karty ile

fo&l:¢(U)CR" — R



olarak tamimlanan fonksiyon C*- sinifindan ise f : M — R fonksiyonu da C*°-

sinafindandwr (f € C°(M,R)).
Sonug 2.9. Bir f : M — R tirevlenebilir fonksiyonu ve p € U C M noktasinda
(U, €) kartr verilsin. Oyleyse

fotE(U)CR” — R

C*- simfindandir. Ayny p € M noktasy i¢in p € V' olacak sekilde (V,n) kart: da var
olsun. Oyleyse

font:in(V)CR* — R

fonksiyonu da tirevlenebilir bir fonksiyondur.

Kamit. f o &7V nin C°°- smifindan oldugu asikardir. p € M noktast U NV’ ye ait
oldugundan UNV # ¢’dir. UNV Cc U ve UNV C V oldugundan fo&~! ve fon™!
UNV C M'ye kisitlanabilir. Bu dogrultuda f o n~! fonksiyonu

font=fofofon = (fo& ) o((on ) in(UNV) —» R

bigiminde yazilir. Burada (£ o n7!) gecis fonksiyonu tiirevlenebilir oldugundan iki

tiirevlenebilir fonksiyonun bilegkesi de tiirevlenebilirdir. O]

Teorem 2.10. M, N, H boyutlar: sirasiwyla n, m,k olan manifoldlar ve f : M — N,
h: N — H fonksiyonlar: tirevlenebilir olsunlar. Oyleyse ho f : M — H fonksiyonu

da tirevlenebilirdir.

Kanat. (U,€),(V,n), (W, ) sirasiyla M, N, H manifoldlarinin kartlarn olsun.h o f

fonksiyonunun tiirevlenebilir oldugunun gosterilmesi igin,

po(hof)oct 1) CR" — (W) CR*



fonksiyonunun tiirevlenebilir oldugu gosterilmelidir.

po(hof)o&™ = po(hontonof)og™
= (pohon ') o(nofolt)

Bu esitlikte f ve h fonksiyonlarinin tiirevlenebilirliginden (pohon™!) ve (no fo&™1)
fonksiyonlar: tiirevlenebilirdir. Iki tiirevlenebilir fonksiyonun bileskesi de tiirevlene-
bilir oldugundan o o (ho f) o ¢! fonksiyonu da tiirevlenebilirdir. Tanimdan h o f

fonksiyonu tiirevlenebilirdir. O]

Tamm 2.11. ¢ : M — N werilsin ve tersi (¢~ : N — M) var olsun. Hem ¢ hem

de ¢~ tiirevlenebilir ise ¢ 'ye M den N 'ye difeomorfizma denir.

Tanim 2.12. M, n-boyutlu tirevlenebilir bir manifold olsun ve p € U C M nokta-
sinda (U, €) karty alinsin (€ = (2%, ...,z")).

O | e
Gq:ip:c (M,R) — R
Of | _0(fo&™)

seklinde tanimlanan dondisime f’nin p € U C M noktasindaki x° koordinatina gére

kismi tirevi denir.

Sonug 2.13. J4 ve Jg Jacobi matrisleri bu kismai tirev yardimayla

o)
(‘]‘A)ij - %

A
O(u'oporp™)
ou’
d(xtop™t)
oud

ox’
oy’

P=H(A)



(J}B)ij - oul
A(u'othop?)
ouw’
Ay op™)
ouw’

oy’
oxd

¢~1(B)
bigiminde yazilar.

Sonug 2.14. Birp e UNV C M noktasindaki (U, &) ve (V,n) kartlar: verilsin

€= (', 2% ....2"),n = (y', 92, ..., y")). éyleyse

oy’
2 Z Ozl

J

0
ox' »

0

Pay] p

degisim kural gegerlidir.

Kamit. Bir f € C°°(M,R) fonksiyonunun z%’ ye gore kismi tiirevi;

of | _ 9(fe&™)

oai|, g &)
S AV EULE D)
_ O(fon (%;(n% ))(f(p))

seklinde yazilabilir. Zincir kuralindan

o, - 3 A (0 61) o (o) 2ot i)
= A () 22 E D
_ of | d(no&™t);
- zj:a_yjp—aui (£(p))



olur. Koordinat fonksiyonu ve dogal koordinat fonksiyonu tanimlar: kullanilirsa

of
oxt »

- Z ayj A0 ey

p

- Z e 1))

p
. Z of ayj

N oy’ Gxi »
oy’ af
Oz |, 0y7 |,

bulunur. Bu esitlik her f € C*>°(M,R) fonksiyonu i¢in gegerli oldugundan

oy’
Ej: oxt

0
oxt »

0

Pay] p

sonucuna ulagilir.

10



3. TANJANT VE KOTANJANT VEKTORLER

Tanim 3.1. M, n- boyutlu tirevlenebilir manifoldunun bir p € M noktasi verilsin.
f: M — R ve, ¢ € R olmak tizere, a : (—e, ) — M fonksiyonlar: sirasiyla M ve
(—¢, €) tzerinde tirevlenebilir fonksiyonlar olsun dyle ki a(0) = p. a fonksiyonunun
(a(0) = p noktasindan gegen tirevienebilir egrisinin) a(0) = p noktasindaki tanjant

vektiri o (0) ile gdsterilen ve

t=0

kuraly ile tansmlanan o' (0) : C°(M,R) — R bigimindeki fonksiyondur. a(0) = p
olacak sekilde, tim o : (—e, €) — M tirevlenebilir fonksiyonlarinin (p € M nok-
tasindan gegen tirevlenebilir tim « egrilerinin) «(0) = p noktasindaki (veya t = 0
daki) tanjant vektorlerinin kimesine M’ nin p € M noktasindaki tanjant uzays denir

ve T,M ile gosterilir. Yani

T,M = {a'(0)| € € R, tirevlenebilira : (—€,€) — M, a(0) = p}
dir. T,M’ nin elamanlarina p € M noktasindak: tanjant vektorler denir. Eger tan-
jant vektorler v, € T,M biciminde gésterilir ise v, = o (0), a(0) = p dir.

Not 3.2. f: M — R ve a: (—€,€) = M tiirevlenebilir fonksiyonlar: igin bileske
fonksiyonu olan foa : (—€e) = R fonksiyonunun da tirevlenebilir oldugu Teorem

2.10 de belirtilmastir.

Sonug 3.3. v, € T,M tanjant vektiri verilsin. Her f,g € C*°(M,R) ve her A € R

1¢in
1. vy(f.9) = vp(f)-9(p) + f(P)vp(9)

2. vp(Af + g) = Mop(f) + v,(9)

esitliklers saglanar.

Kamt. v, € T,M ise v, = a'(0), a(0) = p olacak sekilde o : (—e¢, €) — M tiirevlene-

11



bilir egrisi vardir. Oyleyse ilk esitlik

vp(f.9) = &(0)(f.9)

_ d(fgoa)®)
dt t=0
_ d(fg)(e®)
dt t=0
_d(f(e@)))(g((t)))
dt t=0
_df(a(?)) dg(a(t))
= |, 9e0) + flal0) =
_ df(gt(ﬂ) o)+ ) dg(gt(t)) g
= v(fgp) + f(p)vs(9)
elde edilir. Ikinci esitlikte
w(Af+9) = a(0)\f+g)
AN + 9)al)
dt t=0
_dAf(a(t) +g(a(t))
dt t=0
_ \Ya®) dg(a(t))
dt t=0 dt t=0
= /\Up(f)+vp(g)
bi¢iminde elde edilir. O

Teorem 3.4. v, € T,M tanjant vektori ve p € U C M noktasin bir karte (U, ¢)

(p= (2", 2%,...,2")) olsun. Oyleyse,

0

t=0 Ox?

bp=a'0) = ¥ S(poan()

%

p

0
t=0 0"
0

t=0 Ozt

= Z%(uiogpoa)(t)

7

= Y S oa))

%

p

p

dir. Bu esitlikler kart seciminden bagimsizdar.

12



Kanat. Her f € C*°(M,R) igin,

wl(f) = S(foa)n
d

= Z(fovopoa)y)

O(fopt
_ Z (fauf)

t=0

t=0

B of | d

o d,,
= X gl g oo

of | d, ,
- i 8xfi p%(:ﬁoa)(t}

t=0

t=0

t=0

Bu son ii¢ egitlikte her f € C*°(M,R) igin saglandigindan

0

t=0 01"

p=a'0) = Y Seoan()
= Y Stogoa)n

%

= Y LEea))

i

p

0

t=0 Ozt
0

t=0 01"

p

p

egitlikleri elde edilir. Simdi Teoremin ikinci kismi gosterilecektir. p € U € M nok-

tasmin (U, o) kartma gore v, € T,M tanjant vektorii (Ikinci esitlikten)

0

t=0 Ox?

(3.1)

v, = Z %(uZ o poa)(t)

- p
1

bigiminde yazilir. p € U C M noktas1 ayrica (V,v) kartina da sahip ise (yani
p € UNYV) bu karta gére v, € T,,M nin ifadesi

d, . 0
P — § "
UP dt(u O@Z)O@)(t) tzoayi

%

p

13



olur. Simdi v, = Yv, oldugu gosterilecektir.

(3.1) esitliginden

vy, = thw opoa)t) tzoa‘;p

_ th@ opovopoa)n| |

) ZZJ;@(U e — <woa)<0>%(wo M, Oaii
ch % w@)é(w ° ], 5(?171'

_ 227 w0 aslt)]_on].

yazilir. Bu son esitlikte Sonug 2.14 kullanilrsa

=% 2], 2woan|_ | o4,
p Z%y_m% S oa]_ o,
- 25k dt >‘t03yim
- ;%Woa)k(t)t o
.

elde edilir.

Teorem 3.5. Bir p € M noktasiman bir (U, ¢

Keyfi secilen ky, ko, ...,

0

k
‘ + 20a2

0

‘ Tt (93:” p

biciminde tanimlanan w, tirevlemesi bir tanjant vektordir.

Kanit. K = (k1,ko,... k) E R" ve e € RT

a:(—ee) —

t

olmak tlizere

1

) karty verilsin(p = (z*,

T

2

e, x™)).

k, € R gercel saylary kullanilarak p € M noktasinda



fonksiyonunu (egrisini) tanimlayalim. Goriildiigii gibi @(0) = ¢(p) dir. Ayrica iste-
nirse € € R pozitif sayis1 &((—e,€)) C ¢(U) olacak sekilde de segilebilir. Simdi M

lizerinde

a:(—ee) — R”
t = at)= (¢ od)(t) = ¢ (e(p) +tK)
egrisini tanimlayalim. «(0) = p oldugu agiktir. Hatirlanirsa Teorem 3.4 deki esitlik-

ler tanjant vektor tanimindan baslayarak elde edilmisti. Oyleyse Teorem 3.4° deki

ikinci egitligin sag tarafi bu egriye gore olusturulur ise

5 owo @)@ g, = X gteta@g],
= 3 gt 1K) |
= X etk
— ; kz% i
o
bulunur. Dolayisiyla w, € T,,M olur. [

Simdi p € M ve v,, w, € T,M olmak iizere Teorem 3.4" den

0
Up = Zk’l%

%

0

p

P
dir. Burada v, = /(0) ve w, = £'(0) ise

d

]{Zz‘ = a(uiogpoa)(t)p
ve
d .
m; = E(UlOSOOm(t)p

15



dir. Simdi 7}, M’ de toplama islemi

0
vp—i—wp = Z(k‘z—i-mz)%p

(2

olarak tanimlanir. Teorem 3.5’ den dolay1 bu iyi tamimhidir. Disardan ¢arpma her

r € R igin

0
rv, = Z(rki)&ci

- p
)

olarak tanimlanir. Bu tanimda ayni gerekceyle iyi tamimhdir. §imdi 0, € T, M tan-

jant vektoriini tanimlayalim:

c:(—e¢) - M

t — ct)y=p
sabit fonksiyonunu alalm. Oyleyse her f € C=(M,R) igin

o] = S| = s -0

¢(0)(f) = T ,

p

esitligini saglayan ¢’(0) € T,M vektori sifir tanjant vektoridir ve 0, = ¢'(0) ile
gosterilir. Bu sifir tiirevlemesi Teorem 3.5" de k; = ky = -+ = k, = 0 durumuna

karsilik gelir. Son olarak v, € T, M nin toplama iglemine gore tersi

Tp = Z—ki

0
6mi p
olarak tanimlanir. Bu tanim da Teorem 3.5’ den dolay1 iyi tanimhidir. Lineer cebirden
bilindigi gibi 0, = (—1)v, = —v, dir. Bu tanimlarla 7, M, R iizerinde vektor uzayidir.
Bu vektor uzay i¢in {=—| }1<i<n, kiimesinin bir taban oldugu agiktir. Demek ki

895" p
Boy(T,M) = n dir.
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3.1. Kotanjant Vektorler

Bir n- boyutlu V' vektoér uzayimin dual uzayi, lineer cebirden bilindigi gibi
V*={L:V — R| L, R- lineer vektor uzay1}

bi¢imindeki n- boyutlu vektor uzayidir. Bu durumda bir p € M noktasinda adina

kotanjant uzay denilen ve T',* M olarak gosterilen n- boyutlu vektor uzayi
T,"M =16, : T,M — R|6,, R- lineer fonksiyon}

dir.
Tanim 3.6. p € M ve f € C®°(M,R) olsun. p € M noktasinda f’ nin diferansiyeli

df|, :TL,M — R

Up dﬂp(vp) = v,(f)

biciminde tanimlanan R- lineer fonksiyondur.
Sonug 3.7. df|p e T,*M dir.

Sonug 3.8. p € M noktasun bir karts (U, ) olsun. Oyleyse bir f € C>°(M,R)

fonksiyonunun p € M noktasinda ki diferansiyels

- of
_Zaxi

i=1

dx’

p

df

p p

dir.
Kamt. Her v, € T,M i¢in Teorem 3.4’ den

0

t=0 01"

b= Sl oa)®

p

17



dir. Oyleyse df ‘ nin tanimindan
p

& @) = ulf) (32)
= Z%(mioa)(t) tzoggip (3.3)
= Z gi: pd:l?i p(vp) (3.4)

7

olur. Son esitligin nedeni sudur: p € U C M de 2F : U € M — R koordinat

fonksiyonlarmin (1 < k < n) diferansiyeli

dz* p(vp) = Up(xk)
d, ,; oxk
— ;E(x oa)(t) D7 |y
d,

= 2@ o))

t=0

dir. Yukarida ki (3.4) esitligi her v, € T, M icin gecerli oldugundan

dx’

p

p p

- 9f
@f| = ; oxt
dir. ]

Bir p € M noktasmin kart1 (U, ¢) ise koordinat fonksiyonlarmin diferansiyeli
ile olugturulan {d$i|p}1§i§n kiimesi Ty M’ nin bir tabamdir. Mesela 6, € TyM ise

O, =>", )\Z-dxi|p olan \; € R gergel sayilar \; := 0,( 8?&

p) gergel sayilaridir.
Bir p € M noktasi i¢in p € U NV olacak sekilde (U, = (z!,22,...,2")) ve
(V.o(yt, 92, ..., y")) kartlar var ise

dyj

p

oz’
_ Z 5

p

dir.
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Not 3.9. Yukarda gereken yerlerde

ox%  O(aF o)
Ozt ou’ ©(p)
_ OWfopop™)
B ou' ©(p)
B ou”
S Oul L)
= oF

esitlige kullanilmastor.
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4. VEKTOR ALANLARI VE KOVEKTOR ALANLARI

Adina tanjant yigini denilen ve T'M ile gosterilen

TM = | J T.M = {(p,v,)|p € M ,v, € T,M} (4.1)
zeM

bigimindeki 2n-boyutlu manifold (detaylar1 igin bkz D.Carmo [1] ve B. O’Neill|2])

kullanmlarak, vektor alanlar1 agagidaki gibi tanimlanir:

Tanim 4.1. M, n- boyutlu tirevlenebilir bir manifold olsun. Her bir p € M nokta-

sina bir tanjant vektori karsilik getiren

ViM — | T.M=TM={(p,v,)|p € M, v, € T,M}
zeM

V- tirevlenebilir fonksiyonuna (tanjant yigininin kesitine) vektor alanay denir. Vektor

alanlariman kimesi T'(T M) ile gosterilir.

Sonug 4.2. Her A € R wve her f,g € C*°(M,R) i¢in

V:.C0®(M,R) — C®(M,R)
fo= (VD)) =V(f)

fonksiyonu R- lineerdir ve Leibniz kuralini saglar.
Kamit. Her p € M igin

1. R- Lineer

VIAf+9)p) = Vu(Af+9)
= AV,(f) +Vi(9)
= (AV(f)+V(9)(p)

iki fonksiyonun egitligi kavramindan

VIAf+g9) = AV(f)+ V(g)dir.
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2. Leibniz kurali

V(fg)p) = Vulfg)
(

N @)g(p) + f(p)(V(g))(p)
Ha+ fVig)(p)

:(V

iki fonksiyonun esitligi kavramindan

V(fg) = VI(flg+ fV(g)

dir.
O

Vektor alanlarinm kiimesi I'(T'M ), C°° (M, R) birimli ve degisimli halka tizerinde
modiil yapisina sahiptir.

Tanjant vektor bahsindeki Teorem 3.5 gz 6ntine alinir ise bir (U, ¢) kartina gore

bir V € I'(T'M) vektor alam

0
ox?

V:ZVi(xl,xQ,...,x”) (4.2)

olarak ifade edilir. Burada V' : U C M — R tiirevlenebilir fonksiyonlardir (Bilegen

fonksiyonlar).
4.1. Lie Parantezi

Tanim 4.3. M, n- boyutlu tirevlenebilir manifold olsun.

L]:T(TM) x T(TM) — T(TM)
(V,W) = [V,W](f) == VIW(f)) = W(V(]))

ile tanmamlanan [,]- operatorine Lie parantezi denir.

Sonug 4.4. W)V, Z € T(TM), A € R ve f,h € C°(M,R) olmak tizere;
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2. [V, V] = OF(TM)

V. VI(F)

3. NV +W,Z] = AV, Z] + W, Z]

AV + W, Z|(f) =

= (AV(Z(f
= AV(Z(f)
f
f

= \V(Z
= AV, 2]
- \V.Z

= Ocem,r) = Orcran (f)

AV +W)(Z(f)) = (Z(AV + W)([))

+ ZAV () +W(1)
+W(Z(f) =22V () = Z2(W([))
WI(Z(f)) = Z(W(f))

)+ W(Z(f) = (Z(\V
f

)
)

~—_ ~— S~ =

)= Z(V(f)) +
+ W, Z](f)
+ W, Z])(f)
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[V, AW + Z] = AV, W] +

[V, AW + Z]

[V, Z]

= AV, W]+ [V, Z](f)
= VAW +2)(f)) = AW + 2)(V([))

= VW) + 2(1) = QAW (V(f))
+Z(V()))

= VW) +V(Z(f) = WV ()
—Z(V(1)))

= AVW() +VZ(]) = WV ()
—=Z(V()

= AVW() + AW V() + V(Z(]))
—Z(V(1)))

= AMV,WI(f) + [V, Z](f)
= AV, W]+[V,Z)(f)

4. [V,hW] = V(R)W + [V, W]

[V, hWI(f)

—hW(V(f))

) )
) + V(W (f)
) ) =WV

+ h(V(W(f
f

~—_ O~  ~— =

(
f) +nlv, Wi(

[V, W] = =W (h)V + h[V, W]

RV, WI(f)

W (W (f)) = W(hV(f))

(f)) = W)V () + hW(V(f)))
W W (f)) =WV () = hW(V(f))
WV (f) +r(VIW(f)) = W(V(f))

(=W(R)V + h[V, W])(f)

)
hV (W (f)
)
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5. [[V.W], Z1+ W, Z], V] + [[Z, V], W] = Orrary (Jacobi bzdesligi)

6. Bir (U, ¢) kartina gire 0; = 5> ve 9; = 52 olmak iizere

103, 0;] = Or(ru)

[05,0;](f) = 0:0;f — 0;0:f
= 0,0;f — 0,0;f

= Oceerr) = Or(ran)(f)
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4.2. Kovektor Alanlar1 (1- Formlar)

Simde de T*M ile gosterilen ve

T°M = | T:M = {(p.6,)|p € M6, € T; M} (4.3)

zeM

olarak tanimlanan 2n- boyutlu manifold (kotanjant yigim) kullamlarak, kovektor

alanlar1 (1-formlar) asagidaki gibi tanimlanir:

Tanim 4.5. M, n- boyutlu tirevlenebilir bir manifold olsun. Her bir p € M nokta-

sina bir kotanjant vektori karsilik getiren

0:M — |JT;M=T"M={(p6,)|pecM,0,cT;M}
zeM

0- tirevlenebilir fonksiyonuna (kotanjant yigininin kesitine) kovektor alan (1- form)

denir. Kovektor alanlarman kiimesi T'(T*M) ile gosterilir.

Kovektor alanlarinim kiimesi, I'(T'M) vekor alanlarinin olugturdugu modiil uza-

yiin duali olan
M(T*M)={60:T(T'M)— C>*(M,R)|0, C>-lineer}

kiimesi olarak da ele almabilir. Ayrica I'(T* M) de C*° (M, R) birimli, degisimli halka
tizerinde bir modiildiir.
Tanmim 4.6. f € C°(M,R) olmak tizere

df :D(TM) — C(M,R)
Vs (@)@ = df] ()

bigiminde tanimlanan C*- lineer df fonksiyonuna f € C®°(M,R) fonksiyonunun

diferansiyeli denir.

Sonug 4.7. df € I'(T*M) dir.
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Sonug 4.8. Bir (U, = (z*,2%,...,2")) karti tizerinde

df =) ol
=1

dir.

Genel olarak bir (U, ¢ = (x,2?%,...,2")) kartinda bir § € T'(T* M) kovektor alan

(1- formu)

olarak yazilir. Burada 6; : U C M — R tiirevlenebilir fonksiyonlardir.
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5. TENSOR ALANLARI VE TENSORLER

Tanim 5.1. Tirevlenebilir bir n- boyutlu M manifoldu tizerinde bir T tensor alan:
T:(L(TM))" x (I'(T*M))* — C*(M,R)

bigimindeki C°- ¢ok lineer fonksiyondur. Bu fonksiyona (r,s)- tipinden (r. mer-
tebeden kovaryant s. mertebeden kontravaryant) tensor alany denir. (v, s)- tipinden

tensor alanlarinin kiimesi T,.s(M) ile gosterilir.

(r, s)- tipinden tensor alanlarinin kiimesi iizerinde toplama ve digardan garpma

islemleri agagidaki gibi tanimlanirsa

+77“8(M)X7;S(M) — 7:‘8(M)
(T,9) — (T,9)(Vi,....V;, 0% ....6°

= T(Vi,..., V08 05+ S(VA,... V., 08, ..., 6%)

 C%(M,R) x Trs(M) — Tps(M)
(£, T) — (f-T)(V1,...,V,,0',...,0°)

= fT(Vi,..., Ve, 08 . 05+ S(Vi, ..., V., 04 ... 6%)

(Trs(M), +, -, C*(M,R)) kiimesi C*°(M, R) birimli, degismeli halka tizerinde bir mo-
diildiir.

Vektor alanlar1 ve kovektor alanlarinda oldugu gibi tensoér alanlari da her bir

p € M noktasina bir tensor karsilik getirir. Yani p € M verildiginde
T, (T,M)" x (TyM)* — R

bigimindeki R- ¢ok lineer fonksiyonuna (r,s)- tipinden tensér denir. p € M nokta-

sindaki (7, s)- tipinden tensorlerin kiimesi R de bir vektor uzayidir.
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5.1. Tensor Alanlarina Ornekler

Bir kovektor alani (1- form) (1, 0)- tipinden kovaryant bir tensor alamdir. Ciinki
kovektor alanlar

0 :T(TM) — C™(M,R)

seklindeki C*°-lineer doniigiimlerdir.
Vektor alanlart (0,1)- tipinden tensor alanlar: olarak diigiiniilebilir: V' € T'(T'M)
ve § € I'(T* M) olmak {izere

olarak tammlanirsa bir vektor alani (0, 1)- tipinden kontravaryant tensor alani olur.
Clinkii bu tanimla

V :T(T*M) = C®(M,R)

seklinde C'*°- lineer doniigiimii elde edilir. Tensor alanlari tanimina bakilacak olu-
nursa r = 0,s = 1 dir.

Eger T : I'(TM)* — I'(TM) fonksiyonu C*°(M,R) gok-lineer ise (s, 1)- tipinden

T :T(TM)* x T(T*M) — C®(M,R)

tensor alani her w € I'(T*M) ve her V4,...,V; € I'(T'M) igin

T(w,Va,...,Vy) =w(T(Vi,..., V)

olarak tamimlanir. Dolayisiyla dogrudan 7' : I'(T'M)* — I'(T'M) fonksiyonu (s, 1)-

tipinden tensor olarak diisiiniilebilir.
5.2. Tensorlerin Carpimi, Bilegenleri ve Kontraksiyonu

Tanim 5.2. T} € T,5(M), Ts € Tpn(M) olmak tizere
her Vi, ..., Vi, Vist, oo, Ve € D(TM) ve her w', ... w w* .. w¥™ e T(T*M)

1$¢cin

(Tl ®T2)(‘/17 s '7‘/7'7‘/7‘+1 o '7‘/7’+m7w17 s 7ws7ws+17 te ’w8+n> =

1 s s+1 s+n
(Vi Vew o w) oV, ooy Vi, w7 oo w0
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olarak tanimlanan & : Trs(M) X T (M) = Tirim)(s4n) (M) seklindeki isleme tensor
carpumu denir. Ty tensori (r, s)- tipinden, Ty tensori (m,n)- tipinden ise gorilir ki

(Ty @ Ty) ¢arpem tensori (r +m, s + n)- tipinden bir tensordir.

Genel olarak tensor carpimi degisimli degildir. Ozel olarak Ty € T,o(M) kovar-

yant ve Ty € Tos(M) kontravaryant tensor alanlar ise
heT,=TT
dir. Clinkii tensor carpimi tanimindan

(1 RT)(Vi,...,Vwh . .o wf) = Ti(Va,..., Vi) Th(wh, ... w)
(LeTHW,...,.V,w', ... W) = Thw,. .. )T(W,...,V,)

bulunur. C*°(M,R)’ nin degigimli bir halka olmasimdan dolay1 7} ® Ty, = T, ® T}
elde edilir.
C*°(M,R)’ nin elemanlar1 (0, 0)- tipinden tensor alanlar1 olarak tanimlanir. Bir

fonksiyonun herhangi bir 7" tensor alaniyla tensor ¢arpimi
fT=Tx f=fT

olarak tanimlanir.
n- boyutlu M tiirevlenebilir manifoldunun bir U C M agig1 iizerinde bir
(U, = (2%,...,2")) kart1 alinsin. Bu kart {izerinde sirasiyla T(TM) ve T(T*M)’
nin
{é%wwé;}CF@M)
ve

{m{”@ﬂ}cmwM)
koordinat tabanlari kullamlarak bir 7' € 7,4(M) tensor alaninin bilegenleri

1 ?r:T<6 0

_ jl js
axh""’@xir’dJ; oo, dx >

notasyonu ile verilen T;llf € C*(M,R) fonksiyonlaridir. Bir (r,s)- tipinden T
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tensor alam (U, p = (2',...,2")) kart1 lizerinde

" Gl 4T a a 1 ]
- Z =T j5%®,..®%®d@"”®...®dz7

seklinde ifade edilir.

Simdi tensorlerin kontraksiyonunu tanimlayalim:

Teorem 5.3. Adina kontraksiyon denilen C : Ti1(M) — C(M,R) bi¢iminde tek
bir C°(M,R) lineer fonksiyon vardir oyle ki her V- € T'(TM) ve her w € T'(T*M)
1$cin

CVRw)=wlV) (5.1)
dir.

Bu teoremin ispati i¢in (bkz. [6][s.40]). Bu ispattan gikan sonug bir A € T1;(M)
icin

C(A) = iAj

olmasidir.

Bu tamim 1 <i <r, 1 < j < s olmak {izere herhangi bir T' € 7,s(M) tensor ala-
nima genigletilebilir: V4, ..., V,_; € T(TM) vektér alanlariile w!, ... w*! € T(T*M)
kovektér alanlar: verilsin, V' € T(TM) ve w € T'(T*M) olmak iizere T ile gosterilen

(1,1)- tipinden tensor alanim
TV, w)=TWV4,...,V,... . Viig,wh o w, . wh)

olarak tanimlayalim. Bu son esitlikte V' vektor alani i. kovaryant, w kovektor alani j.
kontravaryant haznededir. Oyleyse 7" nin i, j tizerinden C; (T") kontraksiyonu olarak

T kullanilirsa
(C;(T))(Vl,...,Vr_l,wl,...,...,ws_l) =C(T(Vi,...,0,.... Vi, ... e, w5 h)

tanum verilir.
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6. RIEMANN MANIFOLDLARI

Tamim 6.1. M ile diferansiyellenebilir bir n- boyutlu manifold gisterilsin. Oyleyse
g:D(TM)xT'(TM) — C*(M,R)

bicimindeks 2. mertebeden kovaryant g tensor alany
1. Her VW € I'(T'M) igin g(V,W) = g(W, V),
2. Her p € M ve sifurdan farkl her v, € T,M i¢in g,(v,,v,) > 0

kosullarini saghyorsa bu g tensér alanina Riemann metrik tensori ya da kisaca
Riemann metrigi denir. M manifoldu da Riemann manifoldu olarak adlandvriler. 11k

kosul simetriklik kosulu digert ise pozitif tanimbilk kosuludur.

Vektor alanlarinda (veya 1- formlarda) oldugu gibi tensor alanlar1 da M mani-
foldunun noktalaria tensorler karsilik getirirler. Dolayisiyla yukarida ki tanimdan
anlagilan; bir Riemann metrik tensor alaninin keyfi bir p € M noktasina kargilik
getirdigi

Gp : TyM x T,M — R

bi¢imindeki tensér 7, M’ de bir i¢ carpimdir. Yani Riemann manifoldlarinda her bir

noktadaki tanjant uzaylar birer i¢ ¢arpim uzayidir.

Tanim 6.2. Diferansiyellenebilir bir M manifoldu tizerinde ikinci mertebeden ko-
varyant g tensor alant simetrik olsun. Her p € M ve sifirdan farkl her x, € T,M
igin gp(vp, xp) = 0 esitliging saglayan tek ¢ozim v, = 0 € T,M ise g tensor alamina

nondejenere denir.
Teorem 6.3. Bir Riemann metrigi nondejeneredir.

Kanat. Varsayalim ki nondejenere olmasin. O halde her p € M ve sifirdan farkh
her z, € T,M igin g,(v,,z,) = 0 esitligini saglayan tek ¢oziim v, = 0 degildir.
Yani en az bir p € M vardir 6yle ki g,(0,,z,) = 0 olacak sekilde v, # 0 € T,M
vardir. Oyleyse x, = U, almirsa g,(0,,7,) = 0 esitligi de saglanmalidir. Fakat bu
g Riemann metriginin pozitif tanimliligi ile ¢eligir. Dolayisiyla bir Riemann metrigi

nondejeneredir. O]
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Bir n = (2!, 2?%,...,2") koordinat sisteminde Riemann metrigi,

g= Z gijdxi ® da’
ij=1
seklinde yazilir. Béyle bir koordinat sisteminde, g metrigi nondejenere oldugundan

X=0,= % alindiginda (her bir 1 < 1 < n igin)

9X V)= 01V = gV + g2V’ + - 4 gV =0
a=1
denklem sisteminin tek ¢oziimii V? = 0 dir. Oyleyse lineer cebirden bilindigi gibi
katsayilar matrisinin determinant1 sifirdan farkhdir det(g,,) # 0. Demek ki g,
matrisi her koordinat sisteminde terslenebilirdir. Simdi (U, = (z!,...,z")) kartina
gore "(g,,) "t = "(g") ile gosterilecek olan bu ters matrisin bir bagka
(V,€ = (v, 9% ...,y")) kartina gore karsihgr *(g,,)"" = $(¢"”) olsun. UNV # 0

olmak ftizere herhangi bir p € U NV i¢in

= izj(%))wuw(m)w %((% g a%‘ p)
= ;<J;<p>>uj<J@<p>>w £g(a%j : a%‘ p)
= L (o] ], ) e

dir. Oyleyse
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esitligi de saglanir. Demek ki

yani

"9yt = Z(J;(;))m‘ gg;j (Jop))vi

/1:7.]'

Z oz ¢ ij oz’ ‘
i,J Gyz vt 83/] P

oz*| Ox"
- ; o -

§qtd
D

pﬁyj D

dir. Bu egitlik her p € U NV igin gegerli olacagindan U NV C M {izerinde

Z 81’“ 31’ 5
dy’ 3yJ

i,7=1

esitligini elde ederiz. Bu esitlik Teorem 6.5 in ispatinda kullanilacaktir.
6.1. Levi-Civita Baglantisi

Tanim 6.4. Diferansiyellenebilir bir M manifoldu tizerinde
V:I(TM)xT'(TM) - T'(TM)

fonksiyonu her VW € I'(T'M) ve her f € C*(M,R) i¢in
1. Vy W, V dizerinde C*- lineer
2. VyW, W iizerinde R- lineer
3. Ny fW=V(/ )W =fVyW

kosullary saglaniyorsa V 'ya bir baglanty, VyW ya da W nun V ye gore kovaryant
tirevi denir. Ayrica Vy : T(T,M) — I'(T,M) ye de kovaryant tirev operatori denir.

Boyle bir fonksiyon var midir? sorusunu yanitlamak i¢in asagidaki teoreme ihti-

ya¢ duyulur:
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Teorem 6.5. Bir (M, g) Riemann manifoldu tizerinde her X,V € I'(T M) ig¢in

(@(V)(X) := g(V, X)

olarak tanwmlanan ¢ : T'(TM) — T'(T*M), V — (V) fonksiyonu bir C>®- lineer

izomorfizmadar.

Not 6.6. Kimi kaynaklarda ¢(V') 1- formu, V* ile de gosterilebilir. Bu 1- forma V

vektor alaninin metrik duali denir.
Kanat. Oncelikle ¢’ nin iyi tamiml oldugunu gosterelim: Yani ¢(V) gercekten 1-

form mudur? Her V, W, Z € I'(T'M) i¢in

(V)W +2) = g(V.fW +2)
= fg<‘/7W>+g<sz)
= f(@e(V))(W) + (6(V))(2)

olur. Yani ¢p(V'), C*- lineerdir ve (¢(V))(W) € C*°(M,R) oldugu agiktir. Gorildigi
gibi ¢(V) bir 1- formdur. Buna gore ¢ iyi tanimlhidir. ¢- fonksiyonunun bir C'*°- lineer

izomorfizma oldugu asagidaki sonuglardan elde edilir:

1. ¢, C°°- lineer midir? Yani her W, Z € I'(T'M) i¢in

O(fW +2Z) = fo(W) + ¢(2)
midir? Her V € I'(T'M) igin

(W +2)(V) = g(fW+2ZV)
= fgW.V)+g(Z.V)
= f@W) V) + (6(2))(V)
= (fo(W)+¢(2))(V)

esitligi saglanir. ki fonksiyonun esitligi tanim ¢(fW + Z) = fo(W) + ¢(2)

sonucunu verir.
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2. ¢ bire-bir midir? Yani ¢p(W) = ¢(Z) iken W = Z midir? ¢(W) = ¢(Z) ise her
VeT(TM) igin (p(W))(V) = (¢(Z))(V) olur. ¢’ nin tanmimindan

g(VV, V) = g(Z7 V)

dir. Buradan

g(W’V) _9(27 V) =0

esitligi elde edilir. ¢’ nin lineerliginden
gW —-2ZV)=0

olarak bulunur. g nondejenere oldugundan buradaki son esitlik ancak ve ancak

W — Z = 0 iken saglanir. Dolayisiyla W = Z dir. ¢- bire-bir doniisiimdiir.

3. ¢ orten midir? Yani verilen bir 0 € I'(T*M) igin ¢(W) = 0 olacak sekilde
W e I'(T'M) var mudur? Verilen bir 6- 1- formu herhangi bir koordinat sis-
teminde 6 = Y, 6;dz" olarak yazlabilir. Aramlan W € I'(T'M) bu koordinat
sisteminde W = 7, - ¢76,5% olarak almr ise (W € I(TM) nin koordinat
sisteminden bagimsiz oldugu hemen agagida gosterilecektir) her V € I'(T'M)

icin

(eW)(V) = gW,V)
.0
— g~
iy O 9
= 9(;93@@7;%@)
DA
i3,k
= > 0V

= 6(V)

esitligi saglanir. Bu egitlik her V' € T'(T'M) igin gegerli oldugundan ¢(W) =0
olarak bulunur. Dolayisiyla ¢- ortendir. Bu ii¢ 6zellikten ¢- fonksiyonunun

izomorfizma oldugu goriliir. Simdi W € I'(T'M)’ nin koordinat sisteminden
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bagimsiz oldugu gosterilecektir:

n _ niing Y
W= Z g ezt?xj
17-]

- Z ngim(aiz)%

_ Oz’ 0x? km9<5’yli>%i
Ayk dym ox Oyt /) OxI Oy”

i,5,k,m,l,r

oz’ oy 0
— 57‘ & _km : {0
Z ™y g Ori l Ay

ik,m,lr

k,m,l

= ; E km&gkay

= W

]

Simdi Tanim 6.4 de bahsedilen baglantinin varligiyla ilgili sorunun yanit1 agagi-

daki gibi verilebilir.

Teorem 6.7. (M, g) n- boyutlu bir Riemann manifold ve keyfice se¢ilmis iki vektor
alamy V,W € T(TM) olsun.

i. VW € I(TM) vektor alanlarina karsilik gelen ve her Z € T'(TM) i¢in

o (2) = 3[ValW,2)+Wo(Z,V) = Zg(V. W)

= —g(V,[W,Z]) + (W, [Z,V]) + g(Z,[V,W])

olarak tamimlanan Oy : T(TM) — C*°(M,R) bir 1- formdur.

it. Teorem 6.5 de tanimlanan ¢, C®- lineer izomorfizmast ve (i)’ de tanimlanan

Ovw 1- formu kullanilarak

Vv W = ¢ (Oyw)
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bi¢iminde tanimlanan V : T(TM) x T(TM) — T'(TM) fonksiyonu bir baglant-
dur (yani 1,2,3 saglanr) oyle ki her VW, Z € T(TM) i¢in

L VyW = VyV =[V,W]

1L Vg(W, Z) = g(VyW. Z) + g(W,Vy 2)

esitliklers saglanar.

iii. Verilen bir V : D(TM) x I'(TM) — I'(T'M) baglantis (yani 1,2,3 saglanwyor) I

ve II esitliklerini de saghyor ise verilen bu baglanty (i1) de tanimlanan baglanti-

dur. (ii) de tanimlanan baglantiya Levi-Civita baglantisy denir.

Kanat. (i) 6yw’ nin bir 1- form oldugu agagidaki gibi gosterilir:

Oyw(fX +Y)

bulunur.

% [vg(W, FX4Y)+We(fX +Y,V)
—(fX+Y)g(V,W) —g(V,[W, fX +Y])
(W, [ X +Y,V]) +g(fX +Y, [V, W])]
S [V UaW V) + Ve, Y) + W (£9(X,V))
Wg(V,Y) — fXg(V,W) = Yg(V,IW)

—g(V.W ()X + f[W, X] + [W,Y))

+g(W, f[X, V] + [V, V] = V(f)X)

+g(fX + Y, [V, W])]

2 (VoW x) + Wa(x,v) - xg(v, )
—g(V.[W, X]) + g(W, [X, V]) + g(X, [V, W)
+VgW,Y) +Wy(Y,V) —Yg(V,W)

—g(V, W, Y]) + g(W, [V, V]) + (Y, [V, W])]

fOvw (X) + 0w (Y)

(ii) 1k adimda VW’ nin tanimindan

¢(VVW) = bvw
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oldugu bellidir. Oyleyse her Z € I'(T' M) igin

(O(VvW))(2) = bvw (Z) (6.1)

olur. Bu egitligin saginda fyy nin tanimi, solunda da ¢ izomorfizmasinin tanimi

kullanilir ise

20(VyW, Z) = VgW,2Z2)+Wyg(Z,V)— Zg(V,IV)
—g(V, [W> Z]) + g(W7 [Zv V]) + 9(27 (V7 W))

esitligi (Kozsul formiilii) elde edilir. Kozsul formiilii yardimiyla Tanim 6.4 ve te-
oremde ki I ve II egitliklerini elde edelim: Kozsul formiiliinde V' = fX + Y olarak

aliirsa,

29(VixiyW, Z) = (X +Y)gW,2) + Wy(Z, X +Y) = Zg(fX +Y, W)
—g(fX + Y, W, Z]) + g(W, [Z, X + Y]) + g(Z,[fX + Y, V]

olur. g Riemann metriginin C*°- lineerligi ve
[Z, X +Y]=Z(/)X + flZ. X] + [2,Y] (6.2)

fX+Y W] =fIX,W]+[Y, W] -W()X (6.3)

esitlikleri yardimiyla

29(VixyW,2) = [fXgW,2)+Yg(W,Z)+ Z(f9(Z,X))
+Wg(Z.Y) = Z(f)g(X, W) — Zg(Y, W)
—f9(X, W, Z]) — g(Y,[W, Z])
+9(W. Z()X + f1Z, X]+ [2,Y])
+9(Z, fIX, W]+ [Y, W] = W(f)X)
= f9@2VxW,Z) + g(2VyW, Z)
= 2fg(fVXW + VyW, Z)
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elde edilir. Buradan

29(VixyW,Z) =29(fVxW +VyW,Z) = 0
QQ(fo+yW—vaW—VYmZ) =0

oldugu bulunur. g Riemann metrigi nondejenere olmasindan dolayn,

VixayW — fVXW — Vy W =0

dir. Sonug olarak

VixeyW = fVxW +VyW

esitligi elde edilir. Simdi kozsul formiiliinde W yerine aY + W alinirsa (a € R)

29(Vx(aY + W), Z) = XglaY +W,Z) + (aY + W)g(Z, X)
—Zg(X,aY + W) — g(X,[aY + W, Z])
+g(aY + W, [Z, X]) 4+ 9(Z,[X,aY + W])

olur. g Riemann metriginin C'*°- lineerliginden,

29(Vx (@Y +W),2) = aXg(Y,Z)+ Xg(W,Z) +aYg(Z,X)

+29(Z.X) —aZg(X,Y) — Zg(X, W)
—ag(X, [V, Z]) — g(X, [W, Z]) + ag(Y, [Z, X])
+9(W,[Z, X]) + ag(Z, [X,Y]) + 9(Z,[X, W])

= a(Xg(Y,Z)+aYg(Z. X) — aZg(X,Y)
—ag(X,[Y, Z]) + ag(Y,[Z, X]) + ag(Z, [X.Y]))
Xg(W,2Z) + Zg(Z, X) — Zg(X, W)
—g9(X, W, Z]) + (W, [Z, X]) + g(Z, [X, W])

= 2ag9(VyY, Z) + 29(VxW, Z)

= 29(aVxY +VxW,2)
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elde edilir. Buradan

29(Vx(aY + W), Z) —2g(aVxY + VxW,Z) =0

29(Vx(aY + W) —aVxY +VxW,Z) =0

oldugu bulunur. g nondejenere oldugundan,

VX(QY + W) = CLVXY + VXW

esitligi elde edilir. Kozsul formiiliinde W yerine fW alinirsa

29(Vv W, Z) = Vg(fW, W)+ fWy(Z,V) — Zg(V, fW)

—g(V,[fW, Z)) + g(fW,[Z,V]) + g(Z, [V, fW])

= V(fgW.2))+ fWyg(Z,V) = Z(fg(V,V))
—g(V. fW, Z] = Z(f)W) + fa(W.[Z,V])
+9(Z, V()W + f[V,W])

= V(NgW.Z)+ fVgW,Z) + fWg(Z,V)
—Z(fg(V,W) = fZg(V,W) = g(V, fIW, Z])
+9(Z, V()W) + fg(W,[Z,V]) + g(Z,V ([)W)
+9(Z, f[V,W])

= V(NgW.Z)+ fVgW,Z) + fWg(Z,V)
—Z(f)g(V,W) = fZ(g(V,W)) = fg(V,[W, Z])
+Z(NgV, W)+ fgW,[Z,V]I+V(f)g(Z,W)) + fg(Z,[V.W])

= 2V()gW.2) + f(Vg(W, Z) + Wg(Z,V) — Zg(V, W)
—g(V.[W, Z]) + (W, [Z,V] + g(Z,[V.W]))

= 2V(f)gW,2) +2fg(VvW, Z)

= 2(V()W + fVvW, Z)
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elde edilir. Buradan

29(Vy W, Z) =29(V([)W + fVyW,Z) = 0
29(VvfW = V()W = fVyW,Z) = 0

oldugu bulunur. g nondejenere oldugundan

Vv W =V([)W = fVyW = 0

dir. Sonug olarak

VyfW = V()W + fVyW

esitligi elde edilir. Kozsul formiiliinde ayr1 ayr1 Vi W ve ViV olusturulursa

29(VyW =VwV.Z) = 29(VvW,Z) - g(VwV, Z)
= VgW,2)+Wy(Z,V) — Zg(V.W)
—g(V, (W, Z]) + g(W, [Z,W]) + g(Z, [V, W])
~Wy(V,2) = Vg(Z W)+ Zg(W,V)
+9W, [V, Z]) = g(V.[Z,W]) = g(Z,[W, V])
= 29(Z,[V.W])
= 29([V,W],2)

oldugu goriiliir. Buradan

29(VyW = Vi V. Z) = 2([V, W], Z) = 0

29(VyW = VyV = [V.W],Z) =0

esitlikleri elde edilir. ¢ nondejenere oldugundan

VW = VyV = [V, W]
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bulunur. Digerlerine benzer bi¢gimde gerekli terimler kozsul formiiliinde olugturulursa
g- Riemann metriginin simetrikliginden ve Lie parantezinin ters simetrikliginden ilk

olarak

20(VvW, Z) = VW, 2)+Wg(Z,V)— Zg(V,IV)
—g(V, W, Z]) + g(W,[Z,V]) + g(Z,[V,W])

ve

29W,VvZz) = 29(VvZ W)
= Vg(Z,W)+ ZgW,V) - Wgq(V, Z)
—g(V,[Z,W]) + g(Z,[W,V]) + g(W, [V, Z])

sonuglar: bulunur. bu ifadeler taraf tarafa toplanilirsa

29(VvW, Z) +29(VvZ,W) =2V g(W, Z)

esitligi elde edilir. Buradan da

VoW, Z) = g(VvW, Z) + g(W, Vv Z) (6.4)

bulunur.

(iii) I ve II esitlikleri her V, W, Z € I'(T'M) igin saglandigindan

VoW, Z) = g(VyW,Z)+ g(W,Vy2)
Wg(Z,V) = g(VwZ,V)+g(Z,VwV)
—Zg(V\W) = —g(VzV,W) = g(V,VzW)

dir. T egitligi kullanilarak

VW, Z)+ Wg(Z,V) = Zg(V,W) = g(W,[V, Z]) + g(V,[W, Z])
= +9(Z,VyW)+g(Z,VwV)
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bulunur. Son egitlikte I yeniden kullanilir ise

o(VvW,2) = S[VolW.2)+ Wo(Z,V) - Zg(V, W)

—g(V, W, Z)) + g(W. [2,V]) + 9(Z, (V. W))]

elde edilir. ¢ izomorfizmasi ve fyy 1- formunun tanimi kullanilir ise bu son esitlik
her Z € I'(T'M) igin
(6(vvm))(2) = hyw (2)

esitligini verir. Oyleyse iki fonksiyonun esitligi tanimi bize

(Vv W) = bvw
yani
VyW = ¢~ (Bvw)
sonucunu verir. Bu (ii) de verilen VW tanimidir. O

Simdi bir vektor alaninin kovaryant diferansiyelinin tanimi verilecektir:

Tanim 6.8. M n- boyutlu tirevlenebilir bir manifold ve ¥V bir baglantr olsun. Bir

W € T(TM) vektor alana verilsin. Oyleyse

VIV :D(TM) — Ta(M)
X o (VW)(X) = VW

bigiminde tanimlanan VW : I'(TM) — I(TM) tensor alamna (VW € Ti1(M))
W e I(TM)’ nin kovaryant diferansiyeli denir.

VW fonksiyonunun (1,1)- tipinden bir tensor alani oldugu Tamm 6.4 (1)" den
agikga bellidir. Bu noktada kovaryant tiirev (1,1)- tipinden tensor alanlar igin de
kullamlabilir: T : T(TM) — T'(T'M) seklindeki (1, 1)- tipinden tensér alanimin ko-
varyant tiirevi (tensor tiirevi) her V,W € I'(T'M) igin

(VyT)(W) = VyT(W) =T(VyW)
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olarak tanimlanan VT € Ty, (M) tensor alanidir. Dahasi herhangi bir f € C*°(M, R)
fonksiyonu i¢in V' € I'(T'M) olmak iizere

Vyf = V(f)

olarak tammlanan esitlik, f € C*°(M,R) fonksiyonunun V' € I'(T'M) vektor alan
yoniindeki kovaryant tiirevinin tanimidir. Bu dogrultuda bu konuyla ilgili son olarak

su egitligi de verelim: V' € I'(T'M) olmak iizere

CL(VyT) = VyCi(T) = V(C{(T))

esitligi gegerlidir. Bu komiitatiflik esitliginin detaylar: igin bkz [6].
6.2. Riemann Manifoldlarinda Egrilikler

Teorem 6.9. M, n- boyutlu bir Riemann manifold olsun. V Leuvi-Civita baglantis

olsun. Her V.W, Z € T'(TM) ig¢in

R(‘/, W)Z = Vvvwz — VWVVZ — V[V,W]Z (65)

bigiminde tamimlanan R : (T(TM))?> — T(TM) fonksiyonu adina Riemann ejrilik

tensor alany ady verilen (3,1)- tipinden tensor alanidur.

Kamit. Tamim 6.4 da 1,2,3 kogullar1 ve (6.2) esitligi yardimiyle R fonksiyonunun W
bilegeni igin C*°- lineer oldugu asagidaki gibi ispatlanir. Her V, XY, Z € T'(T'M) ve
her f € C*(M,R) igin,

RV,fX+Y)Z = VoVixarZ — VixayVvZ — Vi pxoy)Z
Y ([VXZ 4V Z) = (JYXVVZ + Vy Vi 2)
~(Vvxssvixrvy Z)
= Vw(fVx2)+Vv(VyZ)— [VxVvZ —VyVyZ

—(VvinxZ + VyivxZ + Vi Z)
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dir. Kovaryant tiirevin 1, 2, 3 numarali 6zellikleri kullanilirsa

RV, fX+Y)Z = V(f)VxZ+ fVyVxZ+VyVyZ — fVxVvZ
~VyVvZ = V(f)VxZ — fVyx1Z — Vi Z
= f(VwVxZ -VxVvZ -VyxZ)—-VyVyZ
—VyVyZ —VyVy Z
= fR(V,X,Z)+ R(\V,Y,Z)

oldugu goriiliir. Tamim 6.4 da 1,2,3 kosgullar1 ve Lie parantezi yardimiyla R fonksi-
yonunun Z bilegeni ve V bilegeni i¢in C'*>°- lineer oldugu benzer sekilde gosterilir.

Buna gore R fonksiyonu (3, 1)- tipinden bir tensor alanidir. ]

Riemann egriligi bagka bigimlerde de ifade edilir: Her X, V, W, Z € T'(T'M) vektor

alanlar1 ve 6 € I'(T* M) kovektor alan i¢in

R(V,W,Z,0) := 0(R(V, W, Z)) (6.6)

ile de ifade edilir. Riemann egriligi 4. mertebeden kovaryant bir tensor alani

R(V,W, Z,X) := g(R(V,W, Z), X) (6.7)

seklinde de tanimlanir. (6.6) ve (6.7) esitlikleri kullanilarak 6 kovektor alani ve X
vektor alani arasinda ki iligki ise her VW, Z, X € I'(T'M) ve her § € I'(T*M) i¢in,

R(V,W.Z.X) = g(R(V,W,Z),X)
= g9(X,R(V,W,2))

dir. Burada Teorem 6.5 den,

R(V.W, Z,X) = ¢(X)(R(V, W, Z))
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yazilabilir. Dolayisiyla 8 = ¢(X) almip (6.6) kullanildiginda,

R(V,W,Z,X) = 0(R(V,W,Z))
= R(V,W,Z,0)
esitligi saglanir.

Teorem 6.10. M n-boyutlu bir Riemann manifold olsun. Her VW, Z, X € T'(T M)
wein asaqidaki esitlikler gegerlidir.

1. R(V,W,Z) = —R(W,V)Z

2. g(R(V,W)Z,X) = —g(R(V,W)X, Z)

3. R(V,W)Z + R(W, Z)V + R(Z,V)W =0 (Birinci Bianchi Ozdesligi)
4. g(R(V,W)Z, X) = g(R(Z, X))V, W)

Bu teoremin ispati i¢in bakiniz [6].

Tanim 6.11. M n- boyutlu bir Riemann manifold olsun. R Riemann egriligi olmak
tizere Ricci egriligi

Ric = (C{R) (6.8)

olarak tanwvmlanwr. Demek ki her VW € I'(T'M) i¢in

Ric(V.W) = (CIR)(V.W)

dir. Bu esitlikte V = 0, ve W = 0, alinarsa

Ricy, = Ric(9,,0,) = > R(0;,0y,0,,dx")

olur.
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Teorem 6.12. M n- boyutlu bir Riemann manifold olsun. M’ nin Ricci egriligi

simetriktir yani her V,W € I'(TM) ig¢in
Ric(V, W) = Ric(W, V)

dir.
Kanit. Ricci egriliginin simetrikligi { £, }1<n<p, ortonormal vektor alanlar: (bkz [6])

ve Teorem 6.10 daki egitlikler kullanilarak

Ric(V,W) = Zg (E;, VW, E))

n

— Z —g(R(E;, V)E;, W)

i=1

— Zg (V, E))E;, W)

= Zg (Ei, W)V, E))

= ch(W, V)

olarak gosterilir. O]

Tanim 6.13. M n- boyutlu bir Riemann manifold olsun.

S =C{Ci (97" ® Ric) Z 9" Ricy; (6.9)

ij=1
olarak tanimlanan fonksiyona Skaler egrilik denir.

6.3. Riemann Manifoldlarinda Bazi1 Operatorler

Bu boliimde Riemann manifoldlar: iizerinde baz diferansiyel operatérler tanim-

lanacaktir (bkz. [1], [6], [7]):

Tanim 6.14. M bir Riemann manifold olsun ve bir f € C®(M,R) fonksiyonu
verilsin. Her Ve T'(T'M) i¢in

gV V) =df (V) =V(f) (6.10)
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olarak tanvmlanan V f € T'(T M) vektor alamina f fonksiyonunun gradyant, denir.

g nondejenere oldugundan bdoyle bir Vf € T'(T'M) vektor alam vardir. Yani
Levi-Civita baglantisinin varligi ve tekliginde kullandigimiz énermede ki ¢ izomor-
fizmas1 burada da kullamlirsa Vf = ¢~'(df) dir. Burada df verilen f € C*(M, R)
fonksiyonunun diferansiyelidir.

Bir (U, §) kart1 iizerinde bir f fonksiyonunun gradyanti

L Of 0
Vi= Zg 029 Oz
i

seklindedir.

Tanim 6.15. M bir Riemann manifold olsun. Bir W € T'(TM) vektor alaninin
diverjans:

divW = CH(VW) € C*(M,R)
olarak tamimlanan fonksiyondur.

Bir W € I'(T M) vektor alaninin diverjans: bir (U, §) kart: {izerinde

divW = C(VW)

= > (VW)

i

= ) _(VIWV)(9;,dz")

%

= ) (Vo W)(dz')

%

= Y g (Vo Wy

1,5,k

— 3G (VaW)g(d;.0)

1,5,k

= 29" (Vo W)'0;,0)

1,9,k

= > g% g(Vo,W,0) (6.11)
ik

48



seklinde yazilir. Bununla birlikte bir f € C*(M,R) fonksiyonu ve bir W € I'(T'M)

vektor alan verilsin. Oyleyse

div(fW) =W(f)+ fdioW

dir.

Tanim 6.16. M bir Riemann manifold olsun.Bir f € C*(M,R) fonksiyonu veril-
sin. Her VW € I'(T'M) i¢in

(Hess(f))(V,W) :=g(VyV [, W)

bi¢iminde tanimlanana 2. mertebeden kovaryant Hess(f) tensor alanina f € C*°(MR)

fonksiyonunun Hessiani denir.

Bu tensor alaninim simetrik oldugunu gosterelim: Her V, W € I'(T'M) igin Tanim

6.16 kullanilarak

Hess(f)(V,W) = g(VyVf, W)
= Vy(VI. W)~ g(VI,TuW)
= VgV W) =gV, V'V + [V, IV])
= VW(f) —~ (Wg(VV) — g(VwVEV)) — V.WI(f)
— VW(f) = WV(f) +g(Vw V1, V) = [V, W](f)
= g(VwVL.V)
= Hess(f)(W.V)

elde edilir.

Tanim 6.17. M bir Riemann manifold olsun. Bir f € C*(M,R) fonksiyonunun
Laplacian’ 1

Af = div(VYf)

olarak tanimlanar.
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Bu tanimdan yola ¢ikilarak f fonksiyonunun Laplacian’ 1

Af =div(Vf) = Y g7g9(VaVf,0)
1,J
= Zgij(H%S(f))(@iaaj)
1,J

— ClCN g™ @ Hess(f)

olarak bulunur.
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7. KILLING VE HARMONIK VEKTOR ALANLARI

Bu béliimde Killing ve Harmonik vektor alanlar: tanimlanip paralellikleri goste-

rilecektir. Paralellikleri ispatlarken kullanacagimiz bazi kavramlar: tanimlayalim:

Tanim 7.1. M bir Riemann manifold ve T, K € T.s(M) olsun. Bir (U,§) karts

kullanilarak T ve K tensorlerinin i¢ carpimai

i ipflr ) J1.-J8 [rv1... 08
<T'K> =g 9 Gy - G L Km...m

= CC..Ce"'®..0¢"'09®..9g0TQK)

olarak tanimlanair.

Bu tanim kart se¢iminden bagimsizdir. Bu tanimdan hareketle, r =1 ve s = 1

alimirsa T, K € Ty (M) tensorlerinin ig carpimi (U, €) karti kullanilarak

<T,K> = Y ¢"gT'K]

1,7,k,1
= D 979> TFor, Y Kjd)
1,7,k,1 k l

= 39 9(T(0), K(5)

esitligi elde edilir.
Simdi (2,0)- tipinden simetrik tensor alanlarinin g Riemann metrik tensériinden

biiyiik ya da kii¢iik olma durumu tanmimlanacaktir:

Tanim 7.2. M bir Riemann manifold olsun ve T € Tao(M) simetrik tensor alana
verilsin. g Riemann metrigi ve A\ € R olmak tzere siraswyla T > Ag ve T < Ag

egitsizlikleri gegerlidir ancak ve ancak her X € T'(T'M) igin

T(X,X) = Ag(X,X)
T(X,X) < Ag(X,X)

esitsizlikleri saglanar.

Simdi Killing ve Harmonik vektor alanlarinin tanimlar: verilecektir.
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Tanim 7.3. M bir Riemann manifold ve Z € I'(T'M) bir vektor alani olsun. Her
V,W e IN(TM) igin

9(VvZ, W) = —g(V,VwZ) (7.1)
esitligi saglamyor ise Z € T(T M) vektor alanina Killing vektor alani denir.
Sonug 7.4. Killing vektér alanlarinin diverjansy sufirdor.

Kanat. Bir (U, &) kart1 kullanilarak bir Z Killing vektor alani igin

9(Ve,Z,0;) = —9(Vo,Z,0;)
yazilir. Oyleyse
> 979(VaZ,0) = =Y 979(Va,Z,0)
i,J Y]

= Z gjig(vaj Z, al)

1]

dir. Hem sol hem de sag tarafda (6.11) esitligi kullanilirsa
divZ = —diwZz

bulunur. Demek ki divZ = 0 olur. O

Tanim 7.5. M bir Riemann manifold ve X € T'(TM) bir vektér alant olsun. Her
V,W e IN(TM) igin

ve
divX =0 (7.3)
esitlikleri saglanwyor ise X € I'(T'M) vektor alanmina Harmonik vektor alans denir.

Simdi Bochner [1] ve Yano [9] tarafindan ispatlanan agagidaki teoremleri verelim.

Bu dogrultuda [7], [8] ve [10] kaynaklarina da bagvurulabilir.

Teorem 7.6. M n- boyutlu kompakt, kenarsiz, baglantily bir Riemann manifold ol-
sun. Eger

Ric <0

52



ise tim Killing vektor alanlary paraleldir. Yani tim Z € U(TM) Killing vektor

alanlar i¢in VZ =0 dar.

Kanat. 1k olarak V7 ifadesinin diverjansmi olusturalim:

dw(VZZ)

> 999(Vo,V22,0;)

i’j

> (gijg(vainZ, 9;) — 9"9(V2V5,2,0;) — 9" 9(Vo, 272, 9;)

i
+979(V2V0,2.9;) + 97 9(Via,21Z, aj))
N G99(NoV2Z ~ VN0 Z ~ Vo212, 0;)

.3

+3 (999(V2(V 2)(0).0) + 9" 9(V 5, 2-v,0.2.9)))
1,J

Rie(2,2)+ Y (79(V 2V 2)(0:),0;) + 47 9(V,, 22, 0)

2]
_gijg(vvzai Z, aj))
Rie(2,2) + Y, (979(V2(V2)(2),0;) = §79(V5, 2.V, 2)

12
~4"9((V2)(V20:),5,))
Rie(Z,2)+ 3 (999((V2V2)(:),0))) - < VZ,VZ >
2
Ric(Z,7) +CH(VzV2)~ <VZ, N7 >
Ric(Z,2) +V ,Ci(VZ)— < VZ,NZ >
Ric(Z,7) + Zdiv(Z)— <N Z,NZ > .

Son esitlikte Z € T'(T'M) Killing vektor alammin diverjanst sifir oldugundan

div(V7Z) = Ric(Z,2)— < V2, N7 >

yazilir. Teoremde verilen Ric < 0 varsayimi kullanilip her iki tarafin M manifoldu

iizerinde integrali alinirsa

/div(VZZ)dvol < —/ <VZ,NZ > dvol
M M

bulunur. Kenarsiz ve kompakt manifoldlarda herhangi bir W € I'(T'M) vektor ala-
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ninin diverjansi ile ilgili olarak
/ divWdvol = 0
M
esitligi gecerlidir (Diverjans Teoremi bkz [7] sayfa 364). Oyleyse yukaridaki esitsizlik
0 2/ < VZ,NZ > dvol
M

sonucunu verir. I¢ carpimin pozitif tanimlihig: bize fM < VZ,NVZ > dvol > 0

oldugunu soyler. Demek ki

/ <VZ,NZ > dvol =0
M

dir. Bu egitlikten < VZ,VZ >= 0 bulunur. Pozitif tammmhhk VZ = 0 olmasim

gerektirir. Yani Killing vektor alanlari paraleldir. O]

Teorem 7.7. M n- boyutlu kompakt, kenarsiz, baglantilv bir Riemann manifold ol-

sun. Eger

Ric>0

ise tiim Harmonik vektor alanlar paraleldir. Yani tiim X € I'(T M) harmonik vektor

alanlary icin VX =0 dir.

Kamit. Bu kez Vx X vektor alaninin diverjansi olusturulursa, bir 6nceki teoremin

ispatindaki benzer adimlarla
div(VxX) = Ric(X, X)+ < VX, VX >

esitligine ulagilir. Integrasyon bir énceki teoremde oldugu gibi kullanilirsa, bu teore-
min Ric > 0 varsayimi bize VX = 0 sonucunu verir. Yani harmonik vektor alanlar:

paraleldir. O
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8. SONUC

Bu ¢alisgmada O’Neill [6]” da verilen notasyon ve terminoloji kullamlarak, Carmo
[3] ve Kobayashi, Nomizu [5|” da verilen tanjant vektor kavrami detaylariyla birlikte
tanimlanmigtir. Bu ¢alismanin 6zgiin bir tarafi ise Riemann manifoldlarinin temel
teoreminin; (yani Levi-Civita baglantisinin varhgini ve tekligini igeren teoremin) ifa-
desinin, ¢ : I'(T'M) — T'(T'M) C°- lineer izomorfizmasi 6n planda tutularak yeniden
ifade edilmesidir. Bu lineer izomorfizma tiim detaylar: ile Teorem 6.5 (ve ispatinda)
da verilmigtir. Bunlara ek olarak bu caligmada Killing ve Harmonik vektor alan-
larinin paralelligini iceren Bochner [1] ve Yano [9] tarafindan ispatlanan teoremler
yer almaktadir. Killing vektor alanlarinin paralelligi, n- boyutlu Riemann mani-
foldun geometrisi iizerinde Killing vektor alanlarimin olugturdugu vektor uzayimin
boyutunun en fazla Riemann manifoldunun boyutu kadar olabilecegi kisitini getirir
(bkz [7]). Harmonik vektor alanlarinin paralelligi n- boyutlu Riemann manifoldun

topolojisi ile ilgili olan ve adina 1. Betti sayisi denilen sayiya b; < n kisitini getirir

(bkz [7]).
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