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ÖZET 

 

RİEMANN MANİFOLDLARINDAN SASAKİAN MANİFOLDLARINA 
TANIMLI KONFORMAL YARI-İNVARYANT RİEMANN 

DÖNÜŞÜMLER 

 

KARAGÖL, Sümeyye 
Yüksek Lisans, Matematik Bölümü 
Danışmanı: Doç. Dr. Murat POLAT  

Haziran 2025, 54 sayfa 
 

Dört bölümden oluşan bu tez çalışmasının birinci bölümü olan giriş kısmında Riemann 
dönüşümleri ve Riemann dönüşümleri üzerine yapılan çalışmalar hakkında detaylı bilgi 
verilmiştir. 

İkinci bölümde tez çalışmamıza kaynak oluşturacak temel kavramlar başlığı altında Riemann 
manifoldlar, kompleks manifoldlar, Riemann dönüşümler, yarı-invaryant Riemann 
dönüşümler ve Sasakian manifoldlar verilmiştir. 

Üçüncü bölüm orjinal sonuçlardan oluşmuştur. Bu bölümde daha önce Şahin ve Akyol 
tarafından [31] hemen hemen Hermityen manifoldlara tanımlı konformal yarı-invaryant 
Riemann dönüşümler fikri kontakt metrik manifold olan Sasakian manifoldlara 
genişletilmiştir. Bu bağlamda, Riemann manifoldlarından Sasakian manifoldlara tanımlı 
konformal yarı-invaryant Riemann dönüşümler incelenmektedir. Ardından, bu tür 
dönüşümlere basit olmayan bir örnek verilmekte ve 𝐷𝐷1,𝐷𝐷2,𝐷𝐷�1, 𝐷𝐷�2 liflerinin geometrisi 
incelenmektedir. Ayrıca konformal yarı-invaryant Riemann dönüşümlerin tamamen jeodezik 
olması için gerekli ve yeterli şartlar elde edilmiş ve bu tür dönüşümlerin harmonikliği 
araştırılmıştır. 

Dördüncü bölümde konformal yarı-invaryant Riemann dönüşümler ile ilgili ilerde 
yapılabilecek araştırma konularına değinilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Yarı-invaryant Riemann dönüşümler, Konformal yarı-invaryant 
Riemann dönüşümler, Sasakian manifoldları 
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ABSTRACT 

 

CONFORMAL SEMİ-İNVARİANT RİEMANNİAN MAPS TO SASAKİAN 
MANİFOLDS 

 

KARAGÖL, Sümeyye 
Master of Science in Department of Mathematics 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Murat POLAT 
June 2025, 54 pages 

 

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, detailed information is provided about 
Riemann maps and the studies conducted on these maps. 

The second chapter introduces the fundamental concepts that serve as the theoretical 
foundation of the thesis. In this context, Riemannian manifolds, complex manifolds, Riemann 
maps, semi-invariant Riemann maps, and Sasakian manifolds are presented. 

The third chapter contains the original contributions of the study. In this section, the concept 
of conformal semi-invariant Riemann maps, previously introduced by Şahin and Akyol [31] 
for almost Hermitian manifolds, is extended to Sasakian manifolds, which are contact metric 
manifolds. In this regard, conformal semi-invariant Riemann maps defined from Riemannian 
manifolds to Sasakian manifolds are examined. A non-trivial example of such maps is given, 
and the geometry of the distributions  𝐷𝐷1,𝐷𝐷2,𝐷𝐷�1, 𝐷𝐷�2 is investigated. Furthermore, necessary 
and sufficient conditions for these maps to be totally geodesic are obtained, and their 
harmonicity is analyzed. 

In the fourth and final chapter, potential directions for future research related to conformal 
semi-invariant Riemann maps are discussed. 

Keywords: Semi-invariant Riemann maps, Conformal semi-invariant Riemann maps, 
Sasakian manifolds 
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1. GİRİŞ 

Fischer, Riemann manifoldlar arasında tanımlı iyi bilinen genelleştirilmiş eikonal 

denklemi ‖ϑ∗‖2 = rankϑ denklemini sağlayan izometrik immersiyon (daldırma) ve 

Riemann submersiyonunun bir genellemesi olarak Riemann dönüşümü kavramını 

tanıtmıştır [16]. Bu denklem, geometrik optik ile fiziksel optik arasında bir köprü işlevi 

görmektedir. ϑ, �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann manifoldları arasında tanımlı ve  

0 <  rankϑ < min{boy( 𝑆𝑆1) , 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏( 𝑆𝑆2)} 

koşulunu sağlayan bir dönüşüm olmak üzere 𝑞𝑞 ∈  𝑆𝑆1 noktasında ϑ∗q  dönüşümünün 

çekirdek uzayı  Vq = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘ϑ∗q ve TqS1 teğet uzayı içinde bu çekirdek uzayının ortogonal 

tamamlayan uzayı  

�Hq = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘ϑ∗q�
⊥

 

şeklinde ele alınır. Böylece  𝑆𝑆1 manifoldunun 𝑞𝑞 noktasındaki teğet uzayı  

TqS1 = �𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘ϑ∗q�⨁�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘ϑ∗q�
⊥ = Vq⨁Hq 

eşitliği ile verilir.  

 

Benzer şekilde ϑ(𝑞𝑞) ∈  𝑆𝑆2 noktasındaki ϑ∗q nun görüntü uzayı 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟ϑ∗q ve Tϑ(𝑞𝑞)S2 

teğet uzayı içerisinde bu uzayın ortogonal tamamlayan uzayı �𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟ϑ∗q�
⊥

 şeklinde 

alınır. 

 

 rankϑ < min{boy( 𝑆𝑆1) , 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏( 𝑆𝑆2)}  
şartı altında 

�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘ϑ∗q�
⊥ ≠ 0 

eşitliği sağlanır. Böylece ϑ(𝑞𝑞) ∈  𝑆𝑆2 noktasında  𝑆𝑆2 nin Tϑ(𝑞𝑞)S2 tanjant uzayı  

Tϑ(𝑞𝑞)S2 = �𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟ϑ∗q� ⨁ �𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟ϑ∗q�
⊥

 

şeklinde bir ayrışıma sahip olduğu söylenebilir. Eğer   

ϑ∗𝑞𝑞ℎ : �𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘ϑ∗q�
⊥ → �𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟ϑ∗q� 

yatay kısıtlaması ��𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘ϑ∗q�
⊥,𝑔𝑔𝑆𝑆1|�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘ϑ∗q�⊥� ve �𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟ϑ∗q,𝑔𝑔𝑆𝑆2 ϑ(𝑞𝑞)|𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟ϑ∗q� 

uzayları arasında bir lineer izometri ise ϑ nin 𝑞𝑞 ∈  𝑆𝑆1 noktasında bir Riemann dönüşüm 
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olduğu söylenebilir. Başka bir deyişle ϑ, Γ ��𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘ϑ∗q�
⊥� e teğet olan her 𝐴𝐴1,  𝐴𝐴2  vektör 

alanı için  
𝑔𝑔𝑆𝑆2(ϑ∗ 𝐴𝐴1,ϑ∗ 𝐴𝐴2) = 𝑔𝑔𝑆𝑆1( 𝐴𝐴1,  𝐴𝐴2) (1.1) 

eşitliğini sağlar. 

 

Riemann dönüşümlerinin çeşitli özellikleri birçok araştırmacı tarafından kapsamlı bir 

şekilde incelenmiştir [29, 35, 36, 38, 43– 45, 48, 52, 53, 55– 57]. Riemann 

dönüşümler teorisiyle ilgili detaylı gelişmeler [49] kaynağından bulunabilir. Riemann 

dönüşümlerin bir genellemesi olan konformal Riemann dönüşümler ve bu 

dönüşümlerin harmonikliği [15], [51] çalışmalarda incelenmiştir. Konformal anti-

invaryant Riemann dönüşümler  [30] da çalışılmıştır. 

 

Bu tezde, yarı-invaryant Riemann dönüşümler ve tamamen reel altmanifoldların bir 

genellemesi olarak, söz konusu kavram hemen hemen kontakt metrik manifoldlara 

genişletilmektedir. Bu fikir kontakt metrik manifoldlar olan Sasakian manifoldlara 

genişletilmiş ve Riemann manifoldlarından Sasakian manifoldlara tanımlı konformal 

yarı –invaryant Riemann dönüşümler sunulmaktadır. Öncelikle bu dönüşüme basit 

olmayan bir örnek verilmekte ve konformal yarı-invaryant Riemann dönüşümlerin 

tamamen jeodezik olması için gerekli ve yeterli şartlar elde edilmektedir. Ayrıca 

çekirdek uzayı ve onun tamamlayıcı uzayındaki liflerin geometrisi ve bu tür 

dönüşümlerin harmonikliği araştırılmıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde Riemann manifold, kompleks manifold, Riemann dönüşümler ve 

Sasakian manifodlar ile ilgili bazı temel kavramlar ve teoremler ayrıntılı bir şekilde 

ele alınacaktır. 

 

2.1 Riemann Manifoldlar 

Tanım 2.1.1: 𝑆𝑆1 bir diferansiyellenebilir manifold ve 𝑆𝑆1 manifoldu üzerindeki 

diferansiyellenebilir vektör alanlarının kümesi 𝒳𝒳(𝑆𝑆1) olmak üzere ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,𝑍𝑍3 ∈

𝒳𝒳(𝑆𝑆1) ve 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℝ için, 

𝑔𝑔:𝒳𝒳(𝑆𝑆1) ×  𝒳𝒳(𝑆𝑆1) → ℂ∞(𝑆𝑆1,ℝ) 

olmak üzere 𝑔𝑔 dönüşümü 

(i) 𝑔𝑔(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2) = 𝑔𝑔(𝑍𝑍2,𝑍𝑍1), 
(ii) 𝑔𝑔(𝑍𝑍1,𝑍𝑍1) ≥ 0 için 𝑔𝑔(𝑍𝑍1,𝑍𝑍1) = 0 ↔ 𝑍𝑍1 = 0, 

(iii)𝑔𝑔(𝑎𝑎𝑍𝑍1 + 𝑏𝑏𝑍𝑍2,𝑍𝑍3) = 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑍𝑍1,𝑍𝑍3) + 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑍𝑍2,𝑍𝑍3) 

𝑔𝑔(𝑍𝑍1, 𝑎𝑎𝑍𝑍2 + 𝑏𝑏𝑍𝑍3) = 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2) + 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑍𝑍1,𝑍𝑍3) 

şartları sağlıyorsa 𝑔𝑔 dönüşümüne metrik tensör veya Riemann metriği denir. �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� 

ikilisine de Riemann manifoldu denir [3]. 

 

Tanım 2.1.2: Bir 𝑆𝑆1 Riemann manifoldu üzerinde tanımlanan metrik tensör 𝑔𝑔 olmak 

üzere 𝑉𝑉𝑝𝑝 ∈ 𝑇𝑇𝑝𝑝𝑆𝑆1 tanjant vektörünün uzunluğu, 

�𝑉𝑉𝑝𝑝� = �𝑔𝑔�𝑉𝑉𝑝𝑝,𝑉𝑉𝑝𝑝� (2.1) 

reel sayısı ile verilir [3]. 

 

Tanım 2.1.3: Bir 𝑆𝑆1 Riemann manifoldu üzerindeki metrik tensör 𝑔𝑔 olmak üzere 

sıfır olmayan  𝑈𝑈𝑝𝑝,𝑉𝑉𝑝𝑝 ∈ 𝑇𝑇𝑝𝑝𝑆𝑆1 tanjant vektörleri arasındaki 𝜎𝜎 ∈ [0,𝜋𝜋] açısı, 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑔𝑔�𝑈𝑈𝑝𝑝,𝑉𝑉𝑝𝑝�
�𝑈𝑈𝑝𝑝��𝑉𝑉𝑝𝑝�

 (2.2)

e hesaplanır [4]. 
 

Tanım 2.1.4: 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� →  �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2�  �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� ve  �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� diferansiyellenebilir 

manifoldları arasında tanımlanan diferansiyellenebilir bir dönüşüm, 𝑋𝑋 ∈ 𝑇𝑇𝑝𝑝𝑆𝑆1 
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vektörü  �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� manifoldundan seçilen 𝛼𝛼(𝑡𝑡) eğrisine 𝛼𝛼(𝑡𝑡0) = 𝑞𝑞 noktasında teğet ve 

𝜗𝜗(𝑞𝑞) = 𝜗𝜗�𝛼𝛼(𝑡𝑡0)� noktasında 𝛽𝛽 = 𝜗𝜗�𝛼𝛼(𝑡𝑡)� eğrisine teğet olacak şekilde 

 �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� manifoldundan seçilen 𝛼𝛼(𝑡𝑡) eğrisine 𝛼𝛼(𝑡𝑡0) = 𝑞𝑞 noktasında teğet olsun. 

𝜗𝜗(𝑞𝑞) = 𝜗𝜗�𝛼𝛼(𝑡𝑡0)� noktasında 𝛽𝛽 = 𝜗𝜗�𝛼𝛼(𝑡𝑡)� eğrisine teğet olacak şekilde 𝜗𝜗∗ �𝑋𝑋�𝛼𝛼(𝑡𝑡)�� 

vektörüne karşılık getiren dönüşümüne 𝜗𝜗 dönüşümünün türev dönüşümü denir ve 

𝜗𝜗∗: 𝑇𝑇𝑋𝑋𝑆𝑆1 → 𝑇𝑇𝜗𝜗(𝑋𝑋)𝑆𝑆2 ile gösterilir [2]. 

 

Tanım 2.1.5: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1�, �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann manifoldları ve 

𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

bir ℂ∞ dönüşümü olsun. ∀𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 ve 𝑈𝑈𝑞𝑞,𝑉𝑉𝑞𝑞 ∈ 𝑇𝑇𝑞𝑞𝑆𝑆1 için 

gS1�Uq, Vq� = gS2 �ϑ∗�Uq�,ϑ∗�Vq�� (2.3) 

eşitliği sağlanıyorsa 𝜗𝜗 dönüşümüne  �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� manifoldundan   �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� manifolduna 

tanımlı izometri denir [5,6]. 

 

Tanım 2.1.6: 𝑆𝑆1 manifoldunda tanımlı olan ℂ∞(𝑆𝑆1,ℝ) diferansiyellenebilir 

kümesinden seçilen bir 𝑓𝑓 fonksiyonu alalım. 𝑍𝑍1 ve 𝑍𝑍2 vektör alanları olmak üzere 

[, ]:𝒳𝒳(𝑆𝑆1) × 𝒳𝒳(𝑆𝑆1) → 𝒳𝒳(𝑆𝑆1) 
[𝑍𝑍1,𝑍𝑍2]𝑓𝑓 = 𝑍𝑍1(𝑍𝑍2𝑓𝑓) − 𝑍𝑍2(𝑍𝑍1𝑓𝑓) (2.4) 

olarak tanımlanan [, ] fonksiyonuna 𝑍𝑍1 ve 𝑍𝑍2 vektör alanlarının Lie braket operatörü 

veya parantez operatörü denir [1]. 

 

∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,𝑍𝑍3 ∈ 𝒳𝒳(𝑆𝑆1), 𝑓𝑓,𝑔𝑔 ∈ ℂ∞(𝑆𝑆1,ℝ) ve 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℝ olmak üzere Lie operatörü 

aşağıdaki özellikleri sağlar. 

i. [𝑍𝑍1,𝑍𝑍2] = −[𝑍𝑍2,𝑍𝑍1] 

ii. [𝑎𝑎𝑍𝑍1 + 𝑏𝑏𝑍𝑍2,𝑍𝑍3] = 𝑎𝑎[𝑍𝑍1,𝑍𝑍3] + 𝑏𝑏[𝑍𝑍2,𝑍𝑍3] 

iii. �𝑍𝑍1, [𝑍𝑍2,𝑍𝑍3]� + �𝑍𝑍2, [𝑍𝑍3,𝑍𝑍1]� + �𝑍𝑍3, [𝑍𝑍1,𝑍𝑍2]� = 0 (Jacobi özdeşliği) 

iv. [𝑓𝑓𝑍𝑍1,𝑔𝑔𝑍𝑍2] = 𝑓𝑓[𝑍𝑍1,𝑍𝑍2] + 𝑓𝑓(𝑍𝑍1𝑔𝑔)𝑍𝑍2 − 𝑔𝑔(𝑍𝑍2𝑓𝑓)𝑍𝑍1  
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Tanım 2.1.7: Diferansiyellenebilir bir  𝑆𝑆1 manifoldu üzerinde tanımlanan Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) 

vektör alanlarının kümesi olsun. ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,𝑍𝑍3 ∈  Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) ve 𝑓𝑓 ∈ ℂ∞(𝑆𝑆1,ℝ) için 

i. ∇�𝑍𝑍1+𝑍𝑍2𝑍𝑍3 = ∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍3 + ∇�𝑍𝑍2𝑍𝑍3, 

ii. ∇�𝑍𝑍1(𝑍𝑍2 + 𝑍𝑍3) = ∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍2 + ∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍3, 

iii. ∇�𝑓𝑓𝑓𝑓1𝑍𝑍2 = 𝑓𝑓∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍2, 

iv. ∇�𝑍𝑍1𝑓𝑓𝑍𝑍2 = 𝑍𝑍1[𝑓𝑓]𝑍𝑍2 + 𝑓𝑓∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍2 

koşullarını sağlayan ∇�: Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) → Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) dönüşümüne  𝑆𝑆1 manifoldu üzerinde 

tanımlanan afin konneksiyon veya lineer konneksiyon denir. Burada ∇�𝑍𝑍1 , 𝑍𝑍1 vektör 

alanına göre kovaryant türevdir [7]. 

 

Tanım 2.1.8: ∇�, bir  𝑆𝑆1 manifoldu üzerinde tanımlanan afin konneksiyon ve [, ] Lie 

braketi olsun. 𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) için, 

T: Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) × Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) → Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) 

(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2) → 𝑇𝑇(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2) = ∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍2 − ∇�𝑍𝑍2𝑍𝑍1 − [𝑍𝑍1,𝑍𝑍2] (2.5) 

ile tanımlanan tensör torsiyon tensörü olarak adlandırılır [1]. 

 

Tanım 2.1.9: 𝑆𝑆1 bir manifold ve ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈  Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) için  

𝑇𝑇(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2) = 0 

ise ∇� konneksiyonuna torsiyonsuz konneksiyon denir [8]. 

 

Tanım 2.1.10:  𝑆𝑆1 manifoldu üzerinde tanımlanan simetrik ve singüler olmayan bir 

bilineer form 𝑔𝑔 olmak üzere, eğer ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,𝑍𝑍3 ∈ 𝒳𝒳(𝑆𝑆1) için ∇� konneksiyonu,  

i. [𝑍𝑍1,𝑍𝑍2] = ∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍2 − ∇�𝑍𝑍2𝑍𝑍1 

ii. 𝑍𝑍1 𝑔𝑔(𝑍𝑍2,𝑍𝑍3) = 𝑔𝑔�∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍2,𝑍𝑍3� + 𝑔𝑔�𝑍𝑍2,∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍3� 

şartları sağlanırsa bu konneksiyon Levi-Civita konneksiyonu veya Riemann 

konneksiyonu olarak adlandırılır [9]. 

 

Tanım 2.1.11:  𝑆𝑆1 manifoldu üzerinde tanımlanan ∇� Riemann konneksiyonu, 

∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,𝑍𝑍3 ∈  Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) için 

 

2�∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍2,𝑍𝑍3� = 𝑍𝑍1�𝑔𝑔(𝑍𝑍2,𝑍𝑍3)� + 𝑍𝑍2�𝑔𝑔(𝑍𝑍3,𝑍𝑍1)�−𝑍𝑍3�𝑔𝑔(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2)� 
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−𝑔𝑔(𝑍𝑍1, [𝑍𝑍2,𝑍𝑍3]) + 𝑔𝑔(𝑍𝑍2, [𝑍𝑍3,𝑍𝑍1]) + 𝑔𝑔(𝑍𝑍3, [𝑍𝑍1,𝑍𝑍2]) (2.6) 

Koszul eşitliği ile belirlenir [9]. 

Teorem 2.1.1: Riemann manifoldu üzerinde bir tek Riemann konneksiyonu  (Levi-

Civita konneksiyonu) bulunur [10,11]. 

 

Tanım 2.1.12: �𝑆𝑆1, g𝑆𝑆1� bir Riemann manifoldu ve 𝛽𝛽: Ι → 𝑆𝑆1  bu manifold üzerinde 

tanımlanan bir eğri olsun. 𝑍𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) vektör alanı için 𝛽̇𝛽 = 𝛽𝛽∗ �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� olmak üzere 

∇�𝛽̇𝛽𝑍𝑍 = 0 ise 𝑍𝑍 vektör alanına 𝛽𝛽 eğrisi boyunca paraleldir denir [10]. 

 

Tanım 2.1.13: �𝑆𝑆1, g𝑆𝑆1� bir Riemann manifoldu ve 𝛽𝛽: Ι → 𝑆𝑆1  ye tanımlanan eğrinin 

teğet vektör alanı 𝛽𝛽 boyunca paralel olursa 𝛽𝛽 eğrisine jeodezik eğri denir [10]. 

 

Tanım 2.1.14:  S1m,  S2n birer Riemann manifoldu olmak üzere bu manifoldlar arasında 

tanımlanan bir 𝜗𝜗, −dönüşümü için 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 �𝜗𝜗∗�𝑇𝑇𝑞𝑞𝑆𝑆1 �� = 𝑚𝑚 ise 𝜗𝜗 nin 𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1  

noktasındaki rankı 𝑚𝑚 olur ve 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜗𝜗) = 𝑚𝑚 ile gösterilir. Eğer 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑆𝑆1) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝜗𝜗) =

𝑚𝑚 ise 𝜗𝜗 dönüşümüne immersiyon veya daldırma denir. Bu durumda 𝑆𝑆1 manifoldu 𝑆𝑆2 

manifoldunun immersed altmanifoldu olarak adlandırılır [12]. 

 

Tanım 2.1.15: 𝜗𝜗 immersiyonu birebir olursa 𝜗𝜗 dönüşümüne gömme veya immeding, 

𝑆𝑆1 manifolduna 𝑆𝑆2 manifoldunun gömülen altmanifoldu denir [4], [12]. 

 

Tanım 2.1.16: �𝑆𝑆1, g𝑆𝑆1� , �𝑆𝑆2, g𝑆𝑆2�  Riemann manifoldlarının boyutları sırasıyla 𝑚𝑚 ve 

𝑛𝑛 olmak üzere 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1, g𝑆𝑆1�  → �𝑆𝑆2, g𝑆𝑆2� bir immersiyon olsun. ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ Γ�𝑇𝑇𝑞𝑞𝑆𝑆1� için 

𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝜗𝜗∗𝑍𝑍1,𝜗𝜗∗𝑍𝑍2) = 𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2) (2.7) 

eşitliği sağlanıyorsa 𝜗𝜗 dönüşümü metriği koruyan immersiyon veya izometrik 

immersiyon olarak adlandırılır [11]. 

 

Tanım 2.1.17: 𝑆𝑆1 bir manifold ve 𝑧𝑧 manifold üzerinde bir nokta olsun. Her 𝑧𝑧 noktasına 

𝑇𝑇𝑧𝑧𝑆𝑆1 tanjant uzayının bir 𝐷𝐷𝑧𝑧 altuzayını karşılık getiren dönüşüme distribüsyon veya 

dağılım denir. 

𝐷𝐷: 𝑆𝑆1 → 𝑇𝑇𝑧𝑧𝑆𝑆1 
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𝑧𝑧 → 𝐷𝐷𝑧𝑧 ⊂ 𝑇𝑇𝑧𝑧𝑆𝑆1 

𝐷𝐷𝑧𝑧 nin diferansiyellenebilir 𝑟𝑟 boyutlu distribüsyon olması için her 𝑧𝑧 noktasında 𝐷𝐷𝑧𝑧 i 

geçen 𝑟𝑟 tane diferansiyellenebilir vektör alanının olması gerekir [2,11]. 

 

Örnek 2.1.1: Yukarıdaki distribüsyon tanımına göre her vektör alanının 1 − boyutlu 

bir distribüsyon tanımlayacağı aşikârdır [2]. 

 

Tanım 2.1.18: 𝑆𝑆1 bir diferansiyellenebilir manifold, 𝐷𝐷 bu manifold üzerinde tanımlı 

𝑟𝑟 −boyutlu bir ℂ∞ distribüsyon ve 𝑆𝑆1 manifoldunun altmanifoldu 𝑆𝑆1�  olsun. Eğer ∀𝑧𝑧 ∈

𝑆𝑆1�  noktasında 𝑆𝑆1�  altmanifoldunun tanjant uzayı ile 𝐷𝐷𝑧𝑧 aynı ise  𝑆𝑆1�  manifolduna  𝐷𝐷 nin 

integral altmanifoldu denir. Yani 𝜋𝜋: 𝑆𝑆1� → 𝑆𝑆1 dönüşümü bir imbedding olmak üzere 

∀𝑧𝑧 ∈ 𝑆𝑆1 için 

𝜋𝜋𝑧𝑧(𝑇𝑇𝑧𝑧𝑆𝑆1� ) = 𝐷𝐷𝑧𝑧 (2.8) 

eşitliği geçerli olur. Eğer D nin 𝑆𝑆1 manifoldunu kapsayan başka bir integral manifoldu 

yoksa 𝑆𝑆1 manifolduna 𝐷𝐷 distribüsyonunun bir maksimal integral manifoldu veya lifi 

denir [11]. 

 

Tanım 2.1.19: 𝑆𝑆1  bir ℂ∞ manifold ve 𝑆𝑆1  nin altmanifoldu 𝑆𝑆1�  olsun. Eğer ∀𝑧𝑧 ∈ 𝑆𝑆1�  için 

𝐷𝐷 distribüsyonunun 𝑧𝑧 noktasını kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa 𝐷𝐷 

distribüsyonuna integrallenebilirdir denir [6].  

 

Örnek 2.1.2: Boyutu 1 olan her distribüsyon (dağılım) integrallenebilirdir [2]. 

 

Tanım 2.1.20: 𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ 𝐷𝐷 için [𝑍𝑍1,𝑍𝑍2] ∈ 𝐷𝐷 ise 𝐷𝐷 distribüsyonuna involutivedir 

denir [2]. 

 

Teorem 2.1.2: (Frobenius Teoremi) 𝑆𝑆1 bir ℂ∞ manifold ve 𝐷𝐷, 𝑆𝑆1 manifoldu üzerinde 

tanımlı 𝑝𝑝 −boyutlu bir distribüsyon olduğu zaman her involutive distribüsyonunun 

integrallenebilir olduğu söylenebilir. Ayrıca, 𝐷𝐷 distribüsyonun ∀𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 noktasından 

geçen bir tek maksimal integral manifoldu vardır. 𝑞𝑞 noktasını içine alan diğer tüm 

integral manifoldlar bu maksimalin bir açık altmanifoldudur [2]. 
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Tanım 2.1.21: �𝑆𝑆1, g𝑆𝑆1� bir Riemann manifoldu ve bu manifold üzerindeki lineer 

konneksiyon ∇� olsun. ∀𝑍𝑍1 ∈ Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1),𝑍𝑍2 ∈ Γ(𝐷𝐷) için  

∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍2 ∈ Γ(𝐷𝐷) 

ise 𝐷𝐷 distribüsyonu �𝑆𝑆1, g𝑆𝑆1� manifoldunda paraleldir denir [6]. 

 

Tanım 2.1.22: � S1m,𝑔𝑔 S1m�, � S2n,𝑔𝑔 S2n� birer Riemann manifoldu ve 𝑛𝑛 < 𝑚𝑚 olmak 

üzere 

𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

diferansiyellenebilir örten dönüşümü için 

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗𝑧𝑧 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑆𝑆2 

ise 𝜗𝜗 dönüşümüne 𝑧𝑧 ∈ 𝑆𝑆1 de bir submersiyon denir. 𝜗𝜗 dönüşümü bir submersiyon ise 

 𝜗𝜗 ye 𝑆𝑆1 manifoldunda bir submersiyon denir [6,13]. 

 

Tanım 2.1.23: � S1m,𝑔𝑔 S1m�, � S2n,𝑔𝑔 S2n� birer Riemann manifoldu olmak üzere 

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

ile tanımlanan diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun. 𝑧𝑧 ∈ 𝑆𝑆1 için 

𝑉𝑉𝑧𝑧 = 𝑉𝑉𝑧𝑧( 𝜗𝜗) = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗𝑧𝑧 = {𝑍𝑍 ∈ 𝑇𝑇𝑧𝑧𝑆𝑆1|𝜗𝜗∗𝑧𝑧(𝑍𝑍) = 0} ⊂ 𝑇𝑇𝑧𝑧𝑆𝑆1 
ve 

𝐻𝐻𝑧𝑧 = 𝑉𝑉𝑧𝑧⊥ ⊂ 𝑇𝑇𝑧𝑧𝑆𝑆1 

olarak tanımlansın. 𝑉𝑉𝑧𝑧 ile verilen kümeye  𝜗𝜗 dönüşümünün 𝑧𝑧 noktasındaki dikey 

(vertical) uzayı denir. 𝑉𝑉𝑧𝑧 dikey uzayının dik tümleyen uzayı olan 𝐻𝐻𝑧𝑧 ye ise  𝜗𝜗 

dönüşümünün 𝑧𝑧 noktasındaki yatay (horizontal) uzayı denir. 𝑆𝑆1 Riemann 

manifoldunda 𝑧𝑧 ∈ 𝑆𝑆1 için  

𝑇𝑇𝑧𝑧𝑆𝑆1 = 𝑉𝑉𝑧𝑧 ⊕𝐻𝐻𝑧𝑧 = 𝑉𝑉𝑧𝑧 ⊕ 𝑉𝑉𝑧𝑧⊥ (2.9) 

şeklinde bir ortogonal ayrışımı vardır [5,6]. 

 

Tanım 2.1.24: � S1m,𝑔𝑔 S1m�, � S2n,𝑔𝑔 S2n� Riemann manifoldları ve 

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 



  

9 
 

olarak tanımlanan bir ℂ∞ dönüşüm olsun. 𝑧𝑧 ∈ 𝑆𝑆1 noktasına 𝑇𝑇𝑧𝑧𝑆𝑆1 in 𝑉𝑉𝑧𝑧 ve 𝐻𝐻𝑧𝑧 alt 

uzaylarını karşılık getiren z→ 𝑉𝑉𝑧𝑧 ve z→ 𝐻𝐻𝑧𝑧 bu iki dönüşüm, 𝑆𝑆1 üzerinde sırasıyla 𝑉𝑉 =

𝑉𝑉( 𝜗𝜗) ve 𝐻𝐻 = 𝐻𝐻( 𝜗𝜗) ile gösterilen ℂ∞ distribüsyonlarını karşılık getirir. 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉( 𝜗𝜗) 

cümlesine  𝜗𝜗 dönüşümünün dikey distribüsyonu (dikey alt demeti), 𝐻𝐻 = 𝐻𝐻( 𝜗𝜗) 

cümlesine ise yatay distribüsyonu (yatay alt demeti) denir [5,6]. 

 

Tanım 2.1.25: 𝑆𝑆1 manifoldundaki bir 𝑈𝑈 vektör alanı dikey alt demetinde ise 𝑈𝑈 ya 

dikey vektör alanı denir ve bu vektör alanlarının kümesi 𝜒𝜒𝑣𝑣(𝑆𝑆1) olarak gösterilir [2]. 

 

Tanım 2.1.26: 𝑆𝑆1 manifoldundaki bir 𝑈𝑈 vektör alanı yatay alt demetinde ise 𝑈𝑈 ya yatay 

vektör alanı denir. Bu vektör alanlarının kümesi 𝜒𝜒ℎ(𝑆𝑆1) olarak gösterilir [2]. 

 

Bir 𝑊𝑊 ∈ Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) vektör alanının yatay ve dikey kısımları sırasıyla ℎ𝑊𝑊 ve 𝑣𝑣𝑣𝑣 şeklinde 

bir gösterime sahiptir. 

 

Tanım 2.1.27: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1�, �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� birer Riemann manifoldu olmak üzere 

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

submersiyonu için ∀𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 noktasında 𝜗𝜗∗𝑞𝑞  türev dönüşümü 𝑋𝑋,𝑌𝑌 ∈ 𝐻𝐻𝑞𝑞, 𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 
için

𝑔𝑔𝑆𝑆2𝜗𝜗(𝑞𝑞) � ϑ∗𝑞𝑞(𝑋𝑋),   𝜗𝜗∗𝑞𝑞(𝑌𝑌)� = 𝑔𝑔𝑆𝑆1𝑞𝑞(𝑋𝑋,𝑌𝑌) (2.10) 

eşitliği geçerlidir. Bu eşitliğe göre, yatay vektörlerin uzunluğu korunuyorsa  𝜗𝜗 

dönüşümüne bir Riemann submersiyon denir [6,13]. 

 

Tanım 2.1.28: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1�, �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� birer Riemann manifoldu ve  

𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

ile tanımlanan dönüşümü bir Riemann submersiyon olsun. (1,2) − mertebeli 𝑇𝑇 temel 

tensör alanı, 𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈  Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) için, 

𝑇𝑇𝑍𝑍1𝑍𝑍2 = ℎ∇𝑣𝑣𝑍𝑍1𝑣𝑣𝑍𝑍2 +  𝑣𝑣∇𝑣𝑣𝑍𝑍1ℎ𝑍𝑍2 (2.11) 

eşitliği ile tanımlanır [6,14]. 

 

Her 𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,𝑍𝑍3 ∈  Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) için 𝑇𝑇 temel tensör alanı aşağıdaki özellikleri sağlar.  
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i. 𝑔𝑔�𝑇𝑇𝑍𝑍1𝑍𝑍2,𝑍𝑍3� = −𝑔𝑔�𝑇𝑇𝑍𝑍1𝑍𝑍3,𝑍𝑍2� ( 𝑇𝑇𝑍𝑍1 lineer operatör ve anti-simetriktir.) 

ii. 𝑇𝑇𝑍𝑍1 dikey ve yatay alt uzayların rollerini değiştirir. 

iii. 𝑇𝑇𝑍𝑍1 = 𝑇𝑇𝑣𝑣𝑍𝑍1  eşitliği vardır (𝑇𝑇 dikey tensör alanıdır.) 

iv. 𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈  Γ(𝑉𝑉) için  𝑇𝑇𝑍𝑍1𝑍𝑍2 = 𝑇𝑇𝑍𝑍2𝑍𝑍1 eşitliği vardır ( 𝑇𝑇 dikey tensör alanı 
simetriktir) [6,14]. 

 

Tanım 2.1.29: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1�, �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� birer Riemann manifoldu  

𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

dönüşümü bir Riemann submersiyonu olarak tanımlansın. (1,2) tipli 𝐴𝐴 temel tensör 

alanı  𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈  Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) olacak şekilde 

𝐴𝐴 𝑍𝑍1  𝑍𝑍2 = ℎ∇𝑣𝑣 𝑍𝑍1𝑣𝑣 𝑍𝑍2 +  𝑣𝑣∇ℎ 𝑍𝑍1𝑣𝑣 𝑍𝑍2 (2.12) 

ile tanımlanır [6,14]. 

 

𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,𝑍𝑍3 ∈  Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) için 𝐴𝐴 temel tensör alanının özellikleri aşağıdaki gibi verilebilir. 

i. 𝑔𝑔�𝐴𝐴𝑍𝑍1𝑍𝑍2,𝑍𝑍3� = −𝑔𝑔�𝑇𝑇𝑍𝑍1𝑍𝑍3,𝑍𝑍2� (𝐴𝐴𝑍𝑍1  lineer operatör ve anti simetriktir.) 

ii. 𝐴𝐴 𝑍𝑍1, dikey ve yatay alt uzayların rollerini değiştirmektedir. 

iii. 𝐴𝐴 𝑍𝑍1 = 𝐴𝐴ℎ𝐸𝐸 dir. Yani 𝐴𝐴 yatay tensör alanıdır. 

iv. 𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈  Γ(𝐻𝐻) için 𝐴𝐴 𝑍𝑍1  𝑍𝑍2 = −𝐴𝐴 𝑍𝑍2  𝑍𝑍1 dir. Yani 𝐴𝐴 yatay tensör alanı 

alterneleyendir [6,14]. 

 

Lemma 2.1.1: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� ve  �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann manifoldları arasında tanımlanan 

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2�  

dönüşümü Riemann submersiyon ve 𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 ∈  𝜒𝜒ℎ(𝑆𝑆1), 𝑉𝑉1,𝑉𝑉2 ∈  𝜒𝜒𝑣𝑣(𝑆𝑆1) için 

∇𝑉𝑉1𝑉𝑉2 = T𝑉𝑉1𝑉𝑉2 + ∇�𝑉𝑉1𝑉𝑉2 (2.13) 

∇𝑉𝑉1𝑋𝑋1 = h∇𝑉𝑉1𝑋𝑋1 + T𝑉𝑉1𝑋𝑋1 (2.14) 

∇𝑋𝑋1𝑉𝑉1 = 𝐴𝐴𝑋𝑋1𝑉𝑉1 +  𝑣𝑣∇𝑋𝑋1𝑉𝑉1 (2.15) 

∇𝑋𝑋1𝑋𝑋2 = ℎ∇𝑋𝑋1𝑋𝑋2 +  A𝑋𝑋1𝑋𝑋2 (2.16) 

eşitlikleri sağlanır [6,15]. 

 

Tanım 2.1.30: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann manifoldları arasında tanımlanan 
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 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

dönüşümü Riemann submersiyon olsun. 𝑇𝑇 tensör alanı sıfır olduğunda  𝜗𝜗 

dönüşümünün herhangi bir   𝜗𝜗−1(𝑧𝑧) lifine  𝑆𝑆1 manifoldunun tamamen jeodezik alt 

manifoldu denir [6,15]. 

 

Tanım 2.1.31: 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� ye tanımlı bir dönüşüm ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� manifoldu 

üzerindeki konneksiyon  ∇2 olsun. 𝜗𝜗 dönüşümü boyunca �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� manifoldu 

üzerindeki ∇2𝜗𝜗 konneksiyonu 𝜗𝜗 boyunca ∇2 konneksiyonunun bir geri çekme 

(pullback) konneksiyonudur [28]. 

 

Tanım 2.1.32: 𝜗𝜗, �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann manifoldları arasında tanımlanan bir 

dönüşüm olsun. Bu dönüşüm boyunca ∇2 nin geri çekme konneksiyonu ∇2𝜗𝜗, her 

𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈  Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) için  

∇𝜗𝜗∗: Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) × Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) → Γ𝜗𝜗(𝑇𝑇𝑆𝑆2) 

(∇𝜗𝜗∗)(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2) = ∇𝑍𝑍1
2𝜗𝜗𝜗𝜗∗(𝑍𝑍2) − 𝜗𝜗∗�∇𝑍𝑍1

1 𝑍𝑍2� (2.17) 

biçiminde tanımlanan ∇𝜗𝜗∗ dönüşümü 𝜗𝜗 nin ikinci temel formu olarak adlandırılır 

[2,28]. 

 

Önerme 2.1.1: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1�, �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� birer Riemann manifoldu   

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

bir dönüşüm olsun. ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈  Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) için 

(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2) = (∇ 𝜗𝜗∗)(𝑍𝑍2,𝑍𝑍1) 

eşitliği vardır. Bu eşitlik ikinci temel formun simetrik olduğu anlamına gelir [2,16]. 

 

Tanım 2.1.33: 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1𝑚𝑚,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2𝑛𝑛,𝑔𝑔𝑆𝑆2� bir dönüşüm ve (𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, … , 𝑒𝑒𝑚𝑚),  Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) için 

yerel ortonormal çatı olsun.  𝜗𝜗 dönüşümünün tensiyon alanı 𝜏𝜏( 𝜗𝜗), ∇ 𝜗𝜗∗ ikinci temel 

formunun izine eşittir. Yani  

𝜏𝜏( 𝜗𝜗) = 𝑖𝑖𝑖𝑖(∇ 𝜗𝜗∗) = �(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑒𝑒𝑖𝑖 , 𝑒𝑒𝑖𝑖)
𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

(2.18) 
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eşitliği vardır.  𝜗𝜗 dönüşümünün tensiyon alanı  𝜗𝜗 boyunca bir vektör alanıdır. 𝜏𝜏( 𝜗𝜗) ∈

Γ 𝜗𝜗(𝑇𝑇𝑆𝑆2) dir [2,16]. 

 

Tanım 2.1.34: Eğer 𝜏𝜏( 𝜗𝜗) = 0 ise 
 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

dönüşümüne harmonik dönüşüm denir [2,16]. 

 

Tanım 2.1.35: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1�, �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� birer Riemann manifoldu 

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1�  → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

olarak verilsin. 𝜗𝜗 dönüşümünün 𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 noktasındaki türev dönüşümü  𝜗𝜗∗𝑞𝑞 olacak 

şekilde 𝑍𝑍1 ∈ 𝑇𝑇𝑞𝑞𝑆𝑆1 ve 𝑍𝑍2 ∈ 𝑇𝑇 𝜗𝜗(𝑞𝑞)𝑆𝑆2 için  

𝑔𝑔𝑆𝑆2� 𝜗𝜗∗𝑞𝑞(𝑍𝑍1),𝑍𝑍2� = 𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝑍𝑍1,  𝜗𝜗∗𝑞𝑞(𝑍𝑍2)� (2.19) 

şeklinde tanımlı  𝜗𝜗∗𝑞𝑞 dönüşümüne türev dönüşümünün 𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 noktasındaki adjoint 

dönüşümü adı verilir [2,16]. 

 

2.2 Kompleks Manifoldlar 

Bu alt bölümde kompleks manifoldlar ve bu manifoldlar üzerinde tanımlanan farklı 

submersiyon çeşitlerinin tanımları detaylı bir şekilde ele alınacaktır. 

 

Tanım 2.2.1: Hausdorff uzayı olan 𝑆𝑆1  üzerinde, her 𝑈𝑈𝛼𝛼 ⊂ 𝑆𝑆1 için  

Ψ𝛼𝛼:𝑈𝑈𝛼𝛼 ⊂ 𝑆𝑆1 → 𝑊𝑊𝛼𝛼 ⊂ ℂ𝑛𝑛 

şeklinde bir homeomorfizma tanımlansın. Bu homeomorfizmalar, {𝑈𝑈𝛼𝛼}𝛼𝛼∈Ι ailesiyle bir 

örtü oluşturur ve 𝑈𝑈𝛼𝛼 ∩ 𝑈𝑈𝛽𝛽 ≠ ∅ durumunda, 

𝜙𝜙𝛼𝛼𝛼𝛼 = Ψ𝛼𝛼 ∘ Ψ𝛽𝛽−1: Ψ𝛽𝛽�U𝛼𝛼 ∩ U𝛽𝛽� →: Ψ𝛼𝛼�U𝛼𝛼 ∩ U𝛽𝛽� 

𝜙𝜙𝛽𝛽𝛽𝛽 = Ψ𝛽𝛽 ∘ Ψ𝛼𝛼−1: Ψ𝛼𝛼�U𝛼𝛼 ∩ U𝛽𝛽� →: Ψ𝛽𝛽�U𝛼𝛼 ∩ U𝛽𝛽� 

dönüşümleri holomorfik olmalıdır. Eğer bu koşullar sağlanıyorsa S1 bir kompleks 

manifolddur denir. Ayrıca, ℂ𝑛𝑛 ve ℝ2𝑛𝑛 birbiriyle özdeş olduğundan S1 aynı zamanda 

2𝑛𝑛 −boyutlu bir reel analitik manifold olarak kabul edilir. Bu yapıya S1 in holomorfik 

koordinat komşuluğu denir [17]. 
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Tanım 2.2.2 : S1 manifoldu üzerinde tanımlanan reel 2𝑛𝑛 −boyutlu ve (1,1) mertebeli 

tensör alanı 𝐹𝐹 olacak şekilde ∀𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 için, 

𝐹𝐹𝑞𝑞:𝑇𝑇𝑞𝑞𝑆𝑆1 → 𝑇𝑇𝑞𝑞𝑆𝑆1, 𝐹𝐹𝑞𝑞2 = −Ι2𝑚𝑚 

şeklinde tanımlanan bir lineer dönüşüm varsa F ye 𝑆𝑆1 manifoldunda tanımlı hemen 

hemen kompleks yapı adı verilir. Böylece, 𝐹𝐹 kompleks yapısı ile birlikte 𝑆𝑆1 manifoldu 

hemen hemen kompleks manifold olarak adlandırılır [18,19].  

 

Tanım 2.2.3: S1, hemen hemen kompleks manifold, 𝑉𝑉 ⊂ S1 açığı üzerinde �𝑥𝑥𝛽𝛽 ,𝑦𝑦𝛽𝛽� 

koordinat sistemi mevcutsa, 𝐹𝐹 tensör alanı aşağıdaki gibi tanımlanır. 

𝐹𝐹 �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛽𝛽

� =
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛽𝛽

,𝐹𝐹 �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛽𝛽

� = −
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛽𝛽

 

Bu durumda S1 manifolduna bir kompleks manifold denir [18]. 

 

Sonuç 2.2.1: S1 manifoldunun kompleks boyutu 𝑛𝑛 ve reel boyutu 2𝑚𝑚 olmak üzere 

𝑛𝑛 = 2𝑚𝑚 olması durumunda S1 manifolduna hemen hemen kompleks manifold denir. 

[20]. 

 

Tanım 2.2.4: S1, hemen hemen kompleks manifold ve S1 manifoldunun kompleks 

yapısı 𝐹𝐹 olsun. S1 manifoldu üzerinde tanımlanan Riemann metriği 𝑔𝑔 olmak üzere 

∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ 𝒳𝒳(S1) için, 

𝑔𝑔(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2) = 𝑔𝑔(𝐹𝐹𝐹𝐹1,𝐹𝐹𝑍𝑍2) (2.20) 

eşitliği sağlandığında 𝑔𝑔 bilineer dönüşümüne Hermityen metrik denir [18]. 

 

Tanım 2.2.5: S1 hemen hemen kompleks manifold ve bu manifoldda 𝑔𝑔 Hermityen 

metriği tanımlı ise S1 manifoldu hemen hemen Hermityen manifold olarak adlandırılır. 

Bu durumda S1 kompleks manifoldu ve S1 manifoldu üzerinde 𝑔𝑔 Hermityen metriği 

tanımlı ise S1 manifolduna Hermityen manifold denir. ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ 𝒳𝒳(S1) için, 

𝐹𝐹2 = −ΙS1, 
𝑔𝑔(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2) = 𝑔𝑔(𝐹𝐹𝐹𝐹1,𝐹𝐹𝑍𝑍2) (2.21) 

eşitlikleri geçerlidir [18]. 
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Tanım 2.2.6: Hemen hemen kompleks manifold olan S1 üzerinde 𝑔𝑔  Hermityen metrik 

ve 𝐹𝐹 hemen hemen kompleks yapı olmak üzere ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ 𝒳𝒳(S1) için, 

Ω(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2) = 𝑔𝑔(𝑍𝑍1,𝐹𝐹𝐹𝐹2) (2.22) 

tanımlı Ω tensörü temel 2 −form olarak adlandırılır. Bir S1 manifoldu g Hermityen 

metriği ve F kompleks yapısına sahip ise (S1,𝑔𝑔,𝐹𝐹) üçlüsü hemen hemen Hermityen 

manifold olarak adlandırılır [18].  

 

Tanım 2.2.7: Hemen hemen kompleks manifold olan 𝑆𝑆1 üzerinde 𝑔𝑔 Hermityen metrik 

tanımlandığında, 𝑆𝑆1 üzerinde tanımlanan Ω temel 2 −formu kapalı (𝑑𝑑Ω = 0) olması 

durumunda 𝑔𝑔 Hermityen metriği Kaehler metrik olarak adlandırılır [18]. 

 

Tanım 2.2.8: 𝑆𝑆1 bir kompleks manifold ve 𝑆𝑆1 manifoldu üzerinde Kaehler metrik 𝑔𝑔𝑆𝑆1 

tanımlıysa, �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹� yapısı Kaehler manifold olarak adlandırılır [18]. 

 

Teorem 2.2.1: Bir �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹� hemen hemen Hermityen manifoldu için 𝑆𝑆1 

manifoldunun Kaehler manifoldu olması için gerekli ve yeterli şart,  

∇𝐹𝐹 = 0 (2.23) 

koşulunun sağlanmasıdır [18]. 

 

Teorem 2.2.2: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹� bir hemen hemen Hermityen manifoldu ve Kaehler 

manifoldu olduğunda ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ 𝑇𝑇𝑆𝑆1 için aşağıdaki eşitlik sağlanır [18]. 

∇𝑍𝑍1𝐹𝐹𝑍𝑍2 = �∇𝑍𝑍1𝐹𝐹�𝑍𝑍2 + F∇𝑍𝑍1𝑍𝑍2    
�∇𝑍𝑍1𝐹𝐹�𝑍𝑍2=0�⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯�∇𝑍𝑍1𝐹𝐹𝑍𝑍2 = F∇𝑍𝑍1𝑍𝑍2 (2.24) 

 

Tanım 2.2.9: �S1𝑚𝑚,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹1� ve �S2𝑚𝑚,𝑔𝑔𝑆𝑆2 ,𝐹𝐹2� (𝑚𝑚 > 𝑛𝑛) olmak üzere, iki hemen hemen 

Hermityen manifold olsun. Eğer 𝜗𝜗: �S1𝑚𝑚,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹1� → �S2𝑚𝑚,𝑔𝑔𝑆𝑆2 ,𝐹𝐹2� bir ℂ∞ submersiyon 

olup aşağıda verilen koşulları sağlıyorsa, 𝜗𝜗 dönüşümü holomorfik submersiyon veya 

hemen hemen Hermityen submersiyon olarak adlandırılır [18]. 

i. 𝜗𝜗 dönüşümü bir Riemann submersiyondur, 

ii. 𝜗𝜗 hemen hemen kompleks dönüşümdür. Bu  

 𝜗𝜗∗𝐹𝐹1 = 𝐹𝐹2 𝜗𝜗∗ (2.25) 
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eşitliğinin sağlaması anlamına gelir. 

 

Tanım 2.2.10: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹1� ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2 ,𝐹𝐹2� hemen hemen Hermityen manifoldları 

verilsin. 

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2 ,𝐹𝐹2� 

Riemann dönüşümü verildiğinde 

 𝜗𝜗∗𝐹𝐹1 = 𝐹𝐹2 𝜗𝜗∗ (2.26) 

ise 𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 noktasında  𝜗𝜗 dönüşümü holomorfik Riemann submersiyon olarak 

adlandırılır [21]. 

 

Tanım 2.2.11: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹1� bir hemen hemen Hermityen manifoldu ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� bir 

Riemann manifoldu olsun. 

𝜗𝜗: �S1𝑚𝑚,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹1� → �S2𝑛𝑛,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

𝑛𝑛 < 𝑚𝑚 koşulunu sağlayan bir Riemann submersiyonu verilsin. Eğer 𝐹𝐹1 yapısına göre 

dikey distribüsyon invaryant ise 𝜗𝜗 dönüşümüne invaryant Riemann submersiyonu 

denir. Yani, 

𝐹𝐹1(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗) = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗ (2.27) 

şartı sağlanır [22]. 

 

Tanım 2.2.12: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹1� bir hemen hemen Hermityen manifold ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

Riemann manifoldu olmak üzere, 

𝜗𝜗: �S1𝑚𝑚,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹1� → �S2𝑛𝑛,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

𝑛𝑛 < 𝑚𝑚 koşulunu sağlayan bir Riemann submersiyonu verilsin. Eğer  𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗,  𝐹𝐹1 

yapısına göre anti-invaryant bir yapıya sahipse, o zaman 𝜗𝜗 dönüşümüne anti-invaryant 

Riemann submersiyon denir. Yani, 

𝐹𝐹1(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗) ⊆ (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗)⊥ (2.28) 

şartı sağlanır [23]. 

 

Tanım 2.2.13: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹1� bir hemen hemen Hermityen manifold ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

Riemann manifoldu olmak üzere, 
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𝜗𝜗: �S1𝑚𝑚,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹1� → �S2𝑛𝑛,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

𝑛𝑛 < 𝑚𝑚 koşulunu sağlayan bir Riemann submersiyonu verilsin. 

𝐷𝐷1  ⊆ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗ 
distribüsyonuna sahip olup, 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗ = 𝐷𝐷1 ⊕ 𝐷𝐷2 
ve 

𝐹𝐹1(𝐷𝐷1) = 𝐷𝐷1, 
  𝐹𝐹1(𝐷𝐷2) ⊆ (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗)⊥ (2.29) 

eşitlikleri sağlanıyorsa, o zaman  𝜗𝜗 dönüşümüne yarı-invaryant Riemann submersiyon 

denir. Burada 𝐷𝐷2, 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗ da 𝐷𝐷1 distribüsyonunun ortogonol tamamlayıcısıdır [24]. 

 

Tanım 2.2.14: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹1� bir hemen hemen Hermityen manifold ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

Riemann manifoldu olmak üzere, 

𝜗𝜗: �S1𝑚𝑚,𝑔𝑔𝑆𝑆1 ,𝐹𝐹1� → �S2𝑛𝑛,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

𝑛𝑛 < 𝑚𝑚 koşulunu sağlayan bir Riemann submersiyonu verilsin. Eğer 𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 noktasında 

sıfırdan farklı 𝑍𝑍 ∈ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗𝑞𝑞 vektörü için 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗𝑞𝑞 ile 𝐹𝐹1𝑍𝑍 arasındaki açı 𝜃𝜃(𝑍𝑍) sabit 

kalıyorsa ve bu sabitlik 𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 ve 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗𝑞𝑞 deki 𝑍𝑍 tanjant vektörlerinin seçiminden 

bağımsızsa o zaman 𝜗𝜗 dönüşümüne slant submersiyon denir. Bu durumda 𝜃𝜃 açısına 

slant (eğik) açısı denir [25]. 

 

2.3 Riemann Dönüşümler 

Bu alt bölümde, Riemann submersiyonlarına ait O'Neill formülleri ile izometrik 

immersiyonların Gauss-Weingarten formüllerine benzer yapılarının, Riemann 

dönüşümleri bağlamında nasıl uygulanabileceği incelenecek ve bu dönüşümler için 

temel formüller türetilecektir. Ayrıca Riemann dönüşümlerinin tensör alanı ile ikinci 

temel form arasındaki ilişki kullanılarak önemli ve faydalı sonuçlar elde edilecektir. 

İlk olarak, Riemann dönüşümünün tanımı yapılacaktır. 

 

Tanım 2.3.1: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� farklı Riemann manifoldları olmak üzere bu iki 

manifold arasında  
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𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

diferansiyellenebilir dönüşümü tanımlansın. Herhangi bir 𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 noktasında  𝜗𝜗∗ 

dönüşümünün çekirdek uzayı 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗𝑞𝑞 ve bu çekirdeğin ortogonal tümleyen uzayını  

𝐻𝐻𝑞𝑞 = �𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗𝑞𝑞�
⊥

 ile gösterelim. �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� manifoldunun tanjant uzayı,  𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 

noktasında 

𝑇𝑇𝑞𝑞𝑆𝑆1 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗𝑞𝑞 ⊕ �𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗𝑞𝑞�
⊥ (2.30) 

şeklinde ayrıştırılabilir. Benzer şekilde, 𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 noktasında  𝜗𝜗∗ dönüşümünün 

görüntüsü 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗𝑞𝑞 ve bu görüntünün ortogonal tamamlayıcısı �𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗𝑞𝑞�
⊥

 olarak 

tanımlanır. Böylece �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� manifoldu üzerindeki karşılık gelen tanjant uzayı  

𝑇𝑇 𝜗𝜗(𝑞𝑞)𝑆𝑆2 nin ayrışımı 

𝑇𝑇 𝜗𝜗(𝑞𝑞)𝑆𝑆2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗𝑞𝑞 ⊕ �𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟∗𝑞𝑞�
⊥ (2.31)   

olarak verilir. 𝑞𝑞1 ∈ 𝑆𝑆1 noktasında 𝑞𝑞2 =  𝜗𝜗(𝑞𝑞1) olmak üzere 

��𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗𝑞𝑞1�
⊥,𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝑞𝑞1)� |�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗𝑞𝑞1�

⊥ 

ve 

��𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟∗𝑞𝑞1�,𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝑞𝑞2)� |𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟∗𝑞𝑞1  

şeklinde yazılabilir. 

 

İç çarpım uzayları arasında  

 𝜗𝜗∗𝑞𝑞1
ℎ : �𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗𝑞𝑞1�

⊥ → �𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗ 𝑞𝑞1� (2.32) 

ile tanımlanan dönüşüm bir lineer izometri ise  

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

diferansiyellenebilir dönüşümüne 𝑞𝑞1 ∈ 𝑆𝑆1 noktasındaki Riemann dönüşümü denir 

[16]. 

 

Lemma 2.3.1: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� iki farklı Riemann manifoldu olsun. Bu 

manifoldlar arasında 

𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 
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diferansiyellenebilir dönüşümü tanımlansın. ∀ 𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,𝑍𝑍3 ∈ Γ((𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗)⊥) vektör 

alanları için  

𝑔𝑔𝑆𝑆2 �(∇ 𝜗𝜗∗)�𝑍𝑍1,𝑍𝑍2�,  𝜗𝜗∗(𝑍𝑍3)� = 0 (2.33) 

eşitliği sağlanır [2]. 

 

Tanım 2.3.2 : �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� sırasıyla 𝑟𝑟1 ve 𝑟𝑟2 boyutlu Riemann manifoldları 

olsun. �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1�  manifoldu �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� manifoldunun bir alt manifoldu olarak kabul 

edilsin. ∇� ve ∇ sırasıyla �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� manifoldlarının Levi-Civita 

konneksiyonları olmak üzere ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) vektör alanı için 

ℎ:𝒳𝒳(𝑆𝑆1) × 𝒳𝒳(𝑆𝑆1) → 𝒳𝒳⊥ (𝑆𝑆1) 

∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍2 = ∇𝑍𝑍1𝑍𝑍2 + ℎ�𝑍𝑍1,𝑍𝑍2� (2.34) 

denklemi Gauss denklemi olarak adlandırılır. Burada ∇𝑍𝑍1𝑍𝑍2 ve ℎ�𝑍𝑍1,𝑍𝑍2� sırasıyla 

∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍2 nin teğet ve normal bileşenleri, ℎ ise  �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� manifoldunun ikinci temel 

formudur [11]. 

 

Tanım 2.3.3: (2.34) denkleminde eğer h = 0 ise �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� Riemann manifoldu 

tamamen jeodezik altmanifold olarak adlandırılır [11]. 

 

Tanım 2.3.4: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� sırasıyla  𝑟𝑟1 ve 𝑟𝑟2 boyutlu Riemann manifoldları 

olsun. 𝑆𝑆1, 𝑆𝑆2 manifoldunun bir alt manifoldu olmak üzere  

A: 𝒳𝒳⊥(S1) × 𝒳𝒳(S1) → 𝒳𝒳(S1) 

∇�𝑍𝑍1𝑉𝑉 =  −A𝑉𝑉𝑍𝑍1 + ∇𝑍𝑍1
⊥ 𝑉𝑉 (2.35) 

şeklinde tanımlanan eşitlik Weingarten denklemi olarak adlandırılır. Burada  �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� 

in normal birim vektör alanı 𝑉𝑉, −A𝑉𝑉𝑍𝑍1 ve ∇𝑍𝑍1
⊥ 𝑉𝑉 sırasıyla ∇�𝑍𝑍1𝑉𝑉 nin teğet ve normal 

bileşenleridir. Ayrıca  A𝑉𝑉, 𝑉𝑉 ye bağlı şekil operatörünü, ∇⊥ ise �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� in normal 

demetindeki T⊥𝑆𝑆1 normal konneksiyonudur [11]. 

 

İkinci temel form ve şekil operatörü arasında  

𝑔𝑔�ℎ�𝑍𝑍1,𝑍𝑍2�,𝑉𝑉� = 𝑔𝑔(𝑍𝑍2,  A𝑉𝑉𝑍𝑍1) (2.36) 
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eşitliği geçerlidir. Altmanifoldlardaki Weingarten denklemi Riemann dönüşümleriyle 

ilişkilendirildiğinde aşağıdaki şekilde ifade edilir. 

∇ 𝜗𝜗∗𝑍𝑍1
2 𝑉𝑉 = −𝑆𝑆𝑉𝑉 𝜗𝜗∗𝑍𝑍1 + ∇𝑍𝑍1

 𝜗𝜗⊥𝑉𝑉 (2.37) 

Bu denklemde 𝑆𝑆𝑉𝑉 𝜗𝜗∗𝑍𝑍1, 𝑉𝑉 üzerinde bilineerdir ve ∇ 𝜗𝜗∗𝑍𝑍1
2 𝑉𝑉 nin  𝜗𝜗 vektör alanı boyunca 

teğet bileşenidir. 𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ Γ((𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗)⊥ ) ve 𝑉𝑉 ∈ Γ((𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟∗)⊥ ) olarak alınırsa 

(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2) = ∇ 𝜗𝜗∗𝑍𝑍1
2  𝜗𝜗∗(𝑍𝑍2) −  𝜗𝜗∗�∇𝑍𝑍1

𝑆𝑆1𝑍𝑍2�  

eşitliği sağlanır. Burada  𝜗𝜗∗(𝑍𝑍2) ∈ (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟∗) olduğu için  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2),𝑉𝑉� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2( 𝜗𝜗∗(𝑍𝑍2), 𝑆𝑆𝑉𝑉 𝜗𝜗∗𝑍𝑍1) (2.38) 

şeklinde yazılabilir. Bu eşitlik Riemann dönüşümleri için dönüşümün ikinci temel 

formu ile şekil operatörü arasındaki ilişkiyi ifade eder. Ayrıca (∇ 𝜗𝜗∗) simetrik bir 

operatör olduğundan 𝑆𝑆𝑉𝑉 de  (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟∗) uzayında simetrik bir lineer dönüşümdür [2]. 

 

Tanım 2.3.5: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� farklı Riemann manifoldları olmak üzere bu iki 

manifold arasında  

𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

diferansiyellenebilir dönüşümü tanımlansın. Eğer ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ Γ(𝑇𝑇𝑆𝑆1) için 

(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2) = 0 koşulunu sağlıyorsa 𝜗𝜗 dönüşümü tamamen jeodezik dönüşüm 

olarak adlandırılır [2]. 

 

Teorem 2.3.1: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� farklı Riemann manifoldları olmak üzere bu iki 

manifold arasında  

𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

diferansiyellenebilir dönüşümü tanımlansın. 

Bu dönüşümün tamamen jeodezik olması için gerek ve yeter şartlar: 

a. 𝐴𝐴𝑍𝑍1𝑍𝑍2 = 0 olmalıdır. 

b. 𝑆𝑆𝑉𝑉 𝜗𝜗∗(𝑍𝑍1) = 0 koşulu sağlanmalıdır. 

c. Eğer 𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ Γ((𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗)⊥ ) ve 𝑉𝑉 ∈ Γ((𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟∗)⊥ ) ise lifler tamamen jeodeziktir 

[2]. 
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2.4 Yarı-İnvaryant Riemann Dönüşümler 

Tanım 2.4.1: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F�  hemen hemen Hermityen manifold ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2�  Riemann 

manifold olarak verilsin.  

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

biçiminde tanımlanan  𝜗𝜗 bir Riemann dönüşümü olmak üzere 𝐷𝐷1 ⊆ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗ 

distribüsyonu elde edilir ve 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝐷𝐷1 eşitliği sağlanır. 

Ayrıca 𝐷𝐷2, 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗ da 𝐷𝐷1 distribüsyonunun ortogonal tamamlayıcısıdır ve  

𝐹𝐹(𝐷𝐷2) ⊆ (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗)⊥ 

şartı sağlanmaktadır. Bu şartların sağlandığı durumlarda 𝜗𝜗 dönüşümü yarı-invaryant 

Riemann dönüşümü olarak adlandırılır [24]. Burada 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗ = 𝐷𝐷1 ⊕ 𝐷𝐷2 olarak ifade 

edilir. 𝜇𝜇, (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗)⊥ de  𝐹𝐹(𝐷𝐷2) distribüsyonunun ortogonal tamamlayıcısıdır. Ayrıca 𝐹𝐹 

e göre invaryanttır. Ek olarak, 𝑉𝑉 ∈ Γ((𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟∗)⊥) için  

𝐹𝐹𝐹𝐹 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 

eşitliği geçerlidir. Burada 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∈  Γ(𝐷𝐷1) ve 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∈  Γ(𝜂𝜂) olup 𝜂𝜂, (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟∗)⊥ de 𝐷𝐷2 için 

tamamlayıcı ortogonal distribüsyondur. 

 

Bu bölümde yatay distribüsyonunun integrallenebilirliğini ve yatay ile dikey 

distribüsyonlarının liflerinin ait geometrik özellikleri inceleyeceğiz. 

 

Teorem 2.4.1: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� hemen hemen Hermityen manifold ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann 

manifold olmak üzere bu iki manifold arasında 

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

bir yarı-invaryant Riemann dönüşümü tanımlansın. Yatay distribüsyonun 

integrallenebilir olması için gerekli ve yeterli koşul, ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ Γ((𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗)⊥ ) ve ∀𝑈𝑈 ∈

Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗) için  

𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝐵𝐵𝑍𝑍2,𝐴𝐴𝑍𝑍1𝑤𝑤𝑤𝑤� −  𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝐵𝐵𝑍𝑍1 ,𝐴𝐴𝑍𝑍2𝑤𝑤𝑤𝑤� = 

𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝑍𝑍1𝐵𝐵𝑍𝑍2 − ∇𝑍𝑍2𝐵𝐵𝑍𝑍1,𝜙𝜙𝜙𝜙� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2 �(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑍𝑍1,𝜙𝜙𝜙𝜙) − ∇𝑍𝑍1
 𝜗𝜗  𝜗𝜗∗(𝑤𝑤𝑤𝑤),  𝜗𝜗∗(𝐶𝐶𝑍𝑍2)� 

−𝑔𝑔𝑆𝑆2 �(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑍𝑍2,𝜙𝜙𝜙𝜙) − ∇𝑍𝑍2
 𝜗𝜗  𝜗𝜗∗(𝑤𝑤𝑤𝑤),  𝜗𝜗∗(𝐶𝐶𝑍𝑍1)� (2.39) 

eşitliğinin sağlanmasıdır [24]. 
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Teorem 2.4.2: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� Kaehler manifoldu ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann manifoldu olmak 

üzere bu iki manifold arasında 

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

bir yarı-invaryant Riemann dönüşümü tanımlansın. Yatay distribüsyonun paralellik 

koşulunu sağlaması için gerekli ve yeterli koşul ,∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ Γ((𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗) ⊥ ) ve ∀𝑈𝑈 ∈

Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗) için 

𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝑍𝑍1
 𝜗𝜗  𝜗𝜗∗(𝐶𝐶𝑍𝑍2),  𝜗𝜗∗(𝑤𝑤𝑤𝑤)� 

= 𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝐴𝐴𝑍𝑍1𝜙𝜙𝜙𝜙,𝐶𝐶𝑍𝑍2� + 𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝐴𝐴𝑍𝑍1𝐵𝐵𝑍𝑍2,𝑤𝑤𝑤𝑤� − 𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝑍𝑍1𝐵𝐵𝑍𝑍2,𝜙𝜙𝜙𝜙� (2.40) 

eşitliğinin sağlanmasıdır [24]. 

 

Teorem 2.4.3: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� Kaehler manifold ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann manifold olmak 

üzere bu iki manifold arasında 

𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

bir yarı-invaryant Riemann dönüşümü tanımlansın. Dikey distribüsyonunun paralellik 

koşulunu sağlaması için gerekli ve yeterli koşul, ∀𝑈𝑈,𝑉𝑉 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗) ve ∀𝑍𝑍 ∈

Γ((𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗) ⊥ ) için  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑈𝑈,𝑤𝑤𝑤𝑤),  𝜗𝜗∗(𝐶𝐶𝐶𝐶)�
= 𝑔𝑔𝑆𝑆1(∇�𝑈𝑈𝜙𝜙𝜙𝜙,𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝑇𝑇𝑈𝑈Φ𝑉𝑉,𝐶𝐶𝐶𝐶) − 𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝑤𝑤𝑤𝑤,𝑇𝑇𝑈𝑈𝐵𝐵𝐵𝐵) (2.41)

 

eşitliğin sağlanmasıdır [24]. 

 

Teorem 2.4.4: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� Kaehler manifold ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann manifold olmak 

üzere bu iki manifold arasında  

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

bir yarı-invaryant Riemann dönüşümü tanımlansın. 𝑆𝑆 manifoldunun yerel çarpım 

manifoldu olabilmesi için gerekli ve yeterli şartlar aşağıdaki iki eşitlik ile ifade 

edilmektedir [24]. 

 

 ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ Γ((𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗)⊥ ) ve ∀ U1,𝑈𝑈2 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗) için 

i.
𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝑍𝑍1

 𝜗𝜗  𝜗𝜗∗(𝐶𝐶𝑍𝑍2),  𝜗𝜗∗(𝑤𝑤𝑈𝑈1)�

= −𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝑍𝑍1𝐵𝐵𝑍𝑍2,ϕU1� − 𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝐴𝐴𝑍𝑍1𝐵𝐵𝐵𝐵2,𝑤𝑤𝑈𝑈1� + 𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝐴𝐴𝑍𝑍1𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝐶𝐶𝐶𝐶2� (2.42)
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ii.
𝑔𝑔𝑆𝑆2�(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑈𝑈,𝑤𝑤𝑈𝑈2),  𝜗𝜗∗(𝐶𝐶𝑍𝑍1)�

= 𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇�𝑈𝑈1𝜙𝜙𝑈𝑈2,𝐵𝐵𝑍𝑍1� + 𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝑇𝑇𝑈𝑈1𝜙𝜙𝜙𝜙2,𝐶𝐶𝑍𝑍1� − 𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝑤𝑤𝑤𝑤2,𝑇𝑇𝑈𝑈1𝐵𝐵𝑍𝑍1� (2.43)
 

�𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� bir hemen hemen Hermityen manifold ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� bir Riemann manifold 

için 

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

dönüşümü bir Riemann dönüşümü olarak kabul edilsin. Ayrıca  

(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗)⊥ = 𝐹𝐹(𝐷𝐷2) ⊕𝜇𝜇 

olduğu belirtilmiştir. Bu durumda 𝑍𝑍1 ∈ Γ(𝐷𝐷2) ve 𝑍𝑍2 ∈ Γ(𝜇𝜇) olmak üzere aşağıdaki 

eşitlik elde edilir. 

𝑔𝑔𝑆𝑆2� 𝜗𝜗∗(𝐹𝐹 𝑍𝑍1),  𝜗𝜗∗( 𝑍𝑍2)� = 𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐹𝐹 𝑍𝑍1,  𝑍𝑍2) = 0 (2.44) 

Bu eşitlik  𝜗𝜗∗(𝐹𝐹𝐷𝐷2) ve  𝜗𝜗∗(𝜇𝜇) distribüsyonlarının ortogonal olduğunu göstermektedir. 

Eğer 𝐷𝐷�2 = 𝜗𝜗∗(𝐹𝐹𝐷𝐷2) ve 𝜇̅𝜇 =  𝜗𝜗∗(𝜇𝜇)  olarak tanımlanırsa o zaman 

(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟∗) = 𝐷𝐷�2 ⊕ 𝜇̅𝜇 

şeklinde ifade edilir [24]. 

 

Teorem 2.4.5:�𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� Kaehler manifold ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann manifold olmak 

üzere 

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

bir yarı-invaryant Riemann dönüşümü tanımlansın. 𝐷𝐷1 distribüsyonunun 𝑆𝑆1 manifoldu 

üzerinde paralellik koşulunu sağlaması için gerekli ve yeterli koşul  ∀𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈

Γ(𝐷𝐷1),∀𝑍𝑍3 ∈ Γ(𝐷𝐷2) ve ∀𝑍𝑍 ∈ Γ((𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗)⊥ ) için 

(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑍𝑍1,𝐹𝐹𝐹𝐹2) ∈ Γ(𝜇̅𝜇) (2.45) 
ve 

𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇�𝑍𝑍1𝐹𝐹𝑍𝑍2,𝐵𝐵𝐵𝐵� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑍𝑍1,𝐹𝐹𝐹𝐹2),  𝜗𝜗∗(𝐶𝐶𝐶𝐶)� (2.46) 

eşitliğinin sağlanmasıdır [24].  

 

Teorem 2.4.6: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� Kaehler manifold ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann manifold olmak 

üzere bu iki manifold arasında 

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 
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bir yarı-invaryant Riemann dönüşümü tanımlansın. 𝐷𝐷2 distribüsyonunun 𝑆𝑆 manifoldu 

üzerinde paralellik koşulunu sağlaması için gerekli ve yeterli koşul ∀𝑍𝑍1 ∈

Γ(𝐷𝐷1),∀𝑍𝑍2,𝑍𝑍3 ∈ Γ(𝐷𝐷2) ve ∀𝑍𝑍 ∈ Γ((𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗)⊥ ) için 

(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑍𝑍2,𝐹𝐹𝐹𝐹3) ∈ Γ(𝜇̅𝜇) (2.47) 
ve 

𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝑇𝑇𝑍𝑍2𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐹𝐹𝐹𝐹4� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2�(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑍𝑍2,𝐹𝐹𝐹𝐹4),  𝜗𝜗∗(𝐶𝐶𝐶𝐶)� (2.48) 

eşitliğidir [24]. 

 

Sonuç 2.4.1: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� Kaehler manifold ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann manifold olmak 

üzere bu iki manifold arasında 

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

bir yarı-invaryant Riemann dönüşümü tanımlansın. Liflerin Riemann manifoldunun 

yerel çarpım manifoldu olabilmesi için gerekli ve yeterli şart 𝑈𝑈 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗) ve 𝑍𝑍1 ∈

Γ(𝐷𝐷1) için 

(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑈𝑈,𝐹𝐹𝐹𝐹1) ∈ Γ(𝜇𝜇) (2.49) 
olmasıdır. 

 

Teorem 2.4.7: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� Kaehler manifold ve �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann manifold olmak 

üzere bu iki manifold arasında 

 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1 , F� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� 

bir yarı-invaryant Riemann dönüşümü tanımlansın. Bu dönüşümün tamamen jeodezik 

olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul ∀𝑍𝑍,𝑍𝑍1,𝑍𝑍2 ∈ Γ((𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗)⊥ ), ∀𝑋𝑋,𝑌𝑌 ∈

Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗),∀𝑈𝑈 ∈ Γ(𝐷𝐷2),∀𝑍𝑍3 ∈ Γ(𝜇𝜇) ve ∀𝑉𝑉 ∈ Γ((𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟∗)⊥ ) için 

𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇�𝑋𝑋𝐵𝐵𝑍𝑍1,𝐵𝐵𝑍𝑍2�
= 𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝑋𝑋,𝐴𝐴𝐶𝐶𝑍𝑍1𝐶𝐶𝑍𝑍2�−𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝑇𝑇𝑋𝑋𝐵𝐵𝐵𝐵1,𝐶𝐶𝑍𝑍2) − 𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝑇𝑇𝑋𝑋𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐵𝐵𝑍𝑍2), (2.50)

 

𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇�𝑋𝑋𝐵𝐵𝐵𝐵,𝜙𝜙𝜙𝜙�
= −�𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝜙𝜙𝜙𝜙,𝑇𝑇𝑋𝑋𝐶𝐶𝐶𝐶) + 𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝑤𝑤𝑤𝑤,𝑇𝑇𝑋𝑋𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐴𝐴𝑤𝑤𝑤𝑤𝐶𝐶𝐶𝐶,𝑋𝑋)� (2.51)

 

ve  

∗ 𝜗𝜗∗�𝑆𝑆𝑉𝑉𝜗𝜗∗(𝐹𝐹𝐹𝐹)� = 0,  ∗ 𝜗𝜗∗�𝑆𝑆𝑉𝑉𝜗𝜗∗(𝑍𝑍3)� ∈  Γ�𝐹𝐹(𝐷𝐷2)� (2.52) 

eşitlikleri ile sağlanır [24]. 
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2.5 Sasakian Manifoldlar 

Tanım 2.5.1: S diferansiyellenebilir (2𝑛𝑛 + 1) − boyutlu manifold olup (𝜙𝜙, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔) 

dörtlüsü, S manifoldunun sahip olduğu kontakt metrik yapıyı tanımlasın. Eğer 𝑆𝑆 

manifoldunun kontakt metrik yapısı normal ise o zaman (𝜙𝜙, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔) dörtlüsüne 

Sasakian manifold denir [26]. 

 

Teorem 2.5.1: (2𝑛𝑛 + 1) − boyutlu hemen hemen kontakt metrik yapıyla birlikte 

verilmiş 𝑆𝑆 manifoldunda (𝜙𝜙, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔) dörtlüsü bir Sasakian yapısıdır .⟺  

�∇�𝑍𝑍1𝜙𝜙�𝑍𝑍2 = 𝑔𝑔(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2)𝜉𝜉 − 𝜂𝜂(𝑍𝑍2)𝑍𝑍1 (2.53) 

Burada  

�∇�𝑍𝑍1𝜙𝜙�𝑍𝑍2 = ∇�𝑍𝑍1𝜙𝜙𝑍𝑍2 − 𝜙𝜙∇�𝑍𝑍1𝑍𝑍2 (2.54) 

dır [26]. 

 

Önerme 2.5.1: 𝑆𝑆 bir sasakian manifold ve 𝑅𝑅� da Riemann eğrilik tensörü olsun. O 

halde,  

𝑅𝑅�(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2)𝜉𝜉 = 𝜂𝜂(𝑍𝑍2)𝑍𝑍1 − 𝜂𝜂(𝑍𝑍1)𝑍𝑍2 (2.55) 

eşitliği yazılabilir [27]. 

 

Lemma 2.5.1: Bir Sasakian manifoldunda, 𝑋𝑋 birim vektör alanı olup 𝜉𝜉 ye ortogonal 

olduğunda  

𝑅𝑅�(𝑍𝑍1, 𝜉𝜉)𝑍𝑍1=−𝜉𝜉 

eşitliği yazılabilir [27]. 

 

Teorem 2.5.2: S diferansiyellenebilir Riemann manifold (2𝑛𝑛 + 1) − boyutlu 

manifoldunda bir 𝜉𝜉 Killing birim vektör alanı mevutsa o zaman 𝑆𝑆 bir Sasakian 

manifoldudur ve 

𝑅𝑅�(𝑍𝑍1, 𝜉𝜉)𝑍𝑍2 = −𝑔𝑔(𝑍𝑍1,𝑍𝑍2)𝜉𝜉 + 𝜂𝜂(𝑍𝑍2)𝑍𝑍1 (2.56)  

eşitliği geçerlidir [18]. 
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3. RİEMANN MANİFOLDLARINDAN SASAKİAN MANİFOLDLARINA 

TANIMLI KONFORMAL YARI-İNVARYANT RİEMANN DÖNÜŞÜMLER 

Bu bölümde, Riemann manifoldlarından Sasakian manifoldlarına tanımlı konformal 

yarı-invaryant Riemann dönüşümleri incelenecektir. Bu dönüşümlere bir örnek 

verilerek Sasakian manifoldları üzerindeki lifler ile söz konusu dönüşümün 

jeodezikliği ve harmonikliği araştırılacaktır. 

 

𝑆𝑆1 düzgün bir manifold ve bu manifold üzerinde, (1,1) − tipli bir 𝐹𝐹 tensör alanı, 𝜉𝜉 bir 

vektör alanı ve 𝜂𝜂 1 −form olmak üzere 

𝐹𝐹2𝐸𝐸1 = −𝐸𝐸1 + 𝜂𝜂(𝐸𝐸1),𝐹𝐹𝐹𝐹 = 0, 𝜂𝜂 ∘ 𝐹𝐹 = 0, 𝜂𝜂(𝜉𝜉) = 1 (3.1) 

yapısı varsa 𝑆𝑆1 manifoldu bir hemen hemen kontakt yapıya sahiptir denir [49]. 

 

Eğer 𝑆𝑆1 hemen hemen kontakt manifoldu üzerinde bir 𝑔𝑔𝑆𝑆1 Riemann metriği varsa 

𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐹𝐹𝐸𝐸1,𝐹𝐹𝐸𝐸2) = 𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐸𝐸1,𝐸𝐸2) − 𝜂𝜂(𝐸𝐸1)𝜂𝜂(𝐸𝐸2), (3.2) 

𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐸𝐸1,𝐹𝐹𝐸𝐸2) = −𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐹𝐹𝐹𝐹1,𝐸𝐸2), 

𝜂𝜂(𝐸𝐸1) = 𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐸𝐸1, 𝜉𝜉), (3.3) 

eşitlikleri geçerlidir. Bu durumda 𝑆𝑆1 manifolduna �𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆1  � hemen hemen kontak 

yapısına sahip hemen hemen kontak metrik manifold denir ve �𝑆𝑆1,𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆1  � ile 

karakterize edilir. 

 

�𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆1  � yapısına sahip bir 𝑆𝑆1 manifoldu ∀𝐸𝐸1,𝐸𝐸2 ∈ 𝑆𝑆1 vektör alanları için  

�∇𝐸𝐸1
𝑆𝑆1𝐹𝐹�𝐸𝐸2 = 𝑔𝑔𝑆𝑆1  (𝐸𝐸1,𝐸𝐸2)𝜉𝜉 −  𝜂𝜂(𝐸𝐸2)𝐸𝐸1 (3.4) 

ile verilirse bu yapıya Sasakian yapı denir. Burada ∇, 𝑆𝑆1 üzerindeki 𝑔𝑔𝑆𝑆1 metriğinin 

Riemann konneksiyonudur. Bir Sasakian manifoldunda  

∇𝐸𝐸1
𝑆𝑆1𝜉𝜉 = −𝐹𝐹𝐸𝐸1 (3.5) 

eşitliği geçerlidir  [32]. 

 

𝜗𝜗∗, ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜(𝑇𝑇𝑇𝑇1,𝜗𝜗−1𝑇𝑇𝑇𝑇2) → 𝑆𝑆1 demetinin bir parçası olarak düşünülebilir. Burada, 

𝜗𝜗−1𝑇𝑇𝑇𝑇2 pullback demet olarak adlandırılır. Bu demet ∇𝑆𝑆2𝜗𝜗 pullback konneksiyonu ve 
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∇𝑆𝑆1  Levi-Civita konneksiyonundan indirgenmiş bir ∇ konneksiyonuna sahiptir. O 

zaman 𝜗𝜗 nin (∇ 𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2) ikinci temel formu 

(∇ 𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2) = ∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗 𝜗𝜗∗𝐴𝐴2 −  𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴2� (3.6) 

eşitliği ile verilir [42]. Burada 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝑇𝑇𝑇𝑇1) ve ∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗 𝜗𝜗∗𝐴𝐴2 ∘ 𝜗𝜗 = ∇ 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗  𝜗𝜗∗𝐴𝐴2 olarak 

alınır. ∀𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥ için (∇ 𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)  nin simetrik olduğu ve 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗ de 

bileşeninin olmadığı biliniyor [49]. Bunun anlamı (∇ 𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2) ∈ Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ 

olmasıdır. 

 

𝜗𝜗 nin tensiyon alanı, 𝜗𝜗 nin ikinci temel formunun izi olarak tanımlıdır. Yani  

𝜏𝜏(𝜗𝜗) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(∇ 𝜗𝜗∗) = �(∇ 𝜗𝜗∗)(𝑒𝑒𝑖𝑖 , 𝑒𝑒𝑖𝑖)
𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

 

dir. Burada, 𝑚𝑚 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑆𝑆1 ve {𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, … , 𝑒𝑒𝑚𝑚} , 𝑆𝑆1 üzerindeki ortonormal çatıdır. 

𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� dönüşümü harmoniktir ancak ve ancak 𝜗𝜗 nin tensiyon alanının 

noktasından kaybolmasıdır.  

 

Her (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ in 𝐵𝐵1 kısmı 𝑆𝑆1 deki 𝐴𝐴1 vektör alanı için (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ üzerinde ∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝐵𝐵1 

in ortogonal projeksiyonu olan ∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝐵𝐵1 ifadesi elde edilir. Burada ∇𝜗𝜗⊥, (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ 

üzerindeki lineer konneksiyondur öyle ki ∇𝜗𝜗⊥𝑔𝑔𝑆𝑆2 = 0 dır. Bir 𝜗𝜗 Riemann dönüşümü 

için 𝑆𝑆𝐵𝐵1, 

∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝑆𝑆2 𝐵𝐵1 = −𝑆𝑆𝐵𝐵1  𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 + ∇𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥𝐵𝐵1 (3.7) 

olarak tanımlıdır [49]. Burada 𝑆𝑆𝐵𝐵1  𝜗𝜗∗𝐴𝐴1, ∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝑆𝑆2 𝐵𝐵1 in teğet bileşeni ve ∇𝑆𝑆2 de 

𝑆𝑆2 üzerindeki Levi-Civita konneksiyonudur. Böylece, 𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 noktasında 

∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝑆𝑆2 𝐵𝐵1(𝑞𝑞) ∈ 𝑇𝑇𝜗𝜗(𝑞𝑞)𝑆𝑆2, 𝑆𝑆𝐵𝐵1  𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 ∈ 𝜗𝜗∗𝑞𝑞�𝑇𝑇𝑞𝑞𝑆𝑆1� ve ∇𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥𝐵𝐵1 ∈ �𝜗𝜗∗𝑞𝑞�𝑇𝑇𝑞𝑞𝑆𝑆1��
⊥

 olur. 

𝑆𝑆𝐵𝐵1  𝜗𝜗∗𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 de bilineer ve 𝑞𝑞 noktasında 𝜗𝜗𝐴𝐴1 sadece 𝐵𝐵1𝑞𝑞 ve  𝜗𝜗∗𝑞𝑞𝐴𝐴1𝑞𝑞 ya bağlı olduğu 

biliniyor. Buradan (3.6) ve (3.7) ifadeleri kullanılırsa  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝐵𝐵1  𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,  𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝐵𝐵1, (∇ 𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)� (3.8) 

elde edilir. Burada, 𝑆𝑆𝐵𝐵1; 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥ ve 𝐵𝐵1 ∈ Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ için self adjoint 

operatörüdür. Her 𝐵𝐵1,𝐵𝐵2 ∈ Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ için  
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∇𝐵𝐵1
𝑆𝑆2𝐵𝐵2 = 𝑅𝑅�∇𝐵𝐵1

𝑆𝑆2𝐵𝐵2� + ∇𝐵𝐵1
𝜗𝜗⊥𝐵𝐵2 

olarak tanımlanabilir. Burada 𝑅𝑅�∇𝐵𝐵1
𝑆𝑆2𝐵𝐵2� ve ∇𝐵𝐵1

𝜗𝜗⊥𝐵𝐵2 sırasıyla ∇𝐵𝐵1
𝑆𝑆2𝐵𝐵2 nin 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗ ve 

(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ bileşenleridir. Böylece  

∇𝐵𝐵1
𝑆𝑆2𝐵𝐵2 = ∇𝐵𝐵1

𝜗𝜗⊥𝐵𝐵2 

olması durumunda (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ in total jeodezik olacağı söylenebilir. 

 

Tanım 3.1: 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� dönüşümü bir konformal Riemann dönüşümü 

(CRM) olsun. Eğer 𝐻𝐻(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔) = 0 ise 𝜗𝜗 dönüşümü horizontal homotetik bir 

dönüşümdür [51]. 

 

Tanım 3.2: 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� Riemann manifoldları arasında bir dönüşüm 

olsun. Eğer 0 < 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟( 𝜗𝜗∗𝑞𝑞) ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑆𝑆1), 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑆𝑆2)} ve 𝜗𝜗∗𝑞𝑞, 𝐻𝐻(𝑞𝑞) =

�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗𝑞𝑞�
⊥ yatay uzayının elemanları 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗𝑞𝑞 içine dönüştürür ise o zaman 𝜗𝜗 

dönüşümü bir CRM olur. Bu tanım şu şekilde yorumlanabilir. Her 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 ∈

Γ�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗𝑞𝑞�
⊥

ve 𝜆𝜆2(𝑞𝑞) ≠ 0 sayısı vardır öyleki 

𝑔𝑔𝑆𝑆2� 𝜗𝜗∗𝑞𝑞𝐴𝐴1,  𝜗𝜗∗𝑞𝑞𝐴𝐴2� = 𝜆𝜆2(𝑞𝑞)𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2) (3.10) 

denklemi sağlanır. 

 

𝜗𝜗 nin ikinci temel formu  

(∇ 𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗ = 𝐴𝐴1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) 𝜗𝜗∗𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴2(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
−𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2) 𝜗𝜗∗(grad𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)

denklemleriyle verilebilir. 
 

Eğer (∇ 𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2) nın (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗)⊥ de kalan bileşeni (∇ 𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗ ile 

göster6ilirse o zaman ikinci temel form, 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗𝑞𝑞)⊥ için 

(∇ 𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2) = (∇ 𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗ + (∇ 𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗)⊥ (3.11) 

olarak yazılabilir. Böylece 

(∇ 𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2) = 𝐴𝐴1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) 𝜗𝜗∗𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴2(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
−𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2) 𝜗𝜗∗(grad𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) + (∇ 𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗)⊥ (3.12)  

elde edilir [15]. 
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Tanım 3.3: 𝜗𝜗, bir �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� Riemann manifoldundan �𝑆𝑆2,𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆2  � hemen hemen 

kontak metrik manifolduna tanımlı bir CRM olsun. Eğer bir 𝐷𝐷1 ⊆ (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗) alt 

demeti var ve  

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗𝑞𝑞 = 𝐷𝐷1⨁𝐷𝐷2, 𝐹𝐹(𝐷𝐷1) = 𝐷𝐷1, 𝐹𝐹(𝐷𝐷2) ⊆ �𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗𝑞𝑞�
⊥

 

şartları sağlanırsa 𝜗𝜗 ye 𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 de bir konformal yarı-invaryant Riemann dönüşüm 

(CSIRM) denir. Burada 𝐷𝐷2, 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗ de 𝐷𝐷1 için ortogonal tamamlayıcı 

distribüsyondur. Eğer her 𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 için 𝜗𝜗 bir CSIRM ise ozaman 𝜗𝜗 ye bir CSIRM denir. 

 

𝜙𝜙 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 ∈  Γ(𝐷𝐷1) ve 𝜔𝜔 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 ∈ Γ(𝐹𝐹𝐹𝐹2) olmak üzere  𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 ∈ Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗) için  

𝐹𝐹 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 = 𝜙𝜙 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 + 𝜔𝜔 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 (3.14) 

eşitliği yazılabilir. Ayrıca 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 ∈ Γ(𝐷𝐷1) ve 𝜗𝜗∗𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝐷𝐷2) için 𝑔𝑔𝑆𝑆2( 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,  𝜗𝜗∗𝐴𝐴2) = 0 

olacağı aşikârdır. Böylece,  

�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜗𝜗∗𝑞𝑞�
⊥ = 𝐷𝐷�1⨁𝐷𝐷�2 

olacak şekilde iki tane distribüsyon elde edilir. 

 

Diğer taraftan 𝛽𝛽1𝐵𝐵1 ∈ Γ(𝐷𝐷1) ve 𝛼𝛼1𝐵𝐵1 ∈ Γ(𝜂𝜂) olmak üzere 𝐵𝐵1 ∈  Γ((𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗)⊥) için 

𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝛽𝛽1𝐵𝐵1 +  𝛼𝛼1𝐵𝐵1 (3.15) 

eşitliği yazılabilir. Burada 𝜂𝜂, (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜗𝜗∗)⊥ de 𝜔𝜔(𝐷𝐷2) e tamamlayıcı ortogonal 

distribüsyonudur. Böylece 𝜂𝜂 nün 𝐹𝐹 ye göre invaryant olduğu kolayca görülebilir. 

 

Örnek 3.1: 𝑆𝑆1 = {(𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,𝑢𝑢3,𝑢𝑢4,𝑢𝑢5) ∈ ℝ5:𝑢𝑢1 ≠ 0,𝑢𝑢2 ≠ 0,𝑢𝑢5 ≠ 0} Öklidyen uzayı 

olsun. 𝑆𝑆1 üzerindeki 𝑔𝑔𝑆𝑆1 Riemann metriği  

𝑔𝑔𝑆𝑆1 = 𝑑𝑑𝑑𝑑12 + 𝑑𝑑𝑑𝑑22 + 𝑑𝑑𝑑𝑑32 + 𝑑𝑑𝑑𝑑42 + 𝑑𝑑𝑑𝑑52 

olarak verilsin. 𝑆𝑆2 = {(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑣𝑣3, 𝑣𝑣4, 𝑣𝑣5) ∈ ℝ5} Öklidyen uzayı üzerindeki 𝑔𝑔𝑆𝑆2 metriği 

de  

𝑔𝑔𝑆𝑆2 = 𝑒𝑒2𝑢𝑢1𝑑𝑑𝑑𝑑12 + 𝑒𝑒2𝑢𝑢1𝑑𝑑𝑑𝑑22 + 𝑒𝑒2𝑢𝑢1𝑑𝑑𝑑𝑑32 + 𝑑𝑑𝑑𝑑42 + 𝑑𝑑𝑑𝑑52 

olarak verilsin. �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2� manifoldu üzerindeki (𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂) Sasakian yapısı   

𝐹𝐹 � 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕1
� = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕2
,𝐹𝐹 � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕2
� = − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕1
,𝐹𝐹 � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕3
� = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕4
,𝐹𝐹 � 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕4
� = − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕3
, 𝜂𝜂 = 𝑑𝑑𝑣𝑣5, 

𝜉𝜉 =
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕5

 ,𝐹𝐹(𝜉𝜉) = 0 
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olarak seçilebilir [33]. 𝑇𝑇𝑞𝑞 𝑆𝑆1 in bir bazı 

�𝑒𝑒𝑖𝑖 = 𝑒𝑒𝑢𝑢1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

: 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 5� 

ve 𝑇𝑇𝜗𝜗(𝑞𝑞)𝑆𝑆2  üzerindeki bir 𝐹𝐹 − bazı da 𝑞𝑞 ∈ 𝑆𝑆1 

�𝑒𝑒𝑗𝑗∗ =
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

 ; 1 ≤ 𝑗𝑗 ≤ 4, 𝑒𝑒4∗ = 𝑒𝑒𝑢𝑢1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕4

, 𝜉𝜉 = 𝑒𝑒5∗ =
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕5

� 

olarak alınsın. 𝜗𝜗: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� → �𝑆𝑆2,𝑔𝑔𝑆𝑆2 ,𝐹𝐹� dönüşümü 

𝜗𝜗(𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,𝑢𝑢3,𝑢𝑢4,𝑢𝑢5) = (𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,𝑢𝑢5, 0,0) 
olarak tanımlansın. O zaman 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗ = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆{𝑈𝑈1 = 𝑒𝑒3,𝑈𝑈2 = 𝑒𝑒4} 
(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥ = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆{𝐴𝐴1 = 𝑒𝑒1,𝐴𝐴2 = 𝑒𝑒2,𝐴𝐴3 = 𝑒𝑒5} 

uzayları elde edilir. Buradan, 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,2,3 için  

𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 = 𝑒𝑒𝑢𝑢1𝑒𝑒1∗,  𝜗𝜗∗𝐴𝐴2 = 𝑒𝑒𝑢𝑢1𝑒𝑒2∗,  𝜗𝜗∗𝐴𝐴3 = 𝑒𝑒𝑢𝑢1𝑒𝑒3∗ 
ve 

𝑔𝑔𝑆𝑆2 �𝜗𝜗∗(𝐴𝐴1𝑖𝑖),𝜗𝜗∗�𝐴𝐴1𝑗𝑗�� = 𝑒𝑒2𝑢𝑢1𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝐴𝐴1𝑖𝑖 ,𝐴𝐴1𝑗𝑗� 

eşitlikleri kolaylıkla hesaplanabilir. Böylece 𝜗𝜗, 𝜆𝜆 = 𝑒𝑒2𝑢𝑢1 ile bir CRM olup 

  𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗ =  𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆{𝑒𝑒𝑢𝑢1𝑒𝑒1
∗ , 𝑒𝑒𝑢𝑢1𝑒𝑒2

∗ , 𝑒𝑒𝑢𝑢1𝑒𝑒3
∗}, 

(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆{𝑒𝑒4∗, 𝜉𝜉} 

𝐷𝐷1 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆{𝑒𝑒𝑢𝑢1𝑒𝑒1∗, 𝑒𝑒𝑢𝑢1𝑒𝑒2∗}, 

𝐷𝐷2 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆{𝑒𝑒𝑢𝑢1𝑒𝑒3∗} 

distribüsyonları alınabilir. Bu distribüsyonlar göz önüne alınarak 𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 = 𝑒𝑒𝑢𝑢1𝑒𝑒2∗, 

𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2 = −𝑒𝑒𝑢𝑢1𝑒𝑒1∗,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴3 = 𝑒𝑒𝑢𝑢1𝑒𝑒4∗ olduğu basit hesaplamalarla elde edilir. Böylece 𝜗𝜗 

nin bir CSIRM olduğu görülür. 

 

Uyarı 3.1: Bu tez boyunca 𝜉𝜉 ∈ (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ Reeb vektör alanı olarak alınacaktır. 

 

𝐷𝐷1 lifinin geometrisi için aşağıdaki teorem yazılabilir. 
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Teorem 3.1: 𝜗𝜗, �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� Riemann manifoldundan �𝑆𝑆2,𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆2  � Sasakian 

manifolduna tanımlı bir CSIRM olsun. 𝐷𝐷1 lifinin 𝑆𝑆2 üzerinde total jeodezik faliasyon 

(yaprak) tanımlaması için gerek ve yeter şartlar, 

i. 𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2) 𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1) = 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝐵𝐵1) + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝛽𝛽1𝐵𝐵1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 +

𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴3�,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆∝1𝛽𝛽1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�, 

ii. 𝜙𝜙𝑆𝑆𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐵𝐵2𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 − 𝜂𝜂(𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐵𝐵2)𝐴𝐴1 ifadelesinin Γ(𝐷𝐷1) de bileşenleri yoktur. Burada  
∀ 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3,𝐵𝐵2 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥için 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝐷𝐷1), 𝜗𝜗∗𝐵𝐵2 ∈ Γ(𝐷𝐷2) olarak 
alınır ve 𝐵𝐵1 ∈ Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥için 𝜗𝜗∗𝐴𝐴3 = 𝛽𝛽1𝐵𝐵1, 

olarak elde edilir. 

 

İspat 3.1: 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝐷𝐷1), 𝐵𝐵1 ∈ Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥, 𝜗𝜗∗𝐵𝐵2 ∈ Γ(𝐷𝐷2) için 𝜗𝜗 bir CRM 

olduğundan ve (3.1) , (3.2) kullanılarak  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�F∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐹𝐹𝐹𝐹1� +  𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝐵𝐵1) 

elde edilir. Daha sonra (3.3), (3.4) ve (3.5) denklemleri göz önüne alınırsa 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2) 𝜂𝜂(𝐹𝐹𝐵𝐵1) + 𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝐵𝐵1) 𝜂𝜂(𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)�����

0

+

 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝐵𝐵1) − 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝐹𝐹𝐹𝐹1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�  

olur. Yukarıdaki denklemde (3.15) kullanılırsa 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1) +  𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝐵𝐵1) −
𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝛽𝛽1𝐵𝐵1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�  − 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝛼𝛼1𝐵𝐵1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�  

bulunur. (3.7) denkleminden yararlanarak 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1) +  𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝐵𝐵1) −
𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴3,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� − 𝑔𝑔𝑆𝑆2�−𝑆𝑆𝛼𝛼1𝐵𝐵1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 + ∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�  

elde edilir. Burada 𝐴𝐴3 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥ için 𝛽𝛽1𝐵𝐵1 = 𝜗𝜗∗𝐴𝐴3 ∈ Γ(𝐷𝐷2) olarak alınmıştır. 

(3.6) denkleminden  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1) +  𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝐵𝐵1) −

𝑔𝑔𝑆𝑆2 �(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴3) + 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴3�,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝛼𝛼1𝐵𝐵1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� −

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2����������������

0

  

elde edilip burada da (3.12) kullanılırsa 
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𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1) +  𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝐵𝐵1) −

𝑔𝑔𝑆𝑆2 �(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴3)𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗ + 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴3�,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝛼𝛼1𝐵𝐵1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�  

elde edilir. (3.11) denklemi yardımıyla  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1) +  𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝐵𝐵1) −
𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝐴𝐴1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)𝜗𝜗∗𝐴𝐴3 + 𝐴𝐴3(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 − 𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐴𝐴1,𝐴𝐴3)𝜗𝜗∗(𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔) +

𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴3�,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝛼𝛼1𝐵𝐵1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�  

bulunur. 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) ∈ (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ olduğundan yukarıdaki denklemde (3.2) ve 

𝜗𝜗∗𝐴𝐴3 = 𝛽𝛽1𝐵𝐵1 kullanılırsa  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1) +  𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝐵𝐵1) −
𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝛽𝛽1𝐵𝐵1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 + 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴3�,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝛼𝛼1𝐵𝐵1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�  

elde edilip teoremin ilk kısmı ispatlanmış olur. 

Diğer taraftan (3.2) kullanılarak  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝜗𝜗∗𝐵𝐵2� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�F∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐵𝐵2� + 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� 𝜂𝜂(𝜗𝜗∗𝐵𝐵2)�����

0

 

denklemi elde edilip burada da (3.3), (3.4) ve (3.5) kullanılırsa  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝜗𝜗∗𝐵𝐵2� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2) 𝜂𝜂(𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐵𝐵2) +

𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝐹𝐹∗𝐵𝐵2) 𝜂𝜂(𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)�����
0

+𝑔𝑔𝑆𝑆2�F∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝐹𝐹𝐹𝐹∗𝐵𝐵2,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�  

bulunur. Son olarak (3.14) ve ardından (3.7) ifadesi yukarıdaki denkleme uygulanırsa  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝜗𝜗∗𝐵𝐵2� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2) 𝜂𝜂(𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐵𝐵2) + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�−𝜙𝜙𝑆𝑆𝐹𝐹𝐹𝐹∗𝐵𝐵2𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 +
𝜙𝜙∇𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐵𝐵2,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2� 𝜂𝜂(𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐵𝐵2)𝐴𝐴1 − 𝜙𝜙𝑆𝑆𝐹𝐹𝐹𝐹∗𝐵𝐵2𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�  

denklemi elde edilir. 

Böylelikle teoremin ii. kısmı ispatlanır. 

 

Aşağıdaki teoremde 𝐷𝐷2 lifinin geometrisi incelenmektedir. 

 

Teorem 3.2: 𝜗𝜗, �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� Riemann manifoldundan �𝑆𝑆2,𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆2  � Sasakian 

manifolduna tanımlı bir CSIRM olsun. 𝐷𝐷2 lifinin  𝑆𝑆2 üzerinde bir total jeodezik 

faliasyon tanımlanması için gerek ve yeter şartlar, 

i. 𝜂𝜂�∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐵𝐵4�𝜂𝜂(𝐵𝐵2) = 𝑔𝑔𝑆𝑆2 �(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐵𝐵3,𝐴𝐴4)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ + ∇𝐵𝐵3

𝜗𝜗⊥𝛼𝛼1𝐵𝐵2,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐵𝐵4� +
𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐵𝐵3,𝜗𝜗∗𝐵𝐵4) 𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵2), 
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ii. 𝛽𝛽1(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐵𝐵3,𝐴𝐴3)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ ifadesinin Γ(𝐷𝐷2) de bileşenleri yoktur. Burada 
∀𝐴𝐴3,𝐴𝐴4,𝐵𝐵3,𝐵𝐵4 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥ için 𝜗𝜗∗𝐴𝐴3,𝜗𝜗∗𝐵𝐵3,𝜗𝜗∗𝐵𝐵4 ∈ Γ(𝐷𝐷2),  𝐵𝐵2 ∈
Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ olacak şekilde 𝜗𝜗∗𝐴𝐴4 = 𝛽𝛽1𝐵𝐵2, 

olarak elde edilir.  

 

İspat 3.2: 𝜗𝜗∗𝐴𝐴3,𝜗𝜗∗𝐵𝐵3,𝜗𝜗∗𝐵𝐵4 ∈ Γ(𝐷𝐷2) ve 𝐵𝐵2 ∈ Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ için (3.2), (3.4), (3.15) 

ve 𝜗𝜗 nin bir CRM olduğu kullanılırsa 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐵𝐵4,𝐵𝐵2� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�F∇𝐵𝐵3

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐵𝐵4,𝐹𝐹𝐵𝐵2� + 𝜂𝜂�∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐵𝐵4�𝜂𝜂(𝐵𝐵2)

= 𝑔𝑔𝑆𝑆2�−𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐵𝐵3,𝜗𝜗∗𝐵𝐵4)𝜉𝜉 + 𝜂𝜂(𝜗𝜗∗𝐵𝐵4)𝐵𝐵3 + ∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆2𝐹𝐹𝐹𝐹∗𝐵𝐵4,𝐹𝐹𝐵𝐵2�

+ 𝜂𝜂�∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐵𝐵4�𝜂𝜂(𝐵𝐵2)

= −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐵𝐵3,𝜗𝜗∗𝐵𝐵4) 𝜂𝜂(𝐹𝐹𝐵𝐵2) + 𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐵𝐵3,𝐹𝐹𝐵𝐵2)  𝜂𝜂(𝜗𝜗∗𝐵𝐵4)�����
0

+ 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆2𝐹𝐹𝐹𝐹∗𝐵𝐵4,𝐹𝐹𝐵𝐵2� + 𝜂𝜂�∇𝐵𝐵3

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐵𝐵4�𝜂𝜂(𝐵𝐵2)
= −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐵𝐵3,𝜗𝜗∗𝐵𝐵4)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵2) − 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐵𝐵3

𝑆𝑆2𝛽𝛽1𝐵𝐵2,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐵𝐵4�
− 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐵𝐵3

𝑆𝑆2∝1 𝐵𝐵2,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐵𝐵4� + 𝜂𝜂�∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐵𝐵4�𝜂𝜂(𝐵𝐵2) 

denklemi elde edilir. Bu denklemde (3.6) ve (3.7) ve 𝜗𝜗∗𝐴𝐴4 = 𝛽𝛽1𝐵𝐵2 kullanılırsa 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐵𝐵4,𝐵𝐵2� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐵𝐵3,𝜗𝜗∗𝐵𝐵4)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵2) − 𝑔𝑔𝑆𝑆2 �(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐵𝐵3,𝐴𝐴4) +

𝜗𝜗∗�∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆1𝐴𝐴4� − 𝑆𝑆𝛼𝛼1𝐵𝐵2𝜗𝜗∗𝐵𝐵3 + ∇𝐵𝐵3

𝜗𝜗⊥𝛼𝛼1𝐵𝐵2,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐵𝐵4� + 𝜂𝜂�∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐵𝐵4�𝜂𝜂(𝐵𝐵2)  

elde edilir. 

𝐷𝐷2, 𝑆𝑆2 üzerinde total jeodezik foliasyon tanımladığından ve (3.12) kullanılırsa 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐵𝐵4,𝐵𝐵2�

= −𝑔𝑔𝑆𝑆2 �(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐵𝐵3,𝐴𝐴4)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ + ∇𝐵𝐵3
𝜗𝜗⊥𝛼𝛼1𝐵𝐵2,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐵𝐵4�

− 𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐵𝐵3,𝜗𝜗∗𝐵𝐵4)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵2) + 𝜂𝜂�∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐵𝐵4�𝜂𝜂(𝐵𝐵2) 

denklemi elde edilip teoremin ilk kısmı ispatlanmış olur. 

Diğer taraftan (3.2), (3.8), (3.12) ve (3.15) yardımıyla 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴3,𝜗𝜗∗𝐵𝐵3� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝐹𝐹(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐵𝐵3,𝐴𝐴3)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ ,𝜗𝜗∗𝐵𝐵3� +

𝜂𝜂�∇𝐵𝐵3
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴3� 𝜂𝜂(𝜗𝜗∗𝐵𝐵3)�����

0

= 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝛽𝛽1(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐵𝐵3,𝐴𝐴3)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ ,𝜗𝜗∗𝐵𝐵3�  

bulunur. 

 

𝐷𝐷2, 𝑆𝑆2 üzerinde total jeodezik foliasyon tanımladığından  𝛽𝛽1(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐵𝐵3,𝐴𝐴3)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ 

ifadesinde Γ(𝐷𝐷2) nin bileşenleri yoktur. 
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Teorem 3.3: 𝜗𝜗, �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� Riemann manifoldundan �𝑆𝑆2,𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆2  � Sasakian 

manifolduna tanımlı bir  CSIRM olsun. Eğer  (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗),  𝑆𝑆2 üzerinde bir total  

jeodezik bir foliasyon tanımlıyorsa ve 𝜗𝜗 yatay homotetik bir CRM ise o zaman  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝛼𝛼1𝐵𝐵2𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝜙𝜙𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� − 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴3�,𝜙𝜙𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴2𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝛽𝛽1𝐵𝐵1� −

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝛼𝛼1𝐵𝐵1� − 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝛽𝛽1) + 𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1)  

ifadesi geçerlidir. Burada  𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥ için 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗),𝐵𝐵1 ∈

Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ olmak üzere 𝜗𝜗∗𝐴𝐴3 = 𝛽𝛽1𝐵𝐵1 olarak alınır. 

 

İspat 3.3: 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥ ve 𝐵𝐵1 ∈ Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ için (3.2) ve (3.4) 

kullanılarak  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐹𝐹𝐵𝐵1� − 𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝐹𝐹𝐵𝐵1) +
𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝛽𝛽1)  

elde edilir. Bu denklemde (3.15) kullanılarsa 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝛽𝛽1𝐵𝐵1� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝛼𝛼1𝐵𝐵1� −

𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1) + 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝛽𝛽1) = −𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝛽𝛽1𝐵𝐵1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� −
𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝛼𝛼1𝐵𝐵1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� − 𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1) + 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝛽𝛽1)  

bulunur. (3.14) ve 𝜗𝜗∗𝐴𝐴3 = 𝛽𝛽1𝐵𝐵1 koşulundan  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴3,𝜙𝜙𝜙𝜙∗𝐴𝐴2� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝜗𝜗∗𝐴𝐴3� −

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝛼𝛼1𝐵𝐵1,𝜙𝜙𝜙𝜙∗𝐴𝐴2� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝛼𝛼1𝐵𝐵1� − 𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1) +
𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝛽𝛽1)  

olup 𝜗𝜗 nin bir CRM olduğu ve (3.6) dan   

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2 �(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴3) + 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴3�,𝜙𝜙𝜙𝜙∗𝐴𝐴2� +
𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝜗𝜗∗𝐴𝐴3� − 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝛼𝛼1𝐵𝐵1,𝜙𝜙𝜙𝜙∗𝐴𝐴2� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝛼𝛼1𝐵𝐵1� −
𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1) + 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝛽𝛽1)  

denklemi elde edilir. Son olarak (3.13) ve (3.7) ve 𝜗𝜗∗𝐴𝐴3 = 𝛽𝛽1𝐵𝐵1 şartı yukarıdaki 

denklemde kullanılırsa 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝐴𝐴1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) 𝜗𝜗∗𝐴𝐴3+𝐴𝐴3(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 −

𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐴𝐴1,𝐴𝐴3)𝜗𝜗∗�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)�,𝜙𝜙𝜙𝜙∗𝐴𝐴2� − 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴3�,𝜙𝜙𝜙𝜙∗𝐴𝐴2� −

𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴2𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴3� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝛼𝛼1𝐵𝐵1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝜙𝜙𝜙𝜙∗𝐴𝐴2�+𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝛼𝛼1𝐵𝐵1� −

𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1) + 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝛽𝛽1)  
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elde edilir. Bu denklemde 𝐴𝐴1(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) = −𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝐴𝐴1,𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)� ve �𝐴𝐴3, (𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)� =

𝑔𝑔𝑆𝑆1�𝐴𝐴3,𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)� alınırsa 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝐵𝐵1� =

−𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐴𝐴1,𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) )𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝜗𝜗∗𝐴𝐴3,𝜙𝜙𝜙𝜙∗𝐴𝐴2)−𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐴𝐴3,𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) )𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝜙𝜙𝜙𝜙∗𝐴𝐴2) −
𝑔𝑔𝑆𝑆1(𝐴𝐴1,𝐴𝐴3)𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝜗𝜗∗�𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)�,𝜙𝜙𝜙𝜙∗𝐴𝐴2�−𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴3�,𝜙𝜙𝜙𝜙∗𝐴𝐴2� −
𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴2𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝛽𝛽1𝐵𝐵1� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝛼𝛼1𝐵𝐵1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝜙𝜙𝜙𝜙∗𝐴𝐴2�+𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴2,𝛼𝛼1𝐵𝐵1� −
𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2)𝜂𝜂(𝛼𝛼1𝐵𝐵1) + 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝛽𝛽1)  

denklemi elde edilir. (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗) in 𝑆𝑆2 üzerinde total jeodezik foliasyonu tanımladığı 

ve 𝜗𝜗 nin bir yatay homotetik CRM olduğu göz önüne alınırsa teorem ispatlanmış olur. 

 

Teorem 3.4: 𝜗𝜗, �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� Riemann manifoldundan �𝑆𝑆2,𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆2  � Sasakian 

manifolduna tanımlı bir CSIRM olsun. (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ in 𝑆𝑆2 üzerinde bir total jeodezik 

bir foliasyon tanımlaması için gerek ve yeter şart  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝛼𝛼1𝐵𝐵1, (∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝐵𝐵2, [𝐵𝐵1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴1] + ∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥ 𝐹𝐹𝛽𝛽1𝐵𝐵1 +

𝛼𝛼1∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥ 𝐹𝐹𝛼𝛼1𝐵𝐵1� + 𝐵𝐵1𝜂𝜂(𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1)  

denkleminin sağlanmasıdır. Burada ∀𝐵𝐵1,𝐵𝐵2 ∈ Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ ve 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥ 

için  𝜗𝜗∗𝐴𝐴2 = 𝛽𝛽1𝐵𝐵2 olarak alınmıştır. 

 

İspat 3.4: ∀𝐵𝐵1,𝐵𝐵2 ∈ Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ ve 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥için (3.2) , (3.4) ve 𝑆𝑆2 nin 

bir Sasakian manifold olduğu kullanılırsa 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐵𝐵1
𝑆𝑆2𝐵𝐵2,𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐵𝐵2, [𝐵𝐵1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴1]) − 𝑔𝑔𝑆𝑆2 �𝐹𝐹𝐵𝐵2,∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1

𝐵𝐵2 𝐹𝐹𝐵𝐵1� −
𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐵𝐵2,𝐵𝐵1)𝜂𝜂(𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴1) + 𝜂𝜂�∇𝐵𝐵1

𝑆𝑆2𝐵𝐵2� 𝜂𝜂(𝜗𝜗∗𝐴𝐴1)�����
0

  

elde edilir. (3.6), (3.7), (3.14) ve (3.15) kullanılırsa  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝐵𝐵2,𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐵𝐵2, [𝐵𝐵1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴1]) − 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝐵𝐵2,∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥ 𝐹𝐹𝛽𝛽1𝐵𝐵1� +
𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝛼𝛼1𝐵𝐵1, (∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)� − 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝐵𝐵2,𝛼𝛼1∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥ 𝐹𝐹𝐹𝐹1𝐵𝐵1� − 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝐵𝐵2,𝐵𝐵1𝜂𝜂(𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1)�  

elde edilir. Son olarak yukarıdaki denklemde (3.12),  (3.10) ve (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥  in bir 

total jeodezik foliasyon tanımladığı göz önüne alınırsa 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝛼𝛼1𝐵𝐵1, (∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥�
= 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝐵𝐵2, [𝐵𝐵1,𝜗𝜗∗𝐴𝐴1] + ∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥ 𝐹𝐹𝛽𝛽1𝐵𝐵1 + 𝛼𝛼1∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥ 𝐹𝐹𝐹𝐹1𝐵𝐵1�+𝐵𝐵1𝜂𝜂(𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Uyarı 3.2: 𝜗𝜗, �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� Riemann manifoldundan �𝑆𝑆2,𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆2  � Sasakian 

manifolduna tanımlı bir CSIRM olsun. İkinci temel formdan 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗ ve  (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥in  𝑆𝑆1 

üzerinde bir total jeodezik foliasyon tanımladığı biliniyor. 

 

Yukarıdaki uyarıdan yola çıkarak aşağıdaki teorem yazılabilir.  

 

Teorem 3.5: 𝜗𝜗, �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� Riemann manifoldundan �𝑆𝑆2,𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆2  � Sasakian 

manifolduna tanımlı bir CSIRM olsun. ∀𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥ için 𝜗𝜗∗𝐴𝐴2 = 𝜙𝜙𝜗𝜗∗𝐴𝐴3 

olmak üzere 𝜗𝜗 nin total jeodezik foliasyon olması için gerek ve yeter şart 

𝜙𝜙 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗) − 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴2� − 𝑆𝑆𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3𝜗𝜗∗𝐴𝐴1�

= −𝛽𝛽1 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ + ∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3� − 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴3�, 

𝜔𝜔 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗ − 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴2� − 𝑆𝑆𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� =

−𝛼𝛼1 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ + ∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3� + 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴3�𝜉𝜉  

denklemlerinin sağlanmasıdır. 

 

İspat 3.5: ∀𝐴𝐴1,𝐴𝐴3 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥ için (3.1), (3.4), (3.6) ve (3.14) kullanılırsa 

(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴3) = ∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴3 − 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴3� = −𝐹𝐹�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜙𝜙𝜙𝜙∗𝐴𝐴3 + ∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3� −

𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴3� + 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴3�𝜉𝜉  

denklemi elde edilir. Yukarıdaki denklemde (3.7) ve (3.12) kullanılırsa 

(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴3) = −𝐹𝐹 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗� − 𝐹𝐹 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥� −

𝐹𝐹 �𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴2�� + 𝐹𝐹�𝑆𝑆𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� − 𝐹𝐹�∇𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3� − 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴3� + 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴3�𝜉𝜉  

bulunur. 𝜗𝜗 bir CRM olduğundan yukarıdaki denklemde (3.14) ve (3.15) kullanılırsa 

(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴3) = −𝜙𝜙 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗� − 𝜔𝜔 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗� −

𝛽𝛽1 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥� − 𝛼𝛼1 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥� − 𝜙𝜙 �𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴2�� −

𝜔𝜔 �𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴2�� + 𝜙𝜙�𝑆𝑆𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� + 𝜔𝜔�𝑆𝑆𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� − 𝛽𝛽1�∇𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3� −
𝛼𝛼1�∇𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3� − 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴3� + 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴3�𝜉𝜉  

denklemi elde edilir. Bu denklemde 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗ ve (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ bileşenlerine ayrılırsa  
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𝜙𝜙 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴3)𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗� = −𝜙𝜙 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗� + 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴2� −

�𝑆𝑆𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� − 𝛽𝛽1 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ + ∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3� − 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴3�  

(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴3)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ = −𝜔𝜔 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗ + 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴2� −

𝑆𝑆𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� − 𝛼𝛼1 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴2)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ + ∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴3� +  𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴3�𝜉𝜉  

denklemleri elde edilir. Böylece 𝜗𝜗 total jeodezik foliasyon yani �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴3)� = 0 

olduğundan ispat tamamlanır. 

 

Önerme 3.1: 𝜗𝜗, �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� Riemann manifoldundan �𝑆𝑆2,𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆2  � Sasakian 

manifolduna tanımlı bir CSIRM ve boy (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗) > 1 olsun. Bu durumda aşağıdaki 

ifadeler geçerlidir. 

 

i. 𝐷𝐷�1 nin bir total jeodezik foliasyon tanımlaması için gerekli ve yeterli şart 

(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝑈𝑈1) nin 𝐷𝐷1 de bileşene sahip olmamasıdır. Yani 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝐷𝐷�1), 𝑈𝑈1 ∈

Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗) ve 𝐴𝐴1′ ∈ Γ(𝐷𝐷�2) için  

𝑔𝑔𝑆𝑆2�−𝑆𝑆𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴1′ 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 + 𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1′ , 𝜉𝜉)𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� = 𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝐴𝐴1′ ) 

eşitliği geçerlidir. 

ii. 𝐷𝐷�2 nin bir total jeodezik foliasyon tanımlaması için gerekli ve yeterli şart  

(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴2,𝑈𝑈1) nin 𝐷𝐷2 de bileşenlere sahip olmamasıdır. Yani 𝐴𝐴2,𝐴𝐴3,𝐴𝐴4 ∈

Γ(𝐷𝐷�2), 𝑈𝑈1 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗) ve 𝐴𝐴3′ ∈ Γ(𝐷𝐷�2) 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴3′ 𝜗𝜗∗𝐴𝐴3,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴4� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴3′ , 𝜉𝜉)𝜗𝜗∗𝐴𝐴3,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴4� − 𝜂𝜂 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴3
𝑆𝑆1 𝜗𝜗∗𝐴𝐴4� 𝜂𝜂(𝜗𝜗∗𝐴𝐴3′ ) 

eşitliği geçerlidir. 

 

İspat 3.1: 𝐷𝐷�1 nin total jeodezik foliasyon tanımlaması için gerekli ve yeterli şartın 

𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴2,𝑈𝑈1� = 0 ve 𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴2,𝐴𝐴1′ � = 0 olduğu biliniyor. Burada  𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝐷𝐷�1), 

𝑈𝑈1 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗) ve 𝐴𝐴1′ ∈ Γ(𝐷𝐷�2) olarak alınmıştır. 

𝜗𝜗 bir Riemann dönüşüm olduğundan (1.1), (3.6) ve (3.7) kullanılarak 

𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴2,𝑈𝑈1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝑈𝑈1,𝐴𝐴2� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝑈𝑈1�,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� =

𝑔𝑔𝑆𝑆2�(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝑈𝑈1),𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�,  

ve benzer şekilde 
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𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴2,𝐴𝐴1′ � = −𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴1′ ,𝐴𝐴2� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴1′ �,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� =

−𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1′ ,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1

𝑆𝑆2 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1′ ,𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�  

denklemleri bulunur. 

 

𝑆𝑆2 Sasakian manifold olduğundan (3.2), (3.4) ve daha sonra (3.7) kullanılırsa 

𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴2,𝐴𝐴1′ � = −𝑔𝑔𝑆𝑆2�−𝑆𝑆𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴1′ 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� +  𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝐴𝐴1′ ) −
𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1′ , 𝜉𝜉)𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2�  

elde edilir. Böylece ispatın ilk kısmı tamamlanmış olur. 

 

Diğer taraftan 𝐷𝐷�2 nin bir total jeodezik foliasyon tanımlaması için gerekli ve yeter 

şartın 𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝐴𝐴3
𝑆𝑆1𝐴𝐴4,𝑈𝑈1� = 0 ve 𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝐴𝐴3

𝑆𝑆1𝐴𝐴4,𝐴𝐴3′ � = 0 olduğu biliniyor. Burada 𝐴𝐴3,𝐴𝐴4 ∈

Γ(𝐷𝐷�2), 𝑈𝑈1 ∈ Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗) ve 𝐴𝐴1′ ∈ Γ(𝐷𝐷�1) dir. 

𝜗𝜗 bir Riemann dönüşüm olduğundan (1.1) ve (3.6) kullanılarak  

𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝐴𝐴3
𝑆𝑆1𝐴𝐴4,𝑈𝑈1� = −𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝐴𝐴3

𝑆𝑆1𝑈𝑈1,𝐴𝐴4� = −𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴3
𝑆𝑆1𝑈𝑈1�,𝜗𝜗∗𝐴𝐴4� =

𝑔𝑔𝑆𝑆2�(∇𝑆𝑆2𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴3,𝑈𝑈1),𝜗𝜗∗𝐴𝐴4�  

ve benzer şekilde 

𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝐴𝐴3
𝑆𝑆1𝐴𝐴4,𝐴𝐴3′ � = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴3

𝑆𝑆1𝐴𝐴4�,𝜗𝜗∗𝐴𝐴3′ � = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴3
𝜗𝜗 𝜗𝜗∗𝐴𝐴4,𝜗𝜗∗𝐴𝐴3′ �

= 𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴3
𝑆𝑆2 𝜗𝜗∗𝐴𝐴4,𝜗𝜗∗𝐴𝐴3′ � 

denklemleri bulunur. 

 

𝑆𝑆2 bir Sasakian manifold olduğundan (3.3), (3.4) ve daha sonra (3.7) kullanılarak  

𝑔𝑔𝑆𝑆1�∇𝐴𝐴3
𝑆𝑆1𝐴𝐴4,𝐴𝐴3′ � = −𝑔𝑔𝑆𝑆2�−𝑆𝑆𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴3′ 𝜗𝜗∗𝐴𝐴3,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴4� +  𝜂𝜂 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴3

𝑆𝑆1 𝜗𝜗∗𝐴𝐴4� 𝜂𝜂(𝜗𝜗∗𝐴𝐴3′ ) −
𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴3′ , 𝜉𝜉)𝜗𝜗∗𝐴𝐴3,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴4�  

denklemi elde edilir. Böylece ispatın ikinci kısmı tamamlanmış olur. 

 

Tanım 3.4: �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� bir Riemann manifoldu ve  𝐾𝐾1 ∩ 𝐾𝐾2 = {0} olacak şekilde 𝐾𝐾1 ve 

𝐾𝐾2 kanonik foliasyonları göz önüne alınsın. Bu durumda �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� in bir lokal çarpım 

manifoldu olması için gerek ve yeter şartın 𝐾𝐾1 ve 𝐾𝐾2 total jeodezik foliasyon olmasıdır 

[47].  
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Teorem 3.6: : 𝜗𝜗, �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� Riemann manifoldundan  �𝑆𝑆2,𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆2  � Sasakian 

manifolduna tanımlı bir CSIRM ve 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗) > 1 olsun. Bu durumda (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗)⊥ 

in 𝐷𝐷�1 ve 𝐷𝐷�2 nin bir lokal çarpım manifoldu olması için gerek ve yeter şartın,  

i. (∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝑈𝑈1) in 𝐷𝐷1 de bileşenleri yoktur. Yani 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 ∈ Γ(𝐷𝐷�1), 𝑈𝑈1 ∈

Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗) ve 𝐴𝐴1′ ∈ Γ(𝐷𝐷�2) için 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴3′ 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴2� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴1′ , 𝜉𝜉)𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴4� −  𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴2�𝜂𝜂(𝐴𝐴1′ ) 

ii. (∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴3,𝑈𝑈1) nin 𝐷𝐷2 de bileşeni yoktur. Yani 𝐴𝐴2,𝐴𝐴3,𝐴𝐴4 ∈ Γ(𝐷𝐷�2), 𝑈𝑈1 ∈

Γ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜗𝜗∗) ve 𝐴𝐴3′ ∈ Γ(𝐷𝐷�2) için 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴3′ 𝜗𝜗∗𝐴𝐴3,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴4�

= 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝐴𝐴3′ , 𝜉𝜉)𝜗𝜗∗𝐴𝐴3,𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴4� − 𝜂𝜂 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴3
𝑆𝑆1 𝜗𝜗∗𝐴𝐴4� 𝜂𝜂(𝐴𝐴3′ ) 

olmasıdır. 

Bu teoremin ispatı Önerme 3.1 ve Tanım 3.4 te açıktır. 

 

Teorem 3.7: 𝜗𝜗, �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� Riemann manifoldundan �𝑆𝑆2,𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆2  � Sasakian 

manifolduna tanımlı bir CSIRM ve 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗) > 1 olsun. Bu durumda baz 

manifoldunun 𝑆𝑆2 × 𝑆𝑆2 lokal çarpım manifoldu olması için gerek ve yeter şart 𝐴𝐴1 ∈

Γ(𝐷𝐷�1) ve 𝐵𝐵1 ∈ Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ için 

𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜙𝜙𝜗𝜗∗𝐴𝐴1�,𝛽𝛽1𝐵𝐵1� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1�,𝛼𝛼1𝛽𝛽1� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝛼𝛼1𝛽𝛽1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝜙𝜙𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� +

𝜂𝜂 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝑆𝑆2 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� 𝜂𝜂(𝛽𝛽1) = |𝜗𝜗∗𝐴𝐴1|2Γ(𝛼𝛼1𝛽𝛽1)  

olmasıdır. 

 

İspat 3.7: 𝑆𝑆2 Sasakian manifold olduğundan (3.2) ve (3.3)  kullanılarak 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 ∈

Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗) ve 𝐵𝐵1 ∈ Γ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ için 

𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝑆𝑆2 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐵𝐵1� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1

𝑆𝑆2 𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝐹𝐹1� + 𝜂𝜂 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝑆𝑆2 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� 𝜂𝜂(𝛽𝛽1) −

|𝜗𝜗∗𝐴𝐴1|2Γ(𝛼𝛼1𝛽𝛽1) + Γ(𝜗𝜗∗𝐴𝐴1)𝑔𝑔𝑆𝑆2(𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐹𝐹𝐹𝐹1)���������
0

  

denklemi bulunur. Bu denklemde (3.14) ve (3.15) kullanılırsa 

𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝑆𝑆2 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐵𝐵1� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1

𝑆𝑆2 𝜙𝜙𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝛽𝛽1𝐵𝐵1� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝑆𝑆2 𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝛽𝛽1𝐵𝐵1� +

𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝑆𝑆2 𝜙𝜙𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝛼𝛼1𝐵𝐵1� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1

𝑆𝑆2 𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝛼𝛼1𝐵𝐵1� + 𝜂𝜂 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝑆𝑆2 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� 𝜂𝜂(𝛽𝛽1) −

|𝜗𝜗∗𝐴𝐴1|2Γ(𝛼𝛼1𝛽𝛽1)  

denklemi elde edilir. (3.7) den  
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𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝑆𝑆2 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐵𝐵1� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1

𝑆𝑆2 𝜙𝜙𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝛽𝛽1𝐵𝐵1� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝛼𝛼1𝛽𝛽1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝜙𝜙𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� +

𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝛼𝛼1𝛽𝛽1� + 𝜂𝜂 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1

𝑆𝑆2 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� 𝜂𝜂(𝛽𝛽1) − |𝜗𝜗∗𝐴𝐴1|2Γ(𝛼𝛼1𝛽𝛽1)  

son olarak yukarıdaki denklemde (3.6) kullanılırsa  

𝑔𝑔𝑆𝑆2 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
𝑆𝑆2 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝐵𝐵1� = 𝑔𝑔𝑆𝑆2 �(∇𝜗𝜗∗)�𝐴𝐴1,∗ 𝜗𝜗∗(𝜙𝜙𝜗𝜗∗𝐴𝐴1)�,𝛽𝛽1𝐵𝐵1� +

𝑔𝑔𝑆𝑆2�𝑆𝑆𝛼𝛼1𝛽𝛽1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝜙𝜙𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� + 𝑔𝑔𝑆𝑆2�∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1,𝛼𝛼1𝛽𝛽1� + 𝜂𝜂 �∇𝜗𝜗∗𝐴𝐴1

𝑆𝑆2 𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� 𝜂𝜂(𝛽𝛽1) −
|𝜗𝜗∗𝐴𝐴1|2Γ(𝛼𝛼1𝛽𝛽1)  

elde edilir. Tanım 3.4 ten ispat tamamlanır. 

 

Aşağıdaki teorem ile bir �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� Riemann manifoldundan  �𝑆𝑆2,𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆2  � Sasakian 

manifolduna tanımlı CSIRM dönüşümünün harmonikliği incelenmiştir. 

 

Teorem 3.8: 𝜗𝜗, �𝑆𝑆1,𝑔𝑔𝑆𝑆1� Riemann manifoldundan  �𝑆𝑆2,𝐹𝐹, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂,𝑔𝑔𝑆𝑆2  � Sasakian 

manifolduna tanımlı bir CSIRM olsun. Bu durumda 𝐴𝐴1 ∈ (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗)⊥ olmak üzere 𝜗𝜗 nin 

harmonik olması için gerek ve yeter şart aşağıdakilerin sağlanmasıdır. 

i. Fibreler minimaldir. 

ii. 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝜔𝜔𝜔𝜔∗𝐴𝐴1𝐴𝐴1 − 𝛽𝛽1∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 − 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴1� − (∇𝑆𝑆2𝐹𝐹𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴1)𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗ = 0, 

iii. 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝜔𝜔𝜔𝜔∗𝐴𝐴1𝐴𝐴1 − 𝛼𝛼1∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 − (∇𝑆𝑆2𝐹𝐹𝐹𝐹𝜗𝜗∗𝐴𝐴1)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ +

𝜂𝜂 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴1)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥� 𝜉𝜉 = 0, 

 

İspat 3.8: 𝑈𝑈1 ∈ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗  için (3.6) denklemi kullanılırsa 

(∇𝜗𝜗∗)(𝑈𝑈1,𝑈𝑈1) = ∇𝑈𝑈1
𝑆𝑆2 𝜗𝜗∗𝑈𝑈1 − 𝜗𝜗∗�∇𝑈𝑈1

𝑆𝑆1 𝑈𝑈1� = −𝜗𝜗∗�∇𝑈𝑈1
𝑆𝑆1 𝑈𝑈1�  

elde edilir. 𝜗𝜗∗𝑈𝑈1 = 0 olduğundan 𝐴𝐴1 ∈ (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∗)⊥ için (3.2),(3.6), (3.7), (3.12) ve 

(3.15) kullanılırsa 

(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴1) = ∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 − 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴1�
= −∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹∗𝐴𝐴1 − 𝐹𝐹�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� − 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴1� +  𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴1�𝜉𝜉

= −∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹∗𝐴𝐴1 − 𝐹𝐹�−𝑆𝑆𝜔𝜔𝜔𝜔∗𝐴𝐴1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 + ∇𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1� − 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴1�

+  𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴1�𝜉𝜉 

  
elde edilir. 

 

𝜗𝜗 bir CRM olduğundan, (3.14) ve (3.15) kullanılırsa 
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(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴1) = −∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹∗𝐴𝐴1 + 𝜙𝜙𝑆𝑆𝜔𝜔𝜔𝜔∗𝐴𝐴1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 + 𝜔𝜔𝑆𝑆𝜔𝜔𝜔𝜔∗𝐴𝐴1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 − 𝛽𝛽1∇𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1
− 𝛼𝛼1∇𝐴𝐴1

𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 − 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆1𝐴𝐴1� +  𝜂𝜂�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆2𝜗𝜗∗𝐴𝐴1�𝜉𝜉 

elde edilir. 

 

(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗) ve (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ bileşenlerine ayrılırsa 

 

(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴1)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝜙𝜙𝑆𝑆𝜔𝜔𝜔𝜔∗𝐴𝐴1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 − 𝛽𝛽1∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 − 𝜗𝜗∗�∇𝐴𝐴1

𝑆𝑆1𝐴𝐴1� −

�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹∗𝐴𝐴1�

(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟)
  

ve 

(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴1)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥ = 𝜔𝜔𝑆𝑆𝜔𝜔𝜔𝜔∗𝐴𝐴1𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 − 𝛼𝛼1∇𝐴𝐴1
𝜗𝜗⊥𝜔𝜔𝜗𝜗∗𝐴𝐴1 −

�∇𝐴𝐴1
𝑆𝑆2𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹∗𝐴𝐴1�

(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥
+ 𝜂𝜂 �(∇𝜗𝜗∗)(𝐴𝐴1,𝐴𝐴1)(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜗𝜗∗)⊥� 𝜉𝜉  

bulunur. Yukarıdaki denklemler ve (∇𝜗𝜗∗)(𝑈𝑈1,𝑈𝑈1) = −𝜗𝜗∗�∇𝑈𝑈1
𝑆𝑆1 𝑈𝑈1� eşitliğinden ispat 

tamamlanır. 
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4. GELECEKTEKİ ÇALIŞMALAR 

Clairaut Riemann dönüşümler, geometri alanında önemli uygulamalara sahip özel bir 

Riemann dönüşümlerdir [41,54]. Hermityen manifoldlarda tanımlı invaryant, anti-

invaryant ve yarı-invaryant Riemann dönüşümler fikri birçok yazar tarafından 

çalışılmıştır [34,37,46,50]. 

 

Son zamanlarda, Clairaut konformal submersiyonlar ve Clairaut konformal Riemann 

dönüşümler kavramları [39,40] de tanıtılmış ve bu dönüşümlerin çeşitli geometrik 

özellikleri sayesinde oldukça ilgi gördükleri söylenebilir. Bu tezde, Konformal 

Riemann dönüşümler ve Sasakian manifoldlara tanımlı yarı-invaryant Riemann 

dönüşümler incelenmiştir. Bu nedenle gelecekte, Clairaut Riemann dönüşümler fikrini 

bu iki kavramla birleştirmek ve Clairaut konformal yarı-invaryant Riemann 

dönüşümler (özellikle Clairaut konformal yarı- invaryant submersiyonlar) Kaehler 

ve/veya Sasakian manifoldlarda incelemek ilginç sonuçlar verecektir. 
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