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OZET

RIEMANN MANIiFOLDLARINDAN SASAKIiAN MANIiFOLDLARINA
TANIMLI KONFORMAL YARI-INVARYANT RIEMANN
DONUSUMLER

KARAGOL, Siimeyye
Yiiksek Lisans, Matematik Bolimi
Danigmant: Dog¢. Dr. Murat POLAT

Haziran 2025, 54 sayfa

Dort boliimden olusan bu tez ¢alismasinin birinci boliimil olan giris kisminda Riemann
dontistimleri ve Riemann doniisiimleri iizerine yapilan c¢alismalar hakkinda detayli bilgi
verilmisgtir.

Ikinci béliimde tez calismamiza kaynak olusturacak temel kavramlar basligi altinda Riemann
manifoldlar, kompleks manifoldlar, Riemann doniisiimler, yari-invaryant Riemann
doniisiimler ve Sasakian manifoldlar verilmistir.

Ucgiincii béliim orjinal sonuglardan olusmustur. Bu béliimde daha once Sahin ve Akyol
tarafindan [31] hemen hemen Hermityen manifoldlara tanimli konformal yari-invaryant
Riemann doniisiimler fikri kontakt metrik manifold olan Sasakian manifoldlara
genisletilmistir. Bu baglamda, Riemann manifoldlarindan Sasakian manifoldlara tanimli
konformal yari-invaryant Riemann doniisiimler incelenmektedir. Ardindan, bu tiir
doniisiimlere basit olmayan bir &rnek verilmekte ve D;,D,,D;, D, liflerinin geometrisi
incelenmektedir. Ayrica konformal yari-invaryant Riemann doniisiimlerin tamamen jeodezik
olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar elde edilmis ve bu tiir doniisiimlerin harmonikligi
arastirilmistir.

Dordiincii  boliimde konformal yari-invaryant Riemann doniistimler ile ilgili ilerde
yapilabilecek arastirma konularina deginilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yari-invaryant Riemann doniisiimler, Konformal yari-invaryant
Riemann dontistimler, Sasakian manifoldlari
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ABSTRACT

CONFORMAL SEMI-INVARIANT RIEMANNIAN MAPS TO SASAKIAN
MANIFOLDS

KARAGOL, Siimeyye
Master of Science in Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Murat POLAT
June 2025, 54 pages

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, detailed information is provided about
Riemann maps and the studies conducted on these maps.

The second chapter introduces the fundamental concepts that serve as the theoretical
foundation of the thesis. In this context, Riemannian manifolds, complex manifolds, Riemann
maps, semi-invariant Riemann maps, and Sasakian manifolds are presented.

The third chapter contains the original contributions of the study. In this section, the concept
of conformal semi-invariant Riemann maps, previously introduced by Sahin and Akyol [31]
for almost Hermitian manifolds, is extended to Sasakian manifolds, which are contact metric
manifolds. In this regard, conformal semi-invariant Riemann maps defined from Riemannian
manifolds to Sasakian manifolds are examined. A non-trivial example of such maps is given,
and the geometry of the distributions Dy, D,, D, D, is investigated. Furthermore, necessary
and sufficient conditions for these maps to be totally geodesic are obtained, and their
harmonicity is analyzed.

In the fourth and final chapter, potential directions for future research related to conformal
semi-invariant Riemann maps are discussed.

Keywords: Semi-invariant Riemann maps, Conformal semi-invariant Riemann maps,
Sasakian manifolds
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1. GIRIS

Fischer, Riemann manifoldlar arasinda tanimli iyi bilinen genellestirilmis eikonal
denklemi ||9,]|? = rankd denklemini saglayan izometrik immersiyon (daldirma) ve
Riemann submersiyonunun bir genellemesi olarak Riemann doniistimii kavramini
tanitmistir [16]. Bu denklem, geometrik optik ile fiziksel optik arasinda bir koprii islevi

gormektedir. 9, (51, Js 1) ve (SZ, gsz) Riemann manifoldlari arasinda tanimli ve

0 < rankd < min{boy(S;),boy(S,)}

kosulunu saglayan bir doniisiim olmak iizere ¢ € S; noktasinda 9,4 donistimiiniin
cekirdek uzayr Vq = kerd,q ve T, S, teget uzay1 i¢inde bu gekirdek uzayinin ortogonal

tamamlayan uzay1

(Hq = ker{)*q)l

seklinde ele alinir. Boylece S; manifoldunun g noktasindaki teget uzayi

TS; = (kerd.q)®(kerd.q) = V,@®H,

esitligi ile verilir.

Benzer sekilde 9(q) € S, noktasindaki 9,4 nun goriintii uzay1 ranged,q ve Ty(,)S;

teget uzay1 icerisinde bu uzayin ortogonal tamamlayan uzay1 (rangex‘)*q)l seklinde

alinir.

rankd < min{boy(S,), boy(S,)}
sart1 altinda

(ker{)*q)L 0
esitligi saglanir. Boylece 9(q) € S, noktasinda S, nin Ty(4)S, tanjant uzayi
L
Ty)S2 = (rangeﬂ*q) &) (rangex‘)*q)
seklinde bir ayrisima sahip oldugu soylenebilir. Eger

o (kerx‘)*q)L - (rangeﬂ*q)

1
yatay kisitlamasi <(ker19*q) »9s, |(ker\9*q)J.> ve (rangeﬂ*q, 9s, 9(q) |mnge{,*q)
uzaylari arasinda bir lineer izometri ise 9 nin g € S; noktasinda bir Riemann doniisiim



oldugu sdylenebilir. Bagka bir deyisle 9, I ((kerﬂ*q)l) e teget olan her A;, A, vektor

alani i¢in
Is, (9. 41,9, 4y) = 951(A1, A;) (1.1)

esitligini saglar.

Riemann dontistimlerinin ¢esitli 6zellikleri birgok arastirmaci tarafindan kapsamli bir
sekilde incelenmistir [29,35,36,38,43-45,48,52,53,55-57]. Riemann
doniistimler teorisiyle ilgili detayl1 gelismeler [49] kaynagindan bulunabilir. Riemann
dontistimlerin  bir genellemesi olan konformal Riemann doniisiimler ve bu
dontisiimlerin harmonikligi [15], [51] c¢alismalarda incelenmistir. Konformal anti-

invaryant Riemann doniisiimler [30] da ¢alisiimistir.

Bu tezde, yari-invaryant Riemann doniisiimler ve tamamen reel altmanifoldlarin bir
genellemesi olarak, s6z konusu kavram hemen hemen kontakt metrik manifoldlara
genisletilmektedir. Bu fikir kontakt metrik manifoldlar olan Sasakian manifoldlara
genisletilmis ve Riemann manifoldlarindan Sasakian manifoldlara tanimli konformal
yar1 —invaryant Riemann déniisiimler sunulmaktadir. Oncelikle bu déniisiime basit
olmayan bir 6rnek verilmekte ve konformal yari-invaryant Riemann doniistimlerin
tamamen jeodezik olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar elde edilmektedir. Ayrica
cekirdek uzayr ve onun tamamlayici uzayindaki liflerin geometrisi ve bu tiir

doniigiimlerin harmonikligi arastirilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde Riemann manifold, kompleks manifold, Riemann doniisiimler ve
Sasakian manifodlar ile ilgili baz1 temel kavramlar ve teoremler ayrintili bir sekilde

ele alinacaktir.

2.1 Riemann Manifoldlar

Tanmm 2.1.1: S; bir diferansiyellenebilir manifold ve §; manifoldu iizerindeki
diferansiyellenebilir vektér alanlarinin  kiimesi X' (S;) olmak tizere VZ,,Z,,Z5 €
X (S1) ve a,b € R igin,
g:X(S1) X X($1) = C(51, R)

olmak tizere g doniisiimii

() 9(Zy,Z;) = 9(Z3,Zy),

(ii) g(Z1,Z1) = 0i¢in g(Z;,Z;) =0 & Z; =0,

(ii)g(aZy + bZy, Z3) = ag(Zy,Z3) + bg(Z3, Z3)

9(Zy,aZy + bZ3) = ag(Zy,Z;) + bg(Z1,Z3)

sartlar1 sagliyorsa g doniisiimiine metrik tensor veya Riemann metrigi denir. (Sl, Js 1)

ikilisine de Riemann manifoldu denir [3].

Tamm 2.1.2: Bir §; Riemann manifoldu {izerinde tanimlanan metrik tensér g olmak

uzere V, € T, tanjant vektortiniin uzunlugu,

V|l = ﬂ/g(V,Vp) (2.1)

reel sayist ile verilir [3].

Tamm 2.1.3: Bir §; Riemann manifoldu iizerindeki metrik tensor g olmak iizere

sifir olmayan U, V;, € T},,S; tanjant vektorleri arasindaki o € [0, 7] agisi,

g(Up'Vp) (22)

coso =
lplllvall

¢ hesaplanir [4].

Tamm 2.1.4: 9: (Sy, g5,) = (S2.95,) (S1,9s,) ve (52, 9s,) diferansiyellenebilir

manifoldlar1 arasinda tamimlanan diferansiyellenebilir bir doniisiim, X € T,S;

3



vektorii (S, gs 1) manifoldundan segilen a(t) egrisine a(t,) = q noktasinda teget ve
9(q) = 19(0((1:0)) noktasinda f = ﬁ(a(t)) egrisine teget olacak sekilde
(Sl, Js 1) manifoldundan segilen a(t) egrisine a(t,) = q noktasinda teget olsun.
9(q) = ﬁ(a(to)) noktasinda § = ﬁ(a(t)) egrisine teget olacak sekilde 9, (X (a(t)))

vektoriine karsilik getiren donilisiimiine ¥ donilisiimiiniin tiirev doniisiimii denir ve

V,: TxS1 = Ty(x)S, ile gosterilir [2].

Tanmim 2.1.5: (Sl, gsl), (Sz, gsz) Riemann manifoldlar1 ve

9: (81, 9s,) = (52,9s,)
bir C* doniisiimii olsun. Vq € S; ve Ug, V; € T,;S; igin

8s,(Ug, Vq) = gs, (‘9*(Uq)'8*(vq)) (2.3)
esitligi saglaniyorsa ¥ doniisiimiine (Sl, Js 1) manifoldundan (Sz, gsz) manifolduna

taniml1 izometri denir [5,6].

Tanmim 2.1.6: S; manifoldunda tanimlhi olan C®(S;,R) diferansiyellenebilir

kiimesinden segilen bir f fonksiyonu alalim. Z; ve Z, vektor alanlar1 olmak tizere

[1:X(S1) X X (S1) = X(S1)
[Z1, Z,)f = Z1(Z>f) — Z,(Z4f) (2.4)
olarak tanimlanan [, ] fonksiyonuna Z; ve Z, vektor alanlarinin Lie braket operatorii

veya parantez operatorii denir [1].

VZ,,Z,,Z5 € X(5,),f,g € C°(S;,R) ve a,b € R olmak flizere Lie operatorii
asagidaki ozellikleri saglar.
I [Z1,Z5] = —[Z,,Z4]
ii. [aZy +bZy, Z3] = alZy,Z3] + b[Z3, Z5]
121,122, Z51| + |22, [Z5, Z11] + 25, [Z1, Z,]] = 0 (Jacobi 6zdesligi)

iv.  [fZy,9Z,] = flZ,,Z,] + f(Z19)Z, — 9(Z2f)Z,

1il.



Tamim 2.1.7: Diferansiyellenebilir bir S; manifoldu iizerinde tanimlanan I'(T'S;)
vektor alanlarinin kiimesi olsun. VZ,, Z,,Z; € T'(TS;) ve f € C*(S;, R) i¢in
L V23 =V Z3+Vy Z3,

. Vg (Zy+273) =V, 72, +Vy Zs,

ii. szlZz = fVZlZz,

v. vZlfzz =7Z[f1Z; + fvzlzz
kosullarm1 saglayan V:T(TS;) - I'(TS;) déniisiimiine S; manifoldu {izerinde
tanimlanan afin konneksiyon veya lineer konneksiyon denir. Burada Vzl, Z; vektor

alanina gore kovaryant tiirevdir [7].

Tamm 2.1.8: V, bir S; manifoldu iizerinde tanimlanan afin konneksiyon ve [,] Lie

braketi olsun. Z;,Z, € I'(TS,) igin,

T:T(TS,) X I(TS;) - I'(TS,)
(Z1,2,) > T(Z4,Zy) = vlez - vZZZ1 —[24,2,] (2.5)

ile tanimlanan tensor torsiyon tensorii olarak adlandirilir [1].

Tanim 2.1.9: S; bir manifold ve VZ;,Z, € T'(TS;) i¢in

T(Z1,Z5) =0

ise V konneksiyonuna torsiyonsuz konneksiyon denir [8].

Tamm 2.1.10: S; manifoldu iizerinde tanimlanan simetrik ve singiiler olmayan bir
bilineer form g olmak iizere, eger VZ,, Z,, Z3 € X (S;) igin V konneksiyonu,
i [Zy,2,] = vlez - vZZZ1

. Z; g(Z3,Z3) = 9(72122'23) + 9(22'72123)
sartlar1 saglanirsa bu konneksiyon Levi-Civita konneksiyonu veya Riemann

konneksiyonu olarak adlandirilir [9].

Tamm 2.1.11: S; manifoldu iizerinde tammlanan V Riemann konneksiyonu,

VZ,,Z,, Z5 € T(TS,) icin

Z(VZIZZ,Zg) = Z1(g(Zz'Zs)) + 22(9(23»Z1))—Z3(9(Z1'Zz))
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—9(Z1,[Z3,Z3]) + 9(Z3,1Z3, Z1]) + g(Z3, (21, Z5]) (2.6)
Koszul esitligi ile belirlenir [9].
Teorem 2.1.1: Riemann manifoldu iizerinde bir tek Riemann konneksiyonu (Levi-

Civita konneksiyonu) bulunur [10,11].

Tanmm 2.1.12: (51, 851) bir Riemann manifoldu ve f:1 — S§; bu manifold lizerinde
tanimlanan bir egri olsun. Z € I'(T'S;) vektor alam igin 8 = B, (%) olmak {izere

VBZ = 0 ise Z vektor alanina 8 egrisi boyunca paraleldir denir [10].

Tanim 2.1.13: (Sl, gs 1) bir Riemann manifoldu ve f:1 - §; ye tanimlanan egrinin

teget vektor alani § boyunca paralel olursa 8 egrisine jeodezik egri denir [10].

Tanmim 2.1.14: ST, S} birer Riemann manifoldu olmak {izere bu manifoldlar arasinda
tanimlanan bir 9, —donilisimii i¢in boy (19* (Tq51 )) =m ise Y nin q €S,

noktasindaki ranki m olur ve rank (9) = m ile gosterilir. Eger boy(S;) = rank(9) =
m ise ¥ donilislimiine immersiyon veya daldirma denir. Bu durumda S; manifoldu S,

manifoldunun immersed altmanifoldu olarak adlandirilir [12].

Tamm 2.1.15: 9 immersiyonu birebir olursa 9 doniislimiine gdmme veya immeding,

S; manifolduna S, manifoldunun gémiilen altmanifoldu denir [4], [12].

Tanim 2.1.16: (Sl, 8s 1) , (SZ, g 52) Riemann manifoldlarinin boyutlar1 sirasiyla m ve
n olmak lizere 9: (Sl, gsl) - (Sz, gsz) bir immersiyon olsun. VZ;,Z, € F(TqSl) igin
gSz (19*21'19*22) = gSl(ZI'ZZ) (27)

esitligi saglaniyorsa 9 donilisimii metrigi koruyan immersiyon veya izometrik

immersiyon olarak adlandirilir [11].

Tanim 2.1.17: S; bir manifold ve z manifold {izerinde bir nokta olsun. Her z noktasina
T,S; tanjant uzaymin bir D, altuzayim karsilik getiren dontisiime distribiisyon veya

dagilim denir.
D: Sl - Tzsl

6



z-D,cT,S;
D, nin diferansiyellenebilir r boyutlu distribiisyon olmasi i¢in her z noktasinda D, i

gecen 1 tane diferansiyellenebilir vektor alaninin olmasi gerekir [2,11].

Ornek 2.1.1: Yukaridaki distribiisyon tanimina gore her vektor alanmin 1 — boyutlu

bir distribiisyon tanimlayacagi agikardir [2].

Tamm 2.1.18: S; bir diferansiyellenebilir manifold, D bu manifold {izerinde tanimhi
T —boyutlu bir C* distribiisyon ve S; manifoldunun altmanifoldu S; olsun. Eger Vz €
S, noktasinda S; altmanifoldunun tanjant uzay1 ile D, ayn1 ise S; manifolduna D nin
integral altmanifoldu denir. Yani m: §; — S; doniisiimii bir imbedding olmak iizere

Vz € §; i¢in

,(T,S1) = D, (2.8)
esitligi gegerli olur. Eger D nin S; manifoldunu kapsayan bagka bir integral manifoldu
yoksa S; manifolduna D distriblisyonunun bir maksimal integral manifoldu veya lifi

denir [11].

Tamim 2.1.19: S; bir C* manifold ve S; nin altmanifoldu S; olsun. Eger Vz € S; i¢in
D distriblisyonunun z noktasini1 kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa D

distribiisyonuna integrallenebilirdir denir [6].

Ornek 2.1.2: Boyutu 1 olan her distribiisyon (dagilim) integrallenebilirdir [2].

Tanmmm 2.1.20: Z,,Z, € D i¢in [Z,,Z,] € D ise D distriblisyonuna involutivedir
denir [2].

Teorem 2.1.2: (Frobenius Teoremi) S; bir C* manifold ve D, S; manifoldu iizerinde
taniml1 p —boyutlu bir distribiisyon oldugu zaman her involutive distribiisyonunun
integrallenebilir oldugu sdylenebilir. Ayrica, D distriblisyonun Vq € S; noktasindan
gecen bir tek maksimal integral manifoldu vardir. g noktasini i¢ine alan diger tiim

integral manifoldlar bu maksimalin bir a¢ik altmanifoldudur [2].



Tanmm 2.1.21: (Sl, gsl) bir Riemann manifoldu ve bu manifold iizerindeki lineer
konneksiyon V olsun. VZ; € I'(TS,), Z, € T(D) igin
Vz,Z, €T(D)

ise D distribiisyonu (Sy, gs ,) manifoldunda paraleldir denir [6].

Tamm 2.1.22: (S{“,gsrln), ( S?,gsg) birer Riemann manifoldu ve n < m olmak
uzere

v: (51’951) - (52'952)

diferansiyellenebilir 6rten doniisiimii icin

rankd,, = boyS,
ise ¥ dontlisiimiine z € S; de bir submersiyon denir. ¥ doniisiimii bir submersiyon ise

9 ye S; manifoldunda bir submersiyon denir [6,13].

Tamm 2.1.23: ( S, g S‘f‘)' ( S%, g 5121) birer Riemann manifoldu olmak tizere

9:(S1, 9s,) = (52, 9s,)

ile tanimlanan diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. z € §; i¢in

Vz = Vz(ﬁ) = kerﬁ*z = {Z € Tzsllﬁ*z(z) = O} c TZSI
ve
Hz = I/ZJ_ c TZSI

olarak tanimlansin.V, ile verilen kiimeye ¢ doniisiimiiniin z noktasindaki dikey
(vertical) uzay1 denir.V, dikey uzayinin dik tiimleyen uzayi olan H, ye ise 9
doniislimiiniin  z noktasindaki yatay (horizontal) uzayr denir. S; Riemann
manifoldunda z € S; i¢in

.5, =V,®H, =V, DV} (2.9)
seklinde bir ortogonal ayrisimi vardir [5,6].

Tamm 2.1.24: ( S g Srln), ( S%. g S‘Z‘) Riemann manifoldlar1 ve

9:(S1, 9s,) = (52, 9s,)



olarak tanimlanan bir C* doniisiim olsun. z € S; noktasina T,S; in V, ve H, alt
uzaylarim karsilik getiren z— V, ve z— H, bu iki doniislim, S; iizerinde sirasiyla V =
V(9) ve H=H(V) ile gosterilen C* distribiisyonlari1 karsilik getirir. V = V(9)
climlesine ¥ doniistimiiniin dikey distribiisyonu (dikey alt demeti), H = H( )

climlesine ise yatay distribisyonu (yatay alt demeti) denir [5,6].

Tamm 2.1.25: S; manifoldundaki bir U vektor alam dikey alt demetinde ise U ya

dikey vektor alani denir ve bu vektor alanlarinin kiimesi y¥(S;) olarak gosterilir [2].

Tamim 2.1.26: S; manifoldundaki bir U vektor alani yatay alt demetinde ise U ya yatay

vektor alan1 denir. Bu vektdr alanlarinm kiimesi y"(S;) olarak gosterilir [2].

Bir W € T'(TS,) vektor alaninin yatay ve dikey kisimlari sirasiyla hW ve vW seklinde

bir gdsterime sahiptir.

Tanim 2.1.27: (Sl, Js 1), (Sz, 952) birer Riemann manifoldu olmak tizere

0: (SI’ gsl) - (52, gsz)
submersiyonu i¢in Vq € S; noktasinda ¥, tiirev doniisimii X,Y € Hy,q € S;
i¢cin
9s200) (‘9*CI(X)' ‘9*q(y)) = 9s,,(X,Y) (2.10)

esitligi gegerlidir. Bu esitlige gore, yatay vektorlerin uzunlugu korunuyorsa o

dontisiimiine bir Riemann submersiyon denir [6,13].

Tanim 2.1.28: (Sl, Is 1), (Sz, 952) birer Riemann manifoldu ve

9:(S1,95,) = (S2.95,)
ile tamimlanan doniistimii bir Riemann submersiyon olsun. (1,2) — mertebeli T temel

tensor alani, Zy,Z, € T'(TS;) i¢in,

TZ]_ZZ == hVUZIUZZ + vV,,ZthZ (211)
esitligi ile tanimlanir [6,14].

Her Z,,Z,,Z5 € T(TS,) i¢in T temel tensor alan1 asagidaki 6zellikleri saglar.



1. g(TZ 22 Z3) =—g (TZlZ3, Zz) ( Tz, lineer operatdr ve anti-simetriktir.)
ii. Ty, dikey ve yatay alt uzaylarin rollerini degistirir.
iil. Ty, = Ty, esitligi vardir (T dikey tensor alanidir.)

iv. Zy,Z, € T(V) icin Ty Z, =Tz Z; esitligi vardir ( T dikey tensdr alani
simetriktir) [6,14].

Tanim 2.1.29: (Sl, Js 1), (Sz, 952) birer Riemann manifoldu

9:(S1, 9s,) = (52, 9s,)
donilisiimii bir Riemann submersiyonu olarak tanimlansin. (1,2) tipli A temel tensor

alam Z,,Z, € T'(TS;) olacak sekilde

AZl Zz - hvvzlv ZZ + thzlv ZZ (212)

ile tanimlanir [6,14].

Z4,Z,,Z5 € T(TS,;) igin A temel tensor alaninin 6zellikleri asagidaki gibi verilebilir.
1. g(AZlZZ,Z3) = —g(TZlZ3,Zz) (Az, lineer operator ve anti simetriktir.)
ii. Ay, dikey ve yatay alt uzaylarin rollerini degistirmektedir.
ii. Az = Apg dir. Yani 4 yatay tensor alanidir.
iv. Zy,Z, € I'(H) i¢in Ay Z,=—Az Z; dir. Yani A yatay tensor alam
alterneleyendir [6,14].

Lemma 2.1.1: (Sl, 951) ve (SZ, gsz) Riemann manifoldlar arasinda tanimlanan

v: (Sl"g51) - (52:952)

doniisiimii Riemann submersiyon ve X;, X, € x"(S;), V4,V, € x¥(S,) icin

V.V, =TV, + V1, (2.13)
Vv, X; = hVy X, + Ty, X, (2.14)
Vx Vi = Ay Vi + vVy V; (2.15)
Vy, Xy = hVy X, + Ay, X, (2.16)

esitlikleri saglanir [6,15].

Tanim 2.1.30: (Sl, Js 1) ve (Sz, 952) Riemann manifoldlar1 arasinda tanimlanan

10



v: (Sl'gsl) - (52,952)
doniisimii  Riemann submersiyon olsun. T tensor alami sifir oldugunda o
doniisiimiiniin herhangi bir 971(z) lifine S; manifoldunun tamamen jeodezik alt

manifoldu denir [6,15].

Tanmim 2.1.31: 9: (Sl, gsl) - (SZ, 952) ye tanimli bir dontisiim ve (SZ, gsz) manifoldu
lizerindeki konneksiyon  VZ olsun. 9 doniisiimii boyunca (SZ, 952) manifoldu

iizerindeki V?Y konneksiyonu © boyunca V? konneksiyonunun bir geri ¢ekme

(pullback) konneksiyonudur [28].

Tamm 2.1.32: 9, (Sl, Js 1) ve (Sz, gsz) Riemann manifoldlar arasinda tanimlanan bir
doniisiim olsun. Bu déniisiim boyunca V? nin geri ¢ekme konneksiyonu V27, her
Zy,Z, € T(TS,) igin
VI,: T(TS;) X T'(TS;) — Iy(TS,)
(V9.)(Z1,Z5) = V5)9.(Z5) — 9.(V},Z,) (2.17)
biciminde tanimlanan Vi, donilisimii 9 nin ikinci temel formu olarak adlandirilir

[2,28].

Onerme 2.1.1: (Sl, gsl), (SZ, gsz) birer Riemann manifoldu

v: (51’951) - (Sz’gsz)
bir doniistim olsun. VZ,,Z, € I'(TS;) igin

(V 19*)(21'Z2) = (v ﬁ*)(ZZle)

esitligi vardir. Bu esitlik ikinci temel formun simetrik oldugu anlamina gelir [2,16].

Tamm 2.1.33: 9: (S{",gsl) - (S?, gsz) bir dontisiim ve (eq, €y, ... ,€y), ['(TS;) igin
yerel ortonormal ¢at1 olsun. ¥ doniistiimiiniin tensiyon alani t(9), V 9, ikinci temel

formunun izine esittir. Yani

w(9) = i2(V9.) = ) (V9)(ewe) (2.18)
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esitligi vardir. 9 doniisiimiiniin tensiyon alan1 9 boyunca bir vektor alanidir. 7(9) €

T(TS,) dir [2,16].

Tamim 2.1.34: Eger t(9) = 0 ise
9:(S1, 9s,) = (52, 9s,)

doniistimiine harmonik doniisiim denir [2,16].

Tanim 2.1.35: (Sl, Js 1), (SZ, gsz) birer Riemann manifoldu

9:(S1, gs,) = (2 9s,)

olarak verilsin. 9 donligimiiniin g € S; noktasindaki tiirev dontisimi 9,, olacak

sekilde Z; € TS, ve Z; € Ty S; icin

95,(9.4(Z1), Z,) = gs,(21, 9°9(2)) (2.19)
seklinde tanimli 9*? doniigiimiine tiirev donlisiimiiniin q € S; noktasindaki adjoint

doniistimii ad1 verilir [2,16].

2.2 Kompleks Manifoldlar

Bu alt boliimde kompleks manifoldlar ve bu manifoldlar tizerinde tanimlanan farkl

submersiyon ¢esitlerinin tanimlar1 detayl bir sekilde ele alinacaktir.

Tamm 2.2.1: Hausdorff uzay1 olan S; tizerinde, her U, C S; i¢in

Y, U,cS ->W,cc"
seklinde bir homeomorfizma tanimlansin. Bu homeomorfizmalar, {U,, },¢ ailesiyle bir

ortii olusturur ve U, N Ug # @ durumunda,

Pap = Yoo W51 W (U, NUp) =: Wo (U, NUR)

Ppo = Vg o Wal: W, (U, NUp) —: Wp(U, N UR)
doniistimleri holomorfik olmalidir. Eger bu kosullar saglaniyorsa S; bir kompleks
manifolddur denir. Ayrica, C" ve R?" birbiriyle 6zdes oldugundan S; ayni1 zamanda
2n —boyutlu bir reel analitik manifold olarak kabul edilir. Bu yapiya S; in holomortfik
koordinat komsulugu denir [17].
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Tanim 2.2.2 : S; manifoldu {izerinde tanimlanan reel 2n —boyutlu ve (1,1) mertebeli

tensor alani F olacak sekilde Vg € S, igin,

Fq: TqSI - qul’ qu = _Izm
seklinde tanimlanan bir lineer doniisiim varsa F ye S; manifoldunda tanimli hemen
hemen kompleks yap1 ad1 verilir. Boylece, F kompleks yapisi ile birlikte S; manifoldu

hemen hemen kompleks manifold olarak adlandirilir [18,19].

Tamm 2.2.3: S;, hemen hemen kompleks manifold, V c S; acig1 iizerinde {xﬁ ,yB }

koordinat sistemi mevcutsa, F tensor alan1 asagidaki gibi tanimlanir.

(5) =55 F (539) =2
axB)  ayP’ \ayP)  oxP

Bu durumda S; manifolduna bir kompleks manifold denir [18].

Sonug 2.2.1: S; manifoldunun kompleks boyutu n ve reel boyutu 2m olmak iizere
n = 2m olmasi durumunda S; manifolduna hemen hemen kompleks manifold denir.

[20].

Tamm 2.2.4: S;, hemen hemen kompleks manifold ve S; manifoldunun kompleks
yapisi F olsun. S; manifoldu {izerinde tanimlanan Riemann metrigi g olmak iizere

VZ,,Z, € X(S;) i¢in,

9(Z1,2;) = 9g(FZ1,FZ3) (2.20)

esitligi saglandiginda g bilineer doniisiimiine Hermityen metrik denir [18].

Tanmm 2.2.5: S; hemen hemen kompleks manifold ve bu manifoldda g Hermityen
metrigi tanimli ise S; manifoldu hemen hemen Hermityen manifold olarak adlandirilir.
Bu durumda S; kompleks manifoldu ve S; manifoldu iizerinde g Hermityen metrigi
tanimli ise S; manifolduna Hermityen manifold denir. VZ;, Z, € X (S;) i¢in,
F? = —Ig ,
9(Z1,Zy) = g(FZ1,FZ,) (2.21)
esitlikleri gegerlidir [18].

13



Tanim 2.2.6: Hemen hemen kompleks manifold olan S; {izerinde g Hermityen metrik

ve F hemen hemen kompleks yap1 olmak tizere VZ;, Z, € X (S;) i¢in,

W(Zy,Z,) = g(Z1,FZ3) (2.22)
tanimli () tensorii temel 2 —form olarak adlandirilir. Bir S; manifoldu g Hermityen
metrigi ve F kompleks yapisina sahip ise (S;, g, F) Uglisii hemen hemen Hermityen

manifold olarak adlandirilir [18].

Tamm 2.2.7: Hemen hemen kompleks manifold olan S; lizerinde g Hermityen metrik
tanimlandiginda, S; iizerinde tanimlanan Q temel 2 —formu kapali (d€) = 0) olmasi

durumunda g Hermityen metrigi Kachler metrik olarak adlandirilir [18].

Tamm 2.2.8: §; bir kompleks manifold ve S; manifoldu tizerinde Kaehler metrik g,

tanimliysa, (Sl, gs, F ) yapisi Kaehler manifold olarak adlandirilir [18].

Teorem 2.2.1: Bir (Sl, gsl,F) hemen hemen Hermityen manifoldu i¢in S;
manifoldunun Kaehler manifoldu olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart,

VF =0 (2.23)

kosulunun saglanmasidir [18].

Teorem 2.2.2: (Sl, gs, F ) bir hemen hemen Hermityen manifoldu ve Kaehler
manifoldu oldugunda VZ;, Z, € TS; i¢in asagidaki esitlik saglanir [18].

(Vz,F)Z;=0
V. FZ,= (V3 F)Z, +FVy 2, ———V,; FZ,=FV, 7, (2.24)

Tamm 2.2.9: (S{", gsl,Fl) ve (SQ”, gSZ,Fz) (m > n) olmak iizere, iki hemen hemen
Hermityen manifold olsun. Eger 9: (S{”, Js, Fl) - (S;”, gs, Fz) bir C* submersiyon
olup asagida verilen kosullar1 sagliyorsa, ¥ doniisiimii holomorfik submersiyon veya
hemen hemen Hermityen submersiyon olarak adlandirilir [18].

i. 9 doniligiimii bir Riemann submersiyondur,

ii. ¥ hemen hemen kompleks doniisiimdiir. Bu
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esitliginin saglamasi anlamina gelir.

Tamm 2.2.10: (Sl,gsl,Fl) ve (Sz,gSZ,FZ) hemen hemen Hermityen manifoldlari

verilsin.
v: (51' Is,» F1) - (Sz' s, Fz)
Riemann doniigiimii verildiginde
19*F1 - FZ 19* (2.26)
ise q €S; noktasinda 9 doniisiimii holomorfik Riemann submersiyon olarak

adlandirilir [21].

Tamm 2.2.11: (Sl, Js,» Fl) bir hemen hemen Hermityen manifoldu ve (SZ, gsz) bir
Riemann manifoldu olsun.

v: (S{n, 951! Fl) - (Sg, gsz)
n < m kosulunu saglayan bir Riemann submersiyonu verilsin. Eger F; yapisina gore

dikey distriblisyon invaryant ise ¥ doniislimiine invaryant Riemann submersiyonu

denir. Yani,

F;(ker 9,) = ker ¥, (2.27)
sart1 saglanir [22].

Tanim 2.2.12: (Sl, gsl,Fl) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (SZ, gsz)
Riemann manifoldu olmak iizere,

19: (S;n’ g51' Fl) - (S721’ gSz)
n < m kosulunu saglayan bir Riemann submersiyonu verilsin. Eger ker 9,, F;

yapisina gore anti-invaryant bir yapiya sahipse, o zaman ¥ doniisiimiine anti-invaryant

Riemann submersiyon denir. Yani,

F,(ker 9,) € (ker 9,)* (2.28)
sart1 saglanir [23].

Tamm 2.2.13: (Sl, 951:F1) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (SZ, gsz)

Riemann manifoldu olmak iizere,
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19: (S;n’ g51' Fl) - (S721’ gSz)
n < m kosulunu saglayan bir Riemann submersiyonu verilsin.
D, € kerd,
distribiisyonuna sahip olup,

ker 19* = D1 @ DZ

Ve

Fl(Dl) =Dy,
F,(D,) € (ker 9.)* (2.29)

esitlikleri saglaniyorsa, o zaman 9 déniisiimiine yari-invaryant Riemann submersiyon

denir. Burada D,, ker 9, da D, distriblisyonunun ortogonol tamamlayicisidir [24].

Tamm 2.2.14: (Sl, gsl,Fl) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (Sz, 952)

Riemann manifoldu olmak iizere,

v: (S{n' gsl'F1) v (Sg,gsz)
n < m kosulunu saglayan bir Riemann submersiyonu verilsin. Eger g € S; noktasinda
sifirdan farkli Z € kerd,, vektorii icin kerd,, ile F;Z arasindaki a¢1 6(Z) sabit
kaliyorsa ve bu sabitlik g € S; ve kerd,, deki Z tanjant vektorlerinin segiminden
bagimsizsa o zaman 9 doniisiimiine slant submersiyon denir. Bu durumda 6 agisina

slant (egik) a¢is1 denir [25].

2.3 Riemann Doniisiimler

Bu alt bolimde, Riemann submersiyonlarina ait O'Neill formiilleri ile izometrik
immersiyonlarin  Gauss-Weingarten formiillerine benzer yapilarinin, Riemann
doniisiimleri baglaminda nasil uygulanabilecegi incelenecek ve bu doniistimler i¢in
temel formiiller tiiretilecektir. Ayrica Riemann doniisiimlerinin tensor alani ile ikinci
temel form arasindaki iligki kullanilarak 6nemli ve faydali sonuglar elde edilecektir.

[k olarak, Riemann déniisiimiiniin tanim yapilacaktir.

Tamm 2.3.1: (Sl, 951) ve (SZ, gsz) farkli Riemann manifoldlar1 olmak tiizere bu iki

manifold arasinda
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v: (51’951) - (52'952)
diferansiyellenebilir doniisiimii tanimlansin. Herhangi bir g € S; noktasinda 9,

dontisimiiniin ¢ekirdek uzay1 ker 9., ve bu ¢ekirdegin ortogonal timleyen uzayini
H, = (ker 19*q)J' ile gosterelim. (Sl, Js 1) manifoldunun tanjant uzayi, q € S;
noktasinda
L
T,S1 = kerd,, @ (ker 9.4) (2.30)
seklinde ayristirilabilir. Benzer sekilde, g € S; noktasinda ¢, doniisiimiiniin
gorlintlisti range 9,4 ve bu gorlintliniin ortogonal tamamlayicisi (range 19,kq)L olarak

tanimlanir. Bdylece (Sz, gsz) manifoldu iizerindeki karsilik gelen tanjant uzayi

T 9(q)S> nin ayrigimi
Ty(qS2 = ranged,, © (rangeﬁ*q)l (2.31)

olarak verilir. q; € S; noktasinda q, = 9(q,) olmak tizere

<(ker19*q1)l! gS1 (q:l)> |(ker19*q1)l

\%

((rangeﬁ*ql): 952 (qz)) |range19*q1
seklinde yazilabilir.

I¢ carpim uzaylar1 arasinda

ol (keﬁ?,kql)l - (range ‘9*q1) (2.32)

ile tanimlanan dontigiim bir lineer izometri ise

v: (Sl'gsl) - (52,952)

diferansiyellenebilir donilisiimiine g, € S; noktasindaki Riemann doniisiimii denir

[16].

Lemma 2.3.1: (Sl, 951) ve (SZ, gsz) iki farkli Riemann manifoldu olsun. Bu

manifoldlar arasinda

9:(S1, 9s,) = (52, 9s,)
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diferansiyellenebilir ~ doniisiimii  tamimlansin. V Z;, Z,, Z; € I'((kerd,)*t) vektor

alanlar1 igin

95, ((V0.)(2,2,), 9.(Z5)) = 0 (2.33)

esitligi saglanir [2].

Tamm 2.3.2 : (Sl, Js 1) ve (SZ, 952) sirastyla r; ve 1, boyutlu Riemann manifoldlari
olsun. (Sl, 951) manifoldu (SZ, gsz) manifoldunun bir alt manifoldu olarak kabul
edilsin. V ve V sirasiyla (Sl, 951) ve (SZ, gsz) manifoldlariin Levi-Civita
konneksiyonlar1 olmak tizere VZ,, Z, € I'(TS;) vektor alani i¢in
h: X0(S1) X X(S1) = X+ (1)
V. Z, =V3Z, + h(Z,Z,) (2.34)
denklemi Gauss denklemi olarak adlandirilir. Burada V, Z;, ve h(ZLZZ) sirastyla

VZlZZ nin teget ve normal bilesenleri, h ise (Sl, 951) manifoldunun ikinci temel

formudur [11].

Tanmmm 2.3.3: (2.34) denkleminde eger h =0 ise (Sl,gsl) Riemann manifoldu

tamamen jeodezik altmanifold olarak adlandirilir [11].

Tamm 2.3.4: (Sl, Js 1) ve (SZ, 952) sirastyla 7y ve r, boyutlu Riemann manifoldlar
olsun. S, S, manifoldunun bir alt manifoldu olmak iizere
A: X0+ (S1) X X(S1) = X(S1)

Vle = —AyZ; + VélV (2.35)

seklinde tanimlanan esitlik Weingarten denklemi olarak adlandirilir. Burada (Sl, Js 1)

in normal birim vektor alan1 V, —A,Z; ve VflV sirasiyla Vle nin teget ve normal

bilesenleridir. Ayrica Ay, V ye bagh sekil operatdriinii, V* ise (51, 951) in normal

demetindeki T+S; normal konneksiyonudur [11].

Ikinci temel form ve sekil operatorii arasinda

9(h(2,,2,),V) = g(Z,, AvZy) (2.36)
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esitligi gecerlidir. Altmanifoldlardaki Weingarten denklemi Riemann doniisiimleriyle
iliskilendirildiginde asagidaki sekilde ifade edilir.
vzﬁ*zlv = =Sy 0.Z, + V'V (2.37)
Bu denklemde Sy, 9,Z;, V iizerinde bilineerdir ve V5 ,.V nin 9 vektor alani boyunca
*4q

teget bilesenidir. Z;, Z, € T'((ker9,)* ) ve V € I'((range?d,)! ) olarak alinirsa

(V 19*)(21, Zz) == V219*Zl 19*(22) - 19*(V§122)

esitligi saglanir. Burada 9,(Z,) € (ranged,) oldugu igin

9s5,((V9.)(Z1,Z,),V) = g5,(9.(Z3), Sy 9.Z1) (2.38)
seklinde yazilabilir. Bu esitlik Riemann doniisiimleri i¢in doniislimiin ikinci temel
formu ile sekil operatorii arasindaki iligkiyi ifade eder. Ayrica (V9,) simetrik bir

operator oldugundan S, de (ranged,) uzayinda simetrik bir lineer doniisimdiir [2].

Tamm 2.3.5: (51, gsl) ve (SZ, gsz) farkli Riemann manifoldlar1 olmak iizere bu iki

manifold arasinda

v: (51'951) - (52'952)
diferansiyellenebilir ~ doniisimii  tamimlansin.  Eger VZ;,Z, € I'(TS;) igin
(V9,)(Z,,Z;) = 0 kosulunu sagliyorsad doniisiimii tamamen jeodezik doniisim

olarak adlandirilir [2].

Teorem 2.3.1: (51, gsl) ve (52, gSZ) farkli Riemann manifoldlar1 olmak iizere bu iki

manifold arasinda

v: (51;951) - (52'952)
diferansiyellenebilir doniisiimii tanimlansin.
Bu doniisiimiin tamamen jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar:
a. Az Z, = 0 olmaldir.
b. Sy 9,(Z;) = 0 kosulu saglanmalidir.
c. BgerZ,,Z, € T((ker9,)* ) ve V € I'((ranged,)*') ise lifler tamamen jeodeziktir

[2].
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2.4 Yari-invaryant Riemann Déniisiimler

Tanim 2.4.1: (Sl, Js,» F) hemen hemen Hermityen manifold ve (SZ, gsz) Riemann

manifold olarak verilsin.

v: (51'951'13) - (Sz;gsz)

biciminde tanimlanan ¢ bir Riemann doniisiimii olmak {izere D; € kerd,
distribiisyonu elde edilir ve FD; = D, esitligi saglanir.

Ayrica D,, kerd, da D, distriblisyonunun ortogonal tamamlayicisidir ve

F(D,) € (ker 9,)*

sart1 saglanmaktadir. Bu sartlarin saglandigi durumlarda 9 doniisiimii yari-invaryant
Riemann doniisiimii olarak adlandirilir [24]. Burada kerd, = D; @ D, olarak ifade
edilir. p, (kerd,)* de F(D,) distribiisyonunun ortogonal tamamlayicisidir. Ayrica F

e gore invaryanttir. Ek olarak, V € I'((ranged,)%) igin

FV =BV +CV
esitligi gecerlidir. Burada BV € T'(D,) ve CV € T'(n) olup n, (ranged,)* de D, i¢in

tamamlayic1 ortogonal distribiisyondur.

Bu boliimde yatay distribiisyonunun integrallenebilirligini ve yatay ile dikey

distribiisyonlarinin liflerinin ait geometrik 6zellikleri inceleyecegiz.

Teorem 2.4.1: (Sl, Js,» F) hemen hemen Hermityen manifold ve (SZ, gsz) Riemann

manifold olmak tizere bu iki manifold arasinda

U: (51'951’ F) - (52: gsz)
bir yari-invaryant Riemann doniisimii tanimlansin. Yatay distribiisyonun
integrallenebilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, VZ,,Z, € I'((kerd,)* ) ve VU €
I'(kerd,) i¢in
gS1 (BZZ,A21WU) - gsl(BZ]_’AZZWU) =
95,(V2,BZ; = V2,BZ1, ¢U) + gs, ((V 0.)(Zy, pU) — V5, 5.(wU), 9.(CZ,))
—gs, ((V9.)(Zy, pU) = VL, 9. (wU), 9.(CZy)) (2.39)

esitliginin saglanmasidir [24].
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Teorem 2.4.2: (Sl, Js,» F) Kaehler manifoldu ve (SZ, 952) Riemann manifoldu olmak
tizere bu iki manifold arasinda

9: (81, 95,,F) = (52, 9s,)
bir yari-invaryant Riemann doniisiimii tanimlansin. Yatay distribiisyonun paralellik

kosulunu saglamasi icin gerekli ve yeterli kosul ,VZ,;,Z, € I'((ker9,) ) ve VU €
I'(kerd,) i¢in

95, (V2 0.(CZy), 9.(wU))
= gs,(Az,¢U,CZ,) + gs,(Az,BZ,,wU) — gs,(V2,BZ,, $U) (2.40)

esitliginin saglanmasidir [24].

Teorem 2.4.3: (Sl, Js,» F) Kaehler manifold ve (SZ, gsz) Riemann manifold olmak
tizere bu iki manifold arasinda

9: (S, g5, F) = (52, 9s,)
bir yari-invaryant Riemann doniisiimii tanimlansin. Dikey distribiisyonunun paralellik

kosulunu saglamasi igin gerekli ve yeterli kosul, YU,V € I'(kerd,) ve VZ €
I'((ker 9,) 1) icin

gs,((V9)(U,wV), 9,(CZ))
= gsl(VUqbV, BZ) + gsl(TUCDV, CZ) — gSI(WV, TyBZ) (2.41)

esitligin saglanmasidir [24].

Teorem 2.4.4: (Sl, Is,» F) Kaehler manifold ve (52, gSZ) Riemann manifold olmak

uzere bu iki manifold arasinda

v: (51'951’F) - (52’952)
bir yari-invaryant Riemann doniigiimii tanimlansin. S manifoldunun yerel ¢arpim
manifoldu olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli sartlar asagidaki iki esitlik ile ifade

edilmektedir [24].

VZ,,Z, € T((kerd,)*) ve V Uy, U, € T'(kerd,) igin

95, (V4 9.(C2,), 9.(wUy))
= —Js, (VleZZ' (I)Ul) — 9s, (AleZZ' WU1) + s, (A21¢U1: CZz) (2.42)
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gs,(V9.) (U, wU,), 9.(CZ,))
=Js, (vU1¢U2'BZI) + gs, (Tulq')Uz' CZy) — Js, (wU,, TulBZ1) (2.43)

(Sl, Js,» F) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (SZ, 952) bir Riemann manifold

1l

igin
0: (Sl' gSyF) - (Sz'gsz)

doniisiimii bir Riemann doniisiimii olarak kabul edilsin. Ayrica

(ker9d,)r =F(D,) ® u
oldugu belirtilmistir. Bu durumda Z; € I'(D,) ve Z, € I'(u) olmak {izere asagidaki
esitlik elde edilir.

9s,(0.(F Z1), 9.(2,)) = gs5,(F Z3, Z5) = 0 (2.49)
Bu esitlik 9,(FD,) ve 9,(u) distribiisyonlarinin ortogonal oldugunu gostermektedir.

Eger D, = 9,(FD,) ve i = 9,(u) olarak tanimlanirsa o zaman

(range?,) =D, ® fi
seklinde ifade edilir [24].

Teorem 2.4.5:(51, Js,» F) Kaehler manifold ve (SZ, 952) Riemann manifold olmak

luzere

9:(S1, gs,, F) = (52, 9s,)
bir yari-invaryant Riemann doniisiimii tanimlansin. D; distribiisyonunun S; manifoldu
tizerinde paralellik kosulunu saglamasi i¢in gerekli ve yeterli kosul VZ;,Z, €

I'(D,),VZ; € T(D,) ve VZ € I'((kerd,)' ) icin

(V9.)(Z,, FZ;) € T(jn) (2.45)

Ve

9s,(V2,FZ,,BZ) = gs,((V9.)(Zy, FZ,), 9.(CZ)) (2.46)

esitliginin saglanmasidir [24].

Teorem 2.4.6: (Sl, Jsy» F) Kaehler manifold ve (SZ, gsz) Riemann manifold olmak

uzere bu iki manifold arasinda

0: (Sl'gSyF) - (Sz'gsz)
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bir yari-invaryant Riemann doniisiimii tanimlansin. D, distribiisyonunun S manifoldu
tizerinde paralellik kosulunu saglamasi i¢in gerekli ve yeterli kosul VZ; €

[(D,),VZ,, Z5 € T(D,) ve VZ € T'((ker 9.)* ) icin

(V9.)(Z,, FZ3) € T(W) (2.47)

Ve

9s,(T2,BZ,FZ,) = —gs,((V9.)(Z,, FZ,), 9.(CZ)) (2.48)
esitligidir [24].

Sonu¢ 2.4.1: (Sl,gsl,F) Kaehler manifold ve (Sz,gsz) Riemann manifold olmak

uzere bu iki manifold arasinda

v: (51'951,13) - (52'952)
bir yari-invaryant Riemann doniisiimii tanimlansin. Liflerin Riemann manifoldunun
yerel carpim manifoldu olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli sart U € I'(kerd,) ve Z; €
I'(D;) igin

(V9.)(U,FZy) e T(w) (2.49)

olmasidir.

Teorem 2.4.7: (Sl, Js,» F) Kaehler manifold ve (SZ, gsz) Riemann manifold olmak

uzere bu iki manifold arasinda

v: (51'951: F) - (52; 952)
bir yari-invaryant Riemann doniisiimii tanimlansin. Bu doniislimiin tamamen jeodezik
olabilmesi icin gerekli ve vyeterli kosul VZ,Z;,Z, € [((ker 9,)'), VX,Y €
['(kerd,),YU € T(D,),VZ; € T'(u) ve VV € I'((ranged,)*t) igin

9s,(VxBZy,BZ,)

=Js, (X’Aczlczz)—gsl (TxBZy,CZ;) — gs,(TxCZy, BZy), (2.50)
9s,(VxBZ, ¢Y)
= —{gs5, (@Y, TxCZ) + g5, WY, TxBZ) + gs,(AwyCZ,X)} (2.51)
ve
« 9,(Sy9,(FU)) = 0,  9,(5,9.(Z3)) € T(F(Dy)) (2.52)

esitlikleri ile saglanir [24].
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2.5 Sasakian Manifoldlar

Tanmm 2.5.1: S diferansiyellenebilir (2n 4+ 1) — boyutlu manifold olup (¢,¢,1,9)
dortliisi, S manifoldunun sahip oldugu kontakt metrik yapiyr tanimlasin. Eger S
manifoldunun kontakt metrik yapist normal ise o zaman (¢,&,n,g) dortlisiine

Sasakian manifold denir [26].

Teorem 2.5.1: (2n + 1) — boyutlu hemen hemen kontakt metrik yapiyla birlikte
verilmis S manifoldunda (¢, ¢, 7, g) dortliisti bir Sasakian yapisidir .<

(V2,0)Z, = 9(Z1,Z2)§ —n(Z2)Z, (2.53)

Burada

(Vo,0)Z, =V, ¢Z, — ¢V, Z, (2.54)
dir [26].

Onerme 2.5.1: S bir sasakian manifold ve R da Riemann egrilik tensorii olsun. O

halde,

ﬁ(zpzz)f =n(Z;)Zy —n(Z1)Z, (2.55)
esitligi yazilabilir [27].

Lemma 2.5.1: Bir Sasakian manifoldunda, X birim vektor alan1 olup ¢ ye ortogonal

oldugunda

ﬁ(zll E)le_f
esitligi yazilabilir [27].

Teorem 2.5.2: S diferansiyellenebilir Riemann manifold (2n+ 1) — boyutlu
manifoldunda bir ¢ Killing birim vektdr alam1 mevutsa o zaman S bir Sasakian

manifoldudur ve

ﬁ(zpf)zz = —9(Zy,Z,)§ + n(Z;)Z, (2.56)
esitligi gecerlidir [18].
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3. RIEMANN MANIFOLDLARINDAN SASAKIAN MANIFOLDLARINA
TANIMLI KONFORMAL YARI-INVARYANT RIEMANN DONUSUMLER

Bu boliimde, Riemann manifoldlarindan Sasakian manifoldlarina tanimli konformal
yari-invaryant Riemann doniisiimleri incelenecektir. Bu doniistimlere bir 6rnek
verilerek Sasakian manifoldlart {izerindeki lifler ile s6z konusu doniigimiin

jeodezikligi ve harmonikligi arastirilacaktir.

S; diizgiin bir manifold ve bu manifold {izerinde, (1,1) — tipli bir F tensor alani, & bir

vektor alant ve n 1 —form olmak tizere

F?E, = —E; +n(E), FE = 0,noF =0,7n(§) = 1 (3.1)

yapisi varsa S; manifoldu bir hemen hemen kontakt yapiya sahiptir denir [49].

Eger §; hemen hemen kontakt manifoldu tlizerinde bir g, Riemann metrigi varsa

s, (FE,,FE;) = s, (E1, E3) —n(En(Ey), (3.2)
951(51'FE2) = _gsl(FEpEz)a
T](El) = g51 (El' 5)' (33)

esitlikleri gegerlidir. Bu durumda S; manifolduna (F 1M, 9s, ) hemen hemen kontak

yapisina sahip hemen hemen kontak metrik manifold denir ve (Sl, F,&n, gs, ) ile

karakterize edilir.

(F 1M, 9s, ) yapisina sahip bir S; manifoldu VE;, E, € S; vektor alanlart i¢in

(V%F)EZ = s, (E1, E;)§ — n(E)E, (3.4)
ile verilirse bu yapiya Sasakian yapi denir. Burada V, S, lizerindeki g metriginin

Riemann konneksiyonudur. Bir Sasakian manifoldunda

Vi€ = —FE, (3.5)

esitligi gegerlidir [32].

9,, hom(TS;,971TS,) - S; demetinin bir pargasi olarak diisiiniilebilir. Burada,

971TS, pullback demet olarak adlandirilir. Bu demet V52? pullback konneksiyonu ve
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V51 Levi-Civita konneksiyonundan indirgenmis bir V konneksiyonuna sahiptir. O
zaman 9 nin (V 9,)(4,, A,) ikinci temel formu
) S
(VO (A, Az) = V2" 9.4, — 9.(V, 4z) (3.6)
esitligi ile verilir [42]. Burada A, A, € T'(TS;) ve Vjiﬁ 9,A4,009 = Vsoiil 9,4, olarak
almir. VA,, A, € T'(kerd,)* igin (V9,)(4;,A,) nin simetrik oldugu ve ranged, de

bileseninin olmadig1 biliniyor [49]. Bunun anlamm (V 9,)(4,,4,) € I'(ranged,)*

olmasidir.

Y nin tensiyon alani, 9 nin ikinci temel formunun izi olarak tanimlidir. Yani

1(9) = trace(V 9,) = Z(v 9.)(es, e))

dir. Burada, m = boyS; ve {ej, e,,..,e,,} , S; lizerindeki ortonormal catidir.
9: (Sl, Js 1) - (S 2» 3 52) doniigiimii harmoniktir ancak ve ancak ¥ nin tensiyon alaninin

noktasindan kaybolmasidir.

Her (ranged,)* in B; kism1 S; deki A; vektor alan1 i¢in (ranged,)* iizerinde ijl B;
in ortogonal projeksiyonu olan V3. B, ifadesi elde edilir. Burada V9*, (range®,)*
lizerindeki lineer konneksiyondur 6yle ki V9+ gs, = 0 dir. Bir ¥ Riemann doniigtiimii
i¢in Sg_,

Vyia By = —Sp, 0.4, + VB, (3.7)
olarak tamimlidir [49]. Burada Sp 9.4, ng 4,B1 in teget bileseni ve V2 de
S, tizerindeki  Levi-Civita  konneksiyonudur. Bdylece, g € S; noktasinda
Vi Bi(@) € Ty)Sz, Sp, 0.A1 € 9.4(T,S1) ve ViiB e (19,56,(qu1))l olur.
Sp, U.A4, By de bilineer ve q noktasinda 94, sadece By, ve VU.4414 ya bagh oldugu
biliniyor. Buradan (3.6) ve (3.7) ifadeleri kullanilirsa

9s,(Ss, 9.41, 9.4;) = gs,(B1, (V9,)(A1, 43)) (3.8)
elde edilir. Burada, Sp, ; A, A, € T'(kerd,)* ve B; € I'(ranged,)* igin self adjoint

operatoriidiir. Her By, B, € I'(range®d,)?* igin

26



S S
VB, = R(V3:B,) + V3B,
olarak tanimlanabilir. Burada R(ngle) ve V‘glle sirastyla ngl B, nin range 9, ve
(ranged,)* bilesenleridir. Boylece
S. — pol
VB, = Vi, B,

olmasi durumunda (ranged,)?* in total jeodezik olacag sdylenebilir.

Tanmm 3.1: 9: (Sl, 951) - (SZ, 952) doniisiimii bir konformal Riemann doniistimii
(CRM) olsun. Eger H(gradl) =0 ise 9 doniisimi horizontal homotetik bir
doniistimdiir [51].

Tanmm 3.2: 0: (Sl, 951) - (SZ, gsz) Riemann manifoldlar1 arasinda bir doniisiim
olsun.  Eger 0 < rank(9,q) < min{boy(S;),boy(S;)} ve 9O, H(q)=
(keh?*q)L yatay uzaymin elemanlart range 9,, igine doniistiiriir ise 0 zaman ¥
dontisimii bir CRM olur. Bu tanim su sekilde yorumlanabilir. Her Aq, A, €

T'(ker ﬁ*q)lve A2(q) # 0 sayis1 vardir dyleki

gSz( Uuq A, ‘9*qu) = /12(51)951 (A1, A7) (3.10)

denklemi saglanir.

U nin ikinci temel formu

(V 9.)(A1,4,)7"9¢ P = A;(In2) 9,4, + A,(In) 9.4,
—9Ys, (A1, A3) 9. (gradind)
denklemleriyle verilebilir.

Eger (V9,)(44,4,) nin (range 9,)* de kalan bileseni (V9,)(4;,4,)79"9¢ % ile
gosterbilirse o zaman ikinci temel form, A;, A, € I'(ker 9,q)?t i¢in
(V9.)(41,42) = (VI.) (A1, Ax)"*9¢ %+ + (V9,) (4, Az)(mnge ot (3.11)

olarak yazilabilir. Boylece

(V9I,)(A1,4;) = A, (Ind) 9,4, + A,(Ind) 9,4,
—9gs, (A1, 4;) 9. (gradind) + (V 9,) (4, A,)7ange 9)* (3.12)

elde edilir [15].
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Tamm 3.3: 9, bir (Sl, Js 1) Riemann manifoldundan (Sz, F,&n, s, ) hemen hemen

kontak metrik manifolduna tanimli bir CRM olsun. Eger bir D; € (range 9,) alt

demeti var ve

range 9.4 = D;@®D,, F(D,) = D;, F(D;) € (range ﬁ*q)l
sartlar1 saglanirsa ¥ ye q € S; de bir konformal yari-invaryant Riemann doniisiim
(CSIRM) denir. Burada D,, ranged, de D; i¢in ortogonal tamamlayici
distribiisyondur. Eger her g € §; i¢in ¥ bir CSIRM ise ozaman 9 ye bir CSIRM denir.

¢ 9,4, € T(D;) ve w 9,A, € T(FD,) olmak tizere 9,4, € I'(range 9,) igin
FI9,A; = ¢ 9,4, + w 9,4, (3.14)
esitligi yazilabilir. Ayrica 9,4, € I'(D;) ve 9,4, € I'(D,) i¢in gs, (9,44, 9,4;) =0
olacag asikardir. Boylece,
(ker ﬁ*q)l =D,®D,

olacak sekilde iki tane distribiisyon elde edilir.

Diger taraftan p; B, € I'(D,) ve a;B; € I'(n) olmak iizere B; € I'((range 9,)') i¢in

FBl = ﬁlBl + alBl (315)
esitligi yazilabilir. Burada 7, (range9,)* de w(D,) e tamamlayici ortogonal

distribiisyonudur. Boylece i niin F ye gore invaryant oldugu kolayca goriilebilir.

Ornek 3.1: S; = {(uy, uy, us, Uy, us) € R%:u; # 0,u, # 0,us # 0} Oklidyen uzay

olsun. §; lizerindeki gg, Riemann metrigi

gs, = duf + duj + du3 + duj + du?
olarak verilsin. S, = {(vy, v,, V3, vy, v5) € R} Oklidyen uzay: iizerindeki g5, metrigi

de

gs, = e*1dvi + e*"1dvj + e*1dvj + dvi + dvé

olarak verilsin. (Sz, gsz) manifoldu tizerindeki (F, &, 1) Sasakian yapisi

Fn) =5 G) = —am P (5) =507 ) = 5 m = o
€=aiU5,F(E) =0
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olarak secilebilir [33]. T;; S; in bir bazi

{ei =e1

ve Ty(q)S, Uzerindeki bir F —bazidaq € §;

:1Si§5}

U;

*_al<<4 *_u_la _*_a
ej_avj' =/ =me=e 6174'6_65_6175

olarak alinsin. 9: (Sl, 951) - (Sz, Js,» F) dontistimii

19(“'1' uZ’ u3’ u4l uS) = (ull u2: u5; 0;0)
olarak tanimlansin. O zaman
kerd, = Span{U; = e5, U, = e,}
(ker9,)* = Span{A, = e;, A, = e,, A3 = es}
uzaylar elde edilir. Buradan, i,j = 1,2,3 i¢in
9,4, = ette], 9,4, = ette;, 9,A; = eMe;

Ve

gs, (19*(1411')’19*(141])) = ezulgsl(Au:Au)
esitlikleri kolaylikla hesaplanabilir. Béylece 9, A = e?*1 ile bir CRM olup
rangeVd, = Span{e“ie], e'te;, etles},
(ranged,)t = Span{e;, ¢}
D; = Span{etie;, et te;},
D, = Span{e™e;}

distribiisyonlar1 alabilir. Bu distribisyonlar goz oniine alinarak F9,4; = e%te;,
FY,A, = —e"e], FY,A; = e“te; oldugu basit hesaplamalarla elde edilir. Boylece 9

nin bir CSIRM oldugu goriiliir.
Uyar 3.1: Bu tez boyunca & € (ranged,)* Reeb vektor alan1 olarak almacaktir.

D; lifinin geometrisi i¢in agagidaki teorem yazilabilir.
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Teorem 3.1:9, (Sl,gsl) Riemann manifoldundan (SZ,F,E,n,gSZ) Sasakian

manifolduna tanimli bir CSIRM olsun. D; lifinin S, {izerinde total jeodezik faliasyon

(yaprak) tanimlamasi i¢in gerek ve yeter sartlar,

1. YIs, (A1,9.A3) n(ayBy) = U(Vjiﬁ*Az)rl(Bl) + s, (ﬁlBl (InA)Y.A; +
9,(V31 A3), F9.A5) + gs, (S, p, 041, F9.A3),

ii. Sr9.p,0.41 — N(w?I,B;)A; ifadelesinin I'(D;) de bilesenleri yoktur. Burada
VY Ay, Ay, As, B, € T(kerd,)ticin 9,4,,9,4, € T(D,),9.B, € T'(D,) olarak
almir ve B, € I'(ranged,)ticin 9,45 = B,B;,

olarak elde edilir.

Ispat 3.1: 9,4,,9.4, € T(D,), B, € I'(range?d,)*, 9.B, € I'(D,) igin ¥ bir CRM
oldugundan ve (3.1) , (3.2) kullanilarak

s, (V2 9.45,B1) = gs,(FV;20.4,, FB ) + n(V;29,4,)n(By)
elde edilir. Daha sonra (3.3), (3.4) ve (3.5) denklemleri goz 6niine alinirsa

Is, (Vjiﬁ*Az'BJ = —(s,(41,9.4;) n(FB1) + gs,(A1, FB1) n(9.4;) +
0

n(V329.4,)1(By) — gs,(V2FBy, F9.4,)
olur. Yukaridaki denklemde (3.15) kullanilirsa

gsz(vjiﬁ*Az'BJ = —9s, (A1, 9.4;)n(ayBy) + U(Vjiﬁ*Az)n(Bﬂ -
9s,(V;2 B1B1, F9.A;) — gs,(V;2 a1 By, F9,A)

bulunur. (3.7) denkleminden yararlanarak

gsz(vjiﬁ*Az’BJ = —gs, (A1, 9.4;)n(a,By) + n(viiﬁ*Az)U(Bﬂ -
95, (Va2 0.45, F9.45) = gs, (=S5, 0. A1 + V31 0.A1, FO.4,)
elde edilir. Burada A; € I'(kerd,)?* icin BB, = 9,45 € I'(D,) olarak alinmustir.
(3.6) denkleminden

9s,(Va20.A42,By) = —gs, (A1, 0,400 (a1 By) + n(V,29.42)n(B,) —
95, (V9.0 (Ay, A3) + 9.(V3A5), F9.42) + gs, (Sa,m,9.A1, FO.A3) -
s, (V3194 F9.A,)
0
elde edilip burada da (3.12) kullanilirsa
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9s,(Va20.A42,B;) = —gs, (A1, 0,400 (a1 By) + n(V,29.42)n(B,) —
gs, ((V520.) (A, A3) 9% 19, (V31 A3), F9.4;) + G, (Sa, 5,041, F9.47)

elde edilir. (3.11) denklemi yardimiyla
gsz(vjiﬁ*AZrBl) =—Ys, (A1, 9, A)n(ayBy) + U(Vjiﬁ*Az)rl(Bl) -

Is, (A1(In/1)19*143 + A3(In2)9,A; — gs, (A1, A3)9.(gradind) +
9,(V,1A3), F9,A;) + s, (Sa,5,9.A1, FO.4,)

bulunur. grad(Ini) € (ranged,)* oldugundan yukaridaki denklemde (3.2) ve
9,45 = BB kullanilirsa

gsz(vjiﬁ*AZ’Bl) = —Zs, (A, 9, 4)n(a1By) + U(Vjiﬁ*Az)rl(Bl) -
gSZ (ﬁlBl (Inl)ﬁ*Al + ﬁ*(vjiAS)rFﬁ*Az) + gsz (Sa1Bll9*A1'F19*A2)

elde edilip teoremin ilk kismi ispatlanmis olur.
Diger taraftan (3.2) kullanilarak

s, (Vi20.45,9.B,) = gs,(FV,2 0.4, F9.B,) + n(V,29.4,) n(9.B,)
0

denklemi elde edilip burada da (3.3), (3.4) ve (3.5) kullanilirsa

9s,(V,20.42,9.B,) = —gs, (A1, 9.4,) n(F9.B;) +

gs, (A1, F9,B,) 1(9.4,) +9gs,(FV,2 FO.B,, F9,A;)
0

bulunur. Son olarak (3.14) ve ardindan (3.7) ifadesi yukaridaki denkleme uygulanirsa

Is, (Vjiﬁ*AZ;ﬁ*Bz) = —9s, (41, 9.4;) n(w9.B;) + gsz(_¢SF19*le9*A1 +
¢VZ91LF19*BZ:19*A2) = _952(77(0019*32)141 — ¢Spo.p,Ux4A1, 19*142)
denklemi elde edilir.

Boylelikle teoremin ii. kismi ispatlanir.
Asagidaki teoremde D, lifinin geometrisi incelenmektedir.

Teorem 3.2: 9, (Sl,gsl) Riemann manifoldundan (SZ, F,&n, s, ) Sasakian

manifolduna tanimli bir CSIRM olsun. D, lifinin S, iizerinde bir total jeodezik

faliasyon tanimlanmasi i¢in gerek ve yeter sartlar,

i, n(V20.B)n(B2) = gs, ((V529.)(By, A,) 799" + VY a, By, F9.B, ) +
YIs, (B3, 9.B,) n(a;By),
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ii.  B(VS209,)(Bs, A5)Ta9¢9)" ifadesinin T'(D,) de bilesenleri yoktur. Burada
VAs, A4 B, B, € T(kerd.)* icin  9.As 9.Bs, 9.B, € [(Dy), B, €
['(ranged,)?* olacak sekilde 9,4, = B1B,,

olarak elde edilir.

Ispat 3.2: 9,45,9,B3,9,.B, € I'(D,) ve B, € I'(ranged,)* icin (3.2), (3.4), (3.15)
ve Y nin bir CRM oldugu kullanilirsa

9s,(V5:9.B4, By) = gs,(FV32 9.8y, FB,) + n(V520.B,)n(B,)
= gSz(_gSz (B3'19*B4-)€ + 71(19*34)33 + VgiFﬁ*le-: FBZ)

+ (V32 9.B4)n(By)

= —9s, (B3, 9.By) n(FB,) + gs, (B3, FB,) n(¥.B,)
0
+ gs, (V5 FO.B4, FB;) + 1(V,20.B,)n(B,)

= —9s,(Bs, 9.By)n(a1B;) — gs, (Vf;zﬁle, F9,B,)
~ 95,(V5: 1 By, F9.B,) +1(V529.B4)n(By)
denklemi elde edilir. Bu denklemde (3.6) ve (3.7) ve 9,4, = BB, kullanilirsa

gSz (nggﬁ*B‘l-' BZ) = _gSZ (B3;19*B4)77(a132) . gSZ ((Vszﬁ*)(B3; A4) +
9.(V3iAs) = Sayp,0.B3 + i+, By, F9.B, ) + (V52 0.B,)1(B2)
elde edilir.

D,, S, tizerinde total jeodezik foliasyon tanimladigindan ve (3.12) kullanilirsa

9s,(V5: 9.B,, B,)
= —gs, ((V520.) (B3, 4,)74"9¢9)" + ViLa, By, F9.B,)
— gs,(B3,9.B)n(a,By) + n (V9.8 )n(B,)
denklemi elde edilip teoremin ilk kismi ispatlanmis olur.

Diger taraftan (3.2), (3.8), (3.12) ve (3.15) yardimiyla

9s, (V32 9,A3,9.B3) = g, (F(V520,) (B3, A3) 499", 9, B,) +

n(V520,A5) n(9.B3) = gs,(B1(V520.) (B3, A5) 799" 9, B.)
0

bulunur.

D,, S, iizerinde total jeodezik foliasyon tanimladigindan B, (V529,)(Bs, A3) "9 ed.)t

ifadesinde I'(D,) nin bilesenleri yoktur.
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Teorem 3.3:9, (Sl, 951) Riemann manifoldundan (SZ,F,E,n, gsz) Sasakian
manifolduna tanimli bir CSIRM olsun. Eger (ranged,), S, ilizerinde bir total

jeodezik bir foliasyon tanimliyorsa ve 9 yatay homotetik bir CRM ise o zaman

s, (Saleﬁ*Ap ¢19*A2) —Ys, (19* (ViiAs): ¢19*A2) = s, (Swﬁ*Azﬁ*A1’ﬁ1B1) -
Is, (Vﬁllwﬁ*Az. a1B1) - W(Vjiﬁ*Az)n(ﬁﬂ + s, (A1, 9.4;)n(ayB;)
ifadesi gegerlidir. Burada A, A, € I'(kerd,)* i¢in 9,4,,9,4, € T'(ranged,), B; €

I'(range?,)* olmak iizere 9,A; = B, B; olarak alinir.

Ispat 3.3: A;, A, € T'(kerd,)* ve B; € I'(range®d,)* igin (3.2) ve (3.4)

kullanilarak

s, (V2 9,45, B,) = gs,(V,2 F9.A,, FBy) — gs, (A1, 9.A)n(FB;) +
n(Va20.4,)n(B:)
elde edilir. Bu denklemde (3.15) kullanilarsa

s, (Va2 9.A5,B1) = gs, (Va2 FO,A5, 51 B1) + gs, (Va2 F9.A5, a,By) —
s, (A1,9.A2)n(ay By) + n(ijﬁ*Az)n(ﬁl) = —Ys, (VjilﬁBp Fﬁ*Az) -
9s,(V,2 1By, F9,A;) — gs,(Ar, 9.42)n (a1 By) + n(V,29.4,)n(B)
bulunur. (3.14) ve 9,45 = B, B; kosulundan

9s, (Va2 0.42,B,) = —gs, (V0. 43, $9.4;) + gs,(Vi2 0. 4,,0.43) —
gs, (Vji @By, p9.A;) + gs, (Vji w9, Az, a1 B;) — gs, (A1, 9, A,)n(a B;) +
n(ijﬁ*Az)n(ﬁl)
olup ¥ nin bir CRM oldugu ve (3.6) dan

95,(V320.45,B,) = —gs, ((V520.) (41, A3) +9.(V5: A3), 9,45 ) +
s, (V2 09,4,,9,435) — gs,(V;2 a1 By, $9.4,) + gs, (V2 w0, Ay, a; By ) —
gs, (A1, 9.4,)n(a1 By) +n(V,20.4,)n(By)
denklemi elde edilir. Son olarak (3.13) ve (3.7) ve 9,45 = BB, sarti yukaridaki

denklemde kullanilirsa

Is, (Vjiﬁ*Az' 31) = —Ys, (A1(1nﬂ) 9.A3+A3(Ind) 9.4, —
s, (A1, A3)9. (grad (171/1)): ¢19*A2) — 9Ys, (19* (VjiAs): ¢19*A2) -
Is, (Sa)ﬁ*Azﬁ*Al' 19*1‘13) + 9s, (SalBlﬁ*Alr ¢19*A2)+gsz (ng'an‘)*Az, “131) -
gs, (A1, 9.4,)n(a1 By) + 0 (V2 9.4, )0 ()
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elde edilir. Bu denklemde A;(In1) = —gs, (4, Hgrad(Iind)) ve (A (Ind)) =
Js, (A3, Hgrad(Ind)) alnirsa

gs, (V2 9.45,B,) =
—gs, (A1, Hgrad(Inl) ) gs, (.43, $9.A;)—gs, (A3, Hgrad(Ind) ) gs, (9,44, 9.A;) —
9gs, (A1, 43) gs, (19* (grad (Inl)), ¢19*A2)_952 (19* (V21A3)' ¢19*A2) -
Is, (Swﬁ*Azﬁ*Ali BiB,) + Js, (SalBlﬁ*AL (].'>19*A2)+g52 (ng'wﬁ*Az’ a,By) —
gs, (A1, 9.4,)n(a1 By) +n(V,29.4,)n(By)

denklemi elde edilir. (ranged,) in S, iizerinde total jeodezik foliasyonu tanimladigi

ve Y nin bir yatay homotetik CRM oldugu g6z 6niine alinirsa teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.4:79, (Sl, 951) Riemann manifoldundan (SZ,F,E,n, 952) Sasakian

manifolduna tanimli bir CSIRM olsun. (ranged,)?* in S, iizerinde bir total jeodezik

bir foliasyon tanimlamasi i¢in gerek ve yeter sart
1
Is, (0{131, (Vﬁ*)(ApAz)(mngw*) ) =Js, (Bz' [B1,9.A;] + V! AlFﬁ1B1
o, V54, FayBy) + Bin(wd,A,)
denkleminin saglanmasidir. Burada VB;, B, € ['(ranged,)* ve A, A, € T'(kerd,)*
icin 9,4, = f; B, olarak alinmustir.

Ispat 3.4: VB,, B, € T'(ranged,)* ve A, A, € T'(kerd,)*icin (3.2) , (3.4) ve S, nin

bir Sasakian manifold oldugu kullanilirsa

S
95,(V32 By, 9.4,) = —gs, (B, [By, 9.A4,]) — gs, (FBZ,ngAlFBl) -

gs, By, BON(F9.A;) + (V3 B,) n(9.4;)
0

elde edilir. (3.6), (3.7), (3.14) ve (3.15) kullanilirsa

Is, (VjiBz'ﬁ*AJ = —Js,(Bz, [By,9.41]) — gs, (Bz; ngthﬁ1B1) +
Is, (a1B1, (V9.)(Ay, Az)) — Ys, (Bz’ alngAlFalBl) — Ys, (Bz’ 3177((1”9*/11))
elde edilir. Son olarak yukaridaki denklemde (3.12), (3.10) ve (ranged,)* in bir

total jeodezik foliasyon tanimladig1 géz 6niine alinirsa

gs, (alBly (V9,)(A, A )(Tangeﬁ )J-)
= gs,(Ba, [B1, 9. A1) + Vi, FB1 By + a4 Vig 4 Fay By )+Bin(w9.4,)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Uyan 3.2:9, (Sl, gsl) Riemann manifoldundan (SZ,F 61, 952) Sasakian
manifolduna tanimli bir CSIRM olsun. Ikinci temel formdan kerd, ve (kerd,)*in S1

tizerinde bir total jeodezik foliasyon tanimladig1 biliniyor.
Yukaridaki uyaridan yola ¢ikarak asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 3.5:9, (Sl,gsl) Riemann manifoldundan (SZ,F, $,1,9s, ) Sasakian
manifolduna tanimli bir CSIRM olsun. VA;, A,, A3 € T'(kerd,)?* i¢in 9,4, = ¢, A;

olmak lizere 9 nin total jeodezik foliasyon olmasi icin gerek ve yeter sart
) ((Vﬁ*)(Al’AZ)(rangeﬁ*) — 19*(V1§1A2) — Sw.g*A319*A1)
= 1 (V8. (41, A) P00 4 Vit 45) = 9.(V31As),

o ((V9,) (A, A2)7 9% — 9, (V31 A,) = Sip,a,0.41) =
—y (9.0 (Ay, 47900 4 V80, 4,) + 1 (VS26.45)¢

denklemlerinin saglanmasidir.

Ispat 3.5: VA,, A; € T'(kerd,)* icin (3.1), (3.4), (3.6) ve (3.14) kullanilirsa
(V528,) (A1, 43) = V,2 0. A3 — 9.(V) A3) = —F (V,2 99,45 + V2 08.4;) —
S S
9,(V,1 43) +1(V,20.45)¢

denklemi elde edilir. Yukaridaki denklemde (3.7) ve (3.12) kullanilirsa

(V529,)(Ay, A3) = —F ((V9,)(A1, 4)79"9°% ) — F ((V9,)(Ay, 4) @99 ) —

F(8.(V3145)) + F(Sup,a,0.41) — F(Vitw0.Az) = 0.(V3 A5) +n(V;20.45)§
bulunur. 9 bir CRM oldugundan yukaridaki denklemde (3.14) ve (3.15) kullanilirsa

(V520.) (s, 43) = —b (99,0 (Ar, 4)7479°9-) — o ((V9.) (A, A, e70°0 ) -

B1 ((V9.)(Ay, 4) 7900 ) — ; ((V9,)(Ay, 4) 779900 ) — ¢ (9.(V32A,)) —

© (9.(31A2)) + B (Sws.438.41) + 0(Sw,a,9.41) — b1 (V5w A5) -
a1 (V3 w9, As) — 0.(Vy A3) + (V2 9.43)¢

denklemi elde edilir. Bu denklemde ranged, ve (ranged,)* bilesenlerine ayrilirsa
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¢ ((Vﬁ*)(A1'A3)mngeﬁ*) =—¢ ((Vﬁ*)(ALAz)mngeﬁ*) + 9, (Vjiz‘lz) -
(Suro.4,0-A1) = By (V9.)(Ay, A5)Ta9€0 4 VEL 9, A5 ) — 0.(V}! A5)
(V9.)(Ay, A)T"9°97 = — ((99.)(Ay, A)7"997 49, (V51 4z) —
Sws,asP.A1) = g ((V0.)(Ay, A) 799" 1+ V8L a9, Ay) + n(V320.45)¢
denklemleri elde edilir. Bdylece ¥ total jeodezik foliasyon yani ((V9,)(4;,43)) = 0

oldugundan ispat tamamlanir.

Onerme 3.1: ¥, (Sl, 951) Riemann manifoldundan (SZ,F,f,n, gSZ)Sasakian

manifolduna taniml1 bir CSIRM ve boy(ranged,) > 1 olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler gegerlidir.

1. D; nin bir total jeodezik foliasyon tanimlamasi i¢in gerekli ve yeterli sart
(v9,)(44, Uy) nin D, de bilesene sahip olmamasidir. Yani 4;,4, € T'(D,), U; €
['(kerd,) ve Ay € T'(D,) igin

s,(=Spo,a;0.A1 + gs, (A1, £)0.A1, FO.A;) = T](VjiAz)n(A’l)
esitligi gegerlidir.

1l D, nin bir total jeodezik foliasyon tanimlamasi icin gerekli ve yeterli sart
(V9,)(A,,U;) nin D, de bilesenlere sahip olmamasidir. Yani A,, A3, A, €
I'(D,), U, € T'(kerd,) ve A5 € T(D,)

95, (Sro.a,0-A3, F0.A4) = gs, (gs, (A3, 0,43, F0.A) — 1 (V5. 0.A4) n(9.4%)

esitligi gecerlidir.

Ispat 3.1: D; nin total jeodezik foliasyon tanimlamasi icin gerekli ve yeterli sartin
gs, (Vi1 4,,U;) = 0 ve g5, (Y, A,, A7) = 0 oldugu biliniyor. Burada 4;, 4, € I'(D;),
U, € T'(kerd,) ve A} € T(D,) olarak alinmustr.

9 bir Riemann doniisiim oldugundan (1.1), (3.6) ve (3.7) kullanilarak

s, (V41 A2, Uy) = —gs, (V4 Up, A7) = —gs, (9.(V,1 V1), 9.4,) =
s, ((V9.) (41, Uy), 9.4,),

ve benzer sekilde
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9s, (Vi Az, A1) = —gs, (V4L AL, Az) = —gs, (0.(V,1 A1), 9.4,) =
G5, (V4,8.45,9.42) = —gs, (V525 9.41, 9.4,

denklemleri bulunur.

S, Sasakian manifold oldugundan (3.2), (3.4) ve daha sonra (3.7) kullanilirsa

9s, (VjiAz»All) = _gsz(_SFﬁ*A'lﬁ*Al'Fﬁ*AZ) + ”(VjiAZ)'?(All) -
gSZ (gSZ (Allr f)ﬁ*AlrFﬁ*AZ)

elde edilir. Boylece ispatin ilk kism1 tamamlanmis olur.

Diger taraftan D, nin bir total jeodezik foliasyon tanimlamasi i¢in gerekli ve yeter
sartin gg. (Vj;ALL, Ul) =0 ve gs, (Vj;A4,A’3) = 0 oldugu biliniyor. Burada A3, A, €
I'(D,), U, € I'(kerd,) ve A} € T'(D,) dir.

9 bir Riemann doniisiim oldugundan (1.1) ve (3.6) kullanilarak

9s,(VatAs Ur) = —gs,(VarUs, As) = =gs, (9.(V, V1), 9.44) =
gsz((vszﬁ*)(A& Uy, 19*144)

ve benzer sekilde

95, (VasAa A3) = g5,(9.(V, A4), 9.45) = g5, (V4,9.44,9.43)
= gs, (V524,0.44,9.45)

denklemleri bulunur.

S, bir Sasakian manifold oldugundan (3.3), (3.4) ve daha sonra (3.7) kullanilarak

95, (V3 Ay A5) = —gs, (—=Spo,u0.A5, F9.A4) + 1 (V5 0.4, ) (0.A3) -
Ys, (gsz (A3,8)0.4;, F19*A4)

denklemi elde edilir. Boylece ispatin ikinci kism1 tamamlanmis olur.

Tamm 3.4: (S, 951) bir Riemann manifoldu ve K; N K, = {0} olacak sekilde K; ve
K, kanonik foliasyonlar1 goz oniine alinsin. Bu durumda (.5'1, Js 1) in bir lokal carpim

manifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter sartin K; ve K, total jeodezik foliasyon olmasidir

[47].
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Teorem 3.6: : 7, (Sl,gsl) Riemann manifoldundan (SZ,F, $1.9s, ) Sasakian
manifolduna taniml bir CSIRM ve boy(ranged,) > 1 olsun. Bu durumda (kerd,)*
in D; ve D, nin bir lokal ¢arprm manifoldu olmasi igin gerek ve yeter sartin,
i. (V9,)(A1,U;) inD; de bilesenleri yoktur. Yani A;,A, €T(D;), U, €
['(kerd,) ve A} € T(D,) igin
s, (Sro,a9.A1 F9.4,) = gs,(gs, (A1, )9.A1, F9.A,) — (V3 A,)n(AD)
ii.  (V9,)(45,U;) nin D, de bileseni yoktur. Yani A,,As, A, € T(D,), U; €
['(kerd,) ve A € T(D,) igin

9s,(Spo,.a9.As, FO,A,)
= g5, (s, (A5, )0.45, FO,A,) — 1 (V5! 1. 0.A4 ) (A%)
olmasidir.

Bu teoremin ispat1 Onerme 3.1 ve Tanim 3.4 te agiktir.

Teorem 3.7:9, (51'951) Riemann manifoldundan (Sz, F,¢&,n,9s, ) Sasakian
manifolduna tanimli bir CSIRM ve boy(ranged,) > 1 olsun. Bu durumda baz
manifoldunun S, X S, lokal ¢arpim manifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter sart A; €

I'(D,) ve B; € T'(range?d,)* igin

gs, (9. (Vjiﬁbﬁ*/ll)’ B1B1) + gs,(0.(V3; w0.A1), a1 By) + gs,(Sayp, 9. A1, $9.41) +
n (Vgi,qlﬁ*tﬁ) n(p) = |19*A1|2F(a1ﬁ1)

olmasidir.

Ispat 3.7: S, Sasakian manifold oldugundan (3.2) ve (3.3) kullanilarak 9,4, €
I'(ranged,) ve B; € I'(ranged,)* icin

95, (V324,0.A1, B1 ) = gs, (V52a, FO. Ay, FBy ) +1 (V32 0.A1 ) n(By) —
19,41 °T (a1 81) + T (9.4,) gs,(9.A;, FB,)
0
denklemi bulunur. Bu denklemde (3.14) ve (3.15) kullanilirsa

95, (V324,0-41,B1) = gs, (V3a, 00.40, BB ) + gs, (V32 4, 00.41, 1By ) +

s, (ngAlqbﬂ*Al, a1B1) + s, (ngAlwﬂ*AL a1B1) +7 (VgiAlﬁ*AJ n(B1) —
|19*A1|2F(a1ﬁ1)
denklemi elde edilir. (3.7) den
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95, (V524,8.41,B,) = gs, (V520 0. A0, BBy ) + s, (S, 9-Ar, $9.4;) +
9s, (Vi w9.Ar, anfr) +11 (VfiAlﬁ*Al) n(By) — [9.A:1°T (a1 81)

son olarak yukaridaki denklemde (3.6) kullanilirsa

gSZ (VgiAlﬁ*Al’ Bl) = 952 ((V'ﬁ*)(Al,* 19*(¢19*A1))' ﬁlBl) +

Js, (Salﬁlﬁ*Ap P9,A;) + Is, (ng'wﬁ*l‘ll' a1 B1) +1 (V,SgiAlﬂ*A1) n(B) —
|19*A1|2F(a1ﬁ’1)

elde edilir. Tanim 3.4 ten ispat tamamlanir.

Asagidaki teorem ile bir (Sl, 951) Riemann manifoldundan (SZ, F,&n, gs, ) Sasakian

manifolduna tanimli CSIRM doniisiimiiniin harmonikligi incelenmistir.

Teorem 3.8:9, (Sl, 951) Riemann manifoldundan (Sz, F,¢,m,9s, ) Sasakian
manifolduna tanimli bir CSIRM olsun. Bu durumda A; € (kerd,)* olmak iizere 9 nin

harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidakilerin saglanmasidir.

1.  Fibreler minimaldir.
1. tT'aCE(ﬁSwg*AlAl — ﬁlvgf'a)ﬁ*/ll -9, (vfliAl) — (V52F¢19*A1)Tangez9* — 0’
iii. tracewS,s, a,41 — 4 Vi w9, Ay — (VS2Fp9,A,)ranged )t 4
n ((v9.)(4y, 4 o990 ) £ = g,

Ispat 3.8: U, € kerd, igin (3.6) denklemi kullanilirsa

s s s
(V9. (U, Uy) = V2 8,U; — 0.(V,: Uy) = —9.(V, Uy)
elde edilir. 9,U; = 0 oldugundan A; € (kerd,)* i¢in (3.2),(3.6),(3.7),(3.12) ve
(3.15) kullanilirsa

(V9.) (A1, Ar) = V29,4, = 0.(V,2 A1)
= —V 2 F¢9.A; — F(V,2w9,A;) — 0.(Vy A1) + n(V,20.4,)¢
=~V F¢9.A; — F(—Sy0.4,0.A1 + Vit w0, Ay) — 9.(V) A,)
+ (V2 0.4,)¢

elde edilir.

9 bir CRM oldugundan, (3.14) ve (3.15) kullanilirsa
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S
(V9.)(Ay, Ar) = =V, 2FPO, A + PSig,4,0.A1 + 0Sey,a,9:41 — B Vi 00,44
S S
— Vit wd, Ay — 9.(V,  Ar) + n(V,29.4,)¢
elde edilir.

(ranged,) ve (ranged,)* bilesenlerine ayrilirsa

(V9.) (A1, AT = §S,9 4 9. 41 — By V5 w0, Ay — ﬁ*(VZAl) -
(range?d)
(Vi F0.A4)
ve
(V9,)(Ay, Ay)Tangeddt = WSey9.4,9:A1 — 01 Vo w0, Ay —
( 9,0t
(TF@9.40) " 4 (@904, 4)en0e" ) ¢

bulunur. Yukaridaki denklemler ve (V9,)(U;,U;) = -9, (Vf,l1 U,) esitliginden ispat

tamamlanir.
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4. GELECEKTEKI{ CALISMALAR

Clairaut Riemann doniisiimler, geometri alaninda 6nemli uygulamalara sahip 6zel bir
Riemann dontistimlerdir [41,54]. Hermityen manifoldlarda tanimli invaryant, anti-
invaryant ve yari-invaryant Riemann doniisiimler fikri birgok yazar tarafindan

calisilmistir [34,37,46,50].

Son zamanlarda, Clairaut konformal submersiyonlar ve Clairaut konformal Riemann
dontigiimler kavramlart [39,40] de tanitilmig ve bu doniisiimlerin ¢esitli geometrik
ozellikleri sayesinde oldukg¢a ilgi gordiikleri sdylenebilir. Bu tezde, Konformal
Riemann doniigiimler ve Sasakian manifoldlara tanimli yari-invaryant Riemann
doniisiimler incelenmistir. Bu nedenle gelecekte, Clairaut Riemann doniisiimler fikrini
bu iki kavramla birlestirmek ve Clairaut konformal yari-invaryant Riemann
doniistimler (6zellikle Clairaut konformal yari- invaryant submersiyonlar) Kaehler

ve/veya Sasakian manifoldlarda incelemek ilging sonuglar verecektir.
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