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IKi BOYUTLU BURGERS DENKLEMI ICIN RIEMANN PROBLEMI VE
CcOzZUMU

Tezi Hazirlayan: Feride OZER

OZET

Ug boliimden olusan tezim birinci boéliimiinde, Riemann problemi tanitilmas,
Ikinci boliimiinde ise literatiir incelemesi yer almistir.

Bilindigi iizere, baslangi¢ fonksiyonun x-y diizleminde aldig1 degerlere bagh
olarak 4 dilimli (4 pargal1 sabit deger alabilen baslangi¢c kosullu problemlerde) sok ve
seyreltme dalgalarimin  olugsma dinamigi karakteristikler analizi yolu ile
siiflandirilmistir. Ayrica siirekli baslangic kosula ve 2 dilimli baslangi¢ kosula sahip
Cauchy probleminin ger¢ek ¢Oziimii incelenmis ve sigrayisinin bulunmasi i¢in bir
yontem de incelenmistir.

Tezin {i¢iincii boliimiinde, literatiir de Liska-Wendroff kompositif sema olarak
isimlendirilen sayisal ¢oziimlerde yer almistir. Bunun yani sira 2 boyutlu Burgers
denklemi ve 2 dilimli baslangi¢ kosullu problemin ¢oziimlerinin elde edilmesi i¢in yeni

bir yontem de incelenmistir.

Anahtar Kelimeler; Riemann,Cauchy,Burgers



RIEMANN PROBLEM FOR ONE DIFERANTIONAL BURGERS EQUATION AND
ITS SOLUTION

Presented By: Feride OZER

ABSTRACT

In first section of this thesis which consists of there sections the Riemann problems are
explained, wehere four sectional Riemann problem is clascified.
In thrid past using Liska-Wendroff the compozite schems is given. Additian to, for two

sectional Riemann problem for 2 Dimensional Burgers equation is suggested.

Key Words; Riemann,Cauchy,Burgers



ICINDEKILER

Sayfa No.
OZET
ABSTRACT
SEKILLER LISTESI ...couuuiuiiieieeeenenenenenesesesesesesesesesesesesesesesescsesesesssesesesesesssssesesssesessssssssssssses iv
1.GIRIS. RIEMANN PROBLEMI ....ucciivieennnenssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 1
2. IKi BOYUTLU BURGERS DENKLEMI iCIN RIEMANN PROBLEMI VE
PROBLEME KOYULUSU ee2
2.1 Dort Bolgeli Pargali Sabit Baglangic Kosulu ........oocuveiieiiiiiiiniiiiieceeeceee e 2
2.1.1. Seyreltme EGIIIETT ....ooviiiiiiiiieieeie ettt ettt st 2
2.1.2 Darbe EGIiSI.c..cieiiiiiiiiiieiieetieee ettt st ettt st e 3
2.2 Siirekli Baslangi¢c Kosullu Problemin Gergek COZUM ........eevveeriieniieiienieeiieeieeiene 5
2.2.1 Yardimci Problem ve COZUMIU........c.ceeevvireiiieeciie et 11
2.2.2 S16ray1$1n KUrUImMaST ....cooueiiiieiieiieieeeee ettt s 13
2.3 ki Boyutlu Skaler Korunum KUrali.............ccocoooveuiuiieieceieeeeeeeeeeeeeeseseee e, 15
3. IKi BOYUTLU KORUNUM KANUNLARININ NUMERIiK COZUMLERI ........... 18
3.1 KOompPozitif SEMAlar ......ccccviiiiiiieiiece ettt e e e e s 18
3.1.1 Analitik Coziim ve NUmerik SONUGIAr...........cccviiiiiiiiiiiicieeciee e 20
B 1.2 DOTE SOK ittt ettt ettt ettt et e e taeenbeesnbeetaenaaeens 21
3.1.3 Ug SOK Ve Bir SEYTEIME .......c.vvivreeeceeeeieeeeceeee et 21
3.1.4 1ki SOK Ve TKi SEYTEIME.......c.cveveveveveeeeeeeeeeeeeeeee e 22
3.1.5 SOK Ve UG SEYICILME ...ttt 23
3.1.6 DOTt SEYTEITME ..ottt ettt st 23
3.2 Siireksiz Fonksiyonlar Siifinda Sonlu Farklar Yontemi .......cccoocerieiniiniiininiinc, 36
3.2.1 Siireksiz Baslangi¢ KOSul........cc.ooiiiiiiiiiiiieee e 37
3.2.2 Yardimci Problem ve Onun COZUMI........c.ceeeevieeeiiieeciieeciee e 38
3.2.3 iki Bélgeli Parcali Siirekli Baslangic KOSUIU...........coeveveveveveeeeeeereeeeeeereeeeevennes 40
SONUC 46
KAYNAKLAR 47

iii



SEKILLER LISTESI

Sayfa No.
Sekil 1. Riemann problemi i¢in baslangi¢ KoSulu..........cccceevieiiiiiiiiniiiiieiceceeee, 1
Sekil 2. Sok ve seyreltmenin siniflandirilmasiul > ur, .....cccceevevvveeiieeciieeieeeeeeen 3
Seyreltme R—, R+ ; (b) Darbeler S—,S 4. 3
Sekil 3. (1,2,3,4) Baslangi¢ kosulu, dort sok (S—,5—,S5+,S +) (a) analitik ¢6ziim, (b)
NUMETTK  COZUIM ....eiiviiiiiii ettt e et e et e e e rtaeeetaeeetaeeeasaeessseeessseeesaseeenns 4
Sekil 4. (1,2,3,4) Baslangic kosulu ,dort sok (S—,5—,5+,S +) nlimerik ¢oziim......... 5

Sekil 5. (1,2,4,3) baslangic kosulu, dort darbe (S — S — S + S+) cergevesinde (a)
analitik ¢6ziim, (b) Say1Sal COZUIM ....ccuveeriiiiiieiieeieeree ettt 24

Sekil 6. (1,3,4,2) baslangi¢ kosulu, dort darbe (S — S — S + S+) cercevesinde sayisal

Sekil 7. (1,2,3,4) baslangic kosulu, {i¢ sok ve seyretme dalgasi(S — S — R + S+), (a)
analitik ¢Oziim (b) Say1Sal GOZUIM .....ccvieriieeiieiiieiierie ettt ettt ens 26
Sekil 8. (2,1,3,4) baslangic kosulu, {i¢ sok ve bir seyreltme (R — S — S + S+), (a)
analitik ¢Oziim (b) say18al GOZUM .....cc.ueeiuiiiiiiiieiiieie e 27
Sekil 9. (1,3,2,4) baslangic kosulu, iki sok ve iki seyreltme (S— R — R + S+) , (a)
analitik ¢Oziim (b) say18al COZUM .....cc.eeiiiiiiiiiiiiiiieeeeee e 28
Sekil 10. (2,3,1,4) baslangi¢ kosulu iki sok ve iki seyreltme (S — R — R + S+) (a)
analitik ¢Oziim (b) say18al COZUM .........eeiuiiiiiiiiiiiieie e 29
Sekil 11. (3,1,4,2) baslangi¢ kosulu iki sok ve iki seyreltme (R — S — S + R+) (a)
analitik ¢Oziim (b) say1sal COZUM .....ceeuiiiiiiiieiieeiie e 30
Sekil 12. (4,1,3,2) iki sok ve iki seyreltme (S — R — S + R+) , (a) analitik ¢6zlim (b)
SAYISAL GOZIUIM ..vieiiiieiieeiee ettt ettt e et e e et eeeeteesabeeesbaeesnsaeesnseeenanes 31
Sekil 13. (2,1,3.,4) iki sok ve iki seyreltme (R — S — R + S+), (a) analitik ¢6ziim (b)
SAYISAL COZUIM ...ttt ettt ettt ettt et be e saeens 32
Sekil 14. (3,1,2,4) iki sok ve iki seyreltme (R — S — R + S+) , (a) analitik ¢6ziim (b)
SAYISAL COZUIM ...ttt ettt ettt et sbe e saeens 33
Sekil 15. (4,1,2,3) bir sok ve ii¢ seyreltme (R — S — R + R+), (a) analitik ¢6ziim (b)
SAYISAL COZUIM ..ttt ettt st et be et e saeens 34
Sekil 16. (4,1,2,3) bir sok ve {i¢ seyreltme (R — S — R + R+), (a) analitik ¢6zlim (b)

F: )8 R 1l eT0 7721114 s E USSR 35

v



Sekil 17.

Sekil 19:

Sekil 20:

Sekil 21

Sekil 22:
Sekil 23:
Sekil 24:
Sekil 25:
Sekil 26:

(4,2,1,3) dort seyreltme (R — R — R + R+) , (a) analitik ¢ozlim (b) sayisal

....................................................................................................................... 36
u(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, T=1.0 ...cc.cccceriiniiiiniiniiiineecceeee 40
u(x,y,t) fonksiyonunun grafigi, u, <u,,7 =0.8 ccccevvviviviniiiiiiiiiienne. 41
u(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, > u,, T =1.0 ceeoevveriiviiiniiiiiicicnnne, 41
: Vy(x,y) fonksiyonunun grafigi, L > Ly oeeeeneeneeieieeieeie e 42
Vo (X,y) fonksiyonunun grafigi, Ly < Uy coveveeieneiieiee s 43
v(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, > u,, 7 = 0.8 ccecvevvrivviiniiiiiiiiiennne, 43
v(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, <u,, 7 =0.8 cccceviviviiiniiiiiiiiicnnne, 44
u(x,y,t) = Lv(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, > u,, 7 =0.8 ..cocveueneee. 44
u(x,y,t) = Lv(x, y,t) fonksiyonunun grafigi, u, <u,, 7 =0.8 ..cccveuenneene. 45



1.GIRIS. RIEMANN PROBLEMI

Iki degiskenli uzayda skaler korunum kurallar1 i¢in Riemann problemi
U+ f(uy + g(u)y =0 (D

denklemi ile x = 0, y = 0 orijin merkezli sonlu sayida dilimlerin iizerinde pargali sabit degerler
alabilen baslangi¢ kosullu problem olarak ifade edilmektedir. En ilgi ¢ekici problem, 4 dilimli 8 = 0,
0= %, 0=m 0= 32—7T 1sinlari ile boliinmiis dilimler tizerinde sabit deger alanidir. Bundan dolay1 bu

tir baslangi¢ verileri sonlu farklar semasi ile de uyumlu olur. Tipik Riemann kosulu Sekil 1 de

verilmistir,

Iki degiskenli Riemann problemi iizerine en énemli ¢alisma ilk olarak Guckenheimer
tarafindan yapilmustir [1]. iki boyutlu tek korunum kurali igin dort ceyrek daireli Riemann
problemi Wegner tarafindan calisilmistir [2]. Skaler denklem igin bir¢ok Onemli ¢aligma
[3,4,7,9,10] de yapilmistir

[3] de seyreltme ve sok dalgalar1 i¢in dayanak (temel) noktast ve dayanak egrisini
siniflandirilmistir. Seyreltme ve sok, R*, R™ ve S*,S~ de ayr1 ayr1 siniflandirildi. Daha sonra
[5] deki komposit sema verilmistir. [9], [10] da Burgers denklemi icin iki boyutlu Riemann
probleminin analitik ¢oziimleri kurulmustur. Komposit semayla elde edilen niimerik ¢oziimler
analitik coziimlerle karsilastirildi. [5] elde edilen gercek ¢oziimlerle niimerik ¢oziimler

karsilastirilmistir.

Us Us

Sekil 1. Riemann problemi icin baslangic kosulu

Sok ve seyreltme i¢in dayanak noktasi ve dayanak egrisini siniflandirilmasi iki boyutlu

Riemann probleminin analitik ¢6zlimii i¢in ¢ok dnemli bir aragtir.



2. IKIi BOYUTLU BURGERS DENKLEMI ICiN RIEMANN PROBLEMI VE
PROBLEME KOYULUSU

Kabul edelim ki, herhangi bir u i¢in f,;, # 0, gy # 0 ve a/au (f““/guu) # 0. Bu

kabul bize akis fonksiyonunun en az bir biikiim noktas1 oldugunu garantiler.

2.1 Dort Bolgeli Parcali Sabit Baslangic Kosulu

2.1.1. Seyreltme Egrileri

=Xy = Y/ ¢ degisken doniisiimii yapalim. O halde (1) denklemi

—Sug —nuy + fWe + g(wy = 0. )
u€ Cligin (2) olur. Sonuncu denklemi
(fu(u) - E)uf + (gu(u) - n)un =0 3)

seklinde yazabiliriz. Bunun karakteristik denklemi asagidaki bigimde

d L) —
UGVCOEL VNI @

ve

d(f' n(f))/df =0 (5)

olmaktadir. (4) ve (5) formu, asagidaki gibi karakteristik dogrular

(- gu(u))/(f ) const, u=const. (6)

tanimlar.
(6) dan goriildiigii gibi u-ailesin u = u, seviye egrisinin tegeti koordinatlari ¢ — ndiizleminde

F,(ug) = (fu(uo), g(uo)) (7

olan F, (u,) noktasindan gegen dogru pargasi olmaktadir.

Tanm 1.

E,) = (fu(w), g.(W) (8)

noktalarinin geometrik yerini seyreltme dayanak egrisi olarak adlandiracagiz.



Kolayca gosterilebilir ki, seyreltme dayanak egrisi (6§ —7) koordinat diizleminde
monoton artan ve konkavdir. Seyreltme dalgalari u-nun gradiyan istikametinin karsisindaki
temel dayanak egrisi istikametine bagli olarak siiflandirilabilir.

Tamm 2. Seyreltme dalgas1t R* (R™) eger Ve nu ve temel egri istikameti yoniinde dalga
formunun karakteristik dogrularimin dayanak egrisi bir sag (sol ) el sistemi ise nin
siiflandirilmasidir.

R* ve R~ seyreltme dalgalan Figiir 2 (a) da verilmistir. u; > u, de figiir 2 de verilmistir.

_ " S”
R .. W 2 /
i\ \‘ /’/ ur 7 ’
,'\ U ’
\\\\\ //,’ \\\\ ul S e
\\\ // N :‘:
ur N . /,/ \\ /,,/ \\\ ur
‘ e \\\
,// \\\ ,/'/ W
’ \\\ + ,/ ul
U, . R o+
(a) (b)
Sekil 2. Sok ve seyreltmenin siniflandirilmasi(u; > u,.),
(a) Seyreltme R~,R* ; (b) Darbeler S~,S™
2.1.2 Darbe Egrisi
(2) de parcali siirekli darbe egrisi i¢in verilmistir n = n(&) Rankino- Hugoniot kosulu
dn 0o (u,uy) )
¢ §&—oal(w,u)
burada
u) — f(u u) — f(u

Uy — Uy U — Uy
[9] dan u; ve u, den uzanan segmentin &n_ plami boldiigiinii gordiikk ki onun tanjant sok

noktasini teget gecen sok kaynak noktasi a(u;, u, ) én_ planindaki koordinatlar

3



o(u,uy ) = (o (upur ), 09 (uy, 1y ) (11)

o(u;,u, ) ve o(u,,u; ) notasyonlari ayni kaynak noktalarini gosterir. Kaynak noktasinin
egrisi

o(wur) = (o (wur ), 09 (u,ur)) (12)

u, bolgesi i¢in sok dayanak egrisi olarak gosterilir.

(a)

’ [ ]

(b)

Sekil 3. (1,2,3,4) Baslangi¢ kosulu, dort sok (S~,57,S™,8%) (a) analitik ¢oziim, (b)
niimerik ¢oziim



Sekil 4. (1,2,3,4) Baslangi¢ kosulu ,dort sok (S~,87,S™,8*) niimerik ¢oziim

Kaynak noktasi u;ve u,- durumlarinin lokal pozisyon sok unu igeren seyreltme kaynak noktasi
benzer olarak kullanilir. Sok kaynak noktasinin é —7n planinda monoton artan ve konkav
oldugu kolayca gosterilir.

Tamim 3. Bir sok dalgast S*(S7) olarak smiflandirilir. Eger her nokta sok formunun
normal ve tanjant vektorleri ise bir sag (sol) el sistemidir.
S* ve S™ sok dalgalart sekil 2 (b) de verilmistir. Kaynak noktasi ve kaynak egrisi hakkinda
ayrintilar [5,6,7] da bulunabilir.
f(u) = g(u) igin seyreltme ve sok kaynak noktasi n = & dik dogrusu {izerinde yer alir.

2.2 Siirekli Baslangi¢c Kosullu Problemin Ger¢ek Coziimii

Bu boliimde iki dilimli baslangi¢ kosullu problemin gergek ¢oziim bulunmasi p, dir.

Asagidaki problemi
ou Ou Ou
—+u—+u—=0, (13)
o ox oy
1-x*—y?, x| <1
u(x,y,0)=u,(x,y)= (14)
0, |x| >1

g0zoniine alalim. (13) diferansiyel denkleminin geometrik anlamini agiklamak miimkiindiir.

Sozkonusu denklemin wu(x, y,r) integral yiizeyi (x, y,z,u) uzaymin herhangi bir P(x, y,t,u)

noktasinda bilesimleri ¥, = P, u, =q, U, =7 olan ve

w+up+uqg=0



denklemi ile bagl olan normal diizleme sahip olmaktadir. Bu durumda P noktasindan gecen
integral ylizeyleri teget diizlemi

dt:dx:dy:du=l:u:u:0
baglantilar1 ile verilen diizlemler demeti olmaktadir. Bu diizlemler demetlerine Monja
demetleri, eksenlere ise Monja eksenleri denir.

Simdi karakteristikleri bulalim. Bu amagla

v _,ho_ (15)

dt dt

denklemleri ile tanimlanan (x = x(z),y = y(¢)) egrilerini gozoniine alalim. (15) i dikkate

alirsak (13) i

du _
dt

0 (16)

gibi yazabiliriz. Boylelikle, (13) denkleminin genel ¢oziimiiniin bulunmast (x,y,?)

diizleminde egimleri ,, olan dogrular ailesinin bulunmasina indirgenmektedir.
(15) ve (16) dan

x=ut+c, y=utt+c,, uU=c,

elde ederiz, burada ¢; (i =1,2,3) keyfi sabitlerdir. Sozkonusu sabitleri bulmak i¢in asagidaki
baslangi¢ kosullarini
Mg =& Mo =0 ul,g=uy(&1) (17)

kullanalim. Bu kosullar ¢er¢cevesinde problemin ¢6ziimii i¢in asagidaki ifadeyi

1= (x—ur)® —(y—ur)?, |g[ <1
u(x, y,0) =uy(&,n) == (18)
0, [&>1

elde ederiz. Burada, & =x—wzr, 77 =y —wur ve |&=,/&>+n* olmaktadir. ¢ ve 7

koordinatlarina hareket eden koordinatlar denir.

(18) ifadesi hareket eden koordinatlarda

1_52_772’ §|£1
u(x,y,t)= (19)
0, |&>1




gibi yazilir. Kolayca gosterilebilir ki, (19) ifadesi ile tanimlanan , fonksiyonu (13), (14)

probleminin ¢6ziimii olmaktadir. Gergekten de,

Ou _Ouy Og  Ouy O Ou_ 0y Og — Ou_ Oy Op
o of ot on ot ax OF ox dy On dy

ve
8_52 ou @_u t@u o0& ﬁut on _ aut

—U—t—, =
ot o ot o Ox ox Oy oy

oldugunu dikkate alirsak

%+8”0
ou__, 0t on
ot lt%+au°
g on
ve
Oy Oy
%Z= o¢ oo on (20)
A %+% % I+1 %+%
g on g an

elde ederiz. Bu ifadeler (13)’te yerine konursa denklemin korundugunu goriiriiz. Baslangig
kosulunun da korundugu gérmek zor degildir.

Gorildigi gibi (20) ifadesine , kapali seklinde dahil olmaktadir. Fakat bu ifadeden ,

yu agik sekilde
2x+y)—1xd
41> f61<1
u(x,y,t)= (21)
0, |&[>1

bulmak miimkiindiir, burada d =1+8¢ P 4f(x+ y)+4t *(x+ y)2 olmaktadir.

(20) ifadeleri u(x, y,r) fonksiyonunun keyfi (x, y,r) noktasindaki egimlerini U, (x,y)
fonksiyonunun (x =&, y =n,t=0) noktasindaki egimi ile ifade eder. Bir boyutlu ortamlarda

oldugu gibi (15) ifadeleri , fonksiyonunun g¢esitli degerlerinin , hiziyla dagildigini

gostermektedir. Bu ise ¢ozlimiin profilinde ¢okdegerlilik olusturur ve kirilma ilk kez grafige



dik teget diizlemin olustugu I, aninda ortaya ¢ikar. (14) ten goriildigii gibi baslangi¢ yiizeyi
hem negatif hem de pozitif egime sahip olmaktadir. Coziimiin grafiginde ¢okdegerliligin

ou

olusabilmesi igin Z—” ve 8_ fonksiyonlart (x=1,y=0) ve (x=0,y=1) noktalarinda
x y

pozitif e§ime sahip olmak zorundadir. Agiktir ki, egim negatif degerden pozitif degere

gectiginde, grafige ¢izilen tegetin dik olmasi gerekmektedir. Dik tegetin olustugu zaman
aradigimiz 1, olmaktadir.

Bu o6zellik ise u(x,y,r) fonksiyonunun g¢okdegerli olmasi anlamina geliyor ki, bu da

(13) denkleminin nonlineer olmasindan kaynaklanmaktadir ve bu 6zellik lineer denklemlerde

yoktur. (21) ifadesinden

ou 1 8t°
_|x=l,y=0:_2 2+ 2 2 2
ox 41 J1+88% —4t(x+y)— 4 (x—y)
ou 1 8t*
_|x=0,y=1=_2 21+ 2 2 2
Ay 41 J14882 —dt(x+ y)— 48> (x— y)
T,=0.5 ve t>T, oldugunda Z—u ve Z—u tiirevleri sonsuzluga yaklastig1 goriilmektedir.
X X

Dolayisiyla (13), (14) probleminin klasik ¢oziimii yoktur. Sozkonusu problemin zayif
¢cOzlimiinii asagidaki gibi tanimlayalim.
Tamm 4. Negatif olmayan , (14) baslangic kosulunu ve ¢(x, y,7) =0 olan herhangi bir

o(x, y,t) test fonksiyonlari i¢in asagidaki integral esitligini
u’(x,y,t)
J-J-szRl M(X, y,t)@,(x, y’t) +T[§Ox(x’ )’,f) + ¢y(x’ )’J)] dXdydt

+ [[ o(x. 9.00u, (x. y)dxdy = 0 (22)

koruyan u(x, y,t) fonksiyonuna (13), (14) probleminin zayif ¢6ziimii denir.

(13), (14) probleminin zay1f ¢ézlimiinii elde etmek i¢in 1.tiir yardime1 problemi

2
@4_1([1\/)2:@4_1 @4_@ =0, (23)
or 2 ot 2\ox Oy



V()C, y’O) = VO ()C, y) (24)
seklinde dahil edelim. Burada, v, (%, ) fonksiyonu

%+% — 1y (x, y) 25)
denkleminin herhangi bir ¢6zlimii olmaktadir.
Teorem 1. Eger, v(x, y,r) fonksiyonu (13), (14) yardimci probleminin herhangi bir
¢Ozlimii ise
v(x, y,1) N (X, y,1) _

Lv(x,y,t)= ™ oy u(x, y,t) (26)

ifadesi ile tanimlanan u(x, y,r) fonksiyonu esas problemin zayif ¢6ziimii olmaktadir.

Yardimer problemi ¢dzerken baslangig Vy(X,y) fonksiyonunun bulunmasi gerekir.

Bunun i¢in 6nce (25) denkleminin

ow, ow,
e R T
ox
¢Ozliimiinii bulalim.
Karakteristiklerin denklemleri
ﬂ:l, ﬂ:l, —dwo =1-x>—y’
ds ds ds

olur. Buradan

x=xV+s, y=y9 45,
(27)

©0) ©) 3
+ +
(x 5)3 _(y s) +w(()0)
3 3

Wy =5—

. 0) 0 . o <
elde ederiz. Burada, X' ), y() ve W(()O) integralleme sabitleri olmaktadirlar. Eger

karakteristiklerin denklemleri

0 0 0 0 0 0
X =x%@), ¥ =yV0, w =w' @)

gibi verildigi takdirde (27)



x(s,t) = x(°>(t) +s,
y(s,0) =y (@) +s,

(x(o) O+ s)3 (y(o)(t) + s)3

Wy (s,1) = 5— - +wy (t
0 (8,1) 3 3 o (1)
seklinde yazilabilir.
arr
_|Ot Os
Als,1)= & o #0
ot Os

olursa sonuncu ifadenin ilk iki denkleminden § ve ! yok ederek W, u X ve y yardim ile

ifade edebiliriz. Ozel durumda eger baslangig yiizeyi

©0) ©) ) 2t3

olarak ele alsak bu yiizey lizerinde A(s,7) =0 oldugundan
s=y—y", x=x"+y-y" =y+21,

3 3 3
- 2
(t+s) _( t+s) o t

3 3 3

Wy =Y+t

+20)' (' 2r
3 303

denklemlerini elde ederiz. 2¢ = x—y oldugunu da dikkate alirsak

=y+2t—

3 3 3

Xy 2Ax-y)

w,(x,y)=x———"————"—
0( y) 3 3 3

aliriz. Kolayca gosterilebilir ki,

10



Oy | 0wy _
ox Oy

olmaktadir. Boylelikle L' varligini da ispatlamis oluruz.

Uy

2.2.1 Yardimci Problem ve Coziimii

Simdi (23), (24) yardimci probleminin ¢oziimiinii bulalim. Asagidaki notasyonlari

ov o 0Ov

E—P,a—ql’a—%

dahil edelim. Bu notasyonlarda (23) denklemini
1
#(p.ar ) = P+ (@ +a.) =0

gibi yazalim. Sonuncu ifadesini 7, x ve ) ye gore diferansiyellersek

P 8 P
a—lj+(ql +qz)§+(ql +qz)§=0,
P a a
a—z—(% +qz)£+(% +q, %ﬂl
op dq oq
5+(ql+qz)g+(ql+qz)j=0

elde ederiz.

o _0q p _0q, Oq _0q,
ox ot dy Ot Oy oOx

oldugundan sonuncu ifadeleri

o o p _
6I+(ql+q2)6x+(%+qz)ay—Os
o P
%+(ql+qz)%+(ql+qz)aiyl=0,
94, oq, Oq, _
. +(q,+4,) . +(q,+4,) > =0

seklinde yazabiliriz. Boylelikle (z,x,y, p.q,.q,) uzaymda karakteristikleri bulmamiz i¢in

asagidaki Charpit adi diferansiyel denklemler sistemini

11



dt dx

d
—=1, _=(q1+92)» -

Y _
ds ds ds (ql T )’

P _o o

ds  ds ds
dv

E=p+(ql+qz)2

aliriz. Bu sistemin genel ¢oziimleri

t=s+c¢,, x=(q,+q,)s+c,

y=(q,+q)s+c,p=c;,q =c,,

2
A =c5,v=(c3+(c4+c5) )y+c6

olmaktadir. integral sabitlerini

2
1{ov, Oy
e =0, M=, Yoo =7 ps=o=_§(a_x3+a_7ﬂ ’
ov ov
ql\szo - 8_50, qz\s:o = 5_7;, V\A‘:o = Vo(ét’ n)

kosullarindan

¢,=0,¢,=¢& ¢,=n, ¢c;=- ((Z_‘}; g\;;J
ov ov
5 ey e

olarak bulabiliriz. Buradan,

E=x—(q+q)t.n=y—(q,+q,)t

Mon Y o o]
v(x, y,1) = vy (S, 77){ {aé +677J {55 +a’7] ]t

ov, avo

vo(&,m)+— (86 5

J t=vy(&,m)+— uo(é n)’t

elde ederiz. Simdi gosterelim ki, v(x, y,7) fonksiyonu (26) y1 korumaktadir.

Gergekten de (14) i dikkate alirsak (27) den

12



Cxmwt) (y-wr)t 20
3 3 3@

v(x, y,t)= %uzt +(x—ut)

aliriz. Sade hesaplama yoluyla

v, y,0) + v, y,0) =ua—ut+u@t+(1—a—ut]—a—ut—(x—ut)z(l—a—utj+
ox oy ox Oy ox oy ox

(x—ut)2a—ut+(y—ut)2@—(y—ut)zﬂl—%tJ—ﬂx—y)2 +2(x-y)’ =
ox ox ox

u %+a—u t+1—a—ut—a—ut—(x—ur)2+(x—ut)za—ut+
Ox Oy ox Oy ox

(x—ut)z%t+(y—ut)2Z—Z—(y—ut)2 +(y—ut)2%t=

ou Ou 2 » Ou 2 2
i (x— —(v— = (x— —(v— _
u( ™ + jt +1—(x—ut)" —(y—ut) ™ t[ (x—ut)" —(y—ut) ]

@r[l—(x—uzf —(y—ur)|=1=(x—ur)* = (y—ut)’
0y
elde ederiz.

2.2.2 Sicrayisin Kurulmasi

Sigrayis noktalariin yerini bulmak icin [9] Onerilmis yontemi iki boyutlu probleme de

uygulayalim. Bir boyutlu problemlerde oldugu gibi

E@)= J: f;u(x, v,t)dxdy (29)

enerji integrali hem silirekli hem de siireksiz fonksiyonlar i¢in mevcut olmaktadir ve
s6zkonusu integralin sonucu zamana bagl degildir. E(r) nin degerini £ =0 oldugu durumda
EW0) = _[_OOLMO (x, y)dxdy

hesaplayalim.

Simdi x = rcos @, y = rsin@ degisken doniisiimlerini yapalim. Bu durum i¢in

Jjﬁd@ (;(1 —r? )rdr = %

13



olmaktadir, yani E(0) = % sayist v(x, y,t) fonksiyonunun kritik sayidir.

Varsayalim ki, (x = &), y =n(r)) sigrayis egrisinin parametrik denklemleridir ve bu

egriyi bulmak icin asagidaki gibi bir yontem gelistirelim.

Tanmm S.  Asagidaki esitligi
W(E@),n(@),1) = E(0)

saglayan noktalarin geometrik yerine cephe egrisi denir.

Buradan,

ot oOx dt Oy dt

elde ederiz. Bu ifadeyi yazarken (23) denkleminin p, bdlgesinin tiim i¢ ve cephe

av+@ﬁ+@d_n=0

noktalarinda, yani

2
Ll + 1oy + o =0 (30)
ot 2\0x 0y) |=¢0
y=n(t)
korundugunu varsayalim.
(15) 1 dikkate alarak (30) den
2
I(ov ov
2\ oy

dé _dn

—=—= t),n(t),t)= 31

= =ulE@.n@.1) o o (31)

ox Oy x=£(1)
y=n(t)
elde ederiz.
Tamim 6. Asagidaki esitlikle tanimlanan
E(0), v(x,y,t)> E0),
Veen (X, ¥, 1) = (32)
v(x,y,t), v(x,y,t)<EQ)
fonksiyonuna (23), (24) probleminin genisletilmis ¢6ziimii denir.
Teorem 1 e gore
ov,,,(x,y,t) ov,. (x,y,t
PEA )+ en(Xs Vs 1) (33)

u, (x,y,t)=
cen(Xs Vs 1) o 5

olmaktadir.
Teorem 2. (33) denklemi ile ifade olunan dinamik sistemin hareketi
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L(p.q,.q,)= pL(q, +q,) + L(q, + q,)F(q, +q,) (34)

formiilii ile tanimlanan Lagranjiyanin ekstremumlar1 olmaktadir.
Ispat v(x, y,r) (23), (24) probleminin piiriizsiiz ¢dziimii olsun. (34) i¢in yazilmis Euler-

Lagrange denklemi

L, +—
o ax oy o M axay M eyt M

olmaktadir. Lp=Mu, Lp=p+Mu F(u),LMu=p+F@u)=0 oldugunu dikkate alirsak

aL 2 2 2
,,+8LMV+8LMV_[8 e, o, }

teoremi ispatlamis oluruz.

2.3 ki Boyutlu Skaler Korunum Kurah

Bu boéliimde skaler korrunum kuralini inceleyecegiz

u o dgw) _

o ox oy

0 (35)

(35) deklemini (14) kosulu c¢ercevesinde arastiralim. f(u) ve g(u) fonksiyonlarimin

asagidaki kosullar1 korudugunu varsayalim:

(1) fu) ve g(u) stirekli fonksiyonlardir,
(i) u=0 icin fi(u)20, (i=12)
(ii1) Fi'(M) isaret degistirir, yani F;(u), (i =1,2) fonksiyonlar1 konveks ve konkav kisimlara
sahiptir.
(35), (14) problemini ¢oziimii

u(x, y,1) =uy(8,77) (36)
olmaktadir. Burada &=x—F'(u)r ve n=y—F/)r swastyla F'u) ve F/(u), hiziyla

hareket eden 6zel koordinatlardir. (36) aliriz

Oy

ou_ 0g

R T e Lo Gy
o on
Ouy

ou _ on

Y i By @ 4 g o |y
og on

15



ou
Fl(u) o
o 1%

o (F() +F"<>a”°)
og on

+Fl(u )6”0
on

0 16} , :
Elde edilen formiillerrden goriildiigii gibi eger é <0, a”o <0 ve Fu)>0,(i=12)
n
( veya ai>0 ,ve F/(u)<0) ise
0¢
1
[>T, =
Fi 3+ Fla
0g on

degerinde U,, u, ve U, tirevleri sonsuzluga yaklasir. Bu nedenle de problemin klasik

¢Oziimii mevcut degildir. (35), (14) probleminin zayif ¢6ziimiinii asagidaki gibi tanimlayalim.
Tanmm 7. (14 ) baslangi¢ kosulunu koruyan ve temel fonksiyonlar siifindan olan

herhangi bir ¢(x, y,#) test fonksiyonu i¢in agagidaki integral esitligi koruyan

[l o, + Far, + sy, jddyde + [[ ey e gty 0)dsdy =0 (37)

u(x,y, t) fonksiyonuna (35), (14) probleminin zayif ¢oziimii denir.
(35), (14) probleminin zayif ¢ézliimiinii bulmak i¢in (35) denklenini ny bolgesi

lizere integralleyelim.

0=][ {_u 6f(u)(u> ag(u)(u)} 25
on

< ” u(é, n.0dédn+ [ (af (”;(”) ag(;‘;(”)}dgdn

= g‘[lx‘[}:ﬁ(g’ n, t)dfdﬂ + J'hy[f(u)(u(x, n, t))— f(u)(u(a, n, t))]dﬂ

+ [ le(u(g, y,0)- g@(w( b,0)k.

16



Sonuncu esitligi asagidaki sekilde de yazabiliriz

O pxpy y X
= L@ modéan+ [ f@luton,n)dn+ [ 6w, y.0)s

=D(a, y,1)+¥(x,b,1).

Burada

(a,y.0) = || falutannldn. ¥oub.o=[ g@lu(G.b.nMe.
Aciktir ki, ®(a,y,t)+W¥(x,b,t) €ker 3. Gergekten de
S0, y.0) +P(x,b,1)} = S{L @) uta,n,0ldn+[ b, t))dg}

_ o @uta,y,0) N Og)(u(x,b,1)) _ 0
ox dy .

v(x, y,t) ile asagidaki ifadeyi gosterelim.

v(x, y,1) = ijbyu(é, n.0)dgdn +H,(a,b,x, y,t), (38)

burada H, (a.b,x,y.r) eker 3. (38) den alinz.

2
u(x, y. 1) = ov(x,y.1)
Ox0y

(38) 1 dikkate alirsak

ov(x,y,t) v o*v(x,n,t) x O*V(&E, y,1) _
=] f(u)(—axa,7 jdﬂ + Lg(u)(—a o jdrs =0

veya

ov(x, y,t)

P L'Vf(u)(u(x,n,t))dn + Lxg(u)(u(g, y,0))dE =0 (39)

17



olur. (39) icin baslangi¢ kosulu

V(x, yao) = VO (.X, y) (40)
olur. Burada V, (x,y)
0’ NES
uO ()C, y) = gx(axy y)

denkleminin her hangi bir siirekli diferansiyellenebilen ¢6ziimii olmaktadir.

(39), (40) yardimci pobleminin asagidaki avantajlar1 vardir:

(1) Budurumda u(x, y,t), f@u)(u(x,y,t)) ve g(u)(u(x,y,t)) fonksiyonlar siireksizde olabilir,
(ii) v(x, y, t)fonksiyonunun diferansiyellenebilme o6zelligi u(x, y, t)nun diferansiyellenebilme
ozelliginden daha fazladir,

(iii) u,, u

y ve U, tirevleri (35), (14) probleminde bulunmamaktadir, hangiler ki genelde

mevcut degildir.

Teorem 3. Eger v(x, y,r) fonksiyonu (39), (40) probleminin ¢6ziimii ise
u(x, y,t) = 3v(x, y,t) esitligi ile tamimlanan u(x, y,r) fonksiyonu da (35), (14) probleminin

¢0ziimi olmaktadir.

3.1Ki BOYUTLU KORUNUM KANUNLARININ NUMERIK COZUMLERI

Bu béliimde (13), (14) probleminin ¢oziimii i¢in bir sayisal metot gelistirecegiz. Bu amacla
(23),(24) yardimci problemini kullanalim. Yukarida gosterdigimiz gibi esas problemin ¢dziim
yeri oOnceden bilinmeyen siireksizlik noktalarina sahiptir.Bu o6zellik ise literatlirde 1yi
tanimlanmis ydntemlerin direkt esas probleme uygulanmasi igin engeller tiiretir. Onerilen
yardimc1 problemin avantajlarim kullanarak séz konusu sonuglari ¢ozebiliriz. Onerilen

metottun avantajlarii gostermek i¢in onu lineer denkleme uygulayacagiz.

3.1 Kompozitif Semalar

Iki boyutlu konservatif kural (1) igin yeni Lax-Friedrichsin birinci yar1 adimli sema asagidaki

gibidir.

1
n+-
U "

1
it =3 (U0 Ul + Ul + Ul i (42)
27 "2

J
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At
_E<Fi+1,j+%+Fl]+ )_ (G2 2+ Gi+%,j)
Burada

Yi+1 At/2

1 N
Fii1j412 = mf f f(U(Xi+1,y, t)) dtdy,
yj 0

ve U(x;41,,t) y ye t ye bagh bir fonksiyon olmak iizere Riemann problemi ve baslangig
verisinin ¢ozimiidiir.
Ujsr 6N X < Xiy1/2

0 [ ) ’O = il
(xi+1,,0) {Uﬁl,ﬂl ICINX > Xit11/2

Liska ve Wendroff bir boyutlu Lax-Fredrich yaklasimini kullanarak yerine entegre tam
Riemann ¢6ziimlerini 6nermisti [10,11]. F ve G akiglar1 1 boyutlu Riemann probleminin LF

yaklagik ¢oziimlerinde degerlendirilir.

Fi+1,j+1/2 f( [Ul+1 j+1 + Ul]+1] [g(Ul+1 j+1) g(Ul+1] D (43)

ve

1
Gi+1,j+1/2 = g(z[ i+1,j+1 + Ul]+1] + [f(Ul+1 ]+1) f(UH—lj ]) (4’4)

Ikinci derece tam periyodik- diizeltici sema su sekildedir.

Ut =g —-———[f( 7 _>-+f(l/ Eﬁl) fu Eﬂl) fu? o]

E = j_= = ==

2' 2’ 2J

At

—_{mﬁjj MUfJ g(u {o mufo] (45)

2Ay

Ayrintilar [10,11] de bulunabilir. Bu ikinci dereceden metot diizeltilmis Lax-Friedrich
metodu alarak adlandirilir. Kompozit semanin manti1 bir ikinci derece metot ve birinci
derece metodun biraz kompozisyonudur. Birka¢ kez ikinci dereceden metot uygulandiktan
sonra ikinci dereceden metotta olusan salinimlar1 azaltmak i¢in birinci dereceden metot
uygulanmistir. Ve bu tekrarlanmistir. C F LF4 uygulanmustir, CF semasi 3 kez uygulandiktan
sonra bir kez LF semas1 bunu takip etmistir. her ikisi de yani CF de LF de iki adimdan olusur.

(42) ile beraber (45) da CF semasi insa edilir. Iki boyutlu Burgers denklemi;
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1 1
ou G2 s 0(52) _

46
ot * 0x dy (46)
fw) =g = %uz oldugunda
ny n .
U1+1]+— (U + U1+1] + Ul]+1 + Ul+1 J+1
At At
_E(Fi+1,j+% + Fi,j+%) T 28y (Gi+%,j+1 -
GH%J.) (47)
Fl+1 ]+— ( [Ulr'li'l j+1 + Ul+1 ]] +
At
m[(UiT-lfl,jﬂ)z (Ul+1 ]) ]2 (48)
Gi+1/2,j [Ul+1 j+1 + Ul+1 j] [(U1+1 ]+1)2 (U1+1 ]) ]2 (49)
veE
A 2 2 1 2 2
URt = U - Sz )+ (v ) — (v, u'?
’ 4Ax l+§ J+§ l+§j—z i—i,j‘l'z 1=5J=3

2 2 2 2
ac [ ek ntd ntd ntl
- U 1. 1 +\U 1, 1 —\U 1, 1 —\U 1, 1 (50)
4Ay i+=j+= i+=j— i—=,j+= i—=j—=
2,] 2 2;] 2 2;] 2 2;] 2

Burgers denklemi i¢in CF sema insasinin ikinci adimi (18),(19),(20),(21) de verilmistir. LF
semast (47),(48),(49) de verilmistir.

3.1.1 Analitik Coziim ve Niimerik Sonuclar

Burges denklemi i¢in ¢oziimii Riemann verileri: {uq, u,, uz, us}=(1,2,3,4) ile kurariz. Bu

durumda 4!=24 farkli secenege sahibiz. 1,2,3,4 degerlerinin baslangic kosulu herbir ¢eyrek
daireye atanmistir. Problemin ¢6ziimii [—%,ﬂ x [—%,%] tizerindedir. 400x400 ayrik noktaya

ayrilmistir. Burgers denklemi igin seyreltilmis kaynak noktasi (u,u) ve sok kaynak noktasi

(ul+ur ul+ur)

P dir. Coziim de t=0.1 i¢in yapilmistir. Bu yiizden 6lgek sirastyla (0.1u,0.1u) ve
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(O.lul;ur,o.lul;ur). Her ikiside yani seyreltilmis ve sok kaynak egrisi y=x olmaktadir.

Analitik ¢6zlimii ingaa etmek i¢in kullandigimiz kaynak noktalar1 boliim 2 de verilmistir.
Niimerik ¢6ziimii hesaplamak i¢in kompozit semayr CFLF4 i kullandik.

3.1.2 Dort Sok

{ug, Uy, us, us}=(1,2,3,4) oldugu dikkata alinsin. Bu durumda ¢oziim sadece sok igerir. ST
darbe dalgas: siireksiz baslangic kosulu 6 = 0,3% olusur ve S~ darbe dalgas1 0 = g, T den
olusur. S~ darbe dalgas1 8 = % de darbe kaynak noktasi (0.15,0.15) i¢in bas kisimdir ve S~

darbe dalgas1 8 = m de darbe kaynak noktas1 (0.3,0.3) i¢in bagkisimdir. Bunlar A noktasinda
kesisir. A noktasinda ki etkilesimi belirlemek i¢in riemann verisi 1 ve 4 icin Riemann
problemi ¢oziilmiistiir. Sonug olarak, bir diger S~ Darbe dalgas1 A da olusur ve (0.25,0.25)
sok kaynak noktasinda sona erer.

Diger yandan S*darbe dalgasi & = 0 da darbe dalgasinin kaynak noktasi i¢in bas kismi
(0.2,0.2). S*darbe dalgas1 6 = 3777 da darbe dalgasinin kaynak noktasi i¢in bas kismi
(0.35,0.35)’dir. Bunlar B noktasinda kesisir. Riemann problemini 4 ve 1 baslangi¢c kosullar
ile ¢ozdiigiimiizde bir bagka S*sok dalgasi B de olusur ve bu (0.25,0.25) sok kaynak
noktasinda sona erer ve bunlar analitik ¢oziimiin kurulmasi ile tamamlanir. Analitik ¢oziim
figiir 3 (a ) da verilmistir ve kompozit semayla yapilan numerik ¢oziim figiir 3 (b) de
verilmigtir. (uq, up,uz,uy)=(1,2,3,4) olmast durumu uy,u,, uz, us }=(1,2,4,3) olmasi
durumunu tersidir. Eger Riemann verisi (1,3,4,2) ile x=y yi yansitirsak bu bize (1,2,3,4) iin
tam olarak ayn1 yap1 oldugunu verir. Riemann verisi (1,3,4,2) ile yapilan nliimerik ¢6ziim figiir

4 te verilmistir. Bundan dolay1 24 ¢6ziim yerine 12 ¢ziim yaptik.

3.1.3 U¢ Sok ve Bir Seyreltme

Baslangi¢ kosulu (uq, u,, us, uy)=(1,2,3,4),(1,4,3,2),(2,1,4,3) ve (2,3,4,1) igin ii¢ sok ve bir
seyreltmeye sahip oluruz. Tersi olarak sadece (1,2,3,4) ve (2,1,4,3) durumunu dikkate aliriz.
(Uq, Uy, Uz, Uy )=(1,2,3,4) olmasini diisiiniiriiz. Bu durumda S* soku siireksiz baslangi¢ kosulu
0 = 0 dan olusur ve S~ soku siireksiz baslangi¢c kosulu 6 = g,n dan olusur. Iki S~ soku A
noktasinda kesisir. Diger S~ soku A noktasinda olusur ve B(0.2,0.2) de sona erer. R™

seyreltmesi siireksiz baslangi¢ kosulu 8 = 37” de olusur. Seyreltme faninin sag ve sol sonlari

seyreltme kaynak noktasi sirasiyla (0.3,0.3) ve (0.4,0.4)igin bas kismidir. ST soku ve

R* seyreltme dalgasi C noktasinda kesigir. S* soku R* seyreltmesine tamamen niifuz eder ve
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D noktasinda Riemann verisi 3 ve 1 ile olan diger riemann problemi ¢6ziimiine sahip oluruz.
Diger S* D noktasinda olusur ve sok kaynak noktas1 B(0.2,0.2) de sona erer.

C den D ye ST diimdiiz bir sok degildir, egimli bir soktur. Bunu asagidaki adi
diferansiyel denklem karsilar

am_n-=1/2u+1) <
0§ &—1/2(u+1) -7

ve egri sokunun rotasin1 bularak bunu birlestirebiliriz. Analitik ¢6ziim figiir 5(a) da
verilmistir ve niimerik ¢6zim de (b) de verilmistir. Benzer olarak biz
(uq, Uy, u3, uy)=(2,1,4,3) olmasi durumunda analitik ¢6ziimii kurabiliriz. Bu durum igin

analitik ve nlimerik ¢oziimler sirasiyla figiir 6 (a) ve (b) de verilmistir.

3.1.4 iki Sok ve ki Seyreltme

(uq, up,u3z,uy)=(1,3,2,4),(2,3,1,4),(3,1,4,2),(4,1,3,2),(2,1,3,4) ve (3,1,2,4) olmas1 durumunda
iki sok ve iki seyreltmeye sahibiz. Yerini tutan ters durumlar sirasiyla
(uq, up, uz,uy)=(1,4,2,3),(2,4,1,3),(3,2,4,1), (4,2,3,1), (2,4,3,1), (3,4,2,1).

(uq, up, uz,uy)=(1,3,2,4) oldugu durum. S~ soku R~ seyreltmesiyle A noktasinda kesisir
ve bu S” soku tamamen seyreltmeye niifuz eder. B noktasinda riemann problemi ve riemann
verisi 1 ve 2 nin ¢6zlimiine sahibiz. S~ soku B noktasinda olusur ve E(0.15,0.15) noktasinda
sona erer. ST soku R* seyreltmesine C noktasida etki eder ve tamamen seyreltmeye niifuz
eder. D noktasinda rieman problemi ve riemann bilgisi 2 ve 1 i¢in ¢dziime sahibiz. S* soku D
noktasinda olusur ve E(0.15,0.15) noktasinda sona erer. Analitik ¢oziim figiir 7(a) da ve
nlimerik ¢6ziim figiir7(b) de verilmistir.

(uq, up, us, uy)=( 2,3,1,4) ve (3,1,4,2) olmast durumun da analitik ¢oziimii benzer
sekilde kurabiliriz. Analitik ve niimerik ¢6ziim yukaridaki durumlar i¢in sirasiyla figiir (8) ,
figiir(9)’dadur.

(uq, Uy, usz, uy)=(4,1,3,2) oldugu durumu diisiiniirsek , R~ seyreltmesi S~ soku ile A
noktasinda kesisir ve R™ seyreltmesi D(0.4,0.4) seyreltme kaynak noktasindadir. S~ soku A
noktasinda bir sok egrisi olmaktadir ve C(0.4,0.4) noktasinda sona ermektedir. S* soku R*
seyreltmesine etki etmeye B noktasinda baglar ve sifir kuveti ile C noktasinda sonlanir.
Analitik ¢ozlim figiir 10(a) da , niimerik ¢6ziim figiir 10(b) de verilmistir.

(uq, Uy, us, uy)=(2,1,3,4) olmasi durumu diisiiniildiigiinde R~ seyreltmesi S~ soku ile
A noktasinda kesisir. S~ soku R~ seyreltme fanina tamamen niifuuz eder ve riemann verisi 2

ve 3 ile B noktasindaki riemann probleminin ¢éziimiine sahip oluruz. Sonug olarak S~ soku B
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noktasida olusur ve E(0.25,0.25) de sona erer. S* soku R seyreltme fanina tamamen niifuuz
eder ST soku D noktasinda olusur ve E noktasinda sona erer. Anlitik ¢dziim figiir 11(a) da,
niimerik ¢6ziim figiirl 1(b) de verilmistir.

(uq,uy, uz, uy)=(3,1,2,4) olmasi durumda analitik ¢oziim benzer sekilde kururlur.

Analitik ¢ozlim figiir 12 (a) da, niimerik ¢6ziim ise figilir 11 (b) de verilmistir.

3.1.5 Sok ve U¢ Seyreltme

Baslangic kosulu (uq, u,, uz, uy)=(4,1,2,3),(4,3,2,1),(3,2,1,4),(3,4,2,1) olmast durumunda bir
sok ve ili¢ seyreltme meydana gelir. Tersleri oldugu i¢in sadece (4,1,2,3) ve (3,2,1,4)
durumlarini diistinelim.

S~ soku ile R~ seyreltmesi A noktasinda Kesisir ve sifir kuvveti ile B(0.2,0.2) de sonlanir. R*
seyreltmesi siireksiz baslangi¢c kosulu 8 = 3777 de olusur. Seyreltme faninin sag ve sol uclar

sirasiyla B(0.2,0.2) ve C(0.4,0.4) seyreltme kaynak noktalar1 i¢in bas kisimdir. Bir bagka R*
seyreltmesi siireksiz baslangi¢ kosulu 8 = 0 de olusur. Seyreltme fanmnin sag ve sol uglar
sirastyla C(0.3,0.3) ve D(0.4,0.4) seyreltme kaynak noktalari i¢in bas kisimdir. Analitik
¢Oziim figiir 13 (a) da, niimerik ¢6ziim figiir 13 (b) de verilmistir.

Analitik ¢ozim (uq, uy, usz, uy)=( 3,2,1,4) olmas1 durumda Benzer sekilde kurulabilir.

Analitik ¢6zliim figiir 14 (a) da, nlimerik ¢6ztiim figiir 14 (b) de verilmistir.

3.1.6 Dort Seyreltme
Baslangic kosullart (uq, uy, us, us)=(4,2,1,3) ve (4,3,1,2) olmast durumda dort seyreltmeye
sahibiz. Tersi oldugu i¢in sadece (4,2,3,1)oldugu durumu hesaplamak yeterlidir.

R* ve R™ seyreltmeleri A(0.4,0.4) noktasinda etkilesir. Iki Rt seyreltme kaynak
noktas1 B(0.2,0.2) de kesisir. Tekrar R~ ve R* D(0.1,0.1) de etkilesir. Iki R~ seyreltme
kaynak noktas1 C(0.2,0.2) da kesisir. Analitik ¢6ziim figiir 15 (a) da niimerik ¢oziim figiir 15
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Sekil 5. (1,2,4,3) baslangi¢ kosulu, dort darbe (S~ S™S*S™) cercevesinde (a) analitik
¢oziim, (b) sayisal ¢oziim
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Sekil 7. (1,2,3,4) baslangi¢ kosulu, ii¢ sok ve seyretme dalgasi (S~ S”R*S™), (a) analitik
coziim (b) sayisal ¢o6ziim
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Sekil 8. (2,1,3,4) baslangi¢ kosulu, ii¢ ok ve bir seyreltme (R~ S™S*S™), (a) analitik
coziim (b) sayisal ¢6ziim
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Sekil 9. (1,3,2,4) baslangi¢ kosulu, iki sok ve iki seyreltme (S~ R"R*S*) , (a) analitik
¢oziim (b) sayisal ¢oziim
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Sekil 10. (2,3,1,4) baslangi¢ kosulu iki sok ve iki seyreltme (S~ R"R*S*) (a) analitik
coziim (b) sayisal ¢oziim
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Sekil 11. (3,1,4,2) baslangic kosulu iki sok ve iki seyreltme (R~ S"STR™) (a) analitik
¢oziim (b) sayisal ¢coziim
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Sekil 12. (4,1,3,2) iki sok ve iki seyreltme (S~ R™S*R") , (a) analitik ¢oziim (b) sayisal
¢0ziim
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(b)

Sekil 13. (2,1,3,4) iki sok ve iki seyreltme (R~ S”R*S™), (a) analitik ¢oziim (b) sayisal
¢0ziim

(a)

32



Sekil 14. (3,1,2,4) iki sok ve iki seyreltme (R~ S"R*S™) , (a) analitik ¢6ziim (b) sayisal
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Sekil 15. (4,1,2,3) bir sok ve ii¢ seyreltme (R~ S”R*R"), (a) analitik ¢oziim (b) sayisal
¢0ziim

0.5 T T T T 0 T T T

0.4

I
1

0.3

I
1

0.1 i

I
1

0.1

0.2

I
1

-0.3

I
1

0.4

I
1

(a)

34



0.5

0.4

0.3

0.2

0.1
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Sekil 17. (4,2,1,3) dort seyreltme (R~ R"R*R*) , (a) analitik ¢oziim (b) sayisal ¢6ziim

3.2 Siireksiz Fonksiyonlar Sinifinda Sonlu Farklar Yontemi

Sayisal algoritma olusturmak i¢in 6nce ¢oziimiin tanim bolgesini asagidaki ag ile ortelim.

Oy ny e = {6, y,.0), x, =ik, y; = jhy, 1, =kt,

i=0,1.2,...; j=0,1,2,...; £k=0,1,2,...; h, >0,h, >0,7 >0},

Burada, 7, , h, ve . sirasiylaagin ., yve [ ye gore adimlarmi gostermektedir.

(39) denklemini sonlu farklara ayriklagtirmak i¢in denklemin igerdigi intergalleri asagidaki

gibi ayrigtiralim
[uGynde=hnYU, (51)
v=l
) J
[uen.ndn=mYU, ;. (52)
u=1
ve
X~y i j
[ [u&n.ndsdn=hnnY YU, (53)

v=l u=1
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Bu esitlikleri dikkate alarak (39) denklemini sonlu farklara ayriklagtiralim.

3.2.1 Siireksiz Baslangic Kosul

Bu boliimde f(u) = Au, g(u) = Bu olan durumlar incelenecektir.
Kolaylik i¢in yer degiskenlerinin sayis1i n =2 olan sabit katsayili denklem igin

yazilmig Cauchy problemini inceleyelim.

Asagidaki problemi
8_u+A8_u+BO_u=O, (54)
ot ox oy
u(x, y,0) = uy(x,y) (55)

gdzoniine alalim. Burada A ve B bilinen reel sabitlerdir. Once (54) denkleminin geometrik

anlamin verelim.(54) denkleminin herhangi bir u(x, y,#) ylizeyi (x, y,z,u) uzaymin herhangi
bir P(x,y,z,u) noktasinda bilesimleri u, =p,u, =q,u, =7 olan ve z+Ap+Bg=0
denklemi ile tanimlanan normal diizleme sahip olmaktadir, yani P(x,y,z,u) noktasindan
gecen integral yiizeylerinin teget diizlemi

dt:dx:dy:du=1:A:B:0
baglantilariyla verilen diizlemler demeti olmaktadir, [9].

Once A= B =1 olan durumu inceleyelim. Karakteristikler yonteminin genel yapisina

gore (54) denkleminin ¢6zlimii asagidaki adi diferansiyel denklemler sisteminin de

dle Q—l du:()

— =1, , — 56
dt dt dt 0

¢Oziimii olmaktadir ve tersine, (56) denklemler sisteminin ¢6ziimi (54) in de ¢Ozlimii

olmaktadir. (56) denklemler sistemi i¢in baslangi¢ kosullar1 asagidaki gibi

xp= 6 Yleo=1 uly=u(Sim) (57)
yazalim, burada ¢ ve 7] bilinen sabitlerdir. Kolayca gosterilebilir ki (56), (57) probleminin

¢ozimi
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u(x, y, 1) =uy(x~1,y~1) (58)
seklinde ifade edilebilir.

3.2.2 Yardimci Problem ve Onun Coéziimii

[9] da Onerildigi gibi (54), (55) problemi i¢in iki tiir yardime1 problem olusturalim ve onlari

kullanarak esas problemin gerg¢ek ¢Oziimiinii bulalim. Bu amagla 6nce L ile asagidaki

operatoru
0- 0
L =—+—
ox Oy
gosterelim. Bu notasyonda (54) denklemi
ou +Lu=0 (59)
ot

gibi yazilabilir. L' ile L operatoriiniin tersini gosterelim. L in varligini kabul ederek (59)

nin her iki tarafina L' i uygularsak

L' % +L'Lu=L"0
t

veya

oL 'u

+u=h(x,y)

elde ederiz. Burada, h(X, y) =L'0 olmaktadir, yani h fonksiyonu Lh=0 denklemini

korumakta, dolayisiyla & € kerM olmaktadir.

L'u=v (60)
Notasyonunda sonuncu denklem

ov
—+u=h(x,
o Y (x, y)

gibi yazilabilir. & € kerL oldugundan agiktir ki, 2= f(x—y) seklinde ifade edilebilir, burada
f herhangi bir diferansiyellenebilen fonksiyondur.
W(x:v yst) = V(X, y:t)_lf(x_y)

olsun. Bu notasyonda sonuncu denklem

—+u=0
ot

seklinde yazilabilir. Lv = Lw oldugundan gézoniine aldigimiz denklemi
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M w=0 61)
ot

gibi ifade ederiz. (61) denklemi i¢in baslangi¢ kosul

W(x7 yaO) = WO (.X, }’) (62)

olmaktadir. (61), (62) problemine 1.tiir yardimei problem denir. Burada W, (X, y)

Uy (x,y) = Lwy(x, ) (63)
denklemini koruyan herhangi bir fonksiyon olmaktadir.
Teorem 4. Eger v(x, y,r) (61), (62) probleminin ¢oziimii ise
u(x,y,t)=Lv(x,y,t)

esitligi ile tanimlanan u(x, y,7) fonksiyonu (54), (55) probleminin ¢éziimii olmaktadir.

Ispat v(x, y,7) fonksiyonu (61), (62) probleminin ¢oziimii, L ve 82 operatorlerinin
t

komiitatif oldugu varsayimi g¢ergevesinde (61) denklemi ve (62) baslangi¢ kosuluna L

operatoriinii uygulayalim. L lineer oldugundan

O=L%+Lu:aL—W+Lu
ot ot

elde ederiz. Lw=u esitligini de dikkate alirsak teoremi ispatlamis oluruz.

Ornek 1 (54) denklemini

1-x>—y°, x|£1

u(x, y,0) = (64)
0, |x| >1

baslangig kosulu gergevesinde ¢éziimiinii bulunuz. Burada |x = \/x* + y* olmaktadir.
Coziim (54), (64) probleminin karakteristikler metodu ile bulunan ¢6ziimii
I-(x=1)"=(y=1)",

u(x,y,t) =
0, |x| >1

x|£1

olmaktadir. (54), (64) probleminin zaman evriminin grafikleri Sekil 18 de gosterilmistir.
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u(x,T)

Sekil 18 : u(x, y,7) fonksiyonunun grafigi, T=1.0

3.2.31ki Bolgeli Parcali Siirekli Baslangic Kosulu

Simdi (54) denklemini
uo(X,y)= . OsySI
kosulu ¢ercevesinde gercek ¢oziimiinii bulunuz.

(65) ile verilen fonksiyonun grafikleri Sekil 19 ve 20 de gosterilmistir. (54), (69) esas

probleminin gercek ¢oziimii

u(x, y,t) = , 0<y<l1
X
u,, —>1
! (65)

olmaktadir ve s6zkonusu ¢ozlimiin grafikleri sirasiyla Sekil 21 ve 22 de gosterilmistir.
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gl u, <u,, T=0.38

e

u(x,y,t) fonksiyonunun grafi

Sekil 19

=1.0

gL, u, >u,, T

e

u(x,y,t) fonksiyonunun grafi

Sekil 20
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Simdi bu problemin ¢dziimiinii 1.tlir yardimci problemi kullanarak elde edelim. Bu amacla
W, (X, y) fonksiyonunu

ux, x<0,
w,(x,y) = , 0<y<l (17)

u,x, x>0

olarak tanimlayalim. Yardimci problemin baglangi¢ fonksiyonunun grafikleri Sekil 21 ve 22

de gosterilmistir.

Bu durumda yardimci probleminin karakteristikler yontemiyle bulunan ¢6ziimii

u,(x—1), L4,
t
w(x, y,t) = , 0<y<1

u,(x—1), al >1
t

olmaktadir ve bu ¢oziimlerin grafikleri Sekil 23 ve 24 te gosterilmistir.

Sekil 21 : V,(x,y) fonksiyonunun grafigi, u, > u,
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(x,y) fonksiyonunun grafigi, u, <u,

Sekil 22: Vv,

=0.8

Sekil 23: v(x, y,r) fonksiyonunun grafigi, u, > u,, T
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=0.8

Sekil 24: v(x, y,r) fonksiyonunun grafigi, u, <u,,T

=0.8

gi, u >u,, T

-

Lv(x,y,t) fonksiyonunun grafi

Sekil 25: u(x, y,1)
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Teorem 4 i dikkate alirsak esas problemin 6ziimiinii elde ederiz. Bulunan ¢6ziimlerin

grafikleri sekil 25 ve 26 da gosterilmistir.

=0.8

e

t) fonksiyonunun grafigi, u, <u,, T

=Lv(x,y,

du(x,y,1)

Sekil 26

45



SONUC

Tezdeki sonuglari asagidaki gibi siralayabiliriz.

- Dort bolgeli Riemann kosullu problemlerde seyreltme ve sok dalgalarinin siniflandirilmasi
verilmisgtir.

- Siirekli baslangi¢ kosullu iki boyutlu Cauchy probleminin gergek ¢oziimiiniin bulunmasi igin
baz1 avantajlara sahip yardimci problem Onerilmistir. Onerilen yardimci problem, esas
problemin fiziksel 6zelliklerini dogru aksettirebilen gercek ¢6ziimiin bulunmasma yardim
eder.

- Ayn1 yontemi kullanarak, iki bolgeli Riemann probleminin de ger¢ek ¢6ziimii bulunmustur.

- Onerilen yardimci problemin sayisal ¢dziimiinii elde etmek icin siireksiz fonksiyonlar smifi

algoritmalarda iiretilmistir.
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