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ÖZET 

 

Bu çalışmada, Riordan grup tanımı yardımıyla bazı özel sayı dizilerinin Riordan gösterimleri 

bulunmuştur. Bulunan bu Riordan gösterimleri yardımıyla bazı eşitlikler elde edilmiştir. Bu sayı 

dizilerine Riordan Grubun Temel Teoremi uygulanarak bazı formüllere ulaşılmıştır. Son olarak bu 
sayı dizileri yardımıyla tanımlanan dizilerin klasik satır toplamı , alterne satır toplamı ve ağırlıklı 

satır toplamları bulunmuştur. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, yanda açıklamaları verilmek üzere 

aşağıda listelenmiştir. 

 

Simgeler    Açıklama 

 

𝒢     Üreteç fonksiyonu 

 

𝑃𝑛     Pascal matrisi 

 

𝐻𝑛     𝑛. Harmonik sayı 

 

𝐻𝑛
(𝛼)

     𝑛. Hiperharmonik sayı 

 

𝐹𝑛     𝑛. Fibonacci sayı 

 

ℱ[𝑥]     Formal kuvvet serikümesi 

 

𝑜𝑟𝑑(𝑓(𝑡))    Formal kuvvet serisinin mertebesi 

 

[𝑅𝑛,𝑘]𝑛,𝑘∈ℤ    Riordan dizisi 

 

𝑇𝑛     Genelleştirilmiş Tetranacci sayısı 

 

𝐹𝑛
(𝑟)

     𝑛. Hiperharmonik Fibonacci sayısı 

 

𝐿𝑞  𝑞- logaritma 
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1. GİRİŞ 

 

Tarihsel olarak, Riordan dizi kavramının iki versiyonu vardır. İlk versiyon (𝑑𝑛,𝑘)𝑛,𝑘∈ℤ 

şeklinde sonsuz matristen oluşur. Formal Laurent serileriyle ilgilenir ve esas olarak 

cebirsel özellikleri incelemek için kullanılmıştır. İkinci versiyon ise (𝑑𝑛,𝑘)𝑛,𝑘∈ℕ şeklinde 

bir sonsuz alt üçgensel matristen oluşur. Formal kuvvet serileri ve kombinatoryal 

özellikleri incelemek için kullanılmıştır. Burada her Riordan dizisinin 𝑛, 𝑘,𝑚 ∈ ℤ olmak 

üzere üç parametresininde iki karakteristik kombinatoryal toplamını ifade ettiği görülür. 

Bu parametreler özelleştirilebilir ve iki sonsuz tekrarlı matrisler alanında geçerli olan 

belirsiz sayıda başka eşitlikler üretebilir (Luzon vd., 2012). Riordan dizisi kavramı, birçok 

kombinasyonlu toplamın üreteç fonksiyonunu bu 

lmak için kullanılır. Bu kavram üreteç fonksiyon toplamının kapalı şeklini veya asimptotik 

değerini elde etmemize yardımcı olabilir. 

 

Shapiro, Getu, Woan ve Woodson Riordan grup konusunda ilk çalışmaları yapan ve bu 

yapıyı tanımlayan araştırmacılardır. Riordan gösterimle temsil edilen matrislerin terslerini 

de Riordan grubun özelliklerinden yararlanarak elde etmişlerdir (Shapiro vd.,1991). 

 

Rogers, Pascal üçgeninin özelliklerini genelleştirerek Riordan yapıyı tanıtmıştır (Rogers, 

1978). 

 

Sprugnoli, kombinatoryal özelliklerin ispatında bir metod geliştirmek için Riordan grupları 

kullanmıştır. Ters kombinatoryal özellikleri uygulamak için de Riordan grupların nasıl 

kullanıldığına değinmiştir (Sprugnoli, 1994; Baccherini, 2008). 

 

Riordan sıraları yöntemi özellikle kombinatorik problemlerde ortaya çıkan sayı dizilerinin 

araştırılmasında bununla ilgili özdeşliklerin elde edilmesinde (Cheon vd., 2006; Sprugnoli 

2006; Sprugnoli, 1994; Luzon vd., 2012;Merlini vd., 2000) ve sayılar teorisindeki bazı 

problemlerin çözülmesinde (Cheon vd., 2008; Merlini vd., 2002) kullanışlı olmaktadır. 

 

Cheon ve El-Mikkway bazı genelleştirilmiş Harmonik sayıların elde edilen sonsuz 

üçgensel matrisin bir Riordan dizisini izlediğini gözlemleyerek, her iki türdeki Stirling 

sayıları ile diğer genelleştirilmiş Harmonik sayılar arasında çok basit bağlantılar elde 
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etmişlerdir. Ayrıca, bu tür genelleştirilmiş Harmonik sayılarla ilişkili Riordan dizilerinin 

birçok kombinatoryal toplamını ve birçok genelleştirilmiş Harmonik sayı eşitliğini üreten 

fonksiyonlar bulmuşlardır (Barry, 2009). 

 

Logaritmanın bir 𝑞 − analoğu 𝐿{𝑞](𝑥) = ∑
𝑥𝑛

𝑞𝑛−1

∞
𝑛=1 , |𝑞| > 1, |𝑥| < |𝑞| ile tanımlanmıştır 

(Matala, 1998). Ve Murty 𝑞 = −𝑎2  ve 𝛼 =
1+√5

2
, 𝛽 =

1−√5

2
 iken ∑

1

𝐹𝑛

∞
𝑛=1 = (𝛼 −

𝛽)𝐿𝑞(−𝛼)  olduğunu göstermiştir (Murty, 2013). Çetin, Kızılateş, Baran ve Tuğlu 

Harmonik Fibonacci ve Hiperharmonik Fibonacci sayılarla ilgili bazı özdeşlikler elde 

etmişlerdir. Simetrik algoritma kullanarak, olağan sonuçları iyileştiren ve bilinen 

denklemleri genelleştiren bazı eşitlikler elde etmişlerdir. Ayrıca Riordan dizisi kavramı 

yardımıyla bu sayılar için üreten fonksiyonlar elde etmişler ve çeşitli eşitlikler 

türetmişlerdir (Çetin vd., 2021). 

 

Harmonik sayılar, antik çağlardan beri incelenmiştir. Ve sayılar teorisinin çeşitli dallarında 

kullanılmaktadır. Harmonik sayıların çeşitli genelleştirmeleri mevcuttur. Conway ve Guy 

Hiperharmonik sayıları tanımlamış ve Hiperharmonik sayıların Harmonik sayılar cinsinden 

yazılmasına olanak sağlayan bazı eşitlikler elde etmişlerdir (Conway vd., 16). 

 

Ayrıca Riordan dizileri üzerine çeşitli yüksek lisans ve doktora tezleri de hazırlanmıştır. 

Barry doktora tez çalışmasında tamsayı dizileri ve başta Riordan dizileri olmak üzere 

bunlara uygulanan dönüşümler üzerine araştırma yapmıştır. Tamsayı dizilerini ve bunlar 

üzerinde çalışan dönüşümleri incelemiştir. Bu dönüşümlerin çoğu, özellikle Riordan 

dizilerine ve Pascal benzeri dizilere odaklanarak üçgensel tamsayı dizileriyle tanımlamıştır. 

Bu dönüşümlerin yapısını araştırmak için, Riordan matris gruplarının temel özelliklerinden 

yararlanmıştır (Cheon vd., 2008). 

 

Hennesy, doktora tez çalışmasında Riordan sıraları yöntemini sürekli kesirlere 

uygulamıştır (Hennesy, 2011). 

 

Tetranacci sayı dizisi her bir terim kendisinden önceki dört terim toplanarak bir sonraki 

terim elde edilerek devam eden bir sayı dizisidir. Tetranacci sayı dizisini, ilk kez 

Tetranacci Feinberg tanımlamıştır (Feinberg, 1963). Waddill ise “The Tetranacci Sequence 
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and Generalizations” isimli çalışmasında Tetranacci dizisini daha kapsamlı incelemiştir 

(Waddill, 1992). 

 

Bu tez çalışmasında ise bazı sayı dizilerinin Riordan gösterimine yer verilmiştir. Bu sayı 

dizilerinin Riordan gösterimleri bulunurken üreteç fonksiyonlarından yararlanılmıştır. 

Ayrıca bu tez çalışmasında, Harmonik sayılar, Hiperharmonik sayılar, 𝑛. Hiperharmonik 

Fibonacci sayıları ve Genelleştirilmiş Tetranacci sayıları gibi sayı dizilerinin satır 

toplamlarına yer verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR  

 

Bu bölümde, çalışmanın temel sonuçlarıyla ilgili ileride verilecek bölümlerde 

yararlanılacak temel kavramlar verilecektir. 

 

2.1. Üreteç Fonksiyonu 

 

(𝑎𝑛) bir dizi olmak üzere 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛∞

𝑛=0  şeklinde bir kuvvet serisi ile 

tanımlanabiliyorsa, 𝑓(𝑥) fonksiyonuna (𝑎𝑛) dizisinin üreteç fonksiyonu denir ve 𝒢(𝑎𝑛) =

𝑓(𝑥) ile gösterilir (Barry, 2009). 

 

2.1.1. Üstel Üreteç Fonksiyonu 

 

𝑓(𝑥) fonksiyonu, 

 

𝑓(𝑥) = 𝒢 (
𝑓𝑘
𝑘!
) = ∑𝑓𝑘

∞

𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
 

 

şeklinde tanımlı olsun. (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ dizisinin üstel üreteç fonksiyonu 𝑓(𝑥) olarak tanımlanır. 

 

Üreteç fonksiyonu operatörünün bazı temel özellikleri aşağıda verilmiştir (Koyuncuoğlu, 

2014). 

 

(a) 𝒢(𝛼𝑓𝑘 + 𝛽𝑔𝑘) = 𝛼𝒢(𝑓𝑘) + 𝛽𝒢(𝑔𝑘) (doğrusallık özelliği). 

 

(b) 𝒢(𝑓𝑘+1) =
𝓖(𝑓𝑘)−𝑓0

𝑡
 (öteleme özelliği). 

 

       (c) 𝒢(𝑘𝑓𝑘) = 𝑡𝐷𝒢(𝑓𝑘) (türev özelliği). 

 

       (d) 𝒢(∑ 𝑓𝑘𝑔𝑛−𝑘
𝑛
𝑘=0 ) = 𝒢(𝑓𝑘)𝒢(𝑔𝑘) (konvolüsyon özelliği) 

 

        (e) ∑ 𝑓𝑛(𝒢(𝑔𝑘))
𝑛 =∞

𝑛=0 𝒢(𝑓𝑘) ∘ 𝒢(𝑔𝑘) (bileşke özelliği) 
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(f) 𝒢([𝑡𝑛]𝐹(𝑡)𝜙(𝑡)𝑛) = [
𝐹(𝑤)

1−𝑡𝜙′(𝑤)
|𝑤 = 𝑡𝜙(𝑤)] (köşegenleştirme özelliği). 

 

2.1.2. Üreteç fonksiyonları ile ilgili bazı teoremler 

 

2.1.2.1. Teorem. 𝑓(𝑡) = 𝒢(𝑓𝑘) olmak üzere  

 

𝒢(𝑓𝑘+𝑗) =
𝒢(𝑓𝑘) − 𝑓0 − 𝑓1𝑡 − ⋯− 𝑓𝑗−1𝑡

𝑗−1

𝑡𝑗
 

 

eşitliği sağlanır (Sprugnoli, 2006). 

 

İspat. 𝑔𝑘 = 𝑓𝑘+1 alınıp 𝑗 üzerinden tümevarım uygulanırsa eşitlik kolayca ispatlanabilir. 

 

2.1.2.2. Teorem. (𝑓𝑘)𝑘∈ℕ dizisinin üreteç fonksiyonu 𝑓(𝑡) = 𝒢(𝑓𝑘) olmak üzere 

 

𝒢(𝑓𝑘−𝑗) = 𝑡
𝑗𝒢(𝑓𝑘) 

 

dir (Sprugnoli, 2006). 

 

İspat. 𝒢(𝑓𝑘) = 𝒢(𝑓(𝑘−1)+1) =
𝒢(𝑓𝑘−1)−𝑓−1

𝑡
 olmak üzere 𝑓−1 , 𝑡−1  in katsayılarıdır; fakat 

𝑓(𝑡) ∈ ℱ olduğundan 𝑓−1 = 0 olur. Dolayısıyla 

 

𝒢(𝑓𝑘−1) = 𝑡𝒢(𝑓𝑘) 

 

olarak bulunur ve tümevarım uygulanarak  

 

𝒢(𝑓𝑘−𝑗) = 𝑡
𝑗𝒢(𝑓𝑘) 

 

elde edilir. 
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2.2. Pascal Matrisi 

 

1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 için 

𝑃𝑖𝑗 = {
(
𝑖 − 1

𝑗 − 1
) ,        𝑖 ≥ 𝑗

0            ,        𝑗 > 𝑖

 

 

olmak üzere 𝑛 × 𝑛 tipinden 𝑃𝑛 = (𝑃𝑖𝑗) matrisine Pascal matrisi denir (Yeşil Baran, 2011). 

 

Örneğin, 𝑛 = 6 için Pascal matrisi 

 

𝑃6 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (
0

0
) 0 0 0 0 0

(
1
0
) (

1

1
) 0 0 0 0

(
2

0
) (

2

1
) (

2

2
) 0 0 0

(
3

0
) (

3

1
) (

3

2
) (

3
3
) 0 0

(
4

0
) (

4

1
) (

4

2
) (

4

3
) (

4

4
) 0

(
5

0
) (

5

1
) (

5

2
) (

5

3
) (

5

4
) (

5

5
)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6×6

=

[
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0
1 3 3 1 0 0
1 4 6 4 1 0
1 5 10 10 5 1]

 
 
 
 
 

6×6

 

 

şeklindedir (Yeşil Baran, 2011). 

 

2.3. Rekürans Bağıntısı 

 

Bir rekürans bağıntısı, bir dizinin her bir elemanının bir öncekinin fonksiyonu olarak ifade 

edebilen bir denklemdir. Yani, 𝜑:ℕ × 𝑋 → 𝑋 bir fonksiyon ve 𝑋 bir dizinin elemanlarının 

bulunduğu küme olmak üzere, 𝑛 > 0 için  

 

𝑢𝑛 = 𝜑(𝑛, 𝑢𝑛−1) 

 

ise bu bağıntıya rekürans bağıntısı denir (Baccherini vd., 2008). 
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3. FORMAL KUVVET SERİLERİ 

 

Bu bölümde, formal kuvvet serisinin tanımından, formal kuvvet serilerinin kümesinin 

gösteriminden ve formal Laurent serisinin tanımına yer verilmiştir. 

 

ℝ, reel sayılar cismi ve 𝑡 de bir reel değişken olmak üzere, ℝ üzerinde 𝑡 nin bir formal 

kuvvet serisi (f.k.s) şu şekilde ifade edilmektedir (Koyuncuoğlu, 2014). 

 

𝑓(𝑡) = 𝑓0 + 𝑓1𝑡 + 𝑓2𝑡
2 + 𝑓3𝑡

3 +⋯+⋯ =∑𝑓𝑛𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

. 

 

Bu eşitlikteki 𝑓0, 𝑓1,   𝑓2, 𝑓3, … reel sayılardır.  

 

Bir 𝑡 belirsiz değişkenine göre ℱ cismi üzerindeki formal kuvvet serilerinin kümesi ℱ[𝑡] 

ile gösterilir. Elde edilecek sonuçların ℱ cisminden ve 𝑡 değişkeninden bağımsız olduğunu 

öne çıkarmak için ℱ[𝑡]’ yi ℱ ile göstereceğiz. 

 

𝑓(𝑡) ∈ ℱ  olmak üzere, 𝑓𝑟 ≠ 0  olacak biçimde en küçük indis 𝑟  ise buna 𝑓(𝑡)  formal 

kuvvet serisinin mertebesi denir ve 𝑜𝑟𝑑(𝑓(𝑡)) ile, mertebesi 𝑟 olan bütün formal kuvvet 

serilerinin kümesi ℱ𝑟 veya ℱ𝑟[𝑡] ile gösterilir. 

 

Başka bir formal kuvvet seri tipi olan formal Laurent kuvvet serisi  

 

      𝑔(𝑡) = 𝑔−𝑚𝑡
−𝑚 + 𝑔−𝑚+1𝑡

−𝑚+1 +⋯+ 𝑔−1𝑡
−1 + 𝑔0 + 𝑔1𝑡 + 𝑔2𝑡

2 +⋯ = ∑ 𝑔𝑘𝑡
𝑘

∞

𝑘=−𝑚

 

 

olarak tanımlıdır (Koyuncuoğlu, 2014). 
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4. ÖZEL SAYI DİZİLERİ 

 

Bu bölümde Harmonik, Hiperharmonik, 𝑛.  Harmonik Fibonacci, 𝑛.  Hiperharmonik 

Fibonacci, Fibonacci ve Genelleştirilmiş Tetranacci sayılarının tanımlarına ve üreteç 

fonksiyonlarına yer verilmiştir.  

 

4.1. Harmonik Ve Hiperharmonik Sayılar  

 

𝐻0 ≔ 0 olmak üzere  

 

𝐻𝑛 ≔∑
1

𝑘

𝑛

𝑘=1

 

 

şeklinde tanımlı ifadeye 𝑛. Harmonik sayı denir (Conway vd., 1996). 

 

𝛼 > 1 tamsayısı ve 𝐻𝑛
(1)
≔ 𝐻𝑛  olmak üzere 

 

𝐻𝑛
(𝛼)
≔∑𝐻𝑘

(𝛼−1)

𝑛

𝑘=1

 

 

şeklinde tanımlanan sayıya "𝛼. mertebeden 𝑛. Hiperharmonik sayı" adı verilir (Conway 

vd., 1996). 

 

Harmonik ve Hiperharmonik sayılara ait üreteç fonksiyonları sırasıyla aşağıdaki gibidir: 

 

∑𝐻𝑛𝑥
𝑛 = −

ln(1 − 𝑥)

1 − 𝑥

∞

𝑛=1

 

∑𝐻𝑛
(𝛼)
𝑥𝑛 = −

ln(1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼

∞

𝑛=1

. 
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4.2. 𝒏. Harmonik Fibonacci ve 𝒏. Hiperharmonik Fibonacci Sayıları  

 

𝑟 > 0 için  

 

ℱ𝑛 =∑
1

ℱ𝑘

𝑛

𝑘=1

 

 

şeklinde tanımlı ifadeye 𝑛. Harmonik Fibonacci sayısı denir (Yeşil Baran, 2011). 

 

𝑟 > 0 olmak üzere ℱ𝑛
(0)
=

1

ℱ𝑘
 , ℱ0

(𝑟)
= 0 ve ℱ0 = 0 için  

ℱ𝑛
(𝑟)
=∑ℱ𝑘

(𝑟−1)

𝑛

𝑘=0

 

 

şeklinde tanımlanan sayıya 𝑟. mertebeden 𝑛. Hiperharmonik Fibonacci sayısı denir (Yeşil 

Baran, 2011). 

 

𝐿{−𝛼2}(𝑥) = ∑
𝑥𝑛

(−𝛼2)𝑛−1
∞
𝑛=1  (|−𝛼2| > 1, |𝑥| < |−𝛼2|) olmak üzere 𝑛.  Harmonik Fibonacci ve 

𝑛. Hiperharmonik Fibonacci sayılarının üreteç fonksiyonları sırasıyla şu şekildedir: 

 

∑𝐹𝑘𝑥
𝑛 =

𝛼 − 𝛽

1 − 𝑥
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

∞

𝑛=1

 

∑𝐹𝑛
(𝑟)
𝑥𝑛 =

𝛼 − 𝛽

(1 − 𝑥)𝑟
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

∞

𝑛=1

. 

 

4.3. Fibonacci Sayıları 

 

𝐹1 = 1 ve 𝐹2 = 1 olmak üzere 𝑛 > 2 için 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2 rekürans bağıntısı yardımıyla 

tanımlı sayılara Fibonacci sayıları denir. 

 

Üreteç fonksiyonu  



10 

 
 

∑𝐹𝑛𝑡
𝑛 =

𝑡

1 − 𝑡 − 𝑡2

∞

𝑛=0

 

 

şeklinde tanımlıdır (Koshy, 2019). 

 

4.4. Genelleştirilmiş Tetranacci Sayıları 

 

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ve 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 ∈ ℝ olmak üzere başlangıç değerleri 𝑇0 = 𝑎 , 𝑇1 = 𝑏 , 𝑇2 = 𝑐 , 𝑇3 = 𝑑  

olan 𝑛 ≥ 4 için  

𝑇𝑛 = 𝑝𝑇𝑛−1 + 𝑞𝑇𝑛−2 + 𝑟𝑇𝑛−3 + 𝑠𝑇𝑛−4 

 

rekürans bağıntısı ile tanımlanan (𝑇𝑛)𝑛∈ℕ dizisine genelleştirilmiş Tetranacci dizisi denir 

(Waddill, 1992). 

 

Genelleştirilmiş Tetranacci sayıları için üreteç fonksiyonu 

 

𝑇(𝑥) =
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4
 

 

şeklinde tanımlıdır (Waddill, 1992). 
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5. FORMAL KUVVET SERİLERİNİN MATRİS GÖSTERİMİ 

 

Sprugnoli (2006), 𝑓(𝑡) ∈ ℱ0 olmak üzere 𝑓(𝑡) formal kuvvet serisinin katsayıları sonsuz 

alt üçgensel matrisin elemanları olarak göstermiştir. Bu matrisi 𝐷 = (𝑑𝑛,𝑘)𝑛,𝑘≥0  olarak 

ifade etmiştir. Bu şekilde ifade ettiği matris yardımıyla yeni bir kavram inşa etmiştir 

(Sprugnoli, 2006). Bahsedilen bu tanım aşağıdaki gibi özetlenmiştir. 

 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑓𝑛𝑥
𝑛∞

𝑛=0  şeklinde tanımlı ve ∀𝑛, 𝑘 ∈ ℕ için 𝑑𝑛,𝑘 = 𝑓𝑛−𝑘  olsun. 

 

𝐷 = (𝑑𝑛,𝑘)𝑛,𝑘≥0 matrisi 𝐷 = (𝑓(𝑡), 1) şeklinde gösterilir. Dolayısıyla 

 

𝐷 = (𝑓(𝑡), 1) =

[
 
 
 
 
 
𝑓0 0 0 0 0 ⋯
𝑓1 𝑓0 0 0 0 ⋯
𝑓2 𝑓1 𝑓0 0 0 ⋯
𝑓3 𝑓2 𝑓1 𝑓0 0 ⋯
𝑓4 𝑓3 𝑓2 𝑓1 𝑓0 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱]

 
 
 
 
 

 

 

olur. 𝑓(𝑡)  ve 𝑔(𝑡)  iki formal kuvvet serisi bu kuvvet serilerinin katsayılarını içeren 

matrisler (𝑓(𝑡), 1) ve  (𝑔(𝑡), 1) olsun. Bu iki matrisin çarpımı şu şekilde gösterilir: 

 

(𝑓(𝑡), 1) . (𝑔(𝑡), 1). 

 

Bu çarpımda klasik sütun çarpımı yapılır. (𝑓(𝑡), 1)  matrisinde 𝑛.  satır elemanları olan 

𝑓𝑛 , 𝑓𝑛−1, 𝑓𝑛−2,.. ile (𝑔(𝑡), 1) matrisinde 𝑘. sütun elemanları olan 0,0,… ,0⏟    
𝑘−𝑡𝑎𝑛𝑒

, 𝑔1, 𝑔2, …çarpılır.  

 

Dolaysıyla oluşan çarpım matrisinin elemanı  

 

𝑑𝑛,𝑘 =∑𝑓𝑛−𝑗𝑔𝑗−𝑘

∞

𝑗=0

 

 

olur. Burada her 𝑟 < 0 için 𝑔𝑟 = 0. 

𝑘 = 0  için 𝑑𝑛,0 = ∑ 𝑓𝑛−𝑗𝑔𝑗 = ∑ 𝑓𝑛−𝑗𝑔𝑗
𝑛
𝑗=0

∞
𝑗=0  olur. Dolayısıyla 𝑓(𝑡)  ve 𝑔(𝑡)  serilerinin 

Cauchy çarpımından yani 
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𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) = (∑𝑓𝑘𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

)(∑𝑔𝑘𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

) =∑(∑𝑓𝑗𝑔𝑘−𝑗

𝑘

𝑗=0

)𝑡𝑘
∞

𝑘=0

 

 

olduğundan, 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) girişiminin katsayılarını içerdiğini görülür. 

 

𝑘 = 1  için 𝑑𝑛,1 = ∑ 𝑓𝑛−𝑗𝑔𝑗−1 = ∑ 𝑓𝑛−1−𝑗𝑔𝑗
𝑛−1
𝑗=0

∞
𝑗=0  olur. Bu eşitlikte 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 

girişimindeki 𝑡𝑛−1 katsayısını verir. 

 

Aynı şekilde devam edilirse 𝑘.  sütunda ise 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)  girişimindeki katsayıların 𝑘  birim 

aşağı ötelenmiş olarak sıralandığı görülür. Dolayısıyla 

 

(𝑓(𝑡), 1) ∙ (𝑔(𝑡), 1) = (𝑓(𝑡)𝑔(𝑡), 1) 

 

olur. Sonuç olarak  (ℱ0,∙) ile (𝑓(𝑡), 1) şeklindeki matris kümesi arasında grup izomorfizmi 

olduğu görülür. 

 

(𝑓(𝑡), 1) matrisinin ters matrisi (𝑓(𝑡)−1, 1) şeklinde gösterilir. 

 

𝑓(𝑡) ∈ ℱ1  olmak üzere 𝑓(𝑡)𝑘  formal serisinin katsayılarından bir sonsuz alt üçgensel 

matris oluşturabilir. Burada 𝑓(𝑡)  serisinin kuvvetlerindeki katsayılar her bir sütuna 

sırasıyla yazılmaktadır. 

 

Bu matris 

 

[
 
 
 
 
 

1 𝑓 𝑓2 𝑓3 ⋯

]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 ⋯
0 𝑓1 0 0 0 ⋯

0 𝑓2 𝑓1
2 0 0 ⋯

0 𝑓3 2𝑓1𝑓2 𝑓1
3 0 ⋯

0 𝑓4 2𝑓1𝑓3 + 𝑓2
2 3𝑓1

2𝑓2 𝑓1
4 ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱]
 
 
 
 
 

 

şeklinde gösterilir. Yukarıda verilen matris ise (1,
𝑓(𝑡)

𝑡
)  şeklinde gösterilmektedir 

(Riordan,1979). 
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𝑓(𝑡) ∈ ℱ1 ve 𝑔(𝑡) ∈ ℱ1 olmak üzere (1,
𝑔(𝑡)

𝑡
) ∙ (1,

𝑓(𝑡)

𝑡
) çarpımını inceleyelim. 

 

𝑓𝑛,𝑘 = (1,
𝑓(𝑡)

𝑡
) olmak üzere, tanımdan 𝑓𝑛,𝑘 = [𝑡

𝑛]𝑓(𝑡)𝑘 olur. Dolayısıyla çarpımın genel 

elemanı 

 

𝑑𝑛,𝑘    = ∑𝑔̂𝑛,𝑗𝑓𝑗,𝑘 =∑([𝑡𝑛]𝑔(𝑡)𝑗)([𝑦𝑗]𝑓(𝑦)𝑘)

∞

𝑗=0

∞

𝑗=0

 

= [𝑡𝑛]∑([𝑦𝑗]𝑓(𝑦)𝑘)𝑔(𝑡)𝑗
∞

𝑗=0

 

= [𝑡𝑛]𝑓(𝑔(𝑡))𝑘 

 

olur. Diğer bir deyişle bu çarpım 𝑓(𝑔(𝑡))  bileşkesinin 𝑘.  kuvvetindeki 

𝑡𝑛’in katsayısını vermektedir. Sonuç olarak  

 

(1,
𝑔(𝑡)

𝑡
) ∙ (1,

𝑓(𝑡)

𝑡
) = (1,

𝑓(𝑔(𝑡))

𝑡
) 

 

olarak yazılır. 

 

𝑡 ∈ ℱ1 olmak üzere (1,
𝑡

𝑡
) = (1,1) sonsuz boyutlu birim matrisini verir ve böylece formal 

kuvvet serileri ile (1,
𝑓(𝑡)

𝑡
)  matrisleri arsında grup izomorfizmi olduğu görülür. 

 

Sonuç olarak her 𝑓(𝑡) ∈ ℱ0 şeklindeki formal kuvvet serisi (𝑓(𝑡), 1) olarak gösterilebilir. 

 (𝑓(𝑡), 1)  şeklindeki matrislerin kümesi 𝐴  olmak üzere, (ℱ0, ∙)  kümesi (𝐴, ∙)  kümesine 

izomorftur ve satır sütun çarpımı Cauchy çarpımına dönüşür. 

 

Diğer taraftan 𝑔(𝑡) ∈ ℱ1  şeklindeki formal kuvvet serileri (1,
𝑔(𝑡)

𝑡
) olarak gösterilebilir. 

(1,
𝑔(𝑡)

𝑡
)  şeklindeki matrislerin kümesi 𝐵  olmak üzere (ℱ1, ∙) grubu (𝐵, ∙) grubuna 

izomorftur ve satır sütun çarpımı bileşkeye dönüşür (Sprugnoli, 2006). 
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6. RİORDAN GRUP 

 

Bu bölümde, Riordan grup kavramının Shapiro ve arkadaşları tarafından nasıl ortaya 

konulduğuna değinilmiştir (Shapiro vd., 1991). Riordan dizilerinin tanımına, Pascal 

matrisinin Riordan gösterimine, Riordan dizilerinin temel teoremine ve satır toplamlarına 

yer verilmiştir. 

 

6.1 Tanımlar ve Kavramlar 

 

𝑑(𝑡) ve ℎ(𝑡) iki formal kuvvet serisi olmak üzere 𝐷 = (𝑑(𝑡), ℎ(𝑡)) ikilisine bir Riordan 

sırası denilir. Eğer 𝑑(𝑡), ℎ(𝑡) ∈ ℱ0ise Riordan sırası temel Riordan sırası olarak adlandırılır 

(Riordan, 1979; Shapiro vd., 1991; Sprugnoli, 2006). 

 

𝑑𝑛,𝑘 = [𝑡
𝑛]𝑑(𝑡)ℎ(𝑡)𝑘 (1) 

 

olmak üzere Riordan sırası; girdileri (𝑑𝑛,𝑘)𝑛,𝑘∈ℕ  biçiminde elde edilen bir sonsuz alt 

üçgensel sıra olarak da tanımlanır. Dolayısıyla, bu sonsuz alt üçgensel sıranın sütun 

girdilerinin üreteç fonksiyonları  

 

𝑑0(𝑡) = 𝑑(𝑡) 

𝑑𝑘(𝑡) = 𝑑𝑘−1(𝑡)𝑡ℎ(𝑡) = 𝑑(𝑡)(ℎ(𝑡))
𝑘 

 

şeklinde tanımlıdır. 

 

Alternatif tanım: (𝑑(𝑥),ℎ(𝑥))  ile gösterilen Riordan matrisi, 𝑑(0) = 1 , ℎ(0) =  0  ve 

ℎ
′(0) ≠ 0 iken 𝑘 = 0,1,2,… için 𝑘. sütununun üreteç fonksiyonu 𝑑(𝑥)ℎ𝑘(𝑥) olan sonsuz 

bir alt üçgen matristir. Tüm Riordan matrislerinin kümesi matris çarpımı altında bir gruptur 

ve çarpma işlemi 

 

(𝑑(𝑥)ℎ(𝑥)). (𝑔(𝑥), 𝑓(𝑥)) = (𝑑(𝑥)𝑔(ℎ(𝑥)), 𝑓(ℎ(𝑥))) (2) 

 

şeklinde tanımlıdır. 
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Birim matrisi (1, 𝑥)  şeklinde tanımlanır ve (𝑑(𝑥), ℎ(𝑥))  in tersi (
1

𝑑(ℎ̅(𝑥))
, ℎ̅(𝑥)) 

şeklindedir, burada ℎ̅ ,ℎ’ın bileşke tersi, yani ℎ (ℎ̅(𝑥)) = ℎ̅(ℎ(𝑥)) = 𝑥 dir. 𝑅 matrisi 

 

𝑅 =

[
 
 
 
 
 
 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑑 𝑑ℎ 𝑑ℎ2 𝑑ℎ3 ⋯ 𝑑ℎ𝑗 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

]
 
 
 
 
 
 

 

 

şeklinde gösterilir (Yeşil Baran, 2011). 

 

6.2. Pascal Matrisinin Riordan Gösterimi 

 

Örnek. (
𝟏

𝟏−𝒙
,
𝒙

𝟏−𝒙
) Riordan çifti için matris gösterimini bulalım (Yeşil Baran, 2011). 

 

0. sütun  
𝟏

𝟏−𝒙
 fonksiyonu ürettiği dizinin elemanlarından oluşur. 

 

                                  
1

(1 − 𝑥)𝑚+1
= ∑(

𝑛 +𝑚

𝑛
)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

           
  

(3) 

 

eşitliğinde 𝑚 = 0  alınırsa 

 

1

1 − 𝑥
= ∑(

𝑛

𝑛
)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

olduğundan 
1

1−𝑥
; (1,1,1,1,… )  dizisinin üreteç fonksiyonudur. O halde 0. sütun 

(1,1,1,1,… )𝑇 şeklindedir. 

 

1. sütun 
1

1−𝑥
∙ (

𝑥

1−𝑥
)
1

=
𝑥

(1−𝑥)2
 fonksiyonunun ürettiği dizinin elemanlarından oluşur. Bu 

fonksiyonu elde etmek için (3) de 𝑚 = 1  alınır ve 𝑥 terimi ile çarpılırsa  
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𝑥

(1 − 𝑥)2
= ∑(

𝑛 + 1

𝑛
)𝑥𝑛+1

∞

𝑛=0

= 𝑥 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + 4𝑥4 + 5𝑥5 +⋯ 

 

elde edilir. O halde 1. sütun (0,1,2,3,4,5,… )𝑇 şeklindedir. 

 

2. sütun  
1

1−𝑥
∙ (

𝑥

1−𝑥
)
2

=
𝑥2

(1−𝑥)3
 fonksiyonunun ürettiği dizinin elemanlarından oluşur. Bu 

fonksiyonu elde etmek için (3) de 𝑚 = 2 alınır ve 𝑥2 terimi ile çarpılırsa  

 

𝑥2

(1 − 𝑥)3
= ∑(

𝑛 + 2

𝑛
) 𝑥𝑛+2 = 𝑥2 + 3𝑥3 + 6𝑥4 + 10𝑥5 +⋯

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. O halde 2. sütun (0,0,1,3,6,10,… )𝑇 şeklindedir. 

 

Bu şekilde devam edildiğinde 𝑗. sütun 
1

1−𝑥
(
𝑥

1−𝑥
)
𝑗

 fonksiyonun ürettiği elamanlardan oluşur 

ki bu ise  

 

𝑥𝑗

(1 − 𝑥)𝑗+1
= ∑(

𝑛 + 𝑗

𝑛
) 𝑥𝑛+𝑗

∞

𝑛=0

 

 

demektir. 

 

O halde aradığımız matris  

 

(
1

1 − 𝑥
,
𝑥

1 − 𝑥
) =

[
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 ⋯
1 1 0 0 0 ⋯
1 2 1 0 0 ⋯
1 3 3 1 0 ⋯
1 4 6 4 1 ⋯
1 5 10 10 5 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯]

 
 
 
 
 
 

 

 

şeklindedir ve bu matris bilinen Pascal matrisidir (Yeşil Baran, 2011). 
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6.2.1. Teorem. 𝐷 = (𝑑(𝑡), ℎ(𝑡)) olmak üzere, Riordan sırasının sütunlarını veren formal 

kuvvet serilerin üreteç fonksiyonu, 

 

              𝑑(𝑡, 𝑧) = ∑𝑑(𝑡)(𝑡ℎ(𝑡))
𝑘
𝑧𝑘 =

𝑑(𝑡)

1 − 𝑡𝑧ℎ(𝑡)

∞

𝑘=0

 
 

(4) 

 

iki değişkenli üreteç fonksiyonu ile verilebilir (Sprugnoli, 2006). 

 

6.3. Riordan Dizilerinin Temel Teoremi  

 

6.3.1.Teorem. 𝐷 = (𝑑(𝑡), ℎ(𝑡))  Riordan sırası ve 𝑓(𝑡), (𝑓𝑘)𝑘∈ℕ  dizisinin üreteç 

fonksiyonu olmak üzere  

 

∑𝑑𝑛,𝑘𝑓𝑘 = [𝑡
𝑛]𝑑(𝑡)𝑓(𝑡ℎ(𝑡))

∞

𝑘=0

 
 

(5) 

 

eşitliği elde edilir. Bu teorem Riordan grupların Temel Teoremi olarak da bilinir. İngilizce 

kısaltması ise FTRA (Fundemantel Theorem of Riordan Array) şeklindedir (Sprugnoli, 

2006). 

 

İspat. (1) eşitliği kullanılarak; 

 

∑𝑑𝑛,𝑘𝑓𝑘 =∑𝑑𝑛,𝑘𝑓𝑘

∞

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

 

                                            = ∑[𝑡𝑛]𝑑(𝑡)(𝑡ℎ(𝑡))𝑘𝑓𝑘

∞

𝑘=0

 

                                              = [𝑡𝑛]𝑑(𝑡)∑(𝑡ℎ(𝑡))𝑘𝑓𝑘

∞

𝑘=0

 

                                    = [𝑡𝑛]𝑑(𝑡)𝑓(𝑡ℎ(𝑡)) 

 

elde edilir. 
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Teorem 6.3.1 i kullanarak aşağıdaki eşitlikler yazılabilir (Sprugnoli, 2006). 

 

1) Riordan sırasındaki 𝑛. satır girdilerinin toplamı: 

 

∑𝑑𝑛,𝑘 = [𝑡
𝑛]

𝑑(𝑡)

1 − 𝑡ℎ(𝑡)

∞

𝑘=0

 
 

(6) 

 

2) 𝑛. satır girdilerinin alterne toplamı: 

 

∑(−1)𝑘𝑑𝑛,𝑘 = [𝑡
𝑛]

𝑑(𝑡)

1 + 𝑡ℎ(𝑡)

∞

 𝑘=0

     
 

(7) 

 

3) 𝑛. satır girdilerinin ağırlıklı (weighted) toplamı: 

 

∑𝑘𝑑𝑛,𝑘

∞

𝑘=0

= [𝑡𝑛]
𝑡𝑑(𝑡)ℎ(𝑡)

(1 − 𝑡ℎ(𝑡))2
       

 

(8) 

 

şeklindedir. 

 

Ayrıca, 𝐷̂ = (𝑑(𝑡), 𝑡ℎ(𝑡))  olarak verilen Riordan sırasının satırlarının 𝐷 = (𝑑(𝑡), ℎ(𝑡)) 

Riordan sırasının köşegenlerinden oluştuğu aşağıdaki şekilde gösterilebilir. 

 

 𝑑̂𝑛,𝑘  ,  𝐷 = (𝑑(𝑡), 𝑡ℎ(𝑡))  Riordan sırasının genel elemanı olmak üzere (1) eşitliği 

kullanılarak 

 

         𝑑̂𝑛,𝑘 = [𝑡
𝑛]𝑑(𝑡)(𝑡ℎ(𝑡))𝑘 

                      = [𝑡𝑛]𝑑(𝑡)𝑡𝑘(𝑡ℎ(𝑡))𝑘 

                       = [𝑡𝑛−𝑘]𝑑(𝑡)(𝑡ℎ(𝑡))𝑘 

= 𝑑𝑛−𝑘,𝑘  

 

bulunur (Sprugnoli, 1994). Bu Riordan sırasının köşegen üzerindeki elemanlarının toplamı 
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∑𝑑̂𝑛,𝑘 =∑𝑑𝑛−𝑘,𝑘 = [𝑡
𝑛]𝑑(𝑡)𝑓(𝑡2ℎ(𝑡)) = [𝑡𝑛]

𝑑(𝑡)

1 − 𝑡2ℎ(𝑡)
𝑘𝑘

 

 

olarak elde edilir. Dolayısıyla yukarıda incelenen bu durum her 𝑠 ≥ 1  için ∑ 𝑑𝑛−𝑠𝑘,𝑘𝑘  

üreteç fonksiyonuna genelleştirilebilir. Köşegen toplamı kullanılarak, Pascal üçgeni için iyi 

bilinen sonuçlar elde edilebilir.  
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7. HARMONİK SAYILARLA TANIMLI OLAN MATRİSİN RİORDAN 

GÖSTERİMİ 

 

Bu bölümde, Harmonik sayılarla tanımlı olan matrisin Riordan gösterimine, özel 

fonksiyonlar tanımlayarak, FTRA teoremi yardımıyla bu matris için yeni eşitliklere ve 

Harmonik sayıların satır toplamlarına yer verilmiştir. 

 

𝐻𝑛: 𝑛. Harmonik sayı olmak üzere 𝐻 = (𝐻𝑛,𝑘) matrisi 

 

𝐻 =

[
 
 
 
 
𝐻1 ⋯

𝐻2 𝐻1 ⋯

𝐻3 𝐻2 𝐻1 ⋯
𝐻4 𝐻3 𝐻2 𝐻1 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱]

 
 
 
 

 

 

 

 (9) 

 

şeklinde tanımlı ve genel terimi 𝐻𝑛,𝑘 = (𝐻𝑛−𝑘+1) olsun. 

 

𝑄 = (𝑞𝑖−𝑗)
𝑖,𝑗∈ℕ

 olmak üzere 𝑄 matrisi 

 

     𝑄 =

[
 
 
 
 
𝑞0 ⋯

𝑞1 𝑞0 ⋯

𝑞2 𝑞1 𝑞0 ⋯

𝑞3 𝑞2 𝑞1 𝑞0 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱]

 
 
 
 

 

                                                                               

(10) 

şeklindedir. 

 

7.1. Harmonik Sayılarla Tanımlı Olan Matrisin Riordan Gösteriminin Elde Edilişi 

 

7.1.1. Lemma. 𝐻  matrisi (9)’daki gibi tanımlı olsun. O halde 𝐻  matrisinin Riordan 

gösterimi 

 

(
−ln (1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)
, 𝑥) 

 

(11) 
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şeklindedir. 

 

İspat. 𝐻 matrisi (9)’daki gibi tanımlı olsun. 𝐻 = (𝐻𝑛,𝑘) olmak üzere 𝐻𝑛,𝑘 = 𝐻𝑛−𝑘+1 dir.  

𝐻 matrisinin 0. sütunu [𝐻1, 𝐻2 , 𝐻3, ⋯ ]
𝑇 şeklinde olup 0. sütun ∑ 𝐻𝑛+1𝑥

𝑛∞
𝑛=0  şeklinde bir 

formal kuvvet serisinin katsayılarından oluşur. 

 

∑𝐻𝑛𝑥
𝑛 =

∞

𝑛=1

−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥
 

 

olduğundan 

 

∑𝐻𝑛+1𝑥
𝑛+1

∞

𝑛=0

=
−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥
 

 

olur ki  

 

∑𝐻𝑛+1𝑥
𝑛 =

− ln(1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)

∞

𝑛=0

 

 

dir. 0. sütunun üreteç fonksiyonunun 
− ln(1−𝑥)

𝑥(1−𝑥)
 olduğu görülür. Riordan grup tanımı göz 

önüne alındığında 𝐻  matrisinin diğer sütunları 0. sütunun 𝑥  birim ötelenmiş hali 

olduğundan, 𝐻 matrisinin Riordan gösterimi  

 

(
−ln (1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)
, 𝑥) 

 

olarak elde edilir. 

 

Öte yandan 𝐷 = (
−ln (1−𝑥)

𝑥(1−𝑥)
, 𝑥) olmak üzere 

 

                𝑑𝑛,𝑘 = [𝑥
𝑛] [
−ln (1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)
𝑥𝑘] 
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                𝑑𝑛,𝑘 = [𝑥
𝑛] (∑𝐻𝑛+1𝑥

𝑛

∞

𝑛=0

)𝑥𝑘 

                    = [𝑥𝑛−𝑘]∑𝐻𝑛+1𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

= 𝐻𝑛−𝑘+1 

 

olur ki (
−ln (1−𝑥)

𝑥(1−𝑥)
, 𝑥)  matrisinin genel terimi 𝐻𝑛−𝑘+1  olduğundan (

−ln (1−𝑥)

𝑥(1−𝑥)
, 𝑥)  Riordan 

gösterimi ile tanımlı matris 𝐻 matrisidir. 

 

7.1.2 Lemma. 𝑄  matrisi (10)’daki gibi tanımlı olsun. O halde 𝑄  matrisinin Riordan 

gösterimi 

 

(
1

1 − 𝑞𝑥
, 𝑥) 

 

(12) 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 𝑄 matrisi (10)’ daki gibi tanımlı olsun. 𝑄 = (𝑞𝑛,𝑘) olmak üzere 𝑞𝑛,𝑘 = 𝑞
𝑛−𝑘 dır. 

 𝑄  matrisinin 0. sütunu [𝑞0, 𝑞1, 𝑞2,⋯ ]𝑇  şeklinde olup 0. sütun ∑ 𝑞𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0  şeklinde bir 

formal kuvvet serisinin katsayılarından oluşur. 0. sütunun üreteç fonksiyonu 
1

1−𝑞𝑥
 dir. 

Riordan grup tanımı göz önüne alındığında 𝑄 matrisinin diğer sütunları 0. sütunun 𝑥 birim 

kadar ötelenmiş hali olduğundan 𝑄  matrisinin Riordan gösterimi  

(
1

1−𝑞𝑥
, 𝑥) dir. 

 

Öte yandan 𝐷 = (
1

1−𝑞𝑥
, 𝑥) olmak üzere 

 

                𝑑𝑛,𝑘 = [𝑥
𝑛] [

1

1 − 𝑞𝑥
𝑥𝑘] 

                               = [𝑥𝑛] (∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

)𝑥𝑘 
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                𝑑𝑛,𝑘 = [𝑥
𝑛−𝑘]∑𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

   = 𝑞𝑛−𝑘  

 

olur ki (
1

1−𝑞𝑥
, 𝑥) matrisinin genel terimi 𝑞𝑛−𝑘 olduğundan (

1

1−𝑞𝑥
, 𝑥) Riordan gösterimi ile 

tanımlı matris 𝑄 matrisidir. 

 

7.1.3. Teorem.  𝐻  matrisi (9)’daki ve 𝑄  matrisi (10)’daki gibi tanımlı olmak üzere 𝐻𝑄 

matrisinin Riordan gösterimi 

 

(
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)(1 − 𝑞𝑥)
, 𝑥) 

 

(13) 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 𝐻 ve 𝑄 matrislerinin Riordan gösterimleri sırasıyla (
−ln (1−𝑥)

1−𝑥
, 𝑥) ve (

1

1−𝑞𝑥
, 𝑥) dir.  

 

Buradan  

 

𝐻𝑄 = (
−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥
, 𝑥) (

1

1 − 𝑞𝑥
, 𝑥) 

 

şeklinde yazılabilir. 

 

(2) eşitliği kullanılırsa; 𝐻𝑄’nun Riordan gösterimi  

 

(
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)(1 − 𝑞𝑥)
, 𝑥) 

 

şeklinde elde edilir. 
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7.1.4. Teorem. 𝐻  matrisi (9)’daki ve 𝑄  matrisi (10)’daki gibi tanımlı olmak üzere 𝐻𝑄 

matrisinin genel terimi 

𝑑𝑖,𝑗 = ∑ 𝐻𝑘𝑞
𝑖−𝑗−𝑘+1

𝑖−𝑗+1

𝑘=1

 

 

(14) 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 𝐻𝑄  matrisinin Riordan gösterimi (
−ln (1−𝑥)

(1−𝑥)(1−𝑞𝑥)
, 𝑥)  şeklinde olup 𝑗.  sütun 

−ln (1−𝑥)

(1−𝑥)(1−𝑞𝑥)
𝑥𝑗 fonksiyonunun ürettiği dizinin elemanlarından oluşur. Yani  

 

−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)(1 − 𝑞𝑥)
𝑥𝑗 = ∑𝐻𝑛+1𝑥

𝑛 (∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

)𝑥𝑗
∞

𝑛=0

 

                                     = ∑{∑𝐻𝑘+1𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

} 𝑥𝑛+𝑗
∞

𝑛=0

 

                             = ∑ {∑𝐻𝑘+1𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

} 𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

 

şeklindedir. 

 

Buradan matrisin genel terimi  

 

𝑑𝑖,𝑗 =∑𝐻𝑘+1𝑞
𝑖−𝑗−𝑘

𝑖−𝑗

𝑘=0

 

 

olur ki 𝑘 → 𝑘 − 1 indis değişikliği ile  

 

𝑑𝑖,𝑗 = ∑ 𝐻𝑘𝑞
𝑖−𝑗−𝑘+1

𝑖−𝑗+1

𝑘=1

 

 

olarak elde edilir. 
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7.1.5. Teorem. 𝛾 matrisi 

 

𝛾 = (
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)(1 − 𝑞𝑥)
,

𝑥

1 − 𝑞𝑥
) 

(15) 

 

eşitliği ile tanımlı olsun.  𝛾 = (𝑑𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈ℕ olmak üzere 𝛾 matrisinin genel terimi 

 

𝑑𝑖,𝑗 = ∑ (
𝑖 − 𝑘 + 1

𝑗
)𝐻𝑘𝑞

𝑖−𝑗−𝑘+1

𝑖−𝑗+1

𝑘=1

 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 𝛾 matrisi (15) eşitliği ile tanımlı olsun. 𝛾 matrisinin 𝑗. sütunu 

 

− ln(1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)(1 − 𝑞𝑥)

𝑥𝑗

(1 − 𝑞𝑥)𝑗
=
−ln (1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)

1

(1 − 𝑞𝑥)𝑗+1
𝑥𝑗 

 

fonksiyonunun ürettiği dizinin elemanlarından oluşur. Yani  

 

− ln(1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)

𝑥𝑗

(1 − 𝑞𝑥)𝑗+1
= {∑𝐻𝑛+1𝑥

𝑛∑(
𝑛 + 𝑗

𝑛
) 𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

} 𝑥𝑗 

                                                    = ∑{∑𝐻𝑘+1 (
𝑛 − 𝑘 + 𝑗

𝑛 − 𝑘
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

} 𝑥𝑛+𝑗
∞

𝑛=0

 

                                                   = ∑{∑𝐻𝑘+1 (
𝑛 − 𝑘

𝑛 − 𝑗 − 𝑘
) 𝑞𝑛−𝑗−𝑘

𝑛−𝑗

𝑘=0

}𝑥𝑛
∞

𝑛=𝑗

 

 

dır. Buradan matrisin genel terimi 

 

𝑑𝑖,𝑗 =∑𝐻𝑘+1 (
𝑖 − 𝑘

𝑖 − 𝑗 − 𝑘
) 𝑞𝑖−𝑗−𝑘

𝑖−𝑗

𝑘=0

 

 

şeklinde elde edilir. 
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(
𝑖 − 𝑘

𝑖 − 𝑗 − 𝑘
) = (

𝑖 − 𝑘

𝑗
) 

 

olduğundan 

 

𝑑𝑖,𝑗 =∑𝐻𝑘+1 (
𝑖 − 𝑘

𝑗
) 𝑞𝑖−𝑗−𝑘

𝑖−𝑗

𝑘=0

 

 

𝑘 → 𝑘 − 1 indis değişikliği ile  

 

𝑑𝑖,𝑗 = ∑ 𝐻𝑘 (
𝑖 − 𝑘 + 1

𝑗
)𝑞𝑖−𝑗−𝑘+1

𝑖−𝑗+1

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

7.1.6. Teorem. 𝐻 matrisi (9)’daki gibi tanmlı olsun. Bu taktirde 

 

∑ ∑ 𝐻𝑖𝑞
𝑛−𝑘−𝑖+1

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

=

𝑛

𝑘=1

∑𝐻𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği gerçeklenir. 

 

İspat. ℎ(𝑥) =
1

1−𝑞𝑥
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

1−𝑞𝑥
= ∑ 𝑞𝑛𝑥𝑛∞

𝑛=0  eşitliklerinden 

 

∑( ∑ 𝐻𝑖𝑞
𝑛−𝑘−𝑖+1

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

) . 1 = [𝑥𝑛]
−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥

1

1 − 𝑞𝑥

1

1 − 𝑞𝑥

𝑛

𝑘=1

 

                                            = [𝑥𝑛]
−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥

1

(1 − 𝑞𝑥)2
 

                                         = ∑𝐻𝑛𝑥
𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Son eşitliğe Cauchy çarpımı uygulanırsa 
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∑( ∑ 𝐻𝑖𝑞
𝑛−𝑘−𝑖+1

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

)

𝑛

𝑘=1

  = ∑{∑𝐻𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

 

elde edilir.  

 

Dolayısıyla 

 

∑ ∑ 𝐻𝑖𝑞
𝑛−𝑘−𝑖+1

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

=

𝑛

𝑘=1

∑𝐻𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği sağlanır. 

 

7.1.7. Teorem. 𝐻 matrisi (9)’daki gibi tanmlı olsun. Bu taktirde 

 

∑ ∑ 𝐻𝑖 (
𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) 𝑞𝑘 =∑𝐻𝑘 (

𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 

 

eşitliği gerçeklenir. 

 

İspat. ℎ(𝑥) =
1

(1−𝑞𝑥)𝑠
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

(1−𝑞𝑥)𝑠
= ∑ (𝑠+𝑛−1

𝑠−1
)𝑞𝑛𝑥𝑛∞

𝑛=0  

eşitliklerinden; 

 

∑ ∑ 𝐻𝑖 (
𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) 𝑞𝑘 = [𝑥𝑛]

−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥

1

1 − 𝑞𝑥

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

1

(1 − 𝑞𝑥)𝑠
 

                                      = [𝑥𝑛]
−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥

1

(1 − 𝑞𝑥)𝑠+1
 

                                                 = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

∑(
𝑠 + 𝑛

𝑠
)

∞

𝑛=0

𝑞𝑛𝑥𝑛 

 

elde edilir. Cauchy çarpımından, 
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∑ ∑ 𝐻𝑖

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

(
𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) 𝑞𝑘

𝑛

𝑘=1

 = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘 (
𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

} 𝑥𝑛 .

∞

𝑛=0

 

 

Dolayısıyla 

∑ ∑ 𝐻𝑖 (
𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) 𝑞𝑘 =∑𝐻𝑘 (

𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 

 

eşitliği sağlanır. Özel olarak 𝑞 = 1 ve 𝑠 = 1 alınırsa; 

 

∑ ∑ 𝐻𝑖 = ∑𝐻𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 

 

elde edilir. 

 

7.1.8. Teorem. 𝛾  matrisi (14) deki gibi tanımlı olsun. O halde  

 

∑ ∑ 𝐻𝑖𝑞
𝑛−𝑖(−1)𝑘 = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛𝑥

𝑛 = 𝐻𝑛

∞

𝑛=0

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat.  ℎ(𝑥) =
1

1+𝑞𝑥
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

1+𝑞𝑥
= ∑ (−1)𝑛𝑞𝑛𝑥𝑛∞

𝑛=0  eşitliklerinden 

 

∑ ∑ 𝐻𝑘𝑞
𝑛−1(−1)𝑘 = [𝑥𝑛](

−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥

1

1 − 𝑞𝑥

1

1 + 𝑞 (
𝑥

1−𝑞𝑥
)
)

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 

 

yazılabilir. Gerekli sadeleştirmelerden sonra 

 

∑ ∑ 𝐻𝑘𝑞
𝑛−1(−1)𝑘

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

= [𝑥𝑛](
−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥

1

1 − 𝑞𝑥

1
1−𝑞𝑥+𝑞𝑥

1−𝑞𝑥

) 
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∑ ∑ 𝐻𝑘𝑞
𝑛−1(−1)𝑘

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 = [𝑥𝑛] (
−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥

1

1 − 𝑞𝑥
1 − 𝑞𝑥) 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

∑ ∑ 𝐻𝑖𝑞
𝑛−𝑖(−1)𝑘 = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛𝑥

𝑛 = 𝐻𝑛

∞

𝑛=0

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 

 

eşitliği sağlanır. 

 

7.1.9. Teorem. 𝛾  matrisi (14)’ deki gibi tanımlı olsun. Bu taktirde 

 

∑ ∑ 𝐻𝑖𝑞
𝑛−𝑖 (

𝑠

𝑘
) = ∑𝐻𝑘 (

𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 

 

eşitliği gerçeklenir. 

 

İspat. ℎ(𝑥) = (1 + 𝑞𝑥)𝑠  olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) = (1 + 𝑞𝑥)𝑠 = ∑ (𝑠
𝑛
)𝑞𝑛𝑥𝑛∞

𝑛=0  

eşitliklerinden 

 

∑ ∑ 𝐻𝑖𝑞
𝑛−𝑖 (

𝑠

𝑘
) = [𝑥𝑛] (

−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥

1

1 − 𝑞𝑥
1 + 𝑞 (

𝑥

1 − 𝑞𝑥
)
𝑠

)

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 

 

yazılabilir. Gerekli işlemler yapılırsa 

 

∑ ∑ 𝐻𝑖𝑞
𝑛−𝑖 (

𝑠

𝑘
)

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

= [𝑥𝑛] (
−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥

1

1 − 𝑞𝑥
(
1 − 𝑞𝑥 + 𝑞𝑥

1 − 𝑞𝑥
)
𝑠

) 

                = [𝑥𝑛] (
−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥

1

1 − 𝑞𝑥

1

(1 − 𝑞𝑥)𝑠
) 

      = [𝑥𝑛] (
−ln (1 − 𝑥)

1 − 𝑥

1

(1 − 𝑞𝑥)𝑠+1
) 
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       ∑ ∑ 𝐻𝑖𝑞
𝑛−𝑖 (

𝑠

𝑘
)

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

∑(
𝑠 + 𝑛

𝑠
) 𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

                                                           = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘 (
𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

∑ ∑ 𝐻𝑖𝑞
𝑛−𝑖 (

𝑠

𝑘
) = ∑𝐻𝑘 (

𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘 .

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 

 

Özel olarak, 𝑠 = 1 ve 𝑞 = 1 alınırsa 

 

∑ ∑ 𝐻𝑖 = [𝑥
𝑛]∑𝐻𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘+1

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 

 

elde edilir. 

 

7.2. Harmonik Sayılarla Tanımlı Matrisin Satır Toplamları 

 

7.2.1. Teorem. 𝐻 matrisi (9)’daki gibi tanımlı olsun. O halde 𝐻 matrisinin  

 

(i) Klasik satır toplamı: 

𝛼𝑛 =∑𝐻𝑘

𝑛

𝑘=0

 

(ii) Alterne satır toplamı: 

 

              𝛽𝑛 =∑𝐻𝑘(−1)
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

(iii) Ağırlıklı satır toplamı: 

 

                                    𝛿𝑛 = ∑𝐻𝑛−1𝑥
𝑛∑(𝑛 + 1)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0
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şeklindedir. 

 

İspat. 

 

(i) 𝐻 matrisine (6) eşitliği uygulanırsa 

 

     𝛼𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1 − ℎ(𝑥)
 

                = [𝑥𝑛]

−ln (1−𝑥)

1−𝑥

1 − 𝑥
 

                               = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

∑𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

                                             = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 =∑𝐻𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

(ii) 𝐻 matrisine (7) eşitliği uygulanırsa 

 

𝛽𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1 + ℎ(𝑥)
 

                   = [𝑥𝑛]

−ln (1−𝑥)

1−𝑥

1 + 𝑥
 

                                            = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

∑(−1)𝑘𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

                                            = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘(−1)
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

                       =  ∑(−1)𝑛−𝑘𝐻𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

(iii) 𝐻 matrisine (8) eşitliği uygulanırsa 
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                    𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)ℎ(𝑥)

(1 − ℎ(𝑥))2
 

                     = [𝑥𝑛]

−ln (1−𝑥)

1−𝑥
𝑥

(1 − 𝑥)2
 

                                                 = [𝑥𝑛]𝑥∑𝐻𝑛𝑥
𝑛∑(𝑛 + 1)𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                                  = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛𝑥
𝑛+1∑(𝑛 + 1)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. 𝑛 → 𝑛 − 1 dönüşümü uygulanırsa 

 

                                            𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑𝐻𝑛−1𝑥

𝑛∑(𝑛 + 1)𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=1

 

                                                  = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛−1𝑥
𝑛∑(𝑛 + 1)𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                                          = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘−1(𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

                                   =  ∑𝐻𝑘−1(𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=0

 

 

dir. 

 

7.2.2. Teorem. 𝐻𝑄 matrisinin  

 

(i) Klasik satır toplamı: 

 

         𝛼𝑛 =∑𝐻𝑘𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

 

(ii) Alterne satır toplamı: 
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                          𝛽𝑛 = ∑𝐻𝑘(−1)
𝑛−𝑘𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

(iii) Ağırlıklı satır toplamı: 

 

                               𝛿𝑛 =∑𝐻𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 

 

(i) 𝐻𝑄 matrisine (6) eşitliği uygulanırsa  

 

       𝛼𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1 − 𝑞ℎ(𝑥)
 

                = [𝑥𝑛]

−ln (1−𝑥)

1−𝑥

1 − 𝑞𝑥
 

                                    = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

                                       = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

             = ∑𝐻𝑘𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

(ii) 𝐻𝑄 matrisine (7) eşitliği uygulanırsa 

 

  𝛽𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1 + 𝑞ℎ(𝑥)
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         𝛽𝑛 = [𝑥
𝑛]

−ln (1−𝑥)

1−𝑥

1 + 𝑞𝑥
 

                                               = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

∑(−1)𝑘𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

                                                         = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘(−1)
𝑛−𝑘𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

                                 =  ∑𝐻𝑘(−1)
𝑛−𝑘𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

(iii) 𝐻𝑄 matrisine (8) eşitliği uygulanırsa 

 

                     𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)ℎ(𝑥)

(1 − 𝑞ℎ(𝑥))2
 

                     = [𝑥𝑛]

−ln (1−𝑥)

1−𝑥
𝑥

(1 − 𝑞𝑥)2
 

                                                      = [𝑥𝑛]𝑥∑𝐻𝑛𝑥
𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                                      = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛𝑥
𝑛+1∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

yazılabilir. 𝑛 → 𝑛 − 1 dönüşümü uygulanırsa 

 

                                                 𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑𝐻𝑛−1𝑥

𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=1

 

                                                       = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛−1𝑥
𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                                                  = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘−1(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 
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                                     𝛿𝑛 =  ∑𝐻𝑘−1(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

elde edilir. 
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8. HİPERHARMONİK SAYILARLA TANIMLI OLAN MATRİSİN 

RİORDAN GÖSTERİMİ 

 

Bu bölümde, Hiperharmonik sayılarla tanımlı olan matrisin Riordan gösterimine, özel 

fonksiyonlar tanımlayarak FTRA teoremi yardımıyla elde edilen yeni eşitliklere ve 

Hiperharmonik sayıların satır toplamlarına yer verilmiştir. 

 

Bir 𝛼 > 1 tamsayısı için 𝐻𝑛
(1)
= 𝐻𝑛 olmak üzere 𝐻𝑛

(𝛼)
= ∑ 𝐻𝑘

(𝛼−1)𝑛
𝑘=1  şeklinde tanımlanan 

sayıya 𝛼. mertebeden  𝑛. Hiperharmonik sayı adı verilir. Hiperharmonik sayıların üreteç 

fonksiyonu 

 

∑𝐻𝑛
(𝛼)
𝑥𝑛 =

−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼

∞

𝑛=1

 

 

şeklinde tanımlıdır (Conway vd., 1996). 

 

ℍ = (𝐻𝑖−𝑗
(𝛼)
)
𝑖,𝑗≥0

 olmak üzere 

 

ℍ =

[
 
 
 
 
 
 𝐻0

(𝛼)
⋯

𝐻1
(𝛼)

𝐻0
(𝛼)

⋯

𝐻2
(𝛼)

𝐻1
(𝛼)

𝐻0
(𝛼)

⋯

𝐻3
(𝛼)

𝐻2
(𝛼)

𝐻1
(𝛼)

𝐻0
(𝛼)

⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱]

 
 
 
 
 
 

 

 

 

(16) 

 

şeklinde gösterilen ℍ matrisi hiperharmonik sayılarla tanımlı matris olsun. 

 

8.1. Hiperharmonik Sayılarla Tanımlı Olan Matrisin Riordan Gösteriminin Elde 

Edilişi 

 

8.1.1. Lemma. ℍ matrisi (16)’ daki gibi tanımlı olsun. O halde ℍ  matrisinin Riordan 

gösterimi 
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(
−ln (1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)𝛼
, 𝑥) 

 

(17) 

 

şeklindedir. 

 

İspat. ℍ matrisi (16)’daki gibi tanımlı olsun. ℍ = (𝐻𝑛,𝑘) olmak üzere 𝐻𝑛,𝑘 = 𝐻𝑛−𝑘+1
(𝛼)

 dir. 

ℍ  matrisinin 0. sütunu [𝐻1
(𝛼)
, 𝐻2

(𝛼)
, 𝐻3

(𝛼 )
, ⋯ ]

𝑇

 şeklinde olup 0. sütun ∑ 𝐻𝑛+1
(𝛼)
𝑥𝑛∞

𝑛=0  

şeklinde bir formal kuvvet serisinin katsayılarından oluşur. 

 

∑𝐻𝑛
(𝛼)
𝑥𝑛 =

∞

𝑛=1

−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
 

 

olduğundan 

 

∑𝐻𝑛+1
(𝛼)
𝑥𝑛+1

∞

𝑛=0

=
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
 

 

elde edilir ki bu eşitlik 

 

∑𝐻𝑛+1
(𝛼)
𝑥𝑛 =

∞

𝑛=0

−ln (1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)𝛼
 

 

şeklinde yazılabilir. 

 

0. sütunun üreteç fonksiyonu 
−ln (1−𝑥)

(1−𝑥)𝛼
 dir. Riordan grup tanımı göz önüne alındığında ℍ 

matrisinin diğer sütunları 0. sütunun 𝑥  birim ötelenmiş hali olduğundan ℍ  matrisinin 

Riordan gösterimi  

 

(
−ln (1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)𝛼
, 𝑥) 

 

şeklindedir. 
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Öte yandan 𝐷 = (
−ln (1−𝑥)

𝑥(1−𝑥)𝛼
, 𝑥) olmak üzere 

 

                𝑑𝑛,𝑘 = [𝑥
𝑛] [
−ln (1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)𝛼
𝑥𝑘] 

                         = [𝑥𝑛] (∑𝐻𝑛+1
(𝛼)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

)𝑥𝑘 

                    = [𝑥𝑛−𝑘]∑𝐻𝑛+1
(𝛼)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

= 𝐻𝑛−𝑘+1
(𝛼)

 

 

elde edilir ki (
−ln (1−𝑥)

𝑥(1−𝑥)𝛼
, 𝑥)  matrisinin genel terimi 𝐻𝑛−𝑘+1

(𝛼)
 olduğundan (

−ln (1−𝑥)

𝑥(1−𝑥)𝛼
, 𝑥) 

Riordan gösterimi ile tanımlı matris ℍ matrisidir. 

 

8.1.2 Teorem. ℍ matrisi (16)’daki ve 𝑄matrisi (10)’daki gibi tanımlı olmak üzere ℍ𝑄 

matrisinin Riordan gösterimi 

 

(
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
1

1 − 𝑞𝑥
, 𝑥) 

 

(18) 

 

şeklindedir. 

 

İspat. ℍ = (𝐻𝑛)𝑛∈ℕ ve 𝑄 = (𝑞𝑖−𝑗)
𝑖,𝑗∈ℕ

 matrislerinin Riordan gösterimleri (17) eşitliği ve 

(13) eşitliğinden sırasıyla (
−ln (1−𝑥)

(1−𝑥)𝛼
, 𝑥) ve (

1

1−𝑞𝑥
, 𝑥) olduğundan  

 

ℍ𝑄 = (
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
, 𝑥) (

1

1 − 𝑞𝑥
, 𝑥) 

 

şeklinde yazılabilir. 

 

(2) eşitliği kullanılırsa ℍ𝑄’nun Riordan gösterimi  
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(
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
1

1 − 𝑞𝑥
, 𝑥) 

 

elde edilir. 

 

8.1.3 Teorem. ℍ matrisi (16)’daki ve 𝑄  matrisi (10)’daki gibi tanımlı olmak üzere ℍ𝑄 

matrisinin genel terimi 

 

         𝑑𝑖,𝑗 =∑𝐻𝑘
(𝛼)

𝑖−𝑗

𝑘=0

𝑞𝑖−𝑗−𝑘 

 

(19) 

 

şeklindedir. 

 

İspat. ℍ𝑄 matrisinin Riordan gösterimi (
−ln (1−𝑥)

(1−𝑥)𝛼
1

1−𝑞𝑥
, 𝑥) şeklinde olup 𝑗. sütun 

 

−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
1

1 − 𝑞𝑥
𝑥𝑗 

 

fonksiyonunun ürettiği dizinin elemanlarından oluşur. Yani 

 

−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
1

1 − 𝑞𝑥
𝑥𝑗 = ∑𝐻𝑛

(𝛼)
𝑥𝑛 (∑𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

)𝑥𝑗
∞

𝑛=0

 

                                   = ∑{∑𝐻𝑘
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

} 𝑥𝑛+𝑗
∞

𝑛=0

 

                                      = ∑{∑𝐻𝑘
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑘−𝑗

𝑛−𝑗

𝑘=0

}𝑥𝑛 .

∞

𝑛=𝑗

 

Buradan matrisin genel terimi 

 

         𝑑𝑖,𝑗 =∑𝐻𝑘
(𝛼)

𝑖−𝑗

𝑘=0

𝑞𝑖−𝑗−𝑘 

 

elde edilir. 
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8.1.4.Teorem.  

 

𝜏 = (
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼(1 − 𝑞𝑥)
,
𝑥

1 − 𝑥
) 

(20) 

 

olsun. O halde 𝜏 = (𝑑𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈ℕ olmak üzere matrisi 𝜏 matrisinin genel terimi 

 

         𝑑𝑖,𝑗 =∑𝐻𝑘
(𝛼+𝑗)

𝑖−𝑗

𝑘=0

𝑞𝑖−𝑗−𝑘  

 

şeklindedir. 

 

İspat. 𝜏 matrisi (20) eşitliği ile tanımlı olsun. 𝜏  matrisinin  𝑗. sütunu 

 

−ln (1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)𝛼(1 − 𝑞𝑥)

𝑥𝑗

(1 − 𝑥)𝑗
=

−ln (1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)𝛼+𝑗(1 − 𝑞𝑥)
𝑥𝑗 

 

fonksiyonunun ürettiği dizinin elemanlarından oluşur.  

 

−ln (1 − 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)𝛼+𝑗(1 − 𝑞𝑥)
𝑥𝑗 = {∑𝐻𝑘

(𝛼+𝑗)
𝑥𝑛∑𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

} 𝑥𝑗 

                                             = ∑{∑𝐻𝑘
(𝛼+𝑗)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛+𝑗 

                                              = ∑{∑𝐻𝑘
(𝛼+𝑗)

𝑞𝑛−𝑗−𝑘

𝑛−𝑗

𝑘=0

}

∞

𝑛=𝑗

𝑥𝑛 . 

 

Buradan matrisin genel terimi  

 

         𝑑𝑖,𝑗 =∑𝐻𝑘
(𝛼+𝑗)

𝑖−𝑗

𝑘=0

𝑞𝑖−𝑗−𝑘  

 

şeklinde elde edilir. 
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8.1.5. Teorem. ℍ𝑄 matrisi (18)’deki gibi tanımlı olsun. O halde  

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖 =

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝐻𝑘
(𝛼+1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği gerçeklenir. 

 

İspat. ℎ(𝑥) =
1

1−𝑥
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

1−𝑥
= ∑ 𝑥𝑛∞

𝑛=0  eşitliklerinden 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖 = [𝑥𝑛]

−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

1

1 − 𝑞𝑥

1

1 − 𝑥
 

 

yazılır. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

 = [𝑥𝑛]
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼+1
1

1 − 𝑞𝑥
 

                                   = ∑𝐻𝑛
(𝛼+1)

𝑥𝑛∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                      = ∑{∑𝐻𝑘
(𝛼+1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

elde edilir.Dolayısıyla 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖 =

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝐻𝑘
(𝛼+1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği gerçeklenir. 
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8.1.6. Teorem. ℍ𝑄 matrisi (18)’deki gibi tanımlı olsun. O halde 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) =∑𝐻𝑘

(𝛼+𝑠)
𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

 

 

eşitliği gerçeklenir. 

 

İspat.  ℎ(𝑥) =
1

(1−𝑥)𝑠
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

(1−𝑥)𝑠
= ∑ (𝑠+𝑛−1

𝑠−1
)𝑥𝑛∞

𝑛=0  eşitliklerinden 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) = [𝑥𝑛]

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
1

1 − 𝑞𝑥

1

(1 − 𝑥)𝑠
 

 

yazılır. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) = [𝑥𝑛]

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼+𝑠
1

1 − 𝑞𝑥
 

                                                                   = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛
(𝛼+𝑠)

𝑥𝑛∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                                                     = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘
(𝛼+𝑠)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) =∑𝐻𝑘

(𝛼+𝑠)
𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

 

 

dir. 
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8.1.7. Teorem. ℍ𝑄 matrisi (18)’ deki gibi tanımlı olsun. O halde  

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑖 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) = ∑𝐻𝑘

(𝛼)
(
𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

. 

 

İspat.  ℎ(𝑥) =
1

(1−𝑞𝑥)𝑠
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

(1−𝑞𝑥)𝑠
= ∑ (𝑠+𝑛−1

𝑠−1
)𝑞𝑛𝑥𝑛∞

𝑛=0  

eşitliklerinden 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑖 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) = [𝑥𝑛]

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
1

1 − 𝑞𝑥

1

(1 − 𝑞𝑥)𝑠
 

 

yazılır. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑖 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) = [𝑥𝑛]

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
1

(1 − 𝑞𝑥)𝑠+1
 

                                                              = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛
(𝛼)
𝑥𝑛∑(

𝑠 + 𝑛

𝑠
)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                                                                = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘
(𝛼)
(
𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

 

elde edilir. Dolayısıyla  

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑖 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) = ∑𝐻𝑘

(𝛼)
(
𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

 

 

elde edilir. 

 

8.1.8. Teorem. 𝜏, (20)’deki gibi tanımlı olsun. O halde  

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖
𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

(−1)𝑘 = ∑𝐻𝑘
(𝛼−1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0
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eşitliği gerçeklenir. 

İspat. ℎ(𝑥) =
1

1+𝑥
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

1+𝑥
= ∑ (−1)𝑛𝑥𝑛∞

𝑛=0  eşitliklerinden 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖
𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

(−1)𝑘 = [𝑥𝑛]
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
1

1 − 𝑞𝑥

1

1 +
𝑥

1−𝑥

 

 

yazılır. Gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖
𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

(−1)𝑘 = [𝑥𝑛]
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
1

1 − 𝑞𝑥
1 − 𝑥 

                                          = [𝑥𝑛]
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼−1
1

1 − 𝑞𝑥
 

                                                       = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛
(𝛼−1)

𝑥𝑛∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                                         = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘
(𝛼−1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖
𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

(−1)𝑘 = ∑𝐻𝑘
(𝛼−1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

dir. 

 

8.1.9. Teorem. 𝜏, (20)’deki gibi tanımlı olsun. O halde  

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖 (
𝑠

𝑘
) =

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝐻𝑘
(𝛼+𝑠)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği gerçeklenir. 
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İspat. ℎ(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑠 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑠 = ∑ (𝑠
𝑛
)𝑥𝑛∞

𝑛=0  

eşitliklerinden 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖 (
𝑠

𝑘
) =

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

[𝑥𝑛]
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
1

1 − 𝑞𝑥
(1 +

𝑥

1 − 𝑥
)
𝑠

 

 

yazılır. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖 (
𝑠

𝑘
) =

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

[𝑥𝑛]
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼
1

1 − 𝑞𝑥

1

(1 − 𝑥)𝑠
 

                                = [𝑥𝑛]
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼+𝑠
1

1 − 𝑞𝑥
 

                                      = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛
(𝛼+𝑠)

𝑥𝑛∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                         = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘
(𝛼+𝑠)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

 

elde edilir. Dolayısıyla  

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖 (
𝑠

𝑘
) =

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝐻𝑘
(𝛼+𝑠)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

şeklindedir. 

 

Özel olarak, 𝑞 = 1 ve 𝑠 = 1 alınırsa 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖 =

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝐻𝑘
(𝛼+1)

𝑛

𝑘=0

 

 

olur ki 𝑘 → 𝑘 − 1 dönüşümü uygulanırsa; 
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∑𝐻𝑘
(𝛼+1)

𝑛

𝑘=0

 = ∑𝐻𝑘−1
(𝛼+1)

𝑛

𝑘=1

 

 

elde edilir. 𝐻𝑛
(𝛼) = ∑ 𝐻𝑘

(𝛼−1)𝑛+1
𝑘=1  olduğundan 

 

∑𝐻𝑘−1
(𝛼+1)

𝑛

𝑘=1

= 𝐻𝑛+1
(𝛼+2)

 

 

şeklindedir. Dolayısıyla 

 

∑∑𝐻𝑖
(𝛼+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖 =

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

𝐻𝑛+1
(𝛼+2)

 

 

elde edilir. 

 

8.2 Hiperharmonik Sayılar İle Tanımlı Matrisin Satır Toplamları  

 

8.2.1 Teorem. ℍ matrisi (16)’daki gibi tanımlı ve (17) eşitliği gerçeklensin. O halde 

 

(i) ℍ matrisinin klasik satır toplamı: 

 

𝛼𝑛 =∑𝐻𝑘
(𝛼+1)

𝑛

𝑘=0

 

 

(ii) ℍ matrisinin alterne satır toplamı: 

 

             𝛽𝑛 =∑𝐻𝑘
(𝛼)(−1)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

(iii) ℍ matrisinin ağırlıklı satır toplamı: 
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      𝛿𝑛 = ∑𝐻𝑘−1
(𝛼+2)

𝑥𝑛
𝑛

𝑘=0

 

 

dir. 

 

İspat. 

 

(i) ℍ matrisine (6) eşitliği uygulanırsa 

 

𝛼𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1 − ℎ(𝑥)
 

            = [𝑥𝑛]

−ln (1−𝑥)

(1−𝑥)𝛼

1 − 𝑥
 

                  = [𝑥𝑛]
−ln (1 − 𝑥)

(1 − 𝑥)𝛼+1
 

                     = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛
(𝛼+1)

𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

       = ∑𝐻𝑘
(𝛼+1)

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

(ii) ℍ matrisine (7) eşitliği uygulanırsa 

 

      𝛽𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1 + ℎ(𝑥)
 

            = [𝑥𝑛]

−ln (1−𝑥)

1−𝑥

1 + 𝑥
 

                                       = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛
(𝛼)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∑(−1)𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

                                          = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘
(𝛼)(−1)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 
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                 𝛽𝑛 =∑𝐻𝑘
(𝛼)(−1)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

elde edilir. 

 

(iii) ℍ matrisine (8) eşitliği uygulanırsa 

 

            𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)ℎ(𝑥)

(1 − ℎ(𝑥))2
 

              = [𝑥𝑛]

−ln (1−𝑥)

(1−𝑥)𝛼
𝑥

(1 − 𝑥)2
 

                       = [𝑥𝑛]𝑥∑𝐻𝑛
(𝛼+2)

𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

                        = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛
(𝛼+2)

𝑥𝑛+1
∞

𝑛=0

 

                   = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛−1
(𝛼+2)

𝑥𝑛
∞

𝑛=1

 

                    = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛−1
(𝛼+2)

𝑥𝑛
∞

𝑛=1

 

                    = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑘−1
(𝛼+2)

𝑥𝑛
𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

8.2.2 Teorem. ℍ𝑄 matrisi (18) eşitiği ile tanımlı olsun. O halde ℍ𝑄 matrisinin  

 

(i) Klasik satır toplamı: 

𝛼𝑛 =∑𝐻𝑘
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0
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(ii) Alterne satır toplamı: 

 

                 𝛽𝑛 =∑𝐻𝑘
(𝛼)(−1)𝑛−𝑘𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

(iii) Ağırlıklı satır toplamı: 

                        𝛿𝑛 =∑𝐻𝑛−1
(𝛼)
(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 

 

(i) ℍ𝑄 matrisine (6) eşitliği uygulanırsa 

 

                𝛼𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1 − 𝑞ℎ(𝑥)
 

                  = [𝑥𝑛]

−ln (1−𝑥)

(1−𝑥)𝛼

1 − 𝑞𝑥
 

                                         = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛
(𝛼)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

                                            = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

                  = ∑𝐻𝑘
(𝛼)
𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

elde edilir. 

 

(ii) ℍ𝑄 matrisine (7) eşitliği uygulanırsa 

 

𝛽𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1 + 𝑞ℎ(𝑥)
 



50 

 
 

         𝛽𝑛  = [𝑥
𝑛]

−ln (1−𝑥)

(1−𝑥)𝛼

1 + 𝑞𝑥
 

                                              = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛
(𝛼)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∑(−1)𝑘𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

                                                        = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑘
(𝛼)(−1)𝑛−𝑘𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

                               =  ∑𝐻𝑘
(𝛼)(−1)𝑛−𝑘𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

(iii) ℍ𝑄 matrisine (8) eşitliği uygulanırsa 

 

                     𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)ℎ(𝑥)

(1 − 𝑞ℎ(𝑥))2
 

                    = [𝑥𝑛]

−ln (1−𝑥)

(1−𝑥)𝛼
𝑥

(1 − 𝑞𝑥)2
 

                                                        = [𝑥𝑛]𝑥∑𝐻𝑛
(𝛼)
𝑥𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                                          =  [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛
(𝛼)
𝑥𝑛+1∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

olup  𝑛 → 𝑛 − 1 dönüşümü uygulanırsa 

 

                                                𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑𝐻𝑛−1

(𝛼)
𝑥𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=1

 

                                                     = [𝑥𝑛]∑𝐻𝑛−1
(𝛼)
𝑥𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                                                  = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐻𝑛−1
(𝛼)
(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 
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                                    𝛿𝑛 = ∑𝐻𝑛−1
(𝛼)
(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 
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9. HİPERHARMONİK FİBONACCİ SAYILARI İLE TANIMLI 

MATRİSİN RİORDAN GÖSTERİMİ 

 

Bu bölümde, 𝑛 . Hiperharmonik Fibonacci sayılarıyla tanımlı olan matrisin Riordan 

gösterimine, özel fonksiyonlar tanımlayarak FTRA teoremi yardımıyla yeni eşitliklere 

ve 𝑛. Hiperharmonik Fibonacci sayılarının satır toplamlarına yer verilmiştir. 

 

𝔽𝑛
(𝑟)

, 𝑛. Hiperharmonik Fibonacci sayısı olmak üzere ℱ = [𝑓𝑛,𝑘] matrisi 

 

𝑓𝑛,𝑘 = {
𝔽𝑛−𝑘+1
(𝑟)

, 𝑛 − 𝑘 + 1 ≥ 0

0, 𝑛 − 𝑘 + 1 < 0
 

 

ile tanımlı olsun. O halde ℱ matrisi  

 

ℱ =

[
 
 
 
 𝔽1
(𝑟)

0 0 ⋯

𝔽2
(𝑟)

𝔽1
(𝑟)

0 ⋯

𝔽3
(𝑟)

𝔽2
(𝑟)

𝔽1
(𝑟)

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱]
 
 
 
 

 

 

 

(21) 

 

şeklinde olup genel terimi 𝑓𝑛,𝑘 = 𝔽𝑛−𝑘+1
(𝑟)

 dir. 

 

9.1. Hiperharmonik Fibonacci Sayıları İle Tanımlı Olan Matrisin Riordan 

Gösteriminin Elde Edilişi 

 

9.1.1. Teorem. ℱ, (21)’deki gibi tanımlı olmak üzere ℱ matrisinin Riordan gösterimi 

(
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥), 𝑥) 

şeklindedir. 

 

İspat. ℱ  (21)’deki gibi tanımlı olsun. ℱ = [𝑓𝑛,𝑘]  olmak üzere 𝑓𝑛,𝑘 = 𝔽𝑛−𝑘+1
(𝑟)

 dir. ℱ 

matrisinin 0. sütunu [𝔽1
(𝑟)
, 𝔽2
(𝑟)
, 𝔽3
(𝑟)
,⋯ ]

𝑇

 olup 0. sütun ∑ 𝔽𝑛+1
(𝑟)
𝑥𝑛∞

𝑛=0  şeklinde bir formal 

kuvvet serisinin katsayılarından oluşur. 
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∑𝔽𝑛
(𝑟)
𝑥𝑛 =

∞

𝑛=0

𝛼 − 𝛽

1 − 𝑥
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥) 

 

olduğundan 

 

∑𝔽𝑛+1
(𝑟)
𝑥𝑛+1 =

∞

𝑛=0

𝛼 − 𝛽

1 − 𝑥
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥) 

 

elde edilir. Buradan 

 

∑𝔽𝑛+1
(𝑟)
𝑥𝑛 =

𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

∞

𝑛=0

 

 

yazılabilir. Böylece 0. sütunun üreteç fonksiyonu 
𝛼−𝛽

1−𝑥
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥) olduğu görülür. Riordan 

grup tanımı göz önüne alındığında ℱ matrisinin diğer sütunları 0. sütunun 𝑥 birim kadar 

ötelenmiş hali olduğundan ℱ matrisinin Riordan gösterimi  

 

(
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥), 𝑥) 

 

şeklindedir.  

 

Öte yandan 𝐷 = (
𝛼−𝛽

𝑥(1−𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥), 𝑥) olmak üzere 

 

                                  𝑑𝑛,𝑘   = [𝑥
𝑛] [

𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)𝑥

𝑘] 

                              = [𝑥𝑛] (∑𝔽𝑛+1
(𝑟)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

)𝑥𝑘 

                       = [𝑥𝑛−𝑘]∑𝔽𝑛+1
(𝑟)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 = 𝔽𝑛−𝑘+1
(𝑟)
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şeklindedir. 

 

(
𝛼−𝛽

𝑥(1−𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥), 𝑥) matrisinin genel terimi 𝔽𝑛−𝑘+1

(𝑟)
 olduğundan (

𝛼−𝛽

𝑥(1−𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥), 𝑥) 

Riordan gösterimi ile tanımlı matris ℱ matrisidir. 

 

9.1.2. Teorem. ℱ matrisi (21) ’deki ve 𝑄 matrisi (10) ’daki gibi tanımlı olsun. O halde ℱ𝑄 

matrisinin Riordan gösterimi 

 

(
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

1 − 𝑞𝑥
, 𝑥) 

 

(22) 

 

şeklindedir. 

 

İspat. ℱ = (𝔽𝑛)𝑛∈ℕ ve 𝑄 = (𝑞𝑖−𝑗)
𝑖,𝑗∈ℕ

 matrislerinin Riordan gösterimleri sırasıyla 

(
𝛼−𝛽

𝑥(1−𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥), 𝑥) ve (

1

1−𝑞𝑥
, 𝑥) dir. Buradan  

 

ℱ𝑄 = (
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥), 𝑥) (

1

1 − 𝑞𝑥
, 𝑥) 

 

şeklinde yazılabilir. 

 

(2) eşitliği kullanılırsa  ℱ𝑄’nun Riordan gösterimi  

 

(
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

1 − 𝑞𝑥
, 𝑥) 

 

şeklinde elde edilir. 

 

9.1.3. Teorem. ℱ  matrisi (21)’deki ve 𝑄 matrisi (10)’daki gibi tanımlı olmak üzere ℱ𝑄 

matrisinin genel terimi 
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𝑑𝑖,𝑗 = ∑ 𝔽𝑘
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑗−𝑖+1

𝑖−𝑗+1

𝑘=1

 

 

(23) 

 

şeklindedir. 

 

İspat. ℱ𝑄  matrisinin Riordan gösterimi (
𝛼−𝛽

𝑥(1−𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥), 𝑥)  şeklinde olup, 𝑗.  sütun 

𝛼−𝛽

𝑥(1−𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

1−𝑞𝑥
𝑥𝑗 fonksiyonunun ürettiği dizinin elemanlarından oluşur. Yani 

 

𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

1 − 𝑞𝑥
𝑥𝑗 = ∑𝔽𝑛+1

(𝑟)
𝑥𝑛 (∑𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

)𝑥𝑗
∞

𝑛=0

 

                                                        = ∑ {∑𝔽𝑘+1
(𝑟)

𝑛

𝑘=0

𝑞𝑛−𝑘} 𝑥𝑛+𝑗
∞

𝑛=0

 

                                                         = ∑{∑𝔽𝑘+1
(𝑟)

𝑛−𝑗

𝑘=0

𝑞𝑛−𝑗−𝑘}𝑥𝑛
∞

𝑛=𝑗

. 

 

Buradan matrisin genel terimi  

 

𝑑𝑖,𝑗 =∑𝔽𝑘+1
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑗−𝑘

𝑖−𝑗

𝑘=0

 

 

olur ki, 𝑘 → 𝑘 − 1 indis değişikliği ile 

𝑑𝑖,𝑗 = ∑ 𝔽𝑘
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑗−𝑘+1

𝑖−𝑗+1

𝑘=1

 

 

elde edilir. 

 

9.1.4. Teorem. 

 

𝜔 = (
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

1 − 𝑞𝑥
,
𝑥

1 − 𝑥
) 

(24) 
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eşitliği ile tanımlı olsun.  𝜔 = (𝑑𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈ℕ olmak üzere 𝜔 matrisinin genel terimi  

 

𝑑𝑖,𝑗 = ∑ 𝔽𝑘
(𝑟+𝑗)

𝑞𝑖−𝑗−𝑘+1

𝑖−𝑗+1

𝑘=1

 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 𝜔 matrisi (24) eşitliği ile tanımlı olsun. 𝜔 matrisinin 𝑗. sütunu 

 

𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

1 − 𝑞𝑥

𝑥𝑗

(1 − 𝑥)𝑗
=

𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟+𝑗
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

1 − 𝑞𝑥
𝑥𝑗 

 

ürettiği dizinin elemanlarından oluşur. Yani 

 

      
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟+𝑗
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

1 − 𝑞𝑥
𝑥𝑗 = ∑𝔽𝑛+1

(𝑟+𝑗)
𝑥𝑛 (∑𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

)𝑥𝑗
∞

𝑛=0

 

                                                                = ∑ {∑𝔽𝑘+1
(𝑟+𝑗)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

} 𝑥𝑛+𝑗
∞

𝑛=0

 

                                                                 = ∑{∑𝔽𝑘+1
(𝑟+𝑗)

𝑞𝑛−𝑗−𝑘

𝑛−𝑗

𝑘=0

}𝑥𝑛
∞

𝑛=𝑗

 

 

dir. 

 

Buradan matrisin genel terimi  

 

𝑑𝑖,𝑗 = ∑𝔽𝑘+1
(𝑟+𝑗)

𝑞𝑖−𝑗−𝑘

𝑖−𝑗

𝑘=0

 

ş 

eklindedir. 𝑘 → 𝑘 − 1 indis değişikliği yapılırsa  
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𝑑𝑖,𝑗 = ∑ 𝔽𝑘
(𝑟+𝑗)

𝑞𝑖−𝑗−𝑘+1

𝑖−𝑗+1

𝑘=1

 

 

elde edilir.  

 

9.1.5. Teorem. ℱ matrisi (21) ’deki gibi tanımlı olsun. O halde 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1 =

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝔽𝑘+1
(𝑟+1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği gerçeklenir. 

 

İspat. ℎ(𝑥) =
1

1−𝑥
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

1−𝑥
= ∑ 𝑥𝑛∞

𝑛=0  eşitliklerinden 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1 = [𝑥𝑛]

𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

1

1 − 𝑞𝑥

1

1 − 𝑥
 

                                     = [𝑥𝑛]
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟+1
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

1 − 𝑞𝑥
 

                    = [𝑥𝑛]∑𝔽𝑛+1
(𝑟+1)

𝑥𝑛∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Son eşitliğe Cauchy çarpımı uygulanırsa 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1

𝑛𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

= [𝑥𝑛]∑ {∑𝔽𝑘+1
(𝑟+1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

               = ∑𝔽𝑘+1
(𝑟+1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. Dolayısıyla  
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∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1 =

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝔽𝑘+1
(𝑟+1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği sağlanır. 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1 =

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝔽𝑘+1
(𝑟+1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

. 

 

9.1.6. Teorem. ℱ matrisi (21)’deki gibi tanımlı olsun. O halde  

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) =

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝔽𝑘+1
(𝑟+𝑠)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği gerçeklenir. 

 

İspat. ℎ(𝑥) =
1

(1−𝑥)𝑠
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

(1−𝑥)𝑠
= ∑ (𝑠+𝑛−1

𝑠−1
)𝑥𝑛∞

𝑛=0  eşitliklerinden 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) = [𝑥𝑛]

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

1 − 𝑞𝑥

1

(1 − 𝑥)𝑠
 

                                                    = [𝑥𝑛]
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟+𝑠
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

1 − 𝑞𝑥
 

                                   = [𝑥𝑛]∑𝐹𝑛+1
(𝑟+𝑠)

𝑥𝑛∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Son eşitliğe Cauchy çarpımı uygulanırsa 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) = [𝑥𝑛]

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑{∑𝔽𝑘+1
(𝑟+𝑠)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

 

elde edilir. Dolayısıyla  
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∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) =

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝔽𝑘+1
(𝑟+𝑠)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği sağlanır. 

 

(24) eşitliğinde 𝑞 = 1 alınırsa 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
(
𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) =

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝔽𝑘+1
(𝑟+𝑠)

𝑛

𝑘=0

 

 

olur. 𝑘 → 𝑘 − 1 dönüşümü uygulanırsa 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
(
𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) =

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝔽𝑘
(𝑟+𝑠)

𝑛+1

𝑘=1

 

 

elde edilir. 𝔽𝑛
(𝑟)
= ∑ 𝔽𝑘

(𝑟−1)𝑛
𝑘=1  olduğundan 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
(
𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) = 𝔽𝑘+1

(𝑟+𝑠+1)

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

 

 

yazılabilir. 

 

9.1.7. Teorem. ℱ matrisi (21)’deki gibi tanımlı olsun. O halde 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑖+1 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) = ∑𝐹𝑘+1

(𝑟)
(
𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

 

 

eşitliği gerçeklenir. 

 

İspat. ℎ(𝑥) =
1

(1−𝑥)𝑠
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

(1−𝑥)𝑠
= ∑ (𝑠+𝑛−1

𝑠−1
)𝑞𝑛𝑥𝑛∞

𝑛=0  

eşitliklerinden 
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∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑖+1 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) = [𝑥𝑛]

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

1 − 𝑞𝑥

1

(1 − 𝑞𝑥)𝑠
 

                                                     = [𝑥𝑛]
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

(1 − 𝑞𝑥)𝑠+1
 

                                            = [𝑥𝑛]∑𝐹𝑛+1
(𝑟)
𝑥𝑛∑(

𝑠 + 𝑛

𝑠
) 𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Son eşitliğe Cauchy çarpımı uygulanırsa 

 

                                                       = [𝑥𝑛]∑ {∑𝐹𝑘+1
(𝑟)
(
𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

 

elde edilir. Dolayısıyla  

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑖+1 (

𝑠 + 𝑘 − 1

𝑠 − 1
) = ∑𝐹𝑘+1

(𝑟)
(
𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

 

 

eşitliği sağlanır. 

 

9.1.8. Teorem. 𝜔 matrisi (24)’deki gibi tanımlı olsun. O halde  

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1(−1)𝑘 =

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝔽𝑘+1
(𝑟−1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği gerçeklenir. 

 

İspat. ℎ(𝑥) =
1

1+𝑥
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

1+𝑥
= ∑ (−1)𝑛𝑥𝑛∞

𝑛=0  eşitliklerinden 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1(−1)𝑘 = [𝑥𝑛]
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

1

1 − 𝑞𝑥
1 − 𝑥 
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∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1(−1)𝑘 = [𝑥𝑛]
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟−1
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

1

1 − 𝑞𝑥
 

                                                  = [𝑥𝑛]∑𝔽𝑛+1
(𝑟−1)

𝑥𝑛∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Son eşitliğe Cauchy çarpımı uygulanırsa  

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1(−1)𝑘
𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

 = [𝑥𝑛]∑ {∑𝔽𝑘+1
(𝑟−1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

 

elde edilir. Dolayısıyla  

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1(−1)𝑘 =

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝔽𝑘+1
(𝑟−1)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği sağlanır. 

 

9.1.9. Teorem. 𝜔 matrisi (24)’deki gibi tanımlı olsun. 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1 (
𝑠

𝑘
) =

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝔽𝑘+1
(𝑟+𝑠)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

(25) 

 

eşitliği gerçeklenir. 

 

İspat. ℎ(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑠 seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑠 = ∑ (𝑠
𝑛
)𝑥𝑛∞

𝑛=0  eşitliklerinden 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1 (
𝑠

𝑘
) = [𝑥𝑛]

𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

1

1 − 𝑞𝑥

1

(1 − 𝑥)𝑠
 

                                       = [𝑥𝑛]
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟+𝑠
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1

1 − 𝑞𝑥
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 ∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1 (
𝑠

𝑘
)

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

 = [𝑥𝑛]∑𝔽𝑛+1
(𝑟+𝑠)

𝑥𝑛∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir.  

 

Son eşitliğe Cauchy çarpımı uygulanırsa 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1 (
𝑠

𝑘
)

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

= [𝑥𝑛]∑ {∑𝔽𝑘+1
(𝑟+𝑠)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

 

elde edilir. Dolayısıyla  

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟+𝑘)

𝑞𝑛−𝑘−𝑖+1 (
𝑠

𝑘
) =

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝔽𝑘+1
(𝑟+𝑠)

𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği sağlanır. 

 

(25) eşitliğinde 𝑞 = 1 ve 𝑠 = 1 alınırsa 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟+𝑘)

(
1

𝑘
) =

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

∑𝔽𝑘+1
(𝑟+𝑠)

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 𝔽𝑛
(𝑟) = ∑ 𝔽𝑘

(𝑟−1)𝑛
𝑘=1  olduğundan 

 

∑ ∑ 𝔽𝑖
(𝑟+𝑘)

=

𝑛−𝑘+1

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

𝔽𝑛+1
(𝑟+2)

 

 

sağlanır. 
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9.2. Hiperharmonik Fibonacci Sayıları İle Tanımlı Matrisin Satır Toplamları  

 

9.2.1. Teorem. ℱ matrisi (21)’ deki gibi tanımlı olsun. O halde ℱ matrisinin  

 

(i) Klasik satır toplamı: 

 

   𝛼𝑛 =∑𝔽𝑘+1
(𝑟)

𝑛

𝑘=0

 

 

(ii) Alterne satır toplamı: 

 

                  𝛽𝑛 =∑𝔽𝑘+1
(𝑟) (−1)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

(iii) Ağırlıklı satır toplamı: 

 

        𝛿𝑛 = ∑𝔽𝑘
(𝑟+2)

𝑥𝑛
𝑛

𝑘=0

 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 

 

(i) ℱmatrisine (6) eşitliği uygulanırsa 

 

𝛼𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1 − ℎ(𝑥)
 

                             = [𝑥𝑛]

𝛼−𝛽

𝑥(1−𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1 − 𝑥
 

                              = [𝑥𝑛]∑𝔽𝑛+1
(𝑟)
𝑥𝑛∑𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0
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                    𝛼𝑛  = [𝑥
𝑛]∑ {∑𝔽𝑘+1

(𝑟)

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

  = ∑𝔽𝑘+1
(𝑟)

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

(ii) ℱ matrisine (7) eşitliği uygulanırsa 

 

𝛽𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1 + ℎ(𝑥)
 

                                    = [𝑥𝑛]

𝛼−𝛽

𝑥(1−𝑥)
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1 + 𝑥
 

                                                = [𝑥𝑛]∑𝔽𝑛+1
(𝑟)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∑(−1)𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

                                                   = [𝑥𝑛]∑ {∑𝔽𝑘+1
(𝑟) (−1)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

                         = ∑𝔽𝑘+1
(𝑟) (−1)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

(iii) ℱ matrisine (8) eşitliği uygulanırsa 

 

                  𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)ℎ(𝑥)

(1 − ℎ(𝑥))2
 

                                      = [𝑥𝑛]

𝛼−𝛽

𝑥(1−𝑥)𝑟
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)𝑥

(1 − 𝑥)2
 

                                                  =  [𝑥𝑛]
𝛼 − 𝛽

𝑥(1 − 𝑥)𝑟+2
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)𝑥  

                          = [𝑥𝑛]𝑥∑𝔽𝑛+1
(𝑟+2)

𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 



65 

 
 

          𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑𝔽𝑛+1

(𝑟+2)
𝑥𝑛+1

∞

𝑛=0

 

 

olup, 𝑛 → 𝑛 − 1 dönüşümü uygulanırsa  

 

 𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑𝔽𝑛

(𝑟+2)
𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

 

elde edilir. 𝔽0
(𝑟+2)

= 0 olduğundan 

 

 𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑𝔽𝑛

(𝑟+2)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Dolayısıyla ℱ matrisinin ağırlıklı satır toplamı  

 

𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑𝔽𝑘

(𝑟+2)
𝑥𝑛

𝑛

𝑘=0

 

 

şeklindedir. 

 

9.2.2. Teorem. ℱ  matrisi (21) ’deki gibi ve 𝑄  matrisi (9) ’daki gibi tanımlı olsun.  ℱ𝑄 

matrisinin 

 

(i) Klasik satır toplamı: 

 

   𝛼𝑛 =∑𝔽𝑘+1
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

(ii) Alterne satır toplamı: 

 

                    𝛽𝑛 =∑𝔽𝑘+1
(𝑟) (−1)𝑛−𝑘𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0
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(iii) Ağırıklı satır toplamı: 

 

                        𝛿𝑛 = ∑𝔽𝑘
(𝑟)
(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 

 

(i) ℱ𝑄matrisine (6) eşitliği uygulanırsa 

 

𝛼𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1 − 𝑞ℎ(𝑥)
 

                             = [𝑥𝑛]

𝛼−𝛽

𝑥(1−𝑥)𝑟
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1 − 𝑞𝑥
 

                                   = [𝑥𝑛]∑𝔽𝑛+1
(𝑟)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

                                     = [𝑥𝑛]∑ {∑𝔽𝑘+1
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

             = ∑𝔽𝑘+1
(𝑟)
𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

(ii)  ℱ𝑄 matrisine (7) eşitliği uygulanırsa 

 

         𝛽𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1 + 𝑞ℎ(𝑥)
 

                                = [𝑥𝑛]

𝛼−𝛽

𝑥(1−𝑥)𝑟
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)

1 + 𝑞𝑥
 

                                               = [𝑥𝑛]∑𝔽𝑛+1
(𝑟)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∑(−1)𝑘𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0
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                                              𝛽𝑛  = [𝑥
𝑛]∑ {∑𝔽𝑘+1

(𝑟) (−1)𝑛−𝑘𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

                              =  ∑𝔽𝑘+1
(𝑟) (−1)𝑛−𝑘𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

(iii) ℱ𝑄 matrisine (8) eşitliği uygulanırsa 

 

               𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)ℎ(𝑥)

(1 − 𝑞ℎ(𝑥))2
 

                                  = [𝑥𝑛]

𝛼−𝛽

𝑥(1−𝑥)𝑟
𝐿−𝛼2(−𝛼𝑥)𝑥

(1 − 𝑞𝑥)2
 

                                                   = [𝑥𝑛]𝑥∑𝔽𝑛+1
(𝑟)
𝑥𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                                   = [𝑥𝑛]∑𝔽𝑛+1
(𝑟)
𝑥𝑛+1∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

olup, 𝑛 → 𝑛 − 1 dönüşümü uygulanırsa 

 

𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑𝔽𝑛

(𝑟)
𝑥𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=1

 

 

elde edilir. 𝔽0
(𝑟)
= 0 olduğundan 

 

𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑𝔽𝑛

(𝑟)
𝑥𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

eşitliği yazılabilir. Son eşitliğe Cauchy çarpımı uygulanırsa  

 

𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑ {∑𝔽𝑘

(𝑟)
(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 
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elde edilir. Dolayısıyla ℱ𝑄 matrisinin ağırlıklı satır toplamı  

 

𝛿𝑛 = ∑𝔽𝑘
(𝑟)
(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

şeklindedir. 
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10. GENELLEŞTİRİLMİŞ TETRANACCİ SAYILARIYLA TANIMLI 

MATRİSİN RİORDAN GÖSTERİMİ 

 

Bu bölümde, genelleştirilmiş Tetranacci sayılarıyla tanımlı olan matrisin Riordan 

gösterimine, özel fonksiyonlar tanımlayarak FTRA teoremi yardımıyla yeni eşitliklere ve 

genelleştirilmiş Tetranacci sayılarının satır toplamlarına yer verilmiştir. 

 

𝑇𝑛 , 𝑛. Genelletirilmiş Tetranacci sayısı olmak üzere 𝒯 = (𝑇𝑛) matrisi 

 

𝒯 =

[
 
 
 
 
𝑇0 ⋯

𝑇1 𝑇0 ⋯

𝑇2 𝑇1 𝑇0 ⋯
𝑇3 𝑇2 𝑇1 𝑇0 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱]

 
 
 
 

 

 

(26) 

 

genel terimi 𝑇𝑛,𝑘 = 𝑇𝑛−𝑘  olan bir matris olarak tanımlıdır. 

 

10.1. Genelleştirilmiş Tetranacci Sayıları İle Tanımlı Olan Matrisin Riordan 

Gösteriminin Elde Edilişi  

 

10.1.1. Lemma. 𝒯  matrisi (26)’ daki gibi tanımlı olsun. O halde 𝒯  matrisinin Riordan 

gösterimi 

 

(
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

𝑥(1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4)
, 𝑥)  

 

(27) 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 𝒯 matrisi (26)’daki gibi tanımlı olsun.  𝒯 = (𝑇𝑛,𝑘) olmak üzere 𝑇𝑛,𝑘 = 𝑇𝑛−𝑘  dir. 𝒯 

matrisinin 0. sütunu [𝑇0, 𝑇1, 𝑇2,⋯ ]
𝑇 şeklinde olup 0. sütun ∑ 𝑇𝑛𝑥

𝑛∞
𝑛=0  şeklinde bir formal 

kuvvet serisinin katsayılarından oluşur. 

 

∑𝑇𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4
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olduğundan 0. sütunun üreteç fonksiyonunun 
𝑎+𝑥(𝑏−𝑎𝑝)+𝑥2(𝑐−𝑏𝑝−𝑎𝑞)+𝑥3(𝑑−𝑐𝑝−𝑏𝑞−𝑎𝑟)

1−𝑝𝑥−𝑞𝑥2−𝑟𝑥3−𝑠𝑥4
 

olduğu görülür. Riordan grup tanımı göz önüne alındığında 𝒯 matrisinin diğer sütunları 0. 

sütunun 𝑥 birim kadar ötelenmiş hali olduğundan 𝒯 matrisinin Riordan gösterimi  

 

(
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

𝑥(1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4)
, 𝑥) 

 

şeklindedir. 

 

Öte yandan, 𝐷 = (
𝑎+𝑥(𝑏−𝑎𝑝)+𝑥2(𝑐−𝑏𝑝−𝑎𝑞)+𝑥3(𝑑−𝑐𝑝−𝑏𝑞−𝑎𝑟)

𝑥(1−𝑝𝑥−𝑞𝑥2−𝑟𝑥3−𝑠𝑥4)
, 𝑥) olmak üzere  

 

 𝑑𝑛,𝑘 = [𝑥
𝑛] [
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4
𝑥𝑘] 

                     = [𝑥𝑛] (∑𝑇𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

)𝑥𝑘 

                     = [𝑥𝑛−𝑘]∑𝑇𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

                     = 𝑇𝑛−𝑘  

 

olur ki, (
𝑎+𝑥(𝑏−𝑎𝑝)+𝑥2(𝑐−𝑏𝑝−𝑎𝑞)+𝑥3(𝑑−𝑐𝑝−𝑏𝑞−𝑎𝑟)

𝑥(1−𝑝𝑥−𝑞𝑥2−𝑟𝑥3−𝑠𝑥4)
, 𝑥)  matrisinin genel terimi 𝑇𝑛−𝑘 

olduğundan, (
𝑎+𝑥(𝑏−𝑎𝑝)+𝑥2(𝑐−𝑏𝑝−𝑎𝑞)+𝑥3(𝑑−𝑐𝑝−𝑏𝑞−𝑎𝑟)

𝑥(1−𝑝𝑥−𝑞𝑥2−𝑟𝑥3−𝑠𝑥4)
, 𝑥)  Riordan gösterimi ile tanımlı 

matris 𝒯 matrisidir. 

 

10.1.2. Teorem. 𝒯  matrisi (26)’daki gibi ve 𝑄  matrisi (10)’daki gibi tanımlı olsun. 𝒯𝑄 

matrisinin Riordan gösterimi 

 

(
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

(1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4)(1 − 𝑞𝑥)
, 𝑥) 

(28) 

 

şeklindedir. 
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İspat.  𝒯 ve 𝑄  matrislerinin Riordan gösterimleri (27) ve (12) eşitliğinden sırasıyla 

(
𝑎+𝑥(𝑏−𝑎𝑝)+𝑥2(𝑐−𝑏𝑝−𝑎𝑞)+𝑥3(𝑑−𝑐𝑝−𝑏𝑞−𝑎𝑟)

𝑥(1−𝑝𝑥−𝑞𝑥2−𝑟𝑥3−𝑠𝑥4)
, 𝑥) ve (

1

1−𝑞𝑥
, 𝑥) olduğundan  

 

𝒯𝑄 = (
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

𝑥(1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4)
, 𝑥)(

1

1 − 𝑞𝑥
, 𝑥) 

 

şeklinde yazılabilir. 

 

(2) eşitliği kullanılırsa,  𝒯𝑄’ nun Riordan gösterimi  

 

(
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

𝑥(1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4)(1 − 𝑞𝑥)
, 𝑥) 

 

elde edilir. 

 

10.1.3. Teorem. 𝒯  matrisi (26)’daki gibi ve 𝑄  matrisi (10)’daki gibi tanımlı olsun .𝒯𝑄 

matrisinin genel terimi  

 

𝑑𝑖,𝑗 =∑𝑇𝑘𝑞
𝑖−𝑗−𝑘

𝑖−𝑗

𝑘=0

 

 

(29) 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 𝒯 matrisinin Riordan gösterimi (
𝑎+𝑥(𝑏−𝑎𝑝)+𝑥2(𝑐−𝑏𝑝−𝑎𝑞)+𝑥3(𝑑−𝑐𝑝−𝑏𝑞−𝑎𝑟)

𝑥(1−𝑝𝑥−𝑞𝑥2−𝑟𝑥3−𝑠𝑥4)(1−𝑞𝑥)
, 𝑥) şeklinde 

olup, 𝑗.  sütun 
𝑎+𝑥(𝑏−𝑎𝑝)+𝑥2(𝑐−𝑏𝑝−𝑎𝑞)+𝑥3(𝑑−𝑐𝑝−𝑏𝑞−𝑎𝑟)

𝑥(1−𝑝𝑥−𝑞𝑥2−𝑟𝑥3−𝑠𝑥4)(1−𝑞𝑥)
𝑥𝑗  fonksiyonunun ürettiği dizinin 

elemanlarından oluşur. Yani 

 

    𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

𝑥(1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4)(1 − 𝑞𝑥)
𝑥𝑗 = (∑𝑇𝑛𝑥

𝑛

∞

𝑛=0

∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

)𝑥𝑗  

                                                                                                             = ∑ {∑𝑇𝑘𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛+𝑗  
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𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

𝑥(1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4)(1 − 𝑞𝑥)
𝑥𝑗 =∑{∑𝑇𝑘𝑞

𝑖−𝑗−𝑘

𝑛−𝑗

𝑘=0

}

∞

𝑛=𝑗

𝑥𝑛 . 

 

Buradan matrisin genel terimi 

 

𝑑𝑖,𝑗 =∑𝑇𝑘𝑞
𝑖−𝑗−𝑘

𝑖−𝑗

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

10.1.4. Teorem. 𝜁 matrisi  

 

                             𝜁 = (
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

(1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4)(1 − 𝑞𝑥)
,

𝑥

1 − 𝑞𝑥
) 

 

(30) 

 

eşitliği ile tanımlı olsun. 𝜁 = (𝑑𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈ℕ olmak üzere 𝜁 matrisinin genel terimi  

 

𝑑𝑖,𝑗 =∑(
𝑖 − 𝑘 + 1

𝑗
) 𝑇𝑘𝑞

𝑖−𝑗−𝑘

𝑖−𝑗

𝑘=0

 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 𝜁 matrisi (30) eşitliği ile tanımlı olsun. 𝜁 matrisin 𝑗. sütunu 

 

𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

(1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4)(1 − 𝑞𝑥)

𝑥𝑗

(1 − 𝑞𝑥)𝑗
 

=
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

(1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4)(1 − 𝑞𝑥)1+𝑗
𝑥𝑗 

 

fonksiyonunun ürettiği dizinin elemanlarından oluşur. Yani  

 

𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

(1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4)(1 − 𝑞𝑥)1+𝑗
𝑥𝑗 = (∑𝑇𝑛𝑥

𝑛

∞

𝑛=0

∑(
𝑛+ 𝑗

𝑛
)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

)𝑥𝑗  
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𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

(1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4)(1 − 𝑞𝑥)1+𝑗
𝑥𝑗  = ∑ {∑𝑇𝑘 (

𝑛 − 𝑘 + 𝑗

𝑛 − 𝑘
)𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛+𝑗  

                                                                                                                         = ∑{∑𝑇𝑘 (
𝑛 − 𝑘

𝑛 − 𝑗 − 𝑘
)𝑞𝑛−𝑗−𝑘

𝑛−𝑗

𝑘=0

}

∞

𝑛=𝑗

𝑥𝑛  

 

şeklindedir. 

 

Buradan matrisin genel terimi 

 

𝑑𝑖,𝑗 =∑(
𝑖 − 𝑘 + 1

𝑗
) 𝑇𝑘𝑞

𝑖−𝑗−𝑘

𝑖−𝑗

𝑘=0

 

 

şeklinde elde edilir. 

 

10.1.5. Teorem. 𝒯 matrisi (26)’daki gibi tanımlı olsun. O halde  

 

∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖 =∑𝑇𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞

𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

 

 

eşitliği gerçeklenir. 

 

İspat. ℎ(𝑥) =
1

1−𝑞𝑥
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

1−𝑞𝑥
= ∑ 𝑞𝑛𝑥𝑛∞

𝑛=0  eşitliklerinden  

 

∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

= [𝑥𝑛](
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4
1

1 − 𝑞𝑥
) 

                                    = [𝑥𝑛]∑𝑇𝑛𝑥
𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Son eşitliğe Cauchy çarpımı uygulanırsa 

                                                            ∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

= [𝑥𝑛] ∑ {∑ 𝑇𝑘(𝑛− 𝑘+1)𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 
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elde edilir. Dolayısıyla 

 

∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖 =∑𝑇𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞

𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

 

 

eşitliği sağlanır. 

 

10.1.6. Teorem. 𝒯 matrisi (26)’daki gibi tanımlı olsun. O halde 

 

∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

(
𝑠 + 𝑘 − 1

𝑘 − 1
) =∑𝑇𝑘 (

𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği gerçeklenir. 

 

İspat. ℎ(𝑥) =
1

(1−𝑞𝑥)𝑠
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

(1−𝑞𝑥)𝑠
= ∑ (𝑠+𝑛−1

𝑛−1
)𝑞𝑛𝑥𝑛𝑛

𝑘=0  

eşitliklerinden 

 

∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

(
𝑠 + 𝑘 − 1

𝑘 − 1
)  = [𝑥𝑛] (

𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4
)

1

1 − 𝑞𝑥

1

(1 − 𝑞𝑥)𝑠
 

                                                              = [𝑥𝑛] (
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

1− 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4
)

1

(1 − 𝑞𝑥)𝑠+1
 

                                              = [𝑥𝑛]∑𝑇𝑛𝑥
𝑛∑(

𝑠 + 𝑛

𝑠
)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Son eşitliğe Cauchy çarpımı uygulanırsa  

 

                              ∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

(
𝑠 + 𝑘 − 1

𝑘 − 1
)  = [𝑥𝑛]∑ {∑𝑇𝑘 (

𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖

𝑛−𝑘

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

(
𝑠 + 𝑘 − 1

𝑘 − 1
) =∑𝑇𝑘 (

𝑠 + 𝑛 − 𝑘

𝑠
) 𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0
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eşitliği sağlanır. 

 

10.1.7. Teorem. 𝜁 matrisi (29)’daki gibi tanımlı olsun. O halde  

 

∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖(−1)𝑘 = [𝑥𝑛]∑𝑇𝑛𝑥

𝑛 = 𝑇𝑛

∞

𝑛=0

𝑛−𝑘

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 

 

eşitliği gerçeklenir. 

 

İspat. ℎ(𝑥) =
1

1+𝑞𝑥
 olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) =

1

1+𝑞𝑥
= ∑ (−1)𝑛𝑞𝑛𝑥𝑛∞

𝑛=0  eşitliklerinden 

 

∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−1(−1)𝑘

𝑛−𝑘

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

= [𝑥𝑛](
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

1− 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4
1

1 − 𝑞𝑥

1

1 + 𝑞 (
𝑥

1−𝑞𝑥
)
) 

                                              = [𝑥𝑛](
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4
1

1 − 𝑞𝑥

1
1−𝑞𝑥+𝑞𝑥

1−𝑞𝑥

) 

                                               = [𝑥𝑛] (
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

1− 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4
1

1 − 𝑞𝑥
1 − 𝑞𝑥) 

                                          = [𝑥𝑛] (
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4
) 

 

yazılabildiğinden 

 

∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖(−1)𝑘 = [𝑥𝑛]∑𝑇𝑛𝑥

𝑛 = 𝑇𝑛

∞

𝑛=0

𝑛−𝑘

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

 

 

eşitliği sağlanır. 

 

10.1.8. Teorem. 𝜁 matrisi (29)’daki gibi tanımlı olsun. O halde  

 

∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖 (

𝑠

𝑘
)

𝑛−𝑘

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

=∑𝑇𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği gerçeklenir. 
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İspat. ℎ(𝑥) = (1 + 𝑞𝑥)𝑠  olarak seçilsin. (5) ve ℎ(𝑥) = (1 + 𝑞𝑥)𝑠 = ∑ (𝑠
𝑛
)𝑞𝑛𝑥𝑛∞

𝑛=0  

eşitliklerinden 

 

∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖 (

𝑠

𝑘
)

𝑛−𝑘

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

= [𝑥𝑛] (
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4
1

1 − 𝑞𝑥
(
1 − 𝑞𝑥 + 𝑞𝑥

1 − 𝑞𝑥
)) 

                                         = [𝑥𝑛] (
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4
1

1 − 𝑞𝑥
(

1

1 − 𝑞𝑥
)) 

                                          = [𝑥𝑛] (
𝑎 + 𝑥(𝑏 − 𝑎𝑝) + 𝑥2(𝑐 − 𝑏𝑝 − 𝑎𝑞) + 𝑥3(𝑑 − 𝑐𝑝 − 𝑏𝑞 − 𝑎𝑟)

1 − 𝑝𝑥 − 𝑞𝑥2 − 𝑟𝑥3 − 𝑠𝑥4
1

(1 − 𝑞𝑥)2
) 

                              = [𝑥𝑛]∑𝑇𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Son eşitliğe Cauchy çarpımı uygulanırsa 

 

                                      ∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖 (

𝑠

𝑘
)

𝑛−𝑘

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

= [𝑥𝑛]∑ {∑𝑇𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

∑∑𝑇𝑖𝑞
𝑛−𝑖 (

𝑠

𝑘
)

𝑛−𝑘

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

=∑𝑇𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

eşitliği sağlanır. Özel olarak 𝑞 = 1 ve 𝑠 = 1 alınırsa 

 

∑∑𝑇𝑖 (
1

𝑘
)

𝑛−𝑘

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

= ∑𝑇𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=0

 

elde edilir. 
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10.2. Genelleştirilmiş Tetranacci Sayıları İle Tanımlı Matrisin Satır Toplamları 

  

10.2.1. Teorem. 𝒯 matrisi (26)’daki gibi tanımlı olsun. 𝒯 matrisinin 

 

(i) Klasik satır toplamı: 

 

𝛼𝑛 =∑𝑇𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

(ii) Alterne satır toplamı: 

 

                𝛽𝑛 =∑𝑇𝑘(−1)
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

(iii) Ağırlıklı satır toplamı: 

 

                                           𝛿𝑛 =∑𝑇𝑘−1(−1)
𝑛−𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

 

 

şeklindedir. 

 

İspat. (i) 𝛼𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1−ℎ(𝑥)
 

                      = [𝑥𝑛]

𝑎+𝑥(𝑏−𝑎𝑝)+𝑥2(𝑐−𝑏𝑝−𝑎𝑞)+𝑥3(𝑑−𝑐𝑝−𝑏𝑞−𝑎𝑟)

1−𝑝𝑥−𝑞𝑥2−𝑟𝑥3−𝑠𝑥4

1 − 𝑥
 

                      = [𝑥𝑛]∑𝑇𝑛𝑥
𝑛∑𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Son eşitliğe Cauchy çarpımı uygulanırsa 

 

                 𝛼𝑛 = [𝑥
𝑛]∑ {∑𝑇𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 
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                  𝛼𝑛 =∑𝑇𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

(ii)  𝛽𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1+ℎ(𝑥)
 

             = [𝑥𝑛]

𝑎+𝑥(𝑏−𝑎𝑝)+𝑥2(𝑐−𝑏𝑝−𝑎𝑞)+𝑥3(𝑑−𝑐𝑝−𝑏𝑞−𝑎𝑟)

1−𝑝𝑥−𝑞𝑥2−𝑟𝑥3−𝑠𝑥4

1 + 𝑥
 

             = [𝑥𝑛]∑𝑇𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

∑(−1)𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

 

olup, Cauchy çarpımı uygulanırsa 

 

       𝛽𝑛 = [𝑥
𝑛]∑ {∑𝑇𝑘(−1)

𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

             = ∑𝑇𝑘(−1)
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

(iii)  𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)ℎ(𝑥)

(1−ℎ(𝑥))2
 

               = [𝑥𝑛]

𝑎+𝑥(𝑏−𝑎𝑝)+𝑥2(𝑐−𝑏𝑝−𝑎𝑞)+𝑥3(𝑑−𝑐𝑝−𝑏𝑞−𝑎𝑟)

1−𝑝𝑥−𝑞𝑥2−𝑟𝑥3−𝑠𝑥4
𝑥

(1 − 𝑥)2
 

              = [𝑥𝑛]𝑥∑𝑇𝑛𝑥
𝑛∑(−1)𝑛(𝑛 + 1)! 𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

              = [𝑥𝑛]∑𝑇𝑛𝑥
𝑛+1∑(−1)𝑛(𝑛 + 1)! 𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

olup 𝑛 → 𝑛 − 1 dönüşümü uygulanırsa 
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       𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑𝑇𝑛−1𝑥

𝑛∑(−1)𝑛(𝑛 + 1)! 𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=1

 

 

elde edilir. Negatif indisler sıfır olacağı gerçeğinden 

 

       𝛿𝑛  = [𝑥
𝑛]∑𝑇𝑛−1𝑥

𝑛∑(−1)𝑛(𝑛 + 1)! 𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

olup, Cauchy çarpımı uygulanırsa 

 

       𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑ {∑𝑇𝑘−1(−1)

𝑛−𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

} 𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

             = ∑𝑇𝑘−1(−1)
𝑛−𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

10.2.2. Teorem. 𝒯  matrisi (26)’daki gibi ve 𝑄  matrisi (10)’daki gibi tanımlı olsun. 𝒯𝑄 

matrisinin 

 

(i) Klasik satır toplamı: 

 

𝛼𝑛 =∑𝑇𝑘𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

(ii) Alterne satır toplamı: 

                 𝛽𝑛 = ∑𝑇𝑘(−1)
𝑛−𝑘𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

 

 (iii) Ağırlıklı satır toplamı: 
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                  𝛿𝑛 =∑𝑇𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

şeklindedir.  

 

İspat. (i ) 𝒯𝑄 matrisine (6) eşitliği uygulanırsa 

 

     𝛼𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1 − 𝑞ℎ(𝑥)
 

           = [𝑥𝑛]

𝑎+𝑥(𝑏−𝑎𝑝)+𝑥2(𝑐−𝑏𝑝−𝑎𝑞)+𝑥3(𝑑−𝑐𝑝−𝑏𝑞−𝑎𝑟)

1−𝑝𝑥−𝑞𝑥2−𝑟𝑥3−𝑠𝑥4

1 − 𝑞𝑥
 

           = [𝑥𝑛]∑𝑇𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

∑𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Cauchy çarpımı uygulanırsa 

 

     𝛼𝑛 = [𝑥
𝑛]∑ {∑𝑇𝑘𝑞

𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

            = ∑𝑇𝑘𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

ifadesine ulaşılır.  

 

(ii) 𝒯𝑄 matrisine (7) eşitliği uygulanırsa, 

 

      𝛽𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)

1+𝑞ℎ(𝑥)
  

            = [𝑥𝑛]

𝑎+𝑥(𝑏−𝑎𝑝)+𝑥2(𝑐−𝑏𝑝−𝑎𝑞)+𝑥3(𝑑−𝑐𝑝−𝑏𝑞−𝑎𝑟)

1−𝑝𝑥−𝑞𝑥2−𝑟𝑥3−𝑠𝑥4

1 + 𝑞𝑥
 

     𝛽𝑛  = [𝑥
𝑛]∑ 𝑇𝑛𝑥

𝑛

∞

𝑛=0

∑(−1)𝑘𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0
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olup, Cauchy çarpımı uygulanırsa  

 

      𝛽𝑛 = [𝑥
𝑛]∑ {∑𝑇𝑘(−1)

𝑛−𝑘𝑞𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 

            =  ∑𝑇𝑘(−1)
𝑛−𝑘𝑞𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. 

 

(iii) 𝒯𝑄 matrisine (8) eşitliği uygulanırsa 

 

       𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]

𝑑(𝑥)ℎ(𝑥)

(1−𝑞ℎ(𝑥))2
  

            = [𝑥𝑛]

𝑎+𝑥(𝑏−𝑎𝑝)+𝑥2(𝑐−𝑏𝑝−𝑎𝑞)+𝑥3(𝑑−𝑐𝑝−𝑏𝑞−𝑎𝑟)

1−𝑝𝑥−𝑞𝑥2−𝑟𝑥3−𝑠𝑥4
𝑥

(1−𝑞𝑥)2
  

            = [𝑥𝑛]𝑥∑𝑇𝑛𝑥
𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

            = [𝑥𝑛]∑𝑇𝑛𝑥
𝑛+1∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

olup, 𝑛 → 𝑛 − 1 dönüşümü uygulanırsa 

 

         𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑𝑇𝑛𝑥

𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=1

 

               = [𝑥𝑛]∑𝑇𝑛𝑥
𝑛∑(𝑛 + 1)𝑞𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Son eşitliğe Cauchy çarpımı uygulanırsa 

 

          𝛿𝑛 = [𝑥
𝑛]∑ {∑𝑇𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞

𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

}

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 
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               = ∑𝑇𝑘(𝑛 − 𝑘 + 1)𝑞
𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

ifadesine ulaşılır. 
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11. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

11.1. Sonuçlar 

 

Bu çalışmada, ilk olarak bazı sayı dizilerinin tanımlarına değinilmiş, üreteç fonksiyonları 

incelenmiş, çalışmamız için gerekli olan Riordan grup tanımı verilmiştir. Harmonik ve 

Hiperharmonik sayılarının üreteç fonksiyonları kullanılarak bu sayı dizilerinin Riordan 

gösterimleri bulunmuş ve Riordan grubun tanımı göz önüne alınarak bazı eşitlikler elde 

edilmiştir. Ayrıca bu sayı dizilerinin satır toplamları bulunmuştur. Bunun yanı sıra 𝑛. 

Hiperharmonik Fibonaci sayıları ve genelleştirilmiş Tetranacci sayılarının tanımlarına 

değinilmiş ve üreteç fonksiyonları incelenmiştir. Bu sayı dizilerinin üreteç fonksiyonları 

yardımıyla Harmonik sayılar ve Hiperharmonik sayılarda bulunduğu gibi bu sayı 

dizilerininde Riordan gösterimi bulunmuş ve bazı eşitlikler elde edilmiştir. Son olarak bu 

sayı dizilerinin satır toplamları bulunmuştur. 

 

11.2. Öneriler 

 

Bu tez çalışmasında kullanılan metod diğer sayı dizilerine uygulanarak, farklı sayı dizileri 

için yeni eşitlikler elde edilebilir. Tezde bahsi geçen ℎ(𝑥) fonksiyonunun farklı seçimleri 

ile sayı dizileri için birtakım farklı özdeşlikler ve bağıntılar elde edilebilir. 
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