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OZET

Bu c¢alismada, Riordan grup tammi yardimiyla bazi 6zel sayr dizilerinin Riordan gosterimleri
bulunmustur. Bulunan bu Riordan gosterimleri yardimiyla bazi esitlikler elde edilmistir. Bu say1
dizilerine Riordan Grubun Temel Teoremi uygulanarak bazi formiillere ulagilmistir. Son olarak bu
say1 dizileri yardimiyla tanimlanan dizilerin klasik satir toplamu , alterne satir toplami ve agirlikli
satir toplamlar1 bulunmustur.

Sayfa Adedi : 86
Anahtar Kelimler : Riordan grup , Harmonik sayilar , Hiperharmonik sayilar
Danisman : Dr. Ogr. Uyesi Fatma YESIL BARAN



VARIOUS APPLICATIONS OF RIORDAN MATRICES
(M. Sc. Thesis)

Burcu KIYAK

AMASYA UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
January 2022

ABSTRACT

In this study, Riordan representations of some special number sequences are acquired using the
definition of Riordan group. By these representations, some identities have been obtained. New
equations are handled by applying the Fundamental Theorem of the Riordan arrays to these number
sequences. Finally, the total row sum, alternating row sum and weighted row sum of the sequences

defined with the help of these number matrices were obtained.

Number of pages . 86
KeyWords Riordan group, Harmonic numbers, Hyperharmonic numbers,

Supervisor : Asst. Prof. Dr. Fatma YESIL BARAN



Vi

ONSOZ ve TESEKKUR

Bu ¢alisma, Amasya Universitesi, Teknoloji Fakiiltesi, Bilgisayar Miihendisligi Bolimii
ogretim iiyesi Fatma YESIL BARAN yonetiminde hazirlanmis ve Amasya Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii’ne Yiiksek Lisans Tezi olarak sunulmustur.

Bu c¢alisma 11 boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, literatlir hakkinda bilgi verilerek ¢alismamizin amag¢ ve kapsami
aciklanmustir. Ikinci boliimde, ¢alismada ihtiyag duyacagimiz bazi tanimlar verilmistir.
Uciincii béliimde formal kuvvet serilerine deginilmistir. Dordiincii bélimde bu ¢alismada
kullanacagimiz bazi 6zel dizilerinin tanimlarina ve iirete¢ fonksiyonlarina yer verilmistir.
Besinci boliimde formal kuvvet serilerinin matris gosterimi verilmistir. Altinct boliimde

Riordan grup tanimu verilip Pascal matrisinin Riordan gdsterimine deginilmistir.

Calismamizin esas kismi olan yedinci, sekizinei, dokuzuncu ve onuncu bdliimde sirasiyla
Harmonik sayilarin, Hiperharmonik sayilarin, n. Hiperharmonik sayilarn ve
genellestirilmis Tetranacci sayilarmin iirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak Riordan
gosterimleri elde edilmistir. Ayrica bu say1 dizilerinin Riordan gdsterimleri yardimiyla bazi
esitlikler elde edilmistir. Bu say1 dizileri yardimiyla tanimlanan matrislerin bazi satir

toplamlarina deginilmistir. Son bdlimde ise sonug ve énerilerden bahsedilmistir.

Bu tez konusunu bana veren, ¢alismalarim boyunca beni destekleyen, yonlendiren ve
yazimi srrasinda bana zaman ayrrarak yardimmi esirgemeyen tez damsmanim Dr. Ogr.
Uyesi Fatma YESIL BARAN’a tesekkiirii bir borg bilirim. Ayrica tez dénemi boyunca

benden desteklerini hicbir zaman esirgemeyen annem ve kardesime tesekkiir ederim.



vii

ICINDEKILER
Sayfa
OZET o, v
AB S T R A T v
ONSOZ VE TESEKKUR .....ouuiiniiiii e vi
ICINDEKILER ......oiiuiiii e, vii
SIMGELER VE KISALTMALAR ..o, IX
L GIRIS e 1
2. TEMEL KAVRAMLAR ..o 4
3. FORMAL KUVVET SERILERI ........ociiiiiiiiiiiii e, 7
4. OZEL BAZI SAYIDIZILERI ..o, 8
4.1. Harmonik ve Hiperharmonik Sayilar ..., 8
4.2. n. Harmonik Fibonacci ve n.Hiperharmonik Fibonacci Sayilari ................... 9
4.3. FIbonacCi Say1lart ........ooiiiii i 9
4.4, TetranacCl SAYIIATT ....onr e 10
5. FORMAL KUVVET SERILERININ MATRIS GOSTERIMI ......................... 11
6. RIORDAN GRUP ......oouiimiiiiii e, 14
6.1. Tanimlar ve Kavramlar ..............cooi i e, 14
6.2. Pascal Matrisinin Riordan GOSterimi ..............c.cocoeiiiiiiiiiiicvcieieeeeee. 15
6.3. Riordan Dizilerinin Temel TEOremi .........oeveiiiiiiiiiiiie 17
7. HARMONIK SAYILARLA TANIMLI OLAN MATRISIN RIORDAN

GOSTERIMI ..o e 20

7.1. Harmonik Sayilarda Tanimli Olan Matrisin Riordan Gosteriminin Elde
EdiliSh o oveeie e s 20
7.2. Harmonik Sayilarla Tanimli Matrisin Satir Toplamlart. ...............c..oo. 30



viii

Sayfa
8. HIPERHARMONIK SAYILARLA TANIMLI OLAN MATRISIN RIORDAN
GOSTERIMI ...ttt 36
8.1. Hiperharmonik Sayilarda Tanimli Olan Matrisin Riordan Gosteriminin Elde
EdiliSh e 36
8.2. Hiperharmonik Sayilarla Tanimli Matrisin Satir Toplamlari ....................... 46
9. HIPERHARMONIK FIBONACCI SAYILARI ILE TANIMLI OLAN MATRISIN
RIORDAN GOSTERIMI ......oouiiiiiiiiiiiiiie e 52
9.1. Hiperharmonik Fibonacci Sayilar1 ile Taniml1 Olan Matrisin Riordan
Gosteriminin Elde Edilisi c.....o.ooiniine i e e, 52
9.2. Hiperharmonik Fibonacci Sayilar1 Tanimli Matrisin Satir Toplamlart ............ 63

10. GENELLESTIRILMIS TETRANACCI SAYILARI iLE TANIMLI OLAN

MATRISIN RIORDAN GOSTERIMI ......covvviiiiiiiiiiiecc e 69
10.1. Genellestirilmis Tetranacci Sayilar1 ile Tanimli Olan Matrisin Riordan
Gosteriminin Elde EAilish ..., 69
10.2. Genellestirilmis Tetranacci Sayilar1 Tanimli Matrisin Satir Toplamlart .......... 77
11. SONUC VE ONERILER.........cocoiviviiitieieieiiieeieiet et es s 83
L1 1. SONUGIAT. . ... et e e et e e et ea e e 83
112 ONEIHIET v 83
KAYNAKLAR ..o e 84

OZGECMIS .o, 86



SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek {izere

asagida listelenmistir.

Simgeler

Aciklama

Ureteg fonksiyonu

Pascal matrisi

n. Harmonik say1

n. Hiperharmonik say1

n. Fibonacci say1

Formal kuvvet serikiimesi

Formal kuvvet serisinin mertebesi

Riordan dizisi

Genellestirilmis Tetranacci sayisi

n. Hiperharmonik Fibonacci sayisi

q- logaritma



1. GIRIS
Tarihsel olarak, Riordan dizi kavrammm iki versiyonu vardir. Ik versiyon (dn_k)

n,keZ

seklinde sonsuz matristen olusur. Formal Laurent serileriyle ilgilenir ve esas olarak

cebirsel dzellikleri incelemek i¢in kullanilmustir. Ikinci versiyon ise (dn'k)n KeN seklinde

bir sonsuz alt {iggensel matristen olusur. Formal kuvvet serileri ve kombinatoryal
ozellikleri incelemek i¢in kullanilmistir. Burada her Riordan dizisinin n, k,m € Z olmak
Uzere ¢ parametresininde iki karakteristik kombinatoryal toplamini ifade ettigi goriiliir.
Bu parametreler Ozellestirilebilir ve iki sonsuz tekrarli matrisler alaninda gegerli olan
belirsiz sayida baska esitlikler iiretebilir (Luzon vd., 2012). Riordan dizisi kavrami, birgok
kombinasyonlu toplamin iirete¢ fonksiyonunu bu

Imak i¢in kullanilir. Bu kavram iirete¢ fonksiyon toplamiin kapali seklini veya asimptotik

degerini elde etmemize yardimci olabilir.

Shapiro, Getu, Woan ve Woodson Riordan grup konusunda ilk ¢alismalar1 yapan ve bu
yapiy1 tanimlayan arastirmacilardir. Riordan gésterimle temsil edilen matrislerin terslerini

de Riordan grubun 6zelliklerinden yararlanarak elde etmislerdir (Shapiro vd.,1991).

Rogers, Pascal {iggeninin Ozelliklerini genellestirerek Riordan yapiyr tanitmistir (Rogers,
1978).

Sprugnoli, kombinatoryal 6zelliklerin ispatinda bir metod gelistirmek igin Riordan gruplari
kullanmistir. Ters kombinatoryal 6zellikleri uygulamak i¢in de Riordan gruplarin nasil

kullanildigina deginmistir (Sprugnoli, 1994; Baccherini, 2008).

Riordan siralar1 yontemi 6zellikle kombinatorik problemlerde ortaya ¢ikan sayi dizilerinin
arastirilmasinda bununla ilgili 6zdesliklerin elde edilmesinde (Cheon vd., 2006; Sprugnoli
2006; Sprugnoli, 1994; Luzon vd., 2012;Merlini vd., 2000) ve sayilar teorisindeki bazi
problemlerin ¢oziilmesinde (Cheon vd., 2008; Merlini vd., 2002) kullanigli olmaktadir.

Cheon ve EI-Mikkway bazi genellestirilmis Harmonik sayilarmn elde edilen sonsuz
ticgensel matrisin bir Riordan dizisini izledigini gbzlemleyerek, her iki tiirdeki Stirling

sayilar1 ile diger genellestirilmis Harmonik sayilar arasinda c¢ok basit baglantilar elde



etmislerdir. Ayrica, bu tiir genellestirilmis Harmonik sayilarla iliskili Riordan dizilerinin
bir¢ok kombinatoryal toplamini ve birgok genellestirilmis Harmonik say1 esitligini Ureten
fonksiyonlar bulmuslardir (Barry, 2009).

n
Logaritmanm bir g — analogu L4(x) = ;’{’zlq:—_l, lg] > 1, |x| < |q]| ile tanimlanmuistir

1+v5 1-V5 . w 1
P 'B=T iken anla=((x—

(Matala, 1998). Ve Murty q = —a? ve a =

B)Ly(—a) oldugunu gostermistir (Murty, 2013). Cetin, Kizilates, Baran ve Tuglu
Harmonik Fibonacci ve Hiperharmonik Fibonacci sayilarla ilgili bazi 6zdeslikler elde
etmislerdir. Simetrik algoritma kullanarak, olagan sonuglar1 iyilestiren ve bilinen
denklemleri genellestiren bazi esitlikler elde etmislerdir. Ayrica Riordan dizisi kavrami
yardimiyla bu sayilar igin Ureten fonksiyonlar elde etmisler ve gesitli esitlikler
tiiretmislerdir (Cetin vd., 2021).

Harmonik sayilar, antik ¢aglardan beri incelenmistir. Ve sayilar teorisinin ¢esitli dallarinda
kullanilmaktadir. Harmonik sayilarin ¢esitli genellestirmeleri mevcuttur. Conway ve Guy
Hiperharmonik sayilar1 tanimlamis ve Hiperharmonik sayilarin Harmonik sayilar cinsinden

yazilmasina olanak saglayan bazi esitlikler elde etmislerdir (Conway vd., 16).

Ayrica Riordan dizileri lizerine ¢esitli yiiksek lisans ve doktora tezleri de hazirlanmistir.
Barry doktora tez c¢alismasinda tamsayi dizileri ve basta Riordan dizileri olmak Uzere
bunlara uygulanan doniisiimler {izerine arastirma yapmustir. Tamsay1 dizilerini ve bunlar
iizerinde calisan doniisiimleri incelemistir. Bu doniisiimlerin ¢ogu, Ozellikle Riordan
dizilerine ve Pascal benzeri dizilere odaklanarak iiggensel tamsayi dizileriyle tanimlamistir.
Bu doniisiimlerin yapisini arastirmak i¢in, Riordan matris gruplarmin temel 6zelliklerinden

yararlanmistir (Cheon vd., 2008).

Hennesy, doktora tez c¢alismasinda Riordan siralar1 yontemini surekli kesirlere

uygulamistir (Hennesy, 2011).

Tetranacci sayi1 dizisi her bir terim kendisinden 6nceki dort terim toplanarak bir sonraki
terim elde edilerek devam eden bir say1 dizisidir. Tetranacci say1 dizisini, ilk kez

Tetranacci Feinberg tanimlamistir (Feinberg, 1963). Waddill ise “The Tetranacci Sequence



and Generalizations” isimli ¢alismasinda Tetranacci dizisini daha kapsamli incelemistir

(Waddill, 1992).

Bu tez ¢alismasinda ise bazi say1 dizilerinin Riordan gdsterimine yer verilmistir. Bu say1
dizilerinin Riordan gosterimleri bulunurken (rete¢ fonksiyonlarindan yararlanilmistir.
Ayrica bu tez ¢alismasinda, Harmonik sayilar, Hiperharmonik sayilar, n. Hiperharmonik
Fibonacci sayilari ve Genellestirilmis Tetranacci sayilart gibi say1r dizilerinin satir

toplamlarina yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, calismanin temel sonuglariyla ilgili ileride verilecek bdliimlerde

yararlanilacak temel kavramlar verilecektir.

2.1. Urete¢ Fonksiyonu

(a,) bir dizi olmak Uzere f(x)=X—pa,x™ seklinde bir kuvvet serisi ile
tanimlanabiliyorsa, f (x) fonksiyonuna (a,,) dizisinin Urete¢ fonksiyonu denir ve G(a,) =
f(x) ile gosterilir (Barry, 2009).

2.1.1. Ustel Urete¢ Fonksiyonu

f (x) fonksiyonu,

f(x)=g(%)=ka2—':

seklinde taniml1 olsun. (f,),en dizisinin Ustel Ureteg fonksiyonu f(x) olarak tanimlanur.

Uretec fonksiyonu operatdriiniin bazi temel 6zellikleri asagida verilmistir (Koyuncuoglu,
2014).

@ G(afi +Bgi) = aG(fi) + BG(gi) (dogrusallik 5zelligi).
(0) G(firr) = TLE (Steleme ozelligi).

(©) G(kfi) = tDG(f) (tirev dzelligi).

(d) GXk=0 fegn-x) = G(fi)G(gx) (konvolusyon 6zelligi)

(€) 2= £ (G(gi)™ = G(fir) ° G(gi) (bileske Szelligi)



A Gt "IF(®)p()™) = [%| w = tcj)(w)] (kosegenlestirme 6zelligi).

2.1.2. Uretec fonksiyonlari ile ilgili baz1 teoremler

2.1.2.1. Teorem. f(t) = G(f,) olmak lizere

g(fk) _fo _f1t'— _f}'_1tj_1

t]

G(fiesj) =
esitligi saglanir (Sprugnoli, 2006).
Ispat. gy, = fies+1 alinip j iizerinden tiimevarim uygulanirsa esitlik kolayca ispatlanabilir.
2.1.2.2. Teorem. (fi)xen dizisinin Uretec fonksiyonu f(t) = G(fy) olmak lizere
G (i) = VG(fi)
dir (Sprugnoli, 2006).

Ispat. G(fi) = G(fire-1)+1) =% olmak uzere f_,, t™! in katsayilaridir; fakat

f(t) € F oldugundan f_; = 0 olur. Dolayisiyla

G(fe-1) = tG(fi)

olarak bulunur ve tiimevarim uygulanarak

G(fij) = t/G(fi)

elde edilir.



2.2. Pascal Matrisi

1<ij<nigin

(i—l) s
- ) l_
0 L >

olmak Uzere n X n tipinden B, = (P;;) matrisine Pascal matrisi denir (Yesil Baran, 2011).

Ornegin, n = 6 igin Pascal matrisi

(g) 0 0 0 0 0
((1))(1)0000 10 0 0 0 0
B GRARG I N R
OOQ @« of fizio
OO OO of 2omowes
560060l

seklindedir (Yesil Baran, 2011).

2.3. Rekiirans Bagintisi

Bir rekiirans bagmtisi, bir dizinin her bir elemaninimn bir 6ncekinin fonksiyonu olarak ifade
edebilen bir denklemdir. Yani, ¢: N x X — X bir fonksiyon ve X bir dizinin elemanlarinin

bulundugu kiime olmak iizere, n > 0 igin

U, = (p(n' un—l)

ise bu bagintiya rekiirans bagmtist denir (Baccherini vd., 2008).



3. FORMAL KUVVET SERILERI

Bu boliimde, formal kuvvet serisinin tanimindan, formal kuvvet serilerinin kiimesinin

gosteriminden ve formal Laurent serisinin tanimina yer verilmistir.

R, reel sayilar cismi ve t de bir reel degisken olmak {izere, R Uzerinde t nin bir formal

kuvvet serisi (fk.s) su sekilde ifade edilmektedir (Koyuncuoglu, 2014).
FO = fo+ fit + fut? + fit? 4ok = D for
n=0

Bu esitlikteki fo, f1 f2, f3, ... reel sayilardur.

Bir t belirsiz degiskenine gore F cismi Uzerindeki formal kuvvet serilerinin kiimesi F|[t]
ile gosterilir. Elde edilecek sonuglarin F cisminden ve t degiskeninden bagimsiz oldugunu
one ¢ikarmak igin F[t]’ yi F ile gosterecegiz.

f(t) € F olmak Uzere, f, # 0 olacak bicimde en kuguk indis r ise buna f(t) formal
kuvvet serisinin mertebesi denir ve ord(f(t)) ile, mertebesi r olan bitiin formal kuvvet

serilerinin kiimesi F, veya F.[t] ile gOsterilir.

Bagka bir formal kuvvet seri tipi olan formal Laurent kuvvet serisi

9(O) = gomt ™™ + Gomar T 4 gt T H go + Git + got? 4 = Z git*
k=—m

olarak tanimlidir (Koyuncuoglu, 2014).



4. OZEL SAYI DiZILERI

Bu bolimde Harmonik, Hiperharmonik, n. Harmonik Fibonacci, n. Hiperharmonik
Fibonacci, Fibonacci ve Genellestirilmis Tetranacci sayilarinin tanimlarina ve {ireteg
fonksiyonlarina yer verilmistir.

4.1. Harmonik Ve Hiperharmonik Sayilar

H, = 0 olmak tizere

seklinde tanimli ifadeye n. Harmonik say1 denir (Conway vd., 1996).

a > 1 tamsayisi Ve H,Sl) := H,, olmak lizere

n
Hr(la) — Z H}Ea—l)
k=1

seklinde tanimlanan sayiya "a. mertebeden n. Hiperharmonik say1" adi verilir (Conway
vd., 1996).

Harmonik ve Hiperharmonik sayilara ait iireteg¢ fonksiyonlari sirasiyla asagidaki gibidir:

- In(1 —x
Zann: In(1 —x)

T1-x
1

S _ In(1-x)
Z - (1-x)9

n=1



4.2. n. Harmonik Fibonacci ve n. Hiperharmonik Fibonacci Sayilarn

r > 0ic¢in

n
roy
n Tk

k=1
seklinde tanimli ifadeye n. Harmonik Fibonacci sayisi denir (Yesil Baran, 2011).

1

r > 0 olmak tizere Tn(o) = To(r) =0veF, =0icin
k

n

£ = Z FI

k=0

seklinde tanimlanan sayiya r. mertebeden n. Hiperharmonik Fibonacci sayisi denir (Yesil
Baran, 2011).

L{_aZ}(x) = Z;‘fﬂ# (|—a?| > 1,|x| < |—a?]) olmak Uzere n. Harmonik Fibonacci ve

n. Hiperharmonik Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonlari sirasiyla su sekildedir:

= —xL"“z( ax)

= '8 2(—ax).

Z
&5yt

4.3. Fibonacci Sayilari

F; = 1ve F, = 1olmak tzere n > 2 igin F,, = F,,_; + F,,_, reklrans bagintis1 yardimiyla

taniml1 sayilara Fibonacci sayilar1 denir.

Ureteg fonksiyonu
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- t

E Ejth = ——
" 1-t—1t2

n=0

seklinde tanimlidir (Koshy, 2019).

4.4. Genellestirilmis Tetranacci Sayilan

a,b,c,dvep,q,r,s € Rolmak lzere baslangi¢ degerleri Ty =a,T; =b,T,=c, T3 =d
olann > 4 i¢in

T, =pTh_1+qTy_; +1Ty_3 + 5Ty,

reklirans bagmtisi ile tanimlanan (Ty,),cy dizisine genellestirilmis Tetranacci dizisi denir
(Waddill, 1992).

Genellestirilmis Tetranacci sayilari i¢in lirete¢ fonksiyonu

a+x(b—ap)+x%(c—bp—aq) +x3(d —cp — bq — ar)

T(x) =
() 1—px—qx?—rx3—sx*

seklinde tanimhidir (Waddill, 1992).
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5. FORMAL KUVVET SERILERININ MATRIS GOSTERIMI
Sprugnoli (2006), f(t) € F, olmak Uzere f(t) formal kuvvet serisinin katsayilar1 sonsuz
alt Gggensel matrisin elemanlar1 olarak gostermistir. Bu matrisi D = (dj, x)n k=0 Olarak
ifade etmistir. Bu sekilde ifade ettigi matris yardimiyla yeni bir kavram insa etmistir
(Sprugnoli, 2006). Bahsedilen bu tanim asagidaki gibi 6zetlenmistir.

f(x) = Yo fux™ seklinde tammli ve Vn, k € N igin d,, , = f,,— olsun.

D = (dpx)n k=0 Matrisi D = (f(t), 1) seklinde gosterilir. Dolay1siyla

f, 0 0 0 0

A fy 0 0 0

\ s £ f 0 0
P=U®V=1 % % f o
R

olur. f(t) ve g(t) iki formal kuvvet serisi bu kuvvet serilerinin katsayilarini igeren

matrisler (f(t),1) ve (g(t), 1) olsun. Bu iki matrisin ¢arpimi su sekilde gosterilir:

(f(©,1).(g(), .

Bu ¢arpimda klasik siitun ¢arpimi yapilir. (f(t), 1) matrisinde n. satir elemanlar1 olan

for fre1, fa—z..- il (g(t), 1) matrisinde k. siitun elemanlari olan 0,0, ...,0, g4, g5, ...arpilir.

k—tane

Dolaysiyla olusan ¢arpim matrisinin elemant

dpy = Z fn—jgj—k
j=0

olur. Burada her r < 0 i¢in g, = 0.
k=0 icin dno =2Xj_¢fu-jgj = Xj=0 fn-jg; olur. Dolayisiyla f(t) ve g(t) serilerinin
Cauchy ¢arpimindan yani
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f@®g®) = (Zfﬂ") <Z gkt") = Z jzk:ofjgkj tk

oldugundan, f(t)g(t) girisiminin katsayilarini igerdigini gorilir.

k=1 igin dn;=X70fn-jgj-1 = 2720 fa—1-jg; oOlur. Bu esitlikte f(t)g(t)

girisimindeki t™~! katsayismni verir.

Aym sekilde devam edilirse k. situnda ise f(t)g(t) girisimindeki katsayilarin k birim

asag1 otelenmis olarak siralandig1 gorullr. Dolayisiyla

F®,D-@®, 1D =F®g®),1)

olur. Sonug olarak (F,,") ile (f(t), 1) seklindeki matris kiimesi arasinda grup izomorfizmi

oldugu goriiliir.

(f (t), 1) matrisinin ters matrisi (f(¢)~%, 1) seklinde gosterilir.

f(t) € F, olmak Uzere f(t)* formal serisinin katsayilarindan bir sonsuz alt Ucgensel
matris olusturabilir. Burada f(t) serisinin kuvvetlerindeki katsayilar her bir siituna

sirastyla yazilmaktadir.

Bu matris

0 0 0 0
fi 0 0 0
1 f f*2 2 |_ f2 ff 0 0

f3 2fifa f 0
]?1 2f1f3-+f22 3f1.2f2 ff

===

seklinde gosterilir. Yukarida verilen matris ise (1,@) seklinde gosterilmektedir

(Riordan,1979).
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f(t) € F; ve g(t) € F, olmak lzere (1,@) : (1,@) carpimini inceleyelim.

fax = (1,@) olmak (izere, tanimdan f,, , = [t"]f(t)* olur. Dolaystyla garpimin genel

elemani

dne =) Gnifie =) (("lg@) (] 0))
=0 =0
= ") (W) g
=0
= ["If (g(®)"

olur. Diger bir deyisle bu carpim f(g(t)) bileskesinin k. kuvvetindeki

t"’in katsayisin1 vermektedir. Sonug olarak

(129). (1,19) - <1,f(g(t))>

t t t

olarak yazilir.

t € F, olmak Uzere (1%) = (1,1) sonsuz boyutlu birim matrisini verir ve bdylece formal

kuvvet serileri ile (1,@) matrisleri arsinda grup izomorfizmi oldugu goriiliir.

Sonug olarak her f(t) € F, seklindeki formal kuvvet serisi (f(t), 1) olarak gosterilebilir.
(f(t),1) seklindeki matrislerin kiimesi A olmak Uzere, (F,, -) kiimesi (4, -) kiimesine

izomorftur ve satir siitun carpimi Cauchy carpimina doniisir.

1,90
"ot

Diger taraftan g(t) € F; seklindeki formal kuvvet serileri ( ) olarak gosterilebilir.

(1,@) seklindeki matrislerin kiimesi B olmak Uzere (F; -) grubu (B, -) grubuna

izomorftur ve satir siitun carpimi bileskeye doniisiir (Sprugnoli, 2006).
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6. RIORDAN GRUP

Bu bolimde, Riordan grup kavraminin Shapiro ve arkadaglari tarafindan nasil ortaya
konulduguna deginilmistir (Shapiro vd., 1991). Riordan dizilerinin tanimina, Pascal
matrisinin Riordan gdsterimine, Riordan dizilerinin temel teoremine ve satir toplamlarina

yer verilmistir.
6.1 Tammmlar ve Kavramlar

d(t) ve h(t) iki formal kuvvet serisi olmak Uzere D = (d(t), (t)) ikilisine bir Riordan
sirasi denilir. Eger d(t), h(t) € F,yise Riordan sirasi temel Riordan sirasi olarak adlandirilir

(Riordan, 1979; Shapiro vd., 1991; Sprugnoli, 2006).

dp i = [E"]d(®)RD)" (1)

olmak iizere Riordan sirasiy; girdileri (d, x)nren Diciminde elde edilen bir sonsuz alt
licgensel sira olarak da tanimlanir. Dolayisiyla, bu sonsuz alt iiggensel siranm siitun

girdilerinin iirete¢ fonksiyonlar1

do(t) =d(t)
di(t) = dp_1 (Oth(t) = d()(h(t))*

seklinde tanimlidir.
Alternatif tammm: (d(x),s(x)) ile gosterilen Riordan matrisi, d(0) =1, h(0) = 0 ve
h'(O) # 0 iken k = 0,1,2, ... i¢in k. siitununun Urete¢ fonksiyonu d(x)h*(x) olan sonsuz

bir alt G¢cgen matristir. Tim Riordan matrislerinin kiimesi matris ¢arpimi altinda bir gruptur

ve carpma iglemi

(ACRM)- (9(0), £()) = (A0 g(h(0)), F(R())) @

seklinde tanimlidir.
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Birim matrisi (1,x) seklinde tanimlanir ve (d(x),h(x)) in tersi <m,ﬁ(x)>

seklindedir, burada & i bileske tersi, yani h (h(x)) = h(h(x)) = x dir. R matrisi

R=|d dh dh* dh® - dh

seklinde gosterilir (Yesil Baran, 2011).
6.2. Pascal Matrisinin Riordan Gosterimi
1

Ornek. (E é) Riordan ¢ifti i¢in matris gosterimini bulalim (Yesil Baran, 2011).

. 1 . y .
0. situn P fonksiyonu {irettigi dizinin elemanlarmdan olusur.

u_;xym:i(n;m)x" 3

n=0

esitliginde m = 0 alinirsa

1 w
1—x - Z (Z)xn
n=0

oldugundan i; (1,1,1,1,...) dizisinin drete¢ fonksiyonudur. O halde 0. situn

(1,1,1,1,...)7 seklindedir.

fonksiyonunun {irettigi dizinin elemanlarindan olusur. Bu

1. siitun 1# (é)l =

X
(1-x)?
fonksiyonu elde etmek i¢in (3) de m = 1 alinir ve x terimi ile ¢arpilirsa
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[ee]

X n+1
— = x™ = x + 2x% 4+ 3x% + 4x* + 5x5 + -
(1 —-x)? 4\ N

n=

elde edilir. O halde 1. siitun (0,1,2,3,4,5, ...)T seklindedir.

2
2. sltun 1Tlx . (ﬁ—x) = (1:6)3 fonksiyonunun trettigi dizinin elemanlarindan olusur. Bu

fonksiyonu elde etmek icin (3) de m = 2 alinir ve x? terimi ile ¢arpilirsa

[e¢]

2

X n+2
m=z< )x””=x2+3x3+6x4+10x5+---
X e~ n

elde edilir. O halde 2. siitun (0,0,1,3,6,10, ...)T seklindedir.

J
Bu sekilde devam edildiginde j. sutun ﬁ (ﬁ) fonksiyonun iirettigi elamanlardan olusur

Ki bu ise
= ()
—_ j+1
(1-x) L\ n
demektir.
O halde aradigimiz matris
1 0 O 0 O
1 1 O 0 O
(1 N ) 12 1 0 0
, =11 3 3 1 0
I=x'1=x/"11 4 6 4 1
1 5 10 10 5

seklindedir ve bu matris bilinen Pascal matrisidir (Yesil Baran, 2011).
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6.2.1. Teorem. D = (d(t), h(t)) olmak (izere, Riordan sirasinin siitunlarmi veren formal

kuvvet serilerin Urete¢ fonksiyonu,

a(e)
1= tzh(0) )

d(t,2) = ) d(O)(th(®) 7" =
k=0
iki degiskenli iirete¢ fonksiyonu ile verilebilir (Sprugnoli, 2006).

6.3. Riordan Dizilerinin Temel Teoremi

6.3.1.Teorem. D = (d(t),h(t)) Riordan siras1 ve f(t), (fi)ken dizisinin Uretec

fonksiyonu olmak (izere

z dnifie = [*1d@) f(ch (D)) (5)
k=0

esitligi elde edilir. Bu teorem Riordan gruplarin Temel Teoremi olarak da bilinir. ingilizce
kisaltmasi ise FTRA (Fundemantel Theorem of Riordan Array) seklindedir (Sprugnoli,
2006).

Ispat. (1) esitligi kullanilarak;

n [}
Z dn,kfk = Z dn,kfk
k=0 k=0

o)

= > [t"]d(t)(th(t)*f;

k=0
= [¢"]d(6) ) (th(e)fi
k=0

= [t"]d(O)f (th(D))

elde edilir.



Teorem 6.3.1 i kullanarak asagidaki esitlikler yazilabilir (Sprugnoli, 2006).

1) Riordan sirasindaki n. satir girdilerinin toplama:

d®
Zd”" o

2) n. satir girdilerinin alterne toplama:

Z( DAL tn]l+$l)(t)

3) n. satir girdilerinin agirlikli (weighted) toplamu:

= - td(Dh(®)
;kdn,k G

seklindedir.

Ayrica, D= (d(t), th(t)) olarak verilen Riordan sirasmm satirlarmm D =

Riordan sirasinin kdsegenlerinden olustugu asagidaki sekilde gosterilebilir.

18

(6)

(7)

(8)

(d(®), h(®)

dnx » D = (d(t),th(t)) Riordan sirasinin genel elemani olmak iizere (1) esitligi

kullanilarak

e = [t™d () (th(D)*
= [t"]d(t)t* (th(t))*
= [t"K]d(t) (th(E))*

= dn—k,k

bulunur (Sprugnoli, 1994). Bu Riordan sirasinin kdsegen tizerindeki elemanlarinin toplami
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) d
z Ay = Z dn-ree = [t"]d(Of (£21(0)) = [tn]%
= K

olarak elde edilir. Dolayisiyla yukarida incelenen bu durum her s > 1 i¢in Xy dp—sik
iirete¢ fonksiyonuna genellestirilebilir. Kdsegen toplami kullanilarak, Pascal liggeni i¢in iyi

bilinen sonuclar elde edilebilir.
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7. HARMONIK SAYILARLA TANIMLI OLAN MATRIiSIN RiORDAN
GOSTERIMIi

Bu bolimde, Harmonik sayilarla tanimli olan matrisin Riordan gosterimine, 06zel
fonksiyonlar tanimlayarak, FTRA teoremi yardimiyla bu matris igin yeni esitliklere ve

Harmonik sayilarm satir toplamlarina yer verilmistir.

H,,: n. Harmonik say1 olmak tizere H = (H,, ;) matrisi

[Hl ...—l
|H, H o]
H=|H, H, H o
\He o He Hyol ©
seklinde taniml1 ve genel terimi H,, ; = (H,_g+1) Olsun.
Q= (qi"j)i’jEN olmak Uizere Q matrisi
|[qj 0 ]l
Q= I qZ ql qo I
|_q3 qz q-l qo ...J

seklindedir.
7.1. Harmonik Sayilarla Tammmh Olan Matrisin Riordan Gosteriminin Elde Edilisi

7.1.1. Lemma. H matrisi (9)’daki gibi tanimli olsun. O halde H matrisinin Riordan

gosterimi

~In(1 - x)
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seklindedir.
Ispat. H matrisi (9)’daki gibi tanimli olsun. H = (Hn,k) olmak Uzere H,, j = Hy,_j 41 dir.

H matrisinin 0. sttunu [Hy, H,, Hs, -+ ]T seklinde olup 0. sttun Y.5°_o H,,,1x™ seklinde bir

formal kuvvet serisinin katsayilarindan olusur.

—ln(l —X)
S 1-x

Ms

3
1]

oldugundan

Z B, = —ln(l —X)

1—x

olur ki

i u W~ In(1—x)
n+1X = X(]. _ X)
n=0

—In(1-x)
x(1-x)

Oniine alindiginda H matrisinin diger siitunlar1 0. siitunun x birim Otelenmis hali

dir. 0. stunun Urete¢ fonksiyonunun oldugu goriiliir. Riordan grup tanimi goz

oldugundan, H matrisinin Riordan gdsterimi

(—1n(1 - X) )
x(1—x) X
olarak elde edilir.

—In(1-x)
x(1-x) ’

Ote yandan D = ( x) olmak Uzere

—In(1 —x)

=S a
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dn,k = [xn] <z Hn+1xn>xk
n=0

= ["*] ) Hypp”
n=0

n—-k+1

-In(1-x)
x(1-x) ’

-In(1-x)
x(1-x)

olur ki( x) matrisinin genel terimi H,_;,; oldugundan ( x) Riordan

gOsterimi ile tanimli matris H matrisidir.

7.1.2 Lemma. Q matrisi (10)’daki gibi tanimli olsun. O halde Q matrisinin Riordan

goOsterimi

(=)

, X
1- qx (12)
seklindedir.

Ispat. Q matrisi (10)’ daki gibi tanimli olsun. Q = (qy, ) olmak iizere g, , = g™ % dr.
Q matrisinin 0. sttunu [q° ¢, g%, ---]7 seklinde olup 0. situn >, g"x™ seklinde bir

formal kuvvet serisinin katsayilarmndan olusur. 0. sutunun (rete¢ fonksiyonu ﬁ dir.

Riordan grup tanimi goz oniine alindiginda Q matrisinin diger stitunlar1 0. sttunun x birim

kadar Otelenmis hali oldugundan  Q matrisinin Riordan gosterimi

(ﬁx) dir.

Ote yandan D = (ﬁ x) olmak Uzere

1
— n k
dnr =[x ][1—qxx ]

(o
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= 1Y gt
n=0

— qn—k

. 1 e P . 1 . " ..
olur ki (—1_qx,x) matrisinin genel terimi g"~" oldugundan (—1_qx,x) Riordan gosterimi ile

taniml1 matris Q matrisidir.

7.1.3. Teorem. H matrisi (9)’daki ve Q matrisi (10)’daki gibi tanimli olmak tizere HQ

matrisinin Riordan gdsterimi

( —In(1 —x) )

Q-0 -q0" (13)

seklindedir.
Ispat. H ve Q matrislerinin Riordan gosterimleri sirasiyla (M, x) ve (ﬁ,x) dir.

1-x

Buradan

HO = <_lr;(i:c x)'x> (1 —1qx'x>

seklinde yazilabilir.

(2) esitligi kullanilirsa; HQ ’nun Riordan gosterimi

((1 _—12511_—)621@ ’ x)

seklinde elde edilir.
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7.1.4. Teorem. H matrisi (9)’daki ve Q matrisi (10)’daki gibi tanimli olmak tizere HQ
matrisinin genel terimi

i—j+1
di,j= z Hkqi—j—k+1 (14)
k=1
seklindedir.
. L - .. P —In(1-x) . , ..
Ispat. HQ matrisinin Riordan gdésterimi (—(l—x)(l—qx)'x) seklinde olup j. situn

(=0 g fonksiyonunun trettigi dizinin elemanlarindan olusur. Yani
(1-x)(1-qx)
—In(1 —x) szzH X" anxn xJ
(1'_-x)(1 _-qx) n=0 "4 n=0
oo n
n=0 \k=0
oo n
n=0 \k=0
seklindedir.
Buradan matrisin genel terimi
i-j
d. . = H i_j_k
i.j k+19
k=0
olur ki k = k — 1 indis degisikligi ile
i—j+1

dy; = z H,qi==+1
k=1

olarak elde edilir.



7.1.5. Teorem. y matrisi

B —In(1 —x) x
V= ((1—x)(1—qx)’1 —qx)

esitligi ile tanimli olsun. y = (di'j)ijeN olmak Uizere y matrisinin genel terimi

seklindedir.

Ispat. y matrisi (15) esitligi ile tanimli olsun. y matrisinin j. siitunu

—In(1—x) x/ —In(1-x) 1
x(1-x)(1—qx)(1—gx)) x(1—x) (1—gx)it+l *

fonksiyonunun iirettigi dizinin elemanlarindan olusur. Yani

—In(1—x xJ - 4 .
(1-x) :{Z i Y () qnxn}x,

x(1—-x) (1-gqx)/*t
n=0 n=0
N S n—k tJ n—k\ ,n+j
:Z ZHk+1( n—k )q X
n=0 \k=0
<] n—j
= H n—k n—j—-k xn
k+1 n _] _ k q
n=j \ k=0
dir. Buradan matrisin genel terimi
i—j .
=S e ([ g
L,j k+1 i _]- k

seklinde elde edilir.

25

(15)
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(520-(5)

oldugundan

elde edilir.

7.1.6. Teorem. H matrisi (9)’daki gibi tanml1 olsun. Bu taktirde
n n-k+1 n
Z Z Hiqn—k—i+1 — Hk(n —k + 1)qn—k
k=1 i=1 k=0

esitligi gerceklenir.

Ispat. h(x) = 1_—1qx olarak secilsin. (5) ve h(x) = ﬁ = Ym0 q"x™ esitliklerinden

n m—-k+1 1(1 ) 1 1
. —In(l—X
.an—k—-i+1 — [47
Z<Z Hiq )'1 ("] 1-x 1-—qgx1-—gx
=

k=1
—In(1—x) 1
1-x (1 —gqx)?

= z H,x™" Z(n + 1)q"x™
n=0 n=0

= [x"]

elde edilir. Son esitlige Cauchy ¢arpimi uygulanirsa
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n n—k+1 (e n
z ( z Hiqn—k—i+1) — {z Hk(n —k+ 1)qn—k} XM
i=1 n=0

elde edilir.

Dolayisiyla

n n—-k+1

Z Z qun k—i+1 _ ZHk(n—k+1)q" k

esitligi saglanir.

7.1.7. Teorem. H matrisi (9)’daki gibi tanml1 olsun. Bu taktirde

esitligi gerceklenir.

Ispat. h(x) = oIarak secilsin. (5) ve h(x) = m = 3o (H T gnan
esitliklerinden;
n n—-k+1 k-1 1 (1 ) " )
s - —In(1—x
S e
k=1 i=1 s—1 1—x 1—qx(1_qx)s
= l:

—In(1—x) 1
n
1—x (1—gx)stt

n]Z i(s+n)

elde edilir. Cauchy ¢arpimindan,
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n n-k+1 [es) n
s+k—-1 B " s+n—k I -
2 2 (i )=y D s )
k=1 i=1 n=0 \k=0
Dolayisiyla
Zn:n_kHH <s+k—1) "—zn:H (s+n—k) ek
L S_1 q - k S q
k=1 i=1 k=0

elde edilir.

7.1.8. Teorem. y matrisi (14) deki gibi tanimli olsun. O halde

n n—-k+1 0
Z Z Hiq" ' (=1Dk = [x"] Z Hpx™ = H,
k=1 i=1 n=0

esitligi saglanir.

1

Ispat. h(x) = rqu olarak secilsin. (5) ve h(x) = = Y o(—1)"q™x™ esitliklerinden

1+qx
n n-k+1 1 (1 ) 1 1

—in(l —X
DD g Dk = e | -
k=1 i=1 X qx1+q(1—qx)

yazilabilir. Gerekli sadelestirmelerden sonra

n n-—-k+1

B —ln(1-x) 1 1
> D B D = e e e

k=1 i=1 1-gx




n n—-k+1

k=1

elde edilir. Dolayistyla

n n—-k+1 0
Z Z H;q" ' (—=1)* = [x"] Z H,x™ = H,
k=1 i=1 n=0

esitligi saglanir.
7.1.9. Teorem. y matrisi (14)” deki gibi taniml1 olsun. Bu taktirde
n n—-k+1 n r k
/S s+n-—
.an—t — n—k
2, 2 () =21 ()
k=1 i=1

k=0

esitligi gerceklenir.

z ; Heq™ ' (—1D* = [x"] (_lnl(i; X) - _1qx 1— qx)

29

Ispat. h(x) = (1+qx)° olarak secilsin. (5) ve h(x) = (1+qx)° =Xn(5)q"x"

esitliklerinden

n n—-k+1

i (S _ [an (—1n(1—x) 1 ( X
kzl Z Hiq (k) ("] 1—x 1—qx1+q 1—gx
= i=

yazilabilir. Gerekli islemler yapilirsa

n n—k+1

i (SN _ [on -In(1-x) 1 (1—qx+qx
kzl Z Hiq (k) ("] 1-x 1-—qgx\ 1-—gx
= i=

(N1 —x) 1 1
—[x]( 1—x 1—qx(1—qx)s)
o (~In(1—x) 1

= lx ]( 1—x (1—qx)5+1)



n n-k+1 00 ) n
/S s+n
an—i — [0 n n
2, 2, () =t e ) (0 )as
k=1 i=1 n=0 n=0
oo n
s+n—k
ey (e
n=0 \k=0
elde edilir. Dolayisiyla
n n-k+1 n n k
/S s+n-—
ANl — n—-k
2, 2, ()= 2 (.
k=1 i=1 k=0
Ozelolarak, s = 1 ve g = 1 alinirsa
n n—-k+1 n
Z Z Hi=[x”]ZHk(n—k+1)
k=1 i=1 k=0

elde edilir.

7.2. Harmonik Sayilarla Tanimh Matrisin Satir Toplamlar

7.2.1. Teorem. H matrisi (9)’daki gibi tanimli olsun. O halde H matrisinin

(i) Klasik satir toplamu:

(i) Alterne satir toplamu:

(ii1) Agrrlhikli satir toplama:

30



seklindedir.

fspat.

(1) H matrisine (6) esitligi uygulanirsa

d(x)
n
a, =[x ]1—h(x)
—In(1-x)
_ n 1-x
= [x™] T
— [xn] Z ann Z le
n=0 n=0
[ee] n n
= [xn] Z {Z Hk}xn = Z Hk
n=0 \k=0 k=0
elde edilir.
(if) H matrisine (7) esitligi uygulanirsa
d(x)
n
B = 1x"] 1+ h(x)
—In(1-x)
_ n 1-x
= [x7] 1+x
= [x"] Z H,x™" Z(—l)"x”

=0 n=0

= [x"] i {Zn: Hk(—l)""‘]x"
n=0 \k=0

= Zn: (=) *Hy
k=0

elde edilir.

(iii) H matrisine (8) esitligi uygulanirsa
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d(x)h(x)
(1 = h(x))?
—In(1-x)
— [x"] 1-x

B (1 —x)2

= [x"]x Z H,x" Z(n + 1)x™
n=0 n=0

= [x"] Z Hpx™*1 Z(n + 1)x™
n=0 n=0

&, = [x"]

elde edilir. n » n — 1 doniistimii uygulanirsa

dir.

7.2.2. Teorem. HQ matrisinin

(1) Klasik satir toplama:

(i) Alterne satir toplami:

&, = [x™] Z H,_x™ Z(n + 1)x™
n=1 n=0

= [x"] Z H,_;x™" Z(n + Dx™
n=0 n=0

= [x"] Z {Z Hy_i(n—k+ 1)}xn

- ZHk_l(n—k+1)
k=0

an = Z Hkqn_k

k=0

32



fu= ) Hi(=D" g
k=0

(ii1) Agirlhikli satir toplami:

n
80 = ) Hyln— ke + 1)q"*

seklindedir.
fspat.
(i) HQ matrisine (6) esitligi uygulanirsa

d(x)
1-qh(x)
-In(1-x)

— n 1-x
[x ]—1 m—

= ") Hyx™ ) gt
n=0 n=0
oo n
=[x ) {Z Hkq"-klxn
n=0 \k=0

n

= Z Hiq™*

k=0

a, = [x"]

elde edilir.
(if) HQ matrisine (7) esitligi uygulanirsa

d(x)

Bn = [X"]m

33



—In(1-x)

_ n 1-x
B = I

— [xn] i ann i(_l)kqnxn
n=0 n=0
= [x"] i {Z Hk<—1)n-kq"-k} x"
n=0 \k=0
= Z Hy (=1)"Fqn*
k=0

elde edilir.
(iii) HQ matrisine (8) esitligi uygulanirsa

d(x)h(x)
(1 —qh(x))?
—ln(l x)

(Sn = [xn]
=g e

= "]xZHx Z(n+1)q x™
= "]ZH x"*lz(n+1)q x"

n=0

yazilabilir. n - n — 1 doniisiimii uygulanirsa

80 = X" ) Hyax™ ) (n+ 1)g"x"
n=1 n=0

= [ ) Hyax ) (nt D"
n=0 n=0

"] i {z Hioa(n—k + 1)q“-"}x"
k=0
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elde edilir.

n
6n= ) Hia(n—k+1)g"*
k=0
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8. HIPERHARMONIK SAYILARLA TANIMLI OLAN MATRISIN
RIORDAN GOSTERIMIi

Bu boliimde, Hiperharmonik sayilarla tanimli olan matrisin Riordan gosterimine, 6zel
fonksiyonlar tanimlayarak FTRA teoremi yardimiyla elde edilen yeni esitliklere ve

Hiperharmonik sayilarin satir toplamlarina yer verilmistir.

Bir @ > 1 tamsayisi igin HS) = H, olmak (zere H,(la) = D=1 H,Ea_l) seklinde tanimlanan
saylya . mertebeden n. Hiperharmonik say1 adi verilir. Hiperharmonik sayilarin iireteg

fonksiyonu

- _—In(1-x)
Z T a-o°

seklinde tanimlidir (Conway vd., 1996).

e
Hl(a) Héa)

H=1g® Y H® (16)
H?Ea) Hz(a) Hl(a) Héa)

seklinde gosterilen H matrisi hiperharmonik sayilarla tanimli matris olsun.

8.1. Hiperharmonik Sayilarla Tanimh Olan Matrisin Riordan Gosteriminin Elde
Edilisi

8.1.1. Lemma. H matrisi (16)’ daki gibi tanimli olsun. O halde H matrisinin Riordan

gosterimi



seklindedir.
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(17)

Ispat. H matrisi (16)’daki gibi tanimli olsun. H = (Hn,k) olmak Uzere H,, , = H  dir

n—k+1 )

n+1

L N (@) (@) (@) T . - 0 (@) ,.n
H matrisinin 0. sutunu [H1 JH, ™ Hy ] seklinde olup 0. situn X o H. . x

seklinde bir formal kuvvet serisinin katsayilarindan olusur.

oldugundan

elde edilir ki bu esitlik

seklinde yazilabilir.

0. sttunun Urete¢ fonksiyonu

—In(1-x)

NgE

n=1

z HD xn1 =

n=0

(@)
Z Hyfx™

n=0

a-x)“

Hfla)xn —

—In(1 —x)
(1 —x)¢

—In(1 —x)
(1-x)*

_ —In(1—x)
- x(1—x)

dir. Riordan grup tanimi géz Oniine alindiginda H

matrisinin diger siitunlari 0. siitunun x birim Otelenmis hali oldugundan H matrisinin

Riordan gosterimi

seklindedir.

(—ln(l

B
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—In(1-x)

Ote yandan D = (m,

x) olmak Uizere

_— [xl(nl(i;)? ]

— (a)
- n] ( Hn+1x )

In(1-x)
-x0)*’

elde edilir Ki ( x) matrisinin genel terimi H® oldugundan (

-In(1-x)
n—k+1 )

x(1-x)*’

Riordan gosterimi ile tanimli matris H matrisidir.

8.1.2 Teorem. H matrisi (16)’daki ve Q matrisi (10)’daki gibi tanimli olmak iizere HQ

matrisinin Riordan gosterimi

(—ln(l -x) 1 )

(1—x)* 1—qx'x (18)

seklindedir.

Ispat. H = (H,)pey Ve Q = (q"‘f)i ;e Matrislerinin Riordan gosterimleri (17) esitligi ve

~“In(1-x)
-0)* "’

HQ = (_(1;1(—136_):)')6) (1 —1qx'x>

(13) esitliginden sirastyla ( ) ve (ﬁ, x) oldugundan

seklinde yazilabilir.

(2) esitligi kullanilirsa HQ 'nun Riordan gdsterimi



<_(l;l(—1x_):)1 —1qx’x)

elde edilir.
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8.1.3 Teorem. H matrisi (16)’daki ve @ matrisi (10)’daki gibi tanimli olmak tizere HQ

matrisinin genel terimi

i-j
diy = ) HPq
k=0
seklindedir.
: .. . .. .. (=In(1-x) 1 . .-
Ispat. HQ matrisinin Riordan gosterimi ( o) @‘x) seklinde olup j. slitun
—In(1—-x) 1

J

1—x)* 1-— xx
( ) q

fonksiyonunun iirettigi dizinin elemanlarmdan olusur. Yani

—In(1—x 1 . g - .
20t S e Sone)e

Buradan matrisin genel terimi

elde edilir.

(19)
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8.1.4.Teorem.

B —In(1 —x) X (20)
te ((1 —0)*(1—qx)’1 —x)

olsun. O halde 7 = (di'j)ijeN olmak iizere matrisi  matrisinin genel terimi

i-j

ZH ) ik

k=0
seklindedir.

Ispat. T matrisi (20) esitligi ile tammli olsun. T matrisinin j. siitunu

—In(1 — x) 2 A —In(1 —x)

x(1—-x)*(1—gx)(1—x) x(1—x)eti(1—qx) <

fonksiyonunun iirettigi dizinin elemanlarmdan olusur.

—In(1—x) = (@), < .
- = H Z nt\sJ
x(1—x)oti(1— qx) {Z k q"x"x
n=0 n=0
oo n
_ Z {Z H(a+1) I n+j
n=0 \k=0
[e%9) n—j
— H(“"’J) n—j-k \ ,n
n=j \ k=0
Buradan matrisin genel terimi
i-j

(a+1) l j-k

M

k=0

seklinde elde edilir.



8.1.5. Teorem. HQ matrisi (18)’deki gibi tanimli olsun. O halde

n n
Z Z (a) n k—i =Z H}Ea‘”)qn—k

k=1 i=0 k=0
esitligi gerceklenir.

Ispat. h(x) = Tlx olarak secilsin. (5) ve h(x) = i = 3'%_, x™ esitliklerinden

n n—k
Z Z H,(a)qn_k_i _ [xn] —ln(l - X) 1 1

, t 1—-x)* 1—qx1—x
k=1 i=0

yazilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

S @it _ =01
Z; k _[x](l—X)““l—qx

— Z H£a+1)xn Z qnxm
n=0 =
_ Z {Z HD gn- k]
n=0 \k=0
elde edilir.Dolayisiyla
n n-k n
Z Hi(“)qn—k—i _ Z H}E“"'l)qn—k
k=1 i=0 k=0

esitligi gergeklenir.
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8.1.6. Teorem. HQ matrisi (18)’deki gibi tanimli olsun. O halde
n - n
z z B gk (S k- 1) _ Z B+ gnt
s—1 k
k=1 i=0 k=0

esitligi gergeklenir.

1
T (1-x)8

. 1 [o'%e) 1
Ispat. h(x) = A = 0(S+" )x™ esitliklerinden

N @ npi(STE=1\ —In(l-x) 1 1
Z, Hi g ( — )—[x] (1-x)* 1—qgx(1—x)s

n
/s+k—1 —In(1 —x 1
S H@ g (T < e TEESD)
: - 1-x)**1—-qx

= [x™] Z Hr(la"'s)xn Z qx"
n=0 n=0
© rn

= [x™] Z {Z H}Ea"'s)qn—k}xn

n=0 \k=0
elde edilir. Dolayisiyla

n—k

n n
z H(Oc) n—k—i (S +k— 1) — Z H}E“"'S)qn—k
0

k=1 i=

s—1

dir.



8.1.7. Teorem. HQ matrisi (18)’ deki gibi tanimli olsun. O halde

SRS (a,) s+k—-1 - () s+n—k
zz ( s—1 )=ZH" ( S

Ispat. h(x) = (1_1 s olarak segilsin. (5) ve h(x) =

(1- qx)s

esitliklerinden

) qn—k_

— ooo(s+n 1)q x"

1

i HO g (s +k - 1> _ =0

1-x0*% 1—qgx(1—gx)°

1

- @ i (STk—-1 N1 —x)
z, H;~q ( s — )—[x] (1-—x)* (1—gx)st?

-ty e 3 (e

n=0

=0

S

n=0

elde edilir. Dolayisiyla

elde edilir.

8.1.8. Teorem. t, (20)’deki gibi taniml1 olsun. O halde

n
ZZ (a+k) n k— l( 1)R_ZH(“ 1)

k=1 i=0

43

i {Z (s +n— k) qn_k} "



esitligi gergeklenir.

Ispat. h(x) = :lx olarak secilsin. (5) ve h(x) = — = X7°_,(—1)"x™ esitliklerinden

n n-k
. —In(1—x 1 1
z z Hl-(OH-k)qn_k_l (_1)k = [x"] ( ) .
. 1-—x)% 1—qgqx1+—=—
k=1 i=0 1-x

yazilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

SLN — _-ln(l-x) 1
ZZ T P (1 —x)“ 1—qx1_x
—In(1—-x) 1
(1-—x)%11—¢gx

= [x"] Z H(Of—l)xnz qnxm®
n
n=0 n=0
o rn
n] Z {Z H}Ea—l)qn—kl X

= [x"]

elde edilir. Dolayisiyla

n—k

n n
z Hi(a+k)qn—k—i (_1)k — Z H}Ea—l)qn—k
k=0

k=11

I
(=]

dir.
8.1.9. Teorem. t, (20)’deki gibi taniml1 olsun. O halde

n

S
(a+k) g SN _ (a+s) n—k
b e () g

k=0

esitligi gergeklenir.
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Ispat. h(x) = (1 + x)* olarak segilsin. (5) ve h(x) = (1 +x)% = Xq_o(5)x™

esitliklerinden

n n-k

(@k) mogemi (SY _pony0d—x) 1
;ZH" 1 (k)_[x] (1-x)* 1—qx(1+1—x
=1 i=

yazilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

”_Hn_l. o -In(l-x) 1 1
ZZ g (2)—[9(] (?—x): 1—gx(1—x)S

k=1 i=0
—In(1-x) 1
(1—x)**t51—qx

= [x"] Z H,SOH-S)an qnx"
n=0 n=0
o n
= [x™] Z {Z H’E“*'S)qn—kl x"
k=0

= [x"]

elde edilir. Dolayisiyla

n—k n

n
(a+k) g SN _ (a+s) n—k
Z H; (k) _ZHk 1

k=11 k=0

I
o

seklindedir.

Ozelolarak, ¢ = 1 ve s = 1 alinirsa

n n-k

n

(a+k) n—k—-i _ (a+1)
> S e =S
k=1 i=0 k=0

olur ki k = k — 1 doniisiimii uygulanirsa;



n n

(a+1) __ (a+1)
DHE = HE

k=0 k=1

elde edilir. H.® = Y21 H“™V oldugundan

(a+1) H@+2)
Z H - n+1

seklindedir. Dolayistyla

n—k

(a+k) k— (a+2)
H Tl : Hn+ 1
0

>

k=1 i=
elde edilir.
8.2 Hiperharmonik Sayilar ile Tamimh Matrisin Satir Toplamlan
8.2.1 Teorem. H matrisi (16)’daki gibi tanimli ve (17) esitligi gerceklensin. O halde

(1) H matrisinin klasik satir toplama:

n

_ (a+1)

- Z HL
k=0

(i) H matrisinin alterne satir toplami:
n
Bu= ) HO (=DM

k=0

(ii) H matrisinin agirlikl satir toplamu:
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dir.
fspat.
(1) H matrisine (6) esitligi uygulanirsa

d(x)
1— h(x)

—In(1-x)

a, = [x"]

— [y (1-x)«
[x ]—1 y

—In(1 —x)

== [xn] Z H,(laﬂ)xn
n=0
n

_ (a+1)
- Z H

k=0

= [x"]

elde edilir.

(i) H matrisine (7) esitligi uygulanirsa
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b= ) HO (=1

k=0

elde edilir.
(iii) H matrisine (8) esitligi uygulanirsa

d(x)h(x)
(1 - h(x))?
—In(1-x)
_ ny (@-x)%
=TT (1—-x)?

= [x"]x Z H,Sﬁz)x"

8p = [x"]

i M
m
~
Q
+
N
\_/
:
a5
[

(a+2)

(a+2) X"

ﬁM: ||M8 IIMS |

elde edilir.
8.2.2 Teorem. HQ matrisi (18) esitigi ile tanimli olsun. O halde HQ matrisinin

(1) Klasik satir toplama:

n

a, = Z H,Ea)q"_k

k=0



(i) Alterne satir toplami:
n
B, = z H}Ea)(_l)n—kqn—k
k=0

(ii1) Agrrlhikli satir toplami:

n
60 = ) HO(n—k + 1)g"
k=0

seklindedir.
fspat.
(i) HQ matrisine (6) esitligi uygulanirsa

d(x)
1—qh(x)

-In(1-x)

a, = [x"]

— [1 (1-x)*

[x ]—1 m—
— [xn] Z Hr(za)xn Z qnxn
=0 n=0

o)

n
n
— [xn] Z {Z H}E“)qn—klxn
n=0 \k=0

n

_ Z H® gn*

k=0

elde edilir.
(i) HQ matrisine (7) esitligi uygulanirsa

d(x)

bn = I gh o

49



Br

—In(1-x)
_ropy (@-x0)“*
[x"] 1+gx

_ [y @ N\ _1Ykgnan
[x ];Hn x Z)( D¥qnx
= [x"] nz;) {kz; H}Ea) (—1)"_kqn_k}x"

n
— Z HIEa) (_1)n—kqn—k

elde edilir.

(iii) HQ matrisine (8) esitligi uygulanirsa

Op =

olup n = n — 1 doniisiimii uygulanirsa

k=0

"] d(x)h(x)
—-In(1-x)

. n1 (@-x0¢«

~ M

(1= qh(x))?

= [x"]x Z H,(la)x" Z(n + 1)q"x™
n=0 n=0
= [x"] Z H,(la)xn+1 Z(n + 1)g"x"
n=0 n=0

50



elde edilir.

n
5, = z H,S‘f)l (n—k+1)q"*
k=0

51
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9. HIiPERHARMONIK FiBONACCI SAYILARI iLE TANIMLI
MATRISIN RIORDAN GOSTERIMi

Bu bolimde, n. Hiperharmonik Fibonacci sayilariyla tanimli olan matrisin Riordan
gosterimine, 6zel fonksiyonlar tanimlayarak FTRA teoremi yardimiyla yeni esitliklere

ve n. Hiperharmonik Fibonacci sayilarinin satir toplamlarina yer verilmistir.

IFg), n. Hiperharmonik Fibonacci sayis1 olmak iizere F = [f;, , | matrisi

r)
ﬁkzymkﬂ, n—k+120
0, n—k+1<0

ile taniml1 olsun. O halde F matrisi

ﬁ? 0 0
" o
Fo[F FD 0
M p0 o
l[F" FO FS

L

(21)

seklinde olup genel terimi f,, , = IFS)R +q dir.
9.1. Hiperharmonik Fibonacci Sayilar1 Ile Tammmh Olan Matrisin Riordan

Gosteriminin Elde Edilisi

9.1.1. Teorem. F, (21)’deki gibi taniml1 olmak {izere F matrisinin Riordan gdsterimi

(xg{_ﬁ) ‘“ZC_“xlx>

seklindedir.

Ispat. F (21)’deki gibi tammli olsun. F = [f,,] olmak iizere f,, = F", . dir. F

n k+1

T
matrisinin 0. siitunu [IFY),IFgT),IFgT),---] olup 0. siitun ¥, F

n+1 X" seklinde bir formal

kuvvet serisinin katsayilarindan olusur.
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oldugundan

@ np1 _¥B
Z IFn+1 —mL_az(—a’X)

n=0

elde edilir. Buradan
r -p
§ P = 2= gy et ()

yazilabilir. Bdylece 0. siitunun Uretec fonkS|yonu a-B L_az( ax) oldugu goriiliir. Riordan

grup tanmimi goz Oniine alindiginda F matrisinin diger siitunlar1 0. siitunun x birim kadar

Otelenmis hali oldugundan F matrisinin Riordan gosterimi

st

x(1—x) _az( CZX) .X')

seklindedir.

Ote yandan D = ( - B) L_,2(—ax), x) olmak uzere

dpr =[x z(—ax)xk]

"] [%L_a
1Y, s
= [x™ k]Z[ngl

= ™

n—k+1
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seklindedir.
(x?l_i) L_g2(—ax), x) matrisinin genel terimi IFﬁl)k+1 oldugundan (x(1 5 L_,2(—ax), x)

Riordan gosterimi ile tanimli matris F matrisidir.

9.1.2. Teorem. F matrisi (21) *deki ve Q matrisi (10) ’daki gibi tanimli olsun. O halde FQ

matrisinin Riordan gdsterimi

(x?l;[i) ~o? (—ax) 1qx'x)

(22)
seklindedir.

Ispat. F = (Fp)pey V& Q = (qi‘j)i jey Matrislerinin - Riordan gdsterimleri  sirasiyla

( a-p 2(—ax), x) ve (—q x) dir. Buradan

x(1-x) L g

Fo= (x?l;'[ic) —o>(—ax), x) (1 —1qx'x)

seklinde yazilabilir.

(2) esitligi kullanilirsa FQ’nun Riordan gdsterimi

(x?l_ﬁ) L2 (—ax) 1qx’x>

seklinde elde edilir.

9.1.3. Teorem. F matrisi (21)’deki ve Q matrisi (10)’daki gibi tanimli olmak iizere FQ

matrisinin genel terimi
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i—j+1

(r) n j—1i
diy= ) B0 (23)

seklindedir.

Ispat. FQ matrisinin Riordan gosterimi (x‘(xl_ﬁ) L_g2(—ax), x) seklinde olup, j. situn

x‘(xl_[i) _g2 (—ax) —qxf fonksiyonunun trettigi dizinin elemanlarindan olusur. Yani

a—p 1 <
T e T = 2 (Z”>

n=0
{Z Fyo " } mJ
n=0 \k=0
Z Z‘Fgﬁl qrITe e,
n=j \ k=0
Buradan matrisin genel terimi
i—j
dij = [Fgc?ﬂn_]_k
k=0
olur ki, k = k — 1 indis degisikligi ile
i—j+1
d . = Z [F(T)qn—j—k+1
L] k
k=1
elde edilir.
9.1.4. Teorem.
a—f 1 X (24)
=(———1 — )
(x(l —x)" ~a2(=ax) 1—qgx'1- x)
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esitligi ile tanimli olsun. w = (di'j)ijeN olmak Uizere w matrisinin genel terimi

i—j+1
_ (r+1)_icjok+1
dij = Z Fp g™
k=1

seklindedir.
Ispat. w matrisi (24) esitligi ile tanimli olsun. w matrisinin j. siitunu

a—p 2(—ax) Z a b L_,2(—ax) !

— L. J
x(1—x)" L 1—qgx(1—x)/ x(l —x)Tti 1-— qxx

irettigi dizinin elemanlarindan olusur. Yani

a—p

x(1—x)r+J

L_g2(—ax) T

n=0
I9) n-j
_ r+j) n—j-k\ ..n
- Z [Fk+1 X
n=j \ k=0
dir.
Buradan matrisin genel terimi
i-j
(r+)) i—j—k
=) F g
k:

S
eklindedir. k — k — 1 indis degisikligi yapilirsa
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i-j+1

_ z IF-I((T+]')qi—j—k+1
k=1

elde edilir.

9.1.5. Teorem. F matrisi (21) *deki gibi tanimli olsun. O halde

n n—-k+1

) k—i+1 (r+1) k
Z Z IF n i+ Z[Fk+1 n-—

esitligi gerceklenir.

Ispat. h(x) = 1Tlx olarak segilsin. (5) ve h(x) = 11 = Y=o X" esitliklerinden

n n—-k+1 ,B 1 1

) n—k—i+1 _ [,n]_%X~
IF = — L =
Z Z i 4 [x]x(l—x)r ~a2( ax)l—qxl—x
k=1 i=0
a—pf 1
= [xn] JC(—)rH _az( CZX) qx

= [x"] Z [F;T:ll)xn Z qrxn
n=0 n=0

elde edilir. Son esitlige Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

n nk+1
z z IF(r) n—k-i+1 _ n]Z{Z [Fl(cr++11) n— klx
n
= Z [Fl(cr:ll)qn “
k=0

elde edilir. Dolayisiyla
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n n-—k+1 n

z z IFEr)qn_k—H_l =z IF,((’::'Il)qn k
k=1 i=0 k=0
esitligi saglanir.
n n—k+1
+1
Z Z FOgnk-it1 = Z[F:I(:Fl)qn k
k=0
9.1.6. Teorem. F matrisi (21)’deki gibi tanimli olsun. O halde
n n—-k+1 Tk 1 n
) _n—k-i S F (T+s) k
2, 2 B (D) = ) e
k=1 1i=0 k=0

esitligi gerceklenir.

Ispat. h(x) = oIarak secilsin. (5) ve h(x) = = x)s = Yo o(*T"1)x™ esitliklerinden
n n—k+1 k-1 ,3 1 1
) n—k-i+1 (> B ): %~
Z Z Fi'a ( s—1 [x ]x(l )rL_“z( ax)l—qx(l—x)s
k=1 i=0
_ [m a—pf 1
[x ]—x(l )r+sL—a2( ax)1 o

= [x"] Z Fé:-:S) Z qx"
n=0 n=0

elde edilir. Son esitlige Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

n n—-k+1

L (Stk-1 -
z z IFgr)qn—k—Hl ( o1 ) — Z {Z [F](::f) n- k]x

elde edilir. Dolayisiyla



n n—-k+1

n
. s+k—-1
33 (1) e
k=1 1i=0

k=0
esitligi saglanir.
(24) esitliginde g = 1 alinirsa
n n—k+1 n
(T) s+k—-1 _ [F(T+S)
s—1 - k+1
k=1 i=0 k=0

olur. k - k — 1 doniisiimii uygulanirsa

n n—-k+1 n+1

X2, () g e
s—1 k

k=1 i=0 k=1

elde edilir. F? = %7_, FU™ oldugundan

&

n—-k+1

n
(r) s+k—-1\ FO+s+D)
s—1 - T k+1

k=1 i

I
=)

yazilabilir.

9.1.7. Teorem. F matrisi (21)’deki gibi tanimli olsun. O halde

n n—-k+1

n
) i s+k—1 _ ) Ss+n-—
Z Z Fiq +1( s—-1 /) Fiert s
k=1 i=0

k=0

esitligi gergeklenir.

: 1
Ispat. h(x) = A

esitliklerinden
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olarak secilsin. (5) e h(x)_m: 000(s+n 1)q A
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n n-k+1
(T)n—ils-l_k_l _ n a — 1 1
kZl ; Fi'a +( s—1 >_[x a—oyr e T iy
_ o ATH 1
= Iy e O

s+n
-1 YA Y (1o

elde edilir. Son esitlige Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

Sy DR (T e

n=0 \k=0
elde edilir. Dolayisiyla
n n—k+1 Lk 1 n + k
(S - s+n—
T BT Re
k=1 i=0 k=0

esitligi saglanir.

9.1.8. Teorem. w matrisi (24)’deki gibi taniml1 olsun. O halde

n n—-k+1

z z [F(r+k) n—-k— l+1( 1)k_Z[FI(;_11)q

esitligi gergeklenir.

Ispat. h(x) = — olarak segilsin. (5) ve h(x) = —— = %7_o(—1)"x™ esitliklerinden

n n-—-k+1

Z Z IF(r+k) n—k— l+1( 1)k_[ n—- ( )r L_,2(— ax)
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n n-—k+1

(r+k) _n—k—i+1,_1\k — n a-— ﬁ _ 1
kzl ZO F,'""q (-1 [x ]x(l—x)r—lL_“z( ax)l—qx
= i=

= [x"] Z FU~Dxn z qtxm™
n=0 n=0

elde edilir. Son esitlige Cauchy carpimi uygulanirsa

n n—-k+1

(r+k) n—k—i _ (r-1)
Z Z ]Fi qn k l+1(_1)k Z{Z [Fk+1 n— k}x
k=1 1i=0 =0

elde edilir. Dolayisiyla

n n—-k+1

(r+k) _ (r-1)
z Z IF n k- l+1( 1)k Z]Fk+1 n—-k

esitligi saglanir.

9.1.9. Teorem. w matrisi (24)’deki gibi taniml1 olsun.

n n—-k+1

Z Z IFgr‘Fk)qn—k—Hl Z[FI(CT;S) n—k (25)
k=1 i=0

esitligi gergeklenir.
Ispat. h(x) = (1 + x)* segilsin. (5) ve h(x) = (1 + x)S = X7_o(5)x™ esitliklerinden

n n—-k+1

(r+k) ki (5 _ peny 2P 1 1
kZl Zo B () = Wy ( o e T A
n a—p 1
= [x ]WL_aZ(—aX)l_qx



n n—-k+1

. S
z z F§r+k)qn_k_l+1 (k) = [x"] z IFElr:lS)xn Z gt
k=1 i=0 n=0 n=0

elde edilir.

Son esitlige Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

n n—-k+1

(r+k) n—k—i 1 _ (r+s) k
Sy wrgeein (5 = Z{ZFRH - }x
k=1 i=0 =0

elde edilir. Dolayisiyla

n n—k+1
+k +
Z Z O+ gnete- m(k) ZFI(;ls)qn k
k=0
esitligi saglanir.
(25) esitliginde g = 1 ve s = 1 alinirsa
n n—-k+1 1 n
(r+k) (r+s)
2. 2, F() =2
k=1 i=0 k=0

elde edilir. FS? = %7_, FU™Y oldugundan

n n—-k+1

(r+k) _ (r+2)
Z Z [Fi [Fn+1
k=1 1i=0

saglanir.



9.2. Hiperharmonik Fibonacci Sayilari fle Tamimh Matrisin Satir Toplamlar
9.2.1. Teorem. F matrisi (21)’ deki gibi taniml1 olsun. O halde F matrisinin

(1) Klasik satir toplama:

n
— ()
an = Z IF‘k+1
k=0

(11) Alterne satir toplamu:
n
4 () -
Bu= ) B (-1
k=0

(111) Agirlikli satir toplami:

n

Op = IF‘,(CHZ)x"
k=0
seklindedir.
fspat.
(i) Fmatrisine (6) esitligi uygulanirsa
d(x)
= nf——~~2
a, = [x"] 1— h(x)
a-p _
= [x"] x(1-x) L_q2(—ax)
1—x

63



elde edilir.

(if) F matrisine (7) esitligi uygulanirsa

Br = [x"] 15 h(x)

= [x"] i {i [F‘,(Ql(—l)"‘klx"

n=0 \k=0

elde edilir.
(iii) F matrisine (8) esitligi uygulanirsa

d(x)h(x)
(1 = h(x))?
a-f L

)T‘ -

8p = [x"]

2(—ax)x
_ [xn] x(1-x

(1—x)?
n_ %= B
= [x ]x(l —ay L_p2(—ax)x

= [x™]x z [F;r:lz)x"

n=0
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— [,7 (r+2), n+1
6n - [X ]ZIFn+1 X
n=0
olup, n » n — 1 doniisiimii uygulanirsa
5, = [x"] Z FU*Dyn
n=1
elde edilir. IF%HZ) = 0 oldugundan
5, = [x"] Z FUDyn
n=0
elde edilir. Dolayisiyla F matrisinin agirlikli satir toplami

n
5, = [x"] Z IF,(CHZ)x"
k=0

seklindedir.

9.2.2. Teorem. F matrisi (21) ’deki gibi ve Q matrisi (9) ’daki gibi tanimli olsun. FQ

matrisinin

(1) Klasik satir toplama:

An = Z [Fz(c?lq”_k

k=0

(i1) Alterne satir toplam:

n
Bu = ) F) (— 1k
k=0



(ii1) Agmrikli satir toplami:

n
S, = z IFECT)(n —k+ 1)g™*k

k=0
seklindedir.
fspat.
(i) FQmatrisine (6) esitligi uygulanirsa
d(x)
— [41
a-p
L —
= [x™] x(1-0)" —a2(—ax)
1—qgx
= [x"] [F(T) n n,n
X n+1% 4
n=0 n=0

S
n=0 \k

=0

n
_ @) -k
- Z [Fk+1qn
k=0

W

elde edilir.
(if) FQ matrisine (7) esitligi uygulanirsa

d(x)
1+ qh(x)
a-p
—
1+ gx

=[] ) B ) (— Dk
n=0 n=0

Brn = [x"]

2(—ax)




k=0
elde edilir.
(ii1) FQ matrisine (8) esitligi uygulanirsa
d(x)h(x)
— n -
o = G ghon?
a-B _
_ [xn]x(l_x)r L_,2(—ax)x
(1 - gx)?
— [47 ™ _n n,n
[x"]x » F, .x (n+ 1)q"x
n=0 n=0

= [x"] Z [F'gglx"“ Z(n + 1)g™x™
n=0 n=0

olup, n » n — 1 doniisiimii uygulanirsa

5, = [x"] Z [F‘,(px" Z(n + 1)q"x™
n=1 n=0

elde edilir. IF(()r) = 0 oldugundan

8, = [x"] z [F,(:)x” Z(n + 1)g™x"
n=0 n

(9]
=0

esitligi yazilabilir. Son esitlige Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

n=0 \k=0

6, = [x™] i {Zn: IF‘,(:) (n—k+ 1)q""‘] x"

67



elde edilir. Dolayistyla FQ matrisinin agirlikli satir toplami
n
S, = z IFECT)(n —k+ 1)g™*k

k=0

seklindedir.
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10. GENELLESTIRILMIS TETRANACCI SAYILARIYLA TANIMLI
MATRISIN RIORDAN GOSTERIMI

Bu bolumde, genellestirilmis Tetranacci sayilartyla tanimli olan matrisin Riordan
gosterimine, 6zel fonksiyonlar tanimlayarak FTRA teoremi yardimiyla yeni esitliklere ve

genellestirilmis Tetranacci sayilarinin satir toplamlarma yer verilmistir.

T, , n. Genelletirilmis Tetranacci sayis1 olmak tizere 7 = (T,,) matrisi

[To

T, T,
T=Ir, 7, T,

lT3 TZ Tl TO

(26)

genel terimi T,, ,, = T,,_j olan bir matris olarak tanimlidir.

10.1. Genellestirilmis Tetranacci Sayillarn Ile Tammmh Olan Matrisin Riordan

Gosteriminin Elde Edilisi

10.1.1. Lemma. 7 matrisi (26)’ daki gibi tanimli olsun. O halde 77 matrisinin Riordan

gosterimi

(a +x(b — ap) + x*(c —bp —aq) + x3(d — cp — bq — ar) x>
‘ (27)

x(1—px —qx? —rx3 —sx*)
seklindedir.
Ispat. T matrisi (26)’daki gibi tanimh olsun. T = (T, ) olmak tizere Ty, = T,_, dir. T

matrisinin 0. stitunu [Ty, Ty, T,, --- 17 seklinde olup 0. siitun Y., T, x™ seklinde bir formal

kuvvet serisinin katsayilarindan olusur.

iT . _a+x(b—ap)+x*(c—bp—aq)+x*(d~—cp—bqg—ar)
. nX" = 1—px —qx%—rx3 —sx*
n=
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_ 20 3(d—en—ho—
oldugundan 0. situnun retec fonksiyonunun SHAb=ep)+x(c-bp-aq)tx’(d-cp-bq-ar)

1-px—qx2-rx3—sx*
oldugu goriiliir. Riordan grup tanimi goz oniine alindiginda J° matrisinin diger siitunlari 0.

stitunun x birim kadar 6telenmis hali oldugundan J° matrisinin Riordan gosterimi

a+x(b—ap)+x%(c—bp—aq) +x3(d—cp— bq — ar)
,X
x(1—px —qx? —rx3 —sx*)

seklindedir.

a+x(b—ap)+x?(c-bp—aq)+x3(d—cp—bq—ar)
x(1-px—qx%-rx3—sx*)

Ote yandan, D = ( ,x) olmak lizere

a+x(b—ap)+x*(c—bp—aq)+x*(d—cp—bg—ar) ,
1—px—qx?—rx3—sx* x

dn,k = [x™] I
= [x”]( Tnxn>xk

= [x™k] Z T,x™
n=0

- Tn—k

olur ki, (a+x(b—ap)+x2(c—bp—aq)+x3(d—cp—bq—ar)

e (—pr—ax? = s ,x) matrisinin  genel terimi  T,_,

a+x(b—ap)+x?(c-bp—aq)+x3(d—cp—bq—ar)
x(1-px—qx%-rx3—sx*)

oldugundan, ( ,x) Riordan gosterimi ile tanimli

matris 7 matrisidir.

10.1.2. Teorem. " matrisi (26)’daki gibi ve Q matrisi (10)’daki gibi tanimli olsun. 7'Q

matrisinin Riordan gosterimi

a+x(b—ap)+x?(c—bp—aq)+x3(d—cp — bqg— ar) (28)
(1—px—qgx?—rx3—sx*)(1—qx) X

seklindedir.
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Ispat. T ve Q matrislerinin Riordan gosterimleri (27) ve (12) esitliginden sirasiyla

(a+x(b—ap)+x2(c—bp—aq)+x3(d—cp—bq—ar)
x(1-px—qx%-rx3—sx*)

,x) ve (ﬁ, x) oldugundan

70 = a+x(b—ap)+x%(c—bp—aq) +x3(d —cp — bq — ar) ( 1 )
¢= x(1 —px — qx? — rx3 — sx*%) S AT

seklinde yazilabilir.

(2) esitligi kullanilirsa, 7°Q’ nun Riordan gosterimi

a+x(b—ap)+ x%(c—bp—aq) +x3(d — cp — bq — ar)
x(1—px —qx? —rx3 —sx*)(1 — gx) *

elde edilir.

10.1.3. Teorem. " matrisi (26)’daki gibi ve Q matrisi (10)’daki gibi tanimli olsun .7°Q

matrisinin genel terimi

i-j
dij= ) Teq /7" (29)
k=0

seklindedir.

a+x(b—ap)+x?(c—bp-aq)+x3(d—cp—bq—ar)

Ispat. T matrisinin Riordan gosterimi ( (om0 e (1)

, x) seklinde

a+x(b—ap)+x?(c—-bp—aq)+x3(d—cp—bq—ar)

xJ fonksiyonunun irettigi dizinin
x(1-px—qx%-rx3—sx*)(1—gx) Yy g

olup, j. sutun

elemanlarindan olusur. Yani

a+x(b—ap)+x*(c—bp—aq)+x3(d—cp—bq— ar)
x(1 —px — qx? —rx3 —sx*)(1 — gx)

2 T x™ Z q"x") x7
0

n=0 n=

n
Z qun—k} xn+j

0 \k=0

MS/_\

n



x(1 —px — qx? —rx3 —sx*)(1 — gx)
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+ (b— p)+ 2( —bp— )+ d— p— bg — : : n:_]:'
a X a xX-C a X C ar .
q ( q ) { qul_]—k} an.
n=j

Buradan matrisin genel terimi

elde edilir.

10.1.4. Teorem. ¢ matrisi

_(at+x(b—ap)+x*(c—bp—aq) +x*(d—cp—bqg—ar) x
h (1—px —qx? —7rx® —sx*)(1 — qx) "1 —qx

esitligi ile tanimli olsun. = (di'j)ijEN olmak tizere ¢ matrisinin genel terimi

i—j

—-k+1 .
( j )qul—]—k
k=0

seklindedir.
Ispat. { matrisi (30) esitligi ile tanimli olsun. ¢ matrisin j. siitunu

a+x(b—ap)+x?(c—bp—aq)+x3(d—cp—bqg—ar) xJ

(1—px—qgx?—rx3—sx*)(1—qx) (1—gx)’

_a+x(b—ap)+x*(c—bp—aq)+x*(d—cp—bq-— ar)
(1 —px —qx? —rx3 —sx*)(1 — gx)*J

fonksiyonunun iirettigi dizinin elemanlarindan olusur. Yani

a+x(b—ap)+x*(c—bp—aq)+x3(d—cp— bq—ar) - - n+j
(2 2 (" o

_ — 2 _ 3 _ 4 _ 1+j
(]_ px — qx rx SX )(1 qx) n=0 n=0

)+

(30)



— 200 — _ 304 _ _ _ X (1 _ .
a+x(b—ap)+x*(c—bp—aq)+x*(d—cp—bq—ar) ol = Z {Z T, <n k +]) q"‘k}x"”
n=0

(1 —px — qx? —rx3 —sx*)(1 — gqx)1*J

(hgk

seklindedir.

Buradan matrisin genel terimi

i-j
p C—k+1
ij = ;
k=0 J

) qui—]'—k

seklinde elde edilir.

10.1.5. Teorem. 7" matrisi (26)’daki gibi taniml1 olsun. O halde

n
Tiq™ ' = Z Te(n—k+1)g"*
k=0

esitligi gerceklenir.

1

Ispat. h(x) = 1_—1qx olarak secilsin. (5) ve h(x) = = Ym0 q"x™ esitliklerinden

1-qx

a+x(b—ap)+x*(c—bp—aq)+x3(d —cp —bq — ar)

1

T,q" ™" = [x"] (

1—px—qx? —rx® —sx*
= [x"] z Tpx™ Z(n + 1)q"x™
n=0 n=0

elde edilir. Son esitlige Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

k=1 i=0 n=0 k=0

1—-gx

)
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elde edilir. Dolayisiyla

n-k

n n
DT =Y T — ke + gk
k=0

k=11

I
o

esitligi saglanir.

10.1.6. Teorem. " matrisi (26)’daki gibi tanimli olsun. O halde

Zn:jTiq <s+k—1) Z":Tk(s+n k)qn_k

k=1 i=0 k=0
esitligi gerceklenir.
; _ 1 e - s+n—1
Ispat. h(x) = == olarak segilsin. (5) ve h(x)= —(1 e — reo (I g
esitliklerinden

s+k—-1 a+x(b—ap) +x*(c—bp—aq) +x3(d—cp—bqg—ar)\ 1 1
§ S (11 - |

1—px —qx?%—rx3 —sx* 1—qgx(1-gqx)s

— ] a+x(b—ap)+x%(c—bp—aq)+x3(d—cp—bq —ar) 1
- 1—px —qx2 —rx3 — sx4 (1 — gx)s+t

n]Z z(s+n>

elde edilir. Son esitlige Cauchy carpimi uygulanirsa
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esitligi saglanir.

10.1.7. Teorem. ¢ matrisi (29)’daki gibi tanimli olsun. O halde

ZZ 1) = | n]z”n_

k=1 i=1
esitligi gerceklenir.
Ispat. h(x) = — olarak secilsin. (5) ve h(x) = Trox = _o(—1)™q"x™ esitliklerinden
n n-k
a+x(b—ap)+x*(c—bp—aq) +x3(d—cp—bg—ar) 1 1
Z Tig" (=D = 2] ( 2 1 —( x — pxz —q3x3 — s(x4 = : 1—gx
k=1i=1 p q a 1+q(1 qx)
a+x(b—ap)+x2(c—bp—aq)+x3(d—cp bg—ar) 1 1
1—px —qx? —rx3 —sx* 1 — qx lzaxtax
1-qx
a+x(b—ap)+x2(c—bp—aq)+x3(d—cp—bq—ar) 1 1
1—px —qx? —rx3 —sx* 1—gx T
a+x(b—ap) +x%(c—bp—aq) +x3(d — cp — bq — ar)
1—px —qx? —rx3 —sx*
yazilabildiginden
n n-k [
D D Tk =[x ) T =

esitligi saglanir.

10.1.8. Teorem. ¢ matrisi (29)’daki gibi tanimli olsun. O halde

n n—k n

n—i 5 — Z _ n—k
ZZTiq (k) = Ty(n—k+ 1)q
k=1 i=1 k=0

esitligi gergeklenir.



Ispat. h(x) = (1+ gx)S olarak segilsin.

(5) ve h(x) = (1+gx)° = I7.o(})g"x"

esitliklerinden
n n-—k
ZZT (a+x(b—ap)+x2(c—bp—aq)+x d—cp—bg—ar) 1 1—qx+qx>
Lq — 2 3 - 4 — ( — )
et 1—px—qx?—7rx3—sx 1—-gx 1—gqx
- "] a+x(b—ap)+x?(c—bp—aq)+x3(d—cp—bqg—ar) 1 ( 1 )
- 1—px —qx? —rx3 — sx* 1—qx\1—gx

ar (@ +x(b—ap) +x*(c —bp —aq) +x*>(d — cp — bq — ar)
= [x"] 1 2 3 1
—px —qx? —rx3 — sx

n] z T,x" Z(n + 1)q"x"
n=0 n=0

1
(1- qx)2>
elde edilir. Son esitlige Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

iz_: T,q™ ‘ = i{z Te(n —k+ 1)g™ k}
k=11=1 =0

elde edilir. Dolayisiyla

n n—k n

=i S — Z _ n—-k
ZZqu (k) = T,(n—k+ 1)q
k=1 i=1 k=0

esitligi saglanir. Ozel olarak ¢ = 1 ve s = 1 alinirsa

n—k

S5 ()= na-k+n

k=1i=1 =

elde edilir.



10.2. Genellestirilmis Tetranacci Sayilari fle Tamimh Matrisin Satir Toplamlan
10.2.1. Teorem. " matrisi (26)’daki gibi tanimli olsun. 7 matrisinin

(1) Klasik satir toplamt:

(11) Alterne satir toplamu:

B = ) T(=1)"*
k=0

(111) Agirlikli satir toplama:

5, = Z Ty (=1 (n — k + 1)

k=0
seklindedir.

d(x)
1-h(x)

Ispat. (i) a, = [x"]

a+x(b—ap)+x?(c-bp—aq)+x3(d—cp—bq—ar)

— — 2_ 3_ 4
_ [xn] 1-px—qx*—-rx>—sx
1—x

= [x"] z T,x™ z x™
n=0 n=0

elde edilir. Son esitlige Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

S

k=0

—

n=0
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elde edilir.
T _ n1 4x)
(i) fn = 71522
a+x(b—ap)+x?(c-bp—aq)+x3(d—cp—bq—ar)
_ [Xn] 1-px—qx%-rx3—sx*

1+x

= [x"] i T i (—1)mxn
n=0 n=0

olup, Cauchy ¢arpim1 uygulanirsa
n

eS|
n=0 \k=

= i T (=1)" 7k
=

0

elde edilir.
_ r.n1 dx)h(x)
(i) 8, = [x"] 20
a+x(b—ap)+x?(c-bp—aq)+x3(d—cp—bq—ar)
_ [xn] 1-px—qx2-rx3—sx* x
(1—x)?

—D"(n+1)!x™

(D*"(n+ D'x™

= [x"]x z T,x™ Z(
n=0 n=0

= [x"] z T,x™+1 z
n=0 n=0

olup n - n — 1 doniisiimii uygulanirsa
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&, = [x"] i Tp_qx™ i(—l)”(n + DIx™

=0

elde edilir. Negatif indisler sifir olacagi gergeginden

5, = [x"] Z T, ox™ Z(—l)”(n +1)Ixm
n=0 n=0

olup, Cauchy ¢arpim1 uygulanirsa

_—
n=0 \k

= Z T (=)™ (n — k + 1)!
k=0

n

Teo (VD" k(n—k + 1)!}x"
0

elde edilir.

10.2.2. Teorem. T matrisi (26)’daki gibi ve Q matrisi (10)’daki gibi tanimli olsun. 7'Q
matrisinin

(i) Klasik satir toplamu:

(i1) Alterne satir toplam:

(ii1) Agirhikli satir toplamai:



5, = z Te(n—k + 1)g"*

k=0

seklindedir.

Ispat. (i) TQ matrisine (6) esitligi uygulanirsa

d(x
@, =[] —1
1—qh(x)
a+x(b—ap)+x?(c-bp—aq)+x3(d—cp—bq—ar)
= [x"] 1-px—qx2-rx3-sx*

1—qx

=[x ) T Y g
n=0 n=0

elde edilir. Cauchy ¢arpimi uygulanirsa
n

a, = [x"] Z{
n=0 \k=
n
= Z Tieq™ "
k=0

qun—k} XM
0

ifadesine ulasilir.

(if) TQ matrisine (7) esitligi uygulanirsa,

— [,n]_9&)
Bn = [x ]1+qh(x)
a+x(b—ap)+x?(c-bp—aq)+x3(d—cp—bq—ar)
1-px—qx2-rx3—sx*
= [x™
("] 1+ gx

Bn = [x™] i T,x™" i(—l)kq”x”
n=0 n=0
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olup, Cauchy ¢arpim1 uygulanirsa

= [x™] i {zn: Tk(—l)n_kq”_k}x"
n=0

n
— Z Tk(_l)n—kqn—k
k=0

elde edilir.
(i) T"Q matrisine (8) esitligi uygulanirsa

d(x)h(x)
8y = [x"] 22EE
n=1 ](1—qh(X))2
a+x(b—ap)+x2(c-bp—aq)+x3(d—cp—bq— ar)
o Tun 1-px—qx2—rx3—sx*
[x"] (1-gx)?

o)

z z (n+ 1)q™x™
n=0 n=0

i Zn+1)qx

8

olup, n » n — 1 doniisiimii uygulanirsa

:Oo

I

R

2
15
=

><
s

(n+ 1)g"x™

S
1l
=
S
I
o

(n+ 1)q™x™

I
R
2

1
=
><

s

S
I
o
S
Il
(=]

elde edilir. Son esitlige Cauchy carpimi uygulanirsa

= [x"] {Z Te(n—k + 1)q"‘k}x"
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n
- z Te(n — k + 1)g™*
k=0

ifadesine ulasilir.
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11. SONUC VE ONERILER

11.1. Sonuglar

Bu calismada, ilk olarak bazi say1 dizilerinin tanimlarina deginilmis, lirete¢ fonksiyonlar1
incelenmis, ¢alismamiz i¢cin gerekli olan Riordan grup tanimi verilmistir. Harmonik ve
Hiperharmonik sayilarmin tirete¢ fonksiyonlar: kullanilarak bu sayi dizilerinin Riordan
gosterimleri bulunmus ve Riordan grubun tanimi géz Oniine alinarak bazi esitlikler elde
edilmistir. Ayrica bu sayr dizilerinin satir toplamlar1 bulunmustur. Bunun yani sira n.
Hiperharmonik Fibonaci sayilar1 ve genellestirilmis Tetranacci sayilarmin tanimlarina
deginilmis ve iirete¢ fonksiyonlari incelenmistir. Bu say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari
yardimiyla Harmonik sayilar ve Hiperharmonik sayilarda bulundugu gibi bu sayi
dizilerininde Riordan gosterimi bulunmus ve bazi esitlikler elde edilmistir. Son olarak bu

say1 dizilerinin satir toplamlar1 bulunmustur.
11.2. Oneriler

Bu tez ¢alismasinda kullanilan metod diger say1 dizilerine uygulanarak, farkli say1 dizileri
icin yeni esitlikler elde edilebilir. Tezde bahsi gegen h(x) fonksiyonunun farkli segimleri

ile say1 dizileri i¢in birtakim farkli 6zdeslikler ve bagintilar elde edilebilir.
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