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oz

Bu caligma li¢ bdliimden meydana gelmigtir. I.B&1liim,
II. ve III. bdlimlere temel teskil edecek kavramlara ayrilmig-
tir. Bir uzay hareketi iki kisimdan olugur: Donme ve OSteleme.
0(3) 3x3-ortogonal matrisler climlesi E3 teki ddnmeler climiesiy-
le 1:1 tekabiil igindedir. Hareketli ardigik p-tane uzayin olug-
turdugu sistem p-tane hareket matrisiyle verilebilir. II.Bdldm-
de hareketli p-tane uzayin olusturdugdu sistemin mekanik model-
leri, robot manipulator olarak tanitildi. Bir robot manipulato-
riin 1link'i, joint'i kavramlariyla birlikte haréket matrisleri-
nin nasil hesaplanacadi aktarildi, iki temel &rnek sunuldu.Bun-
lar Stanford ve Elbow manipulator olarak isimlendirilir. III,
bdliimde robot manipulator farkl: bir yaklagimla ele alindi ve
T. BSliimde verilenlerle ilgisi hesaplandi. E° 8klid uzayinin
kongrﬁanslarl Lle grubunun sonlu p-elemanli bir altclimlesi ha-
reketli p- tane: uzay ig¢in hareket matrislerini tanimlar.Ustelik
C6 nin herbir eleman; exptX ile vermek miimkiindiir. BSylece bir
p-parametrik robot By expt. X, olarak ifade edilir. Bbyle ifa-
de edig robot manipulatorlere diferensiyel geometri agisindan
yaklagimi kolaylagtirar., III.Bﬁlﬁmﬁn‘son kisminda, exptX ile
verilen tanim ic¢in robot manipulator &rnekleri verildi.
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ABSTRACT

This study consists of three sections. The first section
is dedicated to the concepts which are the bases of the second
and third sections: space motion has two parts: Rotation and
translation. There is a 1:1 correspondence between the set of

3 x 3 orthogonal matrices 0(3) and the set of rotations in E3.
The system of the p successive moving spaces can be given by
p~motion matrices. In the second section, the mechanic patterns
of p-moving spaces system are defined as a robot manipulator{
In addition to the concepts of the link and joint of the
manipulator, it is shown how to calculate a robot manipulator's
motion matrices. The stanford and Elbow manipulators are given
as two examples. In the third section, the robot manipulator

is expressed in a different way, and also its connection is
examined with the second section. A finite subset of the

lie group of the cdngruendes of the Euclidean Space's g3
defines the motion matrices for p moving spaces. One can give
every element of C, with exptX , Therefore, a p-parametric

robot would be expressed as g exptixi. This expression simp-

i=21
lifies the approach of robot manipulator in terms of the

differential geometry. The examples of robot manipulator are
given using the definition of exptX at the end of the third
section.
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BbLUM”l

TEMEL KAVRAMLAR

1.1. DIFERENSIYELLENEBILIR MAN1FOLDLAR

TANIM ¢ 1.1.1.
M bir topolojik uzay olsun. M igin asagidaki Snerme
ler dogru ise M bir n-boyutlu topolojik monifold dur
denir, -
M1l) M bir Hausdorff uzayidir.
M2) M nin herbir ag¢ik altclimlesi E" veya E™'in
bir agik altclimlesine homeomorftur.
M3) M sayilabilir cgoklukta agik climlelerle &rtiilebi-
Clirqu).

y : UCE" - weM

(y,W) ikilisine M de bir koordinat komguluju (harita)

denir (1).

"TANIM ¢ 1.1.2.

M bir topolojik n—maﬁifold _ve M nin bir acgik Srtiisii
{Wag } olsun. Wy ‘aglk cﬁmlelerinin indislerinin
climlesi A olmak #zere {W a} ortisl igin {Wa }aeA
yazilir. E? de Wa ya bir wa homeomorfizmi altinda
homeomorf olan ag¢ik cilimle Wa olsun. Bdylece ortaya

g1kan;1 wa,w& )haritalarinln

{(‘i’a,Wa)} A

koleksiyonuna bir atlas (koordinat komgulugu sistemi)

denir (1).



TANIM : 1l.1.3.

Bir topolojik n-manifold M ve M nin bir atlasa

s {(¥y, W)} ,e, olsun. Eger S atlas: igin

o

Waf\Wb # f olmak Uzere, V¥«,f€A ya kargilik

ﬂﬁa= ‘Pﬂ-lo‘i’a :W;l(wanwﬁ) *‘i’;l(wanwﬁ)

ve

o

Poap = Yy oo ¥y s¥y (W nWg) > WL (W, nwy)

B

fonksiyonlara Ckﬂéinlflndan diferensiyellenebilir
iseler S ye ¢ sinifindan diferensiyellenebilirdir
denir. S at1a51 M {izerinde ck sinifaindan oldufu za-
man S ye M lizerinde ¢® sinifindan diferensiyellene~
bilir yapi denir. Bu yapiyla birlikte M ye de diferen-

siyellenebilir manifold denir (1).

ORNEK : 1.1.1.

R reel sayilar cilimlesi lizerinde nxn tipindeki biitlin

matrislerin climlesi GL(n,R) olsun.
GL(n,R) = {A|A€R] , detA #* 0}
ciimlesi diferensiyellenebilir manifolddur.

ORNEK : 1.1.2.

O(n) = {A‘]AGERE , A.AT = I} ortogonal matris

lerin ciimlesi bir diferensiyellenebilir manifold-

dur.



1.2, VEKTUR ALANLARI

$:M —» M' herhangibir fonksiyon olsun. Bir V¥:M'—pM
donilislimi go¥ domVY {izerinde &zdeglik 8zellifine sahip ise
¥ ve 4 nin bir kesiti denir.

‘ ¥ g
M'=> M > M', go ¥= 1d
‘ dom ¥

In:™-M, X

m o m doniiglimiinlin bir X kesiti,

domIl nin her m noktasaina m noktasinda bir tanjant vektdr
kargi getirir.

b4 I
_}

M ™ - M

Bir f£:M - 1R diferensiyellenebilir fonksiyonu ve-

‘rildiginde Xf ile gdsterilen bir fonksiyon

Xf: M > R

m> (X)) (m) = X (f)

gseklinde tanimlanabilir.

TANIM : 1.2.1.

¥f fonksiyonu ig¢in elde edilen Xf doniiglimleri di-
ferensiyellenebilir ise X e M ﬁzérinde bir vektdr

alani denir (2)

UCM ag¢ik alt climlesiyle tanim climleleri arakesite sebep

olan |
f:M > R



diferensiyellenebilir fonksiyonlarin climlesi C°°(U,R) olsun.

U da tanimli global, R-lineer bir

X:C (U,R) - C (U,R)
fonksiyonu ig¢in eger, f,gGECm(U,R) olmak lizere

1) dom Xf =UN domf

2) X(£f.9) = £.X(g) + (Xf).g
sartlari sadlaniyor ise X e M ilizerinde bir diferensiyel

operatdr denir.

X bir vektér alani iken,
X: C (M,R) » C (M,R)

£ - Xi, (X£) (m) = X (£)
i m

ele alinisiyla, X bir diferensiyel operatordiir.

TEOREM : 1.2.1.

UCM agik altciimlesi {izerindeki bir X diferensiyel
operatdrii U {izerindeki bir tek vektdr alanindan

elde edilir (2).

M {izerindeki biitiin vektdr alanlarinin climlesi x(M)

ile gésferelim.

X,Ye€ x(m) verilen iki vekt&r alani iken bir L glo-

~ bal fonksiyonuna

L: C(U,R) = C (U,R)

£ » LE, >



Lf = X(Y(£)) - Y(X(£))

olarak tanimlayalim. L bir diferensiyel operaté&rdiir. Dik-
kat edilirse, dom (Lf)i= N domf dir. Ayrica eder dom £ N

dom gNU # @ ise

X(Y(f.9)) = £(X(Yg) + (X(Yf))g +(X£) (Yg) + (Xg) (Y£)
ve dolayisiylaj;

L(f.9) = £(Lg) + (Lf)g

dir. Ek olarak, a,beR ise

L(af + bg) = a.(Lf) + b.(Lg)

dir.

L bir diferensiyel operatdr oldugundan, U {istiindeki
bir tek vektdr alanindan elde edilebilir. Bu vektdr ala-
nina X ve Y nin Lie bracketi adini verecegiz ve  [X,Y]
ile gbsterecediz. Bbylece [, ] 1ile gdsterilen bir do-

nigiim,

{,] :X(m) x X(m) »  X(m)
(X,¥) > [X,Y1l, >

seklinde sunulabilir.

TEOREM : 1.2.2.

[,]:X(M) x X(M) - X(M) carpimi asadidaki Szel-

liklere sahiptir (2)



1),R - iki lineerdir
2),Anti-simetriktir : ¥X,¥Ye X(M) igin

[X,¥]1=-[Y,X]

3) Jacobi 8¥zdegligini sadlar: ¥X,Y€E Ze€ X (M)

(x,[y,2]1 + [Y,[2,X]1+ [%Z,[X,Y]]=0

igin



1.3. LIE GRUPLARI

TANIM : 1.3.1.

G diferensiyellenebilir monifold yapisina sahip

bir grup ve
8:6 x G - G, (97,95) > 95.9;

grup iglemi diferensiyellenebilir ise G ye bir Lie

Grubu denir (2).
ORNEK : 1.3.1.
GL( n,R)= {Ae€ Rﬁ , detA =# 0}

climlesi bir Lie grubu yapasina sahiptir.

ORNEK : 1.3.2.
O(n) = { A/AGGL(n,R), A.AT = In} climlesi

bir Lie grubudur.

ORNEK 1.3.3.

G, ve Gy iki Lie grubu olsun. G; x G, garpim cliimle-

si de bir Lie grubu yapisina sahiptir.

ORNEK : 1.3.4.

Rn==G1, S0(n) = G, olmak idzere R™ x SO(n) bir Lie

3 x S0(3) Uklid uzayinin kong-

grubudur. n = 3 ig¢in R
riianslarinin Lie grubu olarak bilinir ve‘C6 ile gbs~-

terilir.



TANIM : 1.3.2.

G bir Lie grubu, a €G belli bir eleman olsun.

G -G, g~ La(g) a.g

it

La:
R,: G >G, g~ Ra(g) g.a
donilislimlerine sirasiyla, G lizerinde tanimli sol

Bteleme ve sad bteleme denir (2).

TEOREM : 1.3.1.

G bir Lie grubu olsun
¥:G G, g ~ Y(g) = gml donisiimii

bir difeomorfizimdir (2).‘

TANIM : 1.3.3.

G bir Lie grubu olmak iizere,
Y:R > G
doniistimli homomorfizm ise V¥ dOniigiimline G Lie gru-.

bunun l-parametreli altgrubu denir(2).



1l.4. BIR LIE GRUBUNUN LIE CEBIiRri

TANIM : 1.4.1.

G bir Lie grubu olsun. G lizerindeki bir X vektdr
alani sol 6telemeler altinda invaryant ise X'e sol

invaryant vektdr alani denir (2).

TEOREM : 1.4.1.

Bir G Lie grubu ilistlindeki bir X vekt&r alani igin:
X sol invaryanttair < X(ag) = (La), (Xg),Va,géG

Onermesi dogrudur (2).

( ® ):X sol invaryant olsun. Bu durumda X kendisiyle

(=)

(L) (X9)

L, - bagladar.

= (La)* oX = XOLa

® ¥g€G igin, ((L,).0X)(g) = (XdL,) (9)

X(L, (g9))

i

= (Ly)« (Xg) X(aq)

X(ag) = (La)*(Xg) ¥g€ G i¢in olsun
= X(L,9) = [(Ly)«0X] (9)

= (XOLaf(g) = (L 9X) (9)

= Xal, = L_.0X |

= X sol invaryanttar.
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Teorem l.4.X.de g = e alinirsa

X = La*X(e)

elde edilir. Yani X sol invaryant vektdr alani e noktasin-
daki dederiyle tanimlanabilir. Tersine,v € TeG verilen bir
vektdr olmak iizere, g - Lg*(\)) G lizerinde bir vektdr ala-

nidir ve e noktasindaki dederi v dir.

Bir monifold {istiinde v-invaryant vektdr alanlari-~
nin bir Lie cebiri yapisina sahip oldudu biliniyor. G iize~
rindeki sol invaryant vektdr olanlarinain cilimlesi LG ile

gbsterilsin, LG bir Lie cebiri yapisina sahiptir.
TEOREM: 1.4.2.
z: LG > TG , X > g(X) = Xe

fonksiyonu bir vektdr uzay:r izomorfizmidir.

ispaT :

g 1:1 dir; T(X) =t¢(Y) = Xe = Ye , ¥W,YELG

= Lgy Xe = Lg, Ye, YgEG

= Xg = Yg
= X=Y
¢ lineerdir; g(Ax+Y) = (AX+Y)(e)

A X)(e) + Y(e)

[}

= A gXe + . rYe
Ao (%) (YY)
¢ Ortendir; VET.G verilmig bir eleman olsun. ¥ VET G
igin, G lizerinde bir X vektdr alani X(e) = v ve X sol

invaryant olacak gekilde bulunabilirse 7 Ortendir.
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¥g €G igin, TpG vektdr uzayi monifold yapisiyla ele
alinabilir. Tg G + Tg G carpim manifold yapisiyla verile-
1 2
bilir.
T . (T G xT_G) uzayr T_ G &6 T_ G uzaya
(91+95) 93 9, Py Py

ile Ozdeslenebilir. G lizerinde bir m fonksiyonu;

m:G - TG x TG
g > (Ogs Teg(v))

olarak tanamliyalam. F*g(v) = v E Tp(G) dir.

©:G x G - G grup igslemi igin,
8, :TG x TG -» TG
tiirev doniisiimii bellidir. 91+99 G ig¢in Leibniz formiilid ka-

bul ve notasyonlarimiz ig¢in yazilirsa;

i

8. : G~>G, g~ ©_ (g)

g, g9, e(glrg) = glgr_egl= Lg

i

?92: G~»G, g~ egZ(g) e(grgz) = g-gzl@gz= Rg

ve dolayisayla

8, TG x TG - TG

(vl,vz) - 9*(V1’V2)' 5 v, € Tgl(G),vze TgZG

92

yazilabilir,
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Bu hazairlikla bir X vektdr olan:
X T B8,0m

olarak tanimlanabilir. X diferensiyellenebilir oldugdu igin

bir vektdr alanidir.
(<) : X(g9) = (8, om) (9)
O x(m(g) = ©x(0gs T4(v))
©+(gy,9) CerTev)

= Lg,(v) + R,(0)

= Lg*(\))
ve
X(e) = Lek(V) = y dir. Ayrica X sol invaryanttir.
So6yleki;
‘LO*(X(g)) = ‘Lo*(LgAv))
= (LQELg*)(v)
L(ag)*(v)
x(ag)

SONUGC : 1.4.1.

LG ile ToG nin izomorfik olmasi TG lzerinde bir
Lie cebiri yapisi tanimlamak ig¢in kullanilacaktair.
Vv ,WETeG, X, YedG X(e) = v, ¥Y(e) = W olmak

zere,
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[v,w]l = [X,Y]e

tanimlanirsa, (TeG, [,1) bir Lie cebiridir (2).

TANIM : 1.4.2.

(TeG, [,]1) Lie cebirine G Lie grubunun Lie cebi-

ri denir ve LG ile gdsterilir.

T,G uzayinin bir baza {vl,..., vn} ise,

Xr: g - Lg*(vr), 1<r<n ile tanlmll xr
vektdr alanlara G iizerinde sol invaryant vektdr
alanlari olup, {X;,...,X;} sistemi LG igin bir

bazdir (2).

ORNEK : 1.4.1.

O(n): [nxn tipinden ortogonal matrisler cilimlesil]
Lie grubunun Lie cebiri A nxn-anti-simetrik mat-

risler cimlesidir.
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1.5. KONGRUANSLAR

TANIM : 1.5.1.

E" n-boyutlu &klid uzayinda

geklinde tanimli ¢ donliglimline E" in bir trans-

formasyonu denir(3).

TANIM : 1.5.2.
E" de tanimli 8klid uzaklig:r koruyan bir o¢ trans-

formasyonuna E" in bir 8klid kongriiansi denir (3),
6RNEK H 10501-

E" daki 8klid kongriianslarin D climlesi ddniiglimle -
rin bilegke iglemine g&re bir gruptur.

n dklid n

[ D/D:E porgriand B 1 = ©

QéZUM :

D;,D, €G herhangi iki kongriians olsun ¥p,q ig¢in

1) d((D,oD,) (p), (DyoD;) (g)) = d(Dy(Dy(p)),D, (D (a))

d (D, (p) ,Dy (@)

i

d(p,q)

oldugundan dolayi kongriianslarin cimlesi bilegke igle~

mine g&ére kapaladar.



1)
3)

4)
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Birim doniigiim I bir kongriianstar.
G de o (bilegke) islemi birlegimlidir.
D bir kongriians oldudundan birebir ve Ortendir.

Bundan dolaya D-1 vardir,

]

ao ), 0l = ao tom), p"tow@)

a(p,q)

ve D leg dir.

BZELLIK : 1.5.1.

B> de tanimli 8klid kongriianslari asagidaki Szel-

liklere sahiptir (3).

1~

Bir kongriians bir dodruyu bir dodruya doniistiirilir, yani

D bir kollinasyondur.

Ayni diizlemde paralel olan iki dogru D altinda paralel
iki dogruya doniliglir. BOylece dogrularin paralel olmasi

kongriians altinda korunur.
Kongriianslar ag¢i koruyan doniliglimlerdir.

n-boyutlu referans uzayi zn ile gtsterilir. = uzayi
sabit uzay olarak adlandirilir ve mana olarak biitiin

kongrﬁanslarvaltlnda‘invaryant demektir. =" de orijin

noktasi olarak bir o noktasi sec¢ilir ve herbir noktanin

O yu baslangi¢ noktasi kabul eden bir yer vektdSril bir-
legsen uzayda bir vektdr olarak tanimlidir. Mesela pexl

igin Ob = B bahsedilen vektdrdilr.
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n'

gD hareketli uzaydaki P",R",S' noktalari igin
- - - -
benzer vektdr-nokta eglemesi ile P' = OP', R' =OR'
-> -> )

e
S'" = 08" vektdrleri ve benzer diisinceyle EO ha-

reketli uzayindaki P",R",S" noktalari igin yer vek-

tOrleri

- ->

O;" - P", O‘f{u — —R)", g" = '§u

diir ve bu ardigik olarak devam edebilir.

TANIM : 1.,5.3.

d sabit bir vektdr olmak lizere

-> -

->
p - p' p' = p +4d
transformasyonu bir kongrilanstir. Bu kongriians

translation (8teleme) olarak isimlendirilir. d ye

Otelemenin Oteleme vektdri denir.

ORNEK : 1.5.2.

E" nin Stelemelerinin ciimlesi bir gruptur (3)

coztiM : 1- Ty p' = p + 4d;

T,, p" = p'+ d, Otelemeleri igin T,T;

de bir 6telemedir p" = P + (dl + dz)dir.

e

—
2~ I 8zdeglik ddniislimi d 0 olan bir &te-

lemedir.

3- T, G6teleme v ektdrli d olan bir &teleme iken

T-'l de Bteleme vektdrii -d olan bir dteleme-

dir.
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4~ Bilegke iglemi birlegimlidir.

TANIM : 1.5.4.
Bir D kongriiansi ig¢in bir P noktasi P' g&rinti
noktasi ile cgakisiyor ise P ye D nin bir sabit
noktasi denir. Sabit nokta bazen ¢ift katla nokta
olarak adlandlrlllr. I bzdeslik doniislimi igin
blitlin noktalar sabittir. I dan farkli bir Steleme-

nin sabit noktasi yoktur.

TANIM : 1.5.5.

Bir O noktasini sabit birakan bir kongriiansa O
noktasi etrafinda bir dénme denir. Rot(O) ile
gdsterilir. Rot (0,8) ise O noktasi etrafinda

<) defecelik dénmeyi gbsterecektir (3).

ORNEK : 1.5.3.

. O noktasi civaraindaki dotnmelerin climlesi bir grup-
tur. Kongriianslar grubunun bir alt grubudur. R,+Ry
ile R;*Ry farkla dénmelerdif.

CcozUM:

R = {R/R bir dénme ve R(0O) = 0}

Rl,RzeER,olmak lizere R2(Rl(0)) = R2(O) = 0 iki ddnme-
nin bilegkesi yine bir donmedir. | |

I 8zdeslik kongriansi biitiin noktalari sabit birakan
doniglimdiir

R bir dSnme iken R™! de bir ddnmedir.

Bilesgke islemi birlesimlidir.
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1.6. DUNMELER VE ORTAGONAL MATRISLER

Bu kesimde herbir Rot(0)= R danmeéinin bir ortogo-
nal matrisle verilebilecedi ve tersine herbir ortogoﬁal
matrisin bir Rot(0) = R ddénmesini tanimlayacagi aktarila-
cak ve aradaki gegigler verilecektir. n €N ic¢in gegerli
olan iglemler, ilgi alanimiz E3 olaéaél i¢gin, n = 3, 6zel

hali ig¢in yapilacaktair.

Herbir Rot (0) = R donmesine bir A€0(3) matrisi
karsilik gelir. S$6yleki;

E3 {in O noktasi etrafindaki bir ddnmesi Rot (Q)= R

3 tn bir,ortonormal catisi F= {O;vl,vz,v3}
=

ve keyfi bir vektdr P olmak kaydiyla

ile gbsterilsin. E

= 3
P = Z a

- -
yazilabileced§ini ve a;= < P,vy > o0ldugu biliniyor. O zaman

-> 3 -+ - ->
P = 151 < P,Vi> vy
yazmak miimkiindiir. P nin R altindaki resim noktasi P' = R(P)

ve

R(F) = {o; vi,vé,vé} = F' ise

! 1] ]
N < P,vi > vy

4 W

1 —
PT=

ve R nin bir kongriians olmasindan dolayi

<p',v! > = < R(P),R(v;)> = < P,v;>
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ilgisi P' nilin egitinde yerine yazilarsa
3 ,
L < - ]
P' = .2 < P’Vi> vy
i=1

3 .
egitligi elde edilir, Bundan dolayi P = i£1< P,vy> vy vek-

t8rii verildiginde P' = R(P) gdriintii noktasini bulmak igin
{vi} climlesini bilmek yeterlidir. Ginkd P nin F catisinda-
ki bilegenleri ile P' niin F' c¢atisindaki bilegenleri ayni-
dir. B8ylece R = Rot(0) d&nmesini tanimlamak igin {vy}
bazinin {v!} gdrintisiinli belirtmek yeterlidir. P noktasi

1

yerine v} vektdriinlin ug noktas:i alindiginda, {v;} bazi

i
cinsinden

- ->

vi = Z aijvj
vazilabilir,

aj 5 bilegenleriyle belirli olan [aij

lenmesi :

] matrisinin ince-

[aij] matrisinin herbir satiraini (siitununu) bir

vektdriin bilegsenleri olarak dlislinlirsek

i
o

1 1
< Vi’vk >

|
A

1 1
<Vi'vk > =
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ve < vi,vﬁ > = Gi den dolaya

k

z a,.a = §
.| 137k 3 ik
bulunur. Yani, herbir satirain (slitunun) belirledigi vektdr

1 birim uzunluktadir ve herbir vektdr digerlerine diktir.

' i
< Vi’vk> < Eaijvj,vk>
- 4ix
H = ' =
< ViV > coseik. IIViII .llvkll CosQik

0 halde herbir aij bilesgni v:!L ile Vi arasindaki aci ej_k olmak

kaydiyla, A = CosGik ile bellidir,

R dénmesinin inversi olan R™T igin matris bilesen-

lerinin bulunmaszi:

‘R_l altinda, vi > vy dir. Ve

_— ]
vi = Ejbijvj

t = ' T >
< VirVy > < ?,bijvj’vk

= by

. 1 - ) . > oo .
<v > < VerVy akl
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Sonu¢ olarak

bijy = a

ki
, -1, . , o ,
dir. R in matrisi R nin matrisinin transpozudur. Matris

notasyonlarinda

{aik] | a4 1 =1, A = A

ve determinant hesaplanirsa

aAT =1 , deta.detaT =1
detA = F1
elde edilir. Rot(0) = R dbnmesinin matris formu olan
A = [aij]; matrisi ig¢in elde edilen Yzellikler A matrisi-

nin bir ortogonal matris oldudunu gOsterir.
VvV A€0(3) ortogonal matrisi bir R do&nmesi tanimlar:

iki X,Y vektoriiniin siitun matrisi olarak ele alinma-
T

siyla <X,Y > = X"Y yazilabilir. ED tizerinde bir ddniiglim,

A € 0(3) olmak lizere

olarak tanimlanirsa

< 0(X), o(¥V)>

< AX,AY >

= (ax)%,ay

xt,at.ay , aT = a7l

I

Xt.Y

<X,y >
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esitliginden dolayi o ig¢ garpimi koruyan bir doniislimdiir.
Bbylece ortogonal matrislerle, O noktasi etfaflndaki ddn-
melerin ciimlesi ara51haa bir birebir tekablil vardar.

- Bir Rot(0) = R donmesine karsi gelen A oftogonal matri-
sinin karakﬁeristik vektdrleri yardimiyla R'nin invaryant

biraktidi altuzaylarin belirlenmesi:

Bunun yapllmasi halinde R ddnmesimdaha da agik ge-
kilde belirtmek miimkiin olur. A€ 0(3) ortogonal matrisinin
karakteristik defer ve karakteristik wvektoérleri

AX =X
esitligini saglayan A ve X lerdir. A normu koruduéundan

Hhax i =HIaQXil= 1T x1 Xl =X =1

dolayisiyla, A€ R icgin

veya A € £ elde edilir. X € R ise X karakteriktik vek-

t8rd AX =X, AX = =X

olarak bellidir. Ayni uzay:i (R3 de ddﬁrﬁ) yon farkiyla be-

lirtirler.
A = +1 ig¢in invaryant altuZayl vy
A = -1 i¢in invaryant altuéayl v,

ile gbsterilsin. vle Vl ¢ Vo€ V2 ic¢in

Avl,= Vl’ sz = -V,

=<V, > =0
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yani karakteristik dogrultu "kendine dik olma" ©6zelligine

sahip bir dogrultudur.-

Invaryant bir altuzayin ortogonal tiimleyeni de in-
varyanttir., Bdylece AX = Ax , A = +1 uzayi E, olmak

lizere, Ei uzayi da ¢ altinda invaryanttair. boy El==2 dir.

-3
E Do

Sekil 1.6.1

Bu durumda bir R donmesi $byle izah edilebilir:

R nin invaryant biraktigi dogrultu L olsun. R, L
ye dik olan diizlemlerde diizlemsel ddnme yapar. Her dizlem-
deki dénme merkezi L ile ilgili diizlemin kesim noktasadar.
Bu diizlemlerden biri P, PNL = 0O' olsun. P de bir dik

cata {0'; Vi/Val olmak ilzere,



A

L

\S Rot (L, 98)

Sekil 1.6.2. L ékseni etrafinda bir AB vektdriiniin
dénmesi

L eksenindeki bir birim vektdr m olmak iizere

{o';VlIVZr }

sistemi E> ig¢in bir dik ¢atidair. R nin analitik ifadesi;

| :

VI vl.cose -+ v231n9
vé = vl.sine 4—v2cose-
m' = m

ile verilir, vi ve‘vé asadidaki gibi hesaplanir,
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v
2/\
v! ]
2 ) Vi
2
e S
Pd
Vi
Sekil 1.6.3.
= A » v - oo = s
vi = a;v, + ayv, < Vyivy > = Cos(2 9) Sin®
=
-— . - r TE - 1
v, = byv, + b,v, o< vy, > = COns(c o A) Sin®
< v,y > = Cos ©
L) =
< vl,vl > Cos ©

Bobylece Rot (L,8)gbyle belirtilir; L etrafinda © dereceiik
ddnme yapan bir P noktasi, P NL = O' noktasi etrafinda ©
derecelik diizlemsel bir dtnme yapar. Rot(L,8) nan belli
olmasi ig¢in L ve © nin veya R yi veren ortogonal matrisin

verilmig olmasi yeter.

ORNEK : 1.6.1.

E3 uzayindaki standard cati {Oj; el,ez,e3} olsun.
Sirayla €yr€5r€3 ile belirli dOQrularl eksen kabul

eden dénmelerin matris formlarani hesaplayalim.
coztM
L donme ekseni olarak X = Sp {el} eksenini alalim,

Bu d6nmenin dizlem kismi Sp { ejse3 } diizleminde O merkez-

1li dénmedir.
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2;0
Sekil 1.6.4
' —
e; = e
eé = Cose e, - Sine ey
eé = Sin® e, + Cose ej
L
. el 1l 0 0 \ el
éé = 0 Cos6-Sine . e,
e§ 0 Sin® Cos® e,

Blylece dénmenin matris formu

1 0] 0]
Rot(X,8)= |0 Cos® -Sine

O S8Sin® Cos®

Benzer iglemler, y-ekseni etrafinda ve z-ekseni

etrafindaki dénmeler iginde yapilir. O zaman matris formlari
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Cose 0] Sine
Rot(y,9)= 0 1 0
-Sin® 0  Cos®
Cos® =-Sin®e 0
RoL (Z2,8)= $in®  Cos® 0]
0 0 1

Seklinde belirtilebilir.

ORNEK : 1.6.2.
E5 uzayinda bir L dogrusu,
L:x=y, 2= 0

denklemiyle verilsin. Rot (L, g ) dbnmesinin matris

formu
2+ V3 2-vV3 -v2
R = % 2 -3 2 13 v?2
v?2 -V2 2v3

olarak elde edilir.
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1.7. USTEL DUNUstM :

Her f£:R - G, l-parametreli altgrup, TeG uzayaina

—%% tanjant vektdéri tanimlar. G, R- {0}

t=0

ait bir
¢arpim grubu oldudu zaman ilging sonug¢lar ortaya ¢ikar.

Bitiin f:R > R - {0} ¢~ homomorfizimleri

(F(t+s) = £(t).£(s)) ¥t,se R igin
(i) £'(t) = £'(0).£(t)
(i) 00y =1

egitliklerini saglar;

(ii) egitligi grup homomorfizimlerinin birim elema-
ni birim elemana dénilistlirmenin Bir sonucu olarak

£(0) = 1
dir.

(i) esitliginin saglandigini gdstermek icin § = At
se¢ilsin. O zaman

f(t + At) = f£(v).f(Aat)

dir. Tilirev alinarsa

f(t + At)-f(t)
At

f'(t) = Limit
; At > 0

f(e).£(at)-£f(t)
At

Limit
At -0

f(At)-1

f(t) . Limit T

At->0
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£'(t) = £'(0) .£(t) diferensiyel denkleminin ¢&zimi
]
£(t) = eff (0)

olarak elde edilir. Bu egitlik

£(t) = exp(tf' (0))

olarak da vyazilabilir.

Aslinda R- {0} cilimlesi GL(I,R) matris grubudur.
Benzer diferensiyel denklem, f:R -+ GL(n,R) homomorfizimleri

kaynakli olarak da yazilabilir. Bu durumda

f:R » GL(n,R) homomorfizmi igin
1) £'(x) = £'(0) @ £(t)
2) £(0) = I

esitlikleri sadlanmalidir. Burada £'(t),f'(t) LE(E) L£(0)
t=0

birer matristir ve e matris carpimi iglemidir.

f'(t) = £'(0) e £(t)

diferensiyel denkleminin ¢dziimi

£(t) = exp(tf'(0) = e™, A = £'(0)
olarak bellidir.
e - T+ ta + t2A% o+ .... dir.
2!

Bu iglemler tersine g®z Oniine alindiginda

f:R

1

GL(n,R) homomorfizmi

il

£(t) exp(tf' (0))

ile verilmig ise;
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exp [ (¢t + At).£f'(0)] -exp(tf' (0)]

£'(t) Limit

At = 0 at
exp (t.£'(0) + Atf'(0))-exp(tf' (0)
= Limit A
At >0 t
- pimit SXP(t.£'(0)).exp(Atf'(0))-exp(tf'(0))
Y- AL
= Limit -SXR@EETQNIZL ) opp (e (0))
(At >0
(At) 2 2
I+ £f'(0) 5 L(£'(0)) +...~I)
= (limit : .
At ~ 0 At >0
(exp t£'(0))
= f'(0).exp(tf' (0))
= f'(0)£f(t)
bulunur.
exp donliglimii GL(n,R) Lie grubu ilistiinde, e = I nok-

tasindaki tanjant uzayin elemanlarini GL(n,R) ye gd&tliren bir

déniislim olarak ifade edilebilir,.

XGETeGL(n,R) ise X bir diferensiyel denklem olarak

ele alindiginda ¢8zimli £(t) edrisi olmak kaydiyla,

f(t) = exp(tx)

yazilabilir. expX £(1)

f(t) exp(tf'(0))

oldugundan
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f(l) = exp(l.X) = expx
olacaktir. Bdylece

exXpx: TeG ~» G
X - expx, 2

expx = f (1)

olarak verilir. expx donlisiimi her hangi bir Lie grubu iize-

rinde disiinliliirse;

G bir Lie grubu, LG G nin Lie cebiri olsun
exp : LG » G

X - expx
expx = ¢g(1)

olarak belirli donilisiime G Lie grubu iistlindeki {istel doniigiim

denir. Buradaki 4, x ile belirli C™- homomor f izmdir

dg
dt

o

t =

TEOREM : 1l.7.l.

Herhangi bir G Lie grubu ig¢in

exp = TeG - G

donliglimlil c” dur ve

g(t) = exptx

G nin g'(d) = x olan tek tiirli belirli bir

l-parametreli altgrubudur (4).
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Ispar :
Her g:R = G homomorfizmi, tek tilirlii belirli bir
f:Rx {x} -» G

(t,X) - f(t,x)= gd(t), X = ¢'(0)
donlislimli tanimlar. f(t) = exp(tf'(o)) ile tanimla
olan homomorfizim Eﬁ notasyonlarla

g(t) = et¥

gseklinde yazilabilir

g:R = G
t - exptX
olarak belirli d&ntiglim ¢”  dur dolayisiyla exp do-

3 s o0
niglimii C dur.

TEOREM :1.7.2.

exp dénﬁgﬁmﬁ‘TeG den G ye c” dur ve O€r_G nun bir
v, komsulugunu e €G nin bir Ve komsuluguna difeomor-

fik olarak doniigtliriir (4).

TANIM :1.7.1.

A,nxn boyutlu reel matris ise

eA=I+A+%—r+ ... dir.
Burada

A2 = A.A matris garpimidir (5)
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TEOREM : 1.7.3.

Herbir nxn boyutlu A matrisi ig¢in yazilan

a2 4
2! * s o

I+ A+

dizisi yakinsaktir (5).

TEOREM : 1.7.4.

A ve B matrisleri ig¢in

A+ B _ eA . eB
dir.
IspaT :
) 2 3 2 2 3
A+B _ A B A A"B AB
e = I+A+B + 2+AB+7+——6_- +—-2—+--2—
2 3 , 2 3
eA.B= (I+A+-A—— +é—-+...).(I+'B+-B—— +—B——+...)
2 6
2 6
2 2 3 2., .2 3
_ A B A A“B ' AB B
SONUC : 1.7.1.
Herbir reel nxn boyutlu A matris igin, e singliler

degildir (5).

IspaT :

det (e?. e~

o
0
rr
H
Il

det(eA).det(e—A)

=
I

oldugundan; det eA # 0 dir.
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TEOREM : 1.7.5.

A anti~-simetrik matris ise eA ortogonaldir.

/
.ISPAT :
6 t

o} A+A A A

I=e = e = e .,e = (eA)t.eA

oldugundan

eA‘bir ortogonaldir (5).
UYARI : 1.,7.1.

1) Bazi anti-simetrik olmayan matrisler yardimiyla

yazilan eA matrisi de ortogonaldir.

A s e
2) € matrisinin ortogonal olmasi her zaman A nin

anti-simetrik olmasini gerektirmez (5).

ORNEK : 1.7.1.

2x2 tipinden bir anti-simetrik matrisi icin e® nin

hesabai,
- cOzUM
0 X
a = » x€ Ry matrisi g8z &niline alinirsa
-X 0
, | X% o0
‘= 5
0. -X"
3 0o -x3
a = 3
X 0
Q= 4
0 X




= o
+
™
Xime o
im :
o ™M .
X_MJ ” 4M‘.
. 6 =
. +
¢ +
. +
o 2_ 3~...
+ o ol 2l (ag] N =
<t N N
[Te] [
™ 3§ i |
™ 2X . > i
I=4 o N (o]
*fa
[Ts) + -+
N3 .
“oe sl %W o : : .
+ o < + + + ] X
LN <] o 0]
o X <L fme ™M = - (0]
I -+ + “ > =t b (op] n O
" ] > [ o 4
o P + R
N i N e %
3 [Ts) g (o} % o
=] o Xﬁc. < 0 -rd
(0] —~ o 10 1 O n
~ 1 &) i
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1.8. KILLING BILINEER FORMU

TANIM : 1.8.1.

G bir Lie grubu olsun. ¥g€G ig¢in Intg donilisglimi
Intg: G = G

_ -1
x = Intg(x) = gxg , ¥XEG

olarak tanimlanir (6).

OZELL1K: 1.8.1.
Intg bir Cc%. Lie grup homomorfizmi'dir.
(Intg), Dbir lineer izomorfizmdir;
€@ €EG birim eleman olmak {izere;
1 =1L

(Intg) (e) = geg- = gg = e

Bdylece,

: TeG - T G

(Intg)
“le e

doniislimi tanamlidair. Intg diffeomorfizm oldugundan, (Intg),

bir lineer izomorfizmdir.

(Intg) \ yerine adg notasyonu kullanilacaktir. O zaman
* le
lineer
adg : TeG ~> TeG

adg = (LgORg'lh e

dir.
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TANIM : 1.8.2.
ad:G - L(TeG),g -+ adg
adg: L - L geklinde belirli olan ad doniiglimii ne

G Lie grubunun adjoint (ek) gOsterimi denir(6).
TEOREM : 1.8.1.

Ad doniliglimii igin agagidaki Snermeler dogrudur(6).
1) ad(g.h) = adg.adh , ¥9,he€G

2) ad [X,Y 1= [adgX,adgY ] ,¥x,Y€E€LG

TANIM : 1.8.3.

Bir V vektdSr uzayinin regliler, lineer donilislimleri-
nin bir altgrubu G olsun. Yani her g €G igin

g sV =» V
V lizerinde verilen simetrik bir bilineer form B ile

verilsin,

¥gEG, VY, vEV igin

B(v,v) = B(g(w),g(v))
esitligi dogdru ise B ye G altinda invaryanttar
denir(6) .

TANIM :1.8.4.

G Lie grubu, LG G nin Lie cebiri olsun. LG lizerin-
deki bir B simetrik bilineer formu adG altainda in-

varyant ise B G altinda invaryanttir denir(6).
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TANIM : 1.8.5.

L bir Lie cebiri olsun. X€ L belli bir eleman olmak

zere: AdX doniigiimii

AdX:L -~ L
Y - Adx(Y) = [Y,X ] olarak tanimlanair.
K(X,Y) = Tr(AdX.AdY)

olarak tanimli forma L lizerinde tanimli bilineer

formu denir (6).

TEOREM : 1 .8,2,

K(X,Y) simetrik bilineer formdur. LG lzerinde tanim-

11 K Killing formu adG altinda invaryanttir(6).
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BOLUM 2

ROBOT MANIPULATOR VE HAREKET DENKLEMLERI

2.1. On Bilgiler ve Temel tanimlar:

Eg sabit uzay olmak {lizere EI3 hareketli uzay, EI3
ye gbre hareketli olan {iglincli uzay E;3 o0lsun. Ardigsik ola-

rak p-yinci hareketli uzay~E;3ile gdsterilir. Bdylece,

-3 -
gl El IE 3

E 2 ,...,E;3

uzaylari herbiri bir Oncekine gtre hareketli olan uzaylar

-3 _-3

ailesidir. Ek 'Ek-l

e gdre dteleme ve ddnme hareketi yapa-

bilir.

& —
- o o
-
- é‘?
/ .
-
Op.1 =
kA 7
4
Sekil 2.1. E.° @in E_>.e gbre hareketi

k k-1
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Yalnizca donme merkezleri ele alindiginda sekil

asagidaki gibidir.

Sekil 2,2, Hareketli uzaylaran d¥nme merkezi

TANIM : 2.1.1.

E;3,EI3,Q..,E;3 uzaylarinin orijinleri herbir ori-
jin bir Oncekine gbre sabit uzaklikta oldugu durumu ele
alalim, Bu sabitlegtirme igsi bir mekanik aksamla yapilsin.
Bu mekanik aksamlara link ve orijin noktalarina da joint

adi verilecektir. Link ve jointlerin birlikte ele alindigi

mekanik sisteme robot manipulator adi verilir. Link sayis:i
robot manipulatdriin parametre saylsl olarak adlandirilacak-

3 de son link olarak isim-

3 . -
tir. OO ve EO temel link, Op'Ep
~lendirilir (7). Basit bir robot manipulator gdyle gizile-

bilir.
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Sekil 2,3. Bir robot manipulator

Herbir Ly linki Jk jointini dSnme merkezi kabul eden
bir dbnme vyapar. Lp son linkinin ug¢ noktasi robotun u¢ nok-

tasi veya effecto olarak adlandirailacaktir. Robot manipu-

latoriin blitlin olarak hareketi effectorun etki ettigi E3 e

ait bir kati cisme, E_3 hareketli uzayinda bir hareket ve-

rir. Bu hareket donme, dteleme veya Stelemeli ddnme olabi-

lir.



Sekil 2.4.

p-parametrik bir robotun incelenmesi herbir ha-
reketli uzaydaki gatilarin hareketi olarak ince -
lenmesiyle yapilabilir. Cata, Jp ve L, va baglyi
olarak inga edilir. Robot manipulator teorisinde-
ki iki link arasindaki ac¢i, bir linkin uzunlugu

ve joint ekseni tanimi gbyledir.

TAMIM : 2.1.2.

Tki linkin birlegme jointinde iki link yardimiyla
tanimli diizlemin diizlem normali ilgili jointin ék—
éeninﬁdoérultusu olarak tanimlanir. Joint noktasin-
da noktanin bir komgsuludunda herbir linke eslik
eden dogrular diizlemin jenaratdrleri olarak segi-
lir, Mekanik olarak jointler genellikle silindirik
veya dikddrtgen prizma geklinde oldugundan éilin—
dir ekseni veya dikddrtgen prizmanin kdsegenleri-
nin kesim noktasiyla belirli ekéen joint ekseni-

dir(7).
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TANIM : 2.,1.3.

Ardaigik iki jointin eksenleri arasindaki ortak dikme
uzunluguna linkin boyu denir ve n-inci linkin boyu

a, ile gosterilir (7).

TANIM : 2.1.4.

an'e dik diizlemde eksenler arasindaki acga “n ile
gdsterilir, n-inci linkin biliklim agisi olarak adlandi-

r111r(7)u

J
J n+1

4 /

\ e [

‘/“
L
R |

\ /"
\
Sekil 2.5. Bir Linkin boyu ve linkler arasindaki ag:

TANIM : 2.1.5.

Herbir link igin bir tane olmak {izere her eksen iki
normale sahiptir. Bdyle badlantili iki linkin izafi
(gbreli) pozisyonu, Jn ekseni boyunca normaller ara-

sindaki uzaklaik dn ve eksene dik dilizlemde normaller



44

arasindaki aca ©, dir. dn linkler arasindaki
uzaklik, e, linkler arasaindaki ag¢i olarak isim-

lendirilir (7).

Sekil 2.6. Linkler arasindaki uzaklik ve agi

Bir robot manipulator ig¢in e, ve d, karekterize
edici parametrelerdir. e, ve d, . veya d, in sabit olmasi
dolayisiyla parametre olma &zellidinin kalkmasi dedigik

manipulator isimlendirmelere yol agar.

Linkler arasaindaki ilgiyi tanimlamak ig¢in herbir

linke bir koordinat catisi karsi getirecediz. Oncelikle
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revolute jointleri ele alinacak. Revolute jointler en bii-
kiim a¢isinin parametre oldudu jointlerdir. Ln nin koordinat
gatisinin orijini J ve J 4, in eksenleri arasindaki ortak

normalin Jn-&l'i kestidi noktada kurulur (Sekil 2.7.a)

Jn%—l

o]
&
ot
+
',—I
o
7
|
~

gekil 2.7.a. Sekil 2.7.b.

Joint eksenlerinin kesigmesi durumunda orijin,

joint eksenlerin kesim noktasinda kurulur (Sekil 2.7.Db)

Eksenler paralel ise brijin, orijini belli olan
sonraki link ig¢in joint uzakligini saifar yapacak bigimde

se¢ilir. GCatinin 2 ekseni J ekseniyle verilecektir. X

n+1l
ekseni, J, ve J. 41 inci joint eksenlerinin ortak dikmesi
boyunca ve J, den Jn+1 dogrultusunda belirlenir. Kesigen
joint eksenleri durumunda X'in dodrultusu 2, 1% Z, carpim

vektsriine paraleldir veya paralel degildir., Dikkat edilir-

se bu sart J, ve Jn+1 eksenleri arasindaki normal boyunca
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dogrultuya sahip X ekseni ig¢inde gegerlidir. X ve xn—l
paralel ve ayni dodrultuda ise n-inci revolute joint igin

en si1firdair.

dn uzakliginin joint dedigkeni oldudu jointlere
prizmatik joint denir. Bu durumda 6, ag¢ilari sabittir.Joint
ekseninin dogdrultusu jointin hareket ettigi dodrultudur.

Eksenin dogrultusu tanimlidir ancak uzayda pozisyonu tanim-

.11 degildir. Bu durum revolute joint den farklilik gdsterir.

Joint n

i

8n+l

Joint n-|

Link n-}

Sekil 2.8,
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Prizmatik joint durumunda a_ uzunludgunun bir &nemi

n
yoktur ve sifir olarak alinir. Bir prizmatik jointin koor-
dinat g¢atisinin orijini bir sonraki tanimli linkin oriji-
niyle aynidir. Prizmatik linkin Z ekseni (n + 1) inci jo-
int ekseniyle bellidir. Xn ekseni prizmatik jointin dogrul-
tusu ve Z nin vekt&rel garpimina paralel veya paralel de-
gildir. Bir prizmatik joint icin dn== 0 oldugunda sifir po-

zisyonu tanimlanar.

Bir maniplilator sifir pozisyonundaki durumuyla, re-
volute jointler igin ddnme ydnii veya prizmatik jointler
i¢in Steleme dodrultusu tanimlanabilir ve Z eksenlerinin

yéni tanimlanair.

Temel linkin orijini L, in orijiniyle ayni olacaktar.
Eder farkla referans koordinat sistemi tanimlamak arzu edi-
lirse o zaman reférans ve temel koordinat sistemleri arasan-
daki ilgi belirli bir homogen transformasyonla tarif edi-
lebilir. Manipulatdriin ucunda de sonug dispi veya ®¢ dénme-
si Z, ya bagli olarak gikar. Le igin’koordinat sisteminin
orijini LS in koordinat sistemiyle ayni olarak sec¢ilir.Bir

alet (veya effector) orijini ve eksenleri L, nin koordinat

6
sistemiyle gakigmiyacak sekilde kullanilirsa alet belirli
bir homogen transformasyonla L va irtibatlandirilabilir,
Onceki plana bagli olarak blitiin linklere koordinat g¢atila-

ri karsi tutarak ardisik cgatilar arasindaki ilgiyi asagl-

daki donme veya Otelemelerle inga edebiliriz.
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Z.-1 ekseni etrafinda donme, ddnme agisi 6

Z,.1 ekseni boyunca Oteleme, Oteleme miktari d

D&nmiig xn—l = Xn boyunca Gteleme, Oteleme miktari apn

X etrafinda d6nme, bilikiim acgisa @ .

Bu L nin koordinat gatisini L,-.1 in koordinat ga-
tisina badlayan d6rt homogen transformasyonun garpimi ola-
rak belirlenebilir. Boylece ilgili A, matrisleri notasyo-

nel olarak)

A, = Rot (Z2,8) .Trans(0,0,d) .Trans(a,0,0) .Rot (X, « ) (2.1.1)

dir. Matrisler cinsinden

Cos®o -8in® O 0 100 a 1 0 0 0
Sine Cose 0 0] 0100 0 Cosq =~Sina O

A = - -
n 0 0 1 o0 0014 0 Sine Coset O
0 0 0 1 000 1 0 0 0 1l

Cos® -Sin®.Cosa Sin®.Sinca aCos®

A, = Sin®  Cos®.Cosc -Cos®.Sine asSin® (2.1.2)

0 Sina Cosoa d

0 0 0 1

olarak verilebilir.

Bir robot manipulat&rii tanimlamak ic¢in herbir link
ve jointe ait de§iskenleri vermek yeterlidir. Simdi bilinen
iki robot manipﬁlatérﬁ ilgili parametreleriyle verecegiz.
Bunlaf Stanford ve Elbow manipulatdr olarak adlandirilacak-

tir.
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2.2. STANFORD MANIPULATORM
TANIM : 2.,2.1.

Linklerine ait parametreleri asa§idaki tabloda veri-

len manipulatdre stanford manipulatdri denir (7).

Link Parametre Q cosa sina

a d
1 0 —90° 0 0 0 -1
2 (1) 90° 0 dy 0 1
3 dy r 0 ds 1 0
4 04 —90° 0 0 0 —1
5 o5 90° 0 0 0 1
6 G o 0 0 1 0

Tablo 2.2.1.

23 J 25'26

20 . 7‘
X

Sekil 2.9.
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Simdi stanford manipulatdriiniin ddnliglim matrisleri-
ni hesaplayalim. 2.1.2. esitligindeki A matrisi igin Tablo

2,2.1 deki degerler yerine vazilirsaj;

i

Ay

OO =~

Ay

f

w
-
o
9]
L

-~ o o o

w
R
[ BN A =
Q
o
-— 0O O

-0 0 O

elde edilir.

Bu transformasyon matrislerinin yardimiyla stan-
ford manipulattriin oryantasyon ve pozisyonu sdyle ifade
edilebilir. Matris ¢arpimlarinda kisalik amaciyla agila-

rin siniis ve cosinﬁSﬁ vyerine S ve C harfleri kullanllm1$—

tir,
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S = A
Te 6
4T6 = A5.A6
3T6 = A4.A5.A6
2T6 = A3.A4.A5.A6
lT6 = AZ.A3.A4.A5
OTG = Al'AzoA3OA4'A5'A6
Cq ——‘Sg 00
‘5']~6= SB CB 0 0
0 0 1 0
0 0 01
CsCsg —CsS8s S5 0
#,—|95Cs —S585 —Cs 0
Ss Cs 0 0
0 0 0 1

C4Cs5Cg—54S¢ — C4Cs58;—54Cs C4S5 0

3T6 - 84C5Ce+CuSg —84Cs8:+CyCs 8485 0
—85Ceg S5 Se Cs 0

0 0 0 1

Cy4Cs5Cp—848g —C4Cs58;—S4Cy C4Ss 0
2y = 54Cs5Cag+CySg —S84C586-HCyCq 5485 0
—85Cpg , S5 Sg Cs  dy
I 0 0 0 1

Ty =
Cy(CyC5Cp—8486) —8285Cq  — Co(C4C58p+ S4Cq) -+ 5255 Sp
Sq(Cs Cs Cg — S48g) 4+ C2S5Co  — S9(C C5 S5 -+ S4 Cg) — CS5 56

§4Cs Cg 4 C4So —54C5Sa 4 C1Co

0 : 0
CaCy85+8,Cs  Sydy
S3C485—CrCs —Cady
S, Ss d
0 1



n, o, a, p.
Ny 0y Qy Py
3 S 12

T(} —

ks
=
=

olarak elde edilir.

ny == Ci{Co(C4Cs Cg — S48¢) — 5285 Cg] — 51(S4Cs Cy + C4Ss)

ny == §,[C,(C, Cs Cg — S48g) — 5285 Ce} + C(S4Cs5Cq 4 C4 Sg)

n, = — 52(04 Cs CB -_ S.g Ss) — 02 Ss Ca

0, = Cy|— Cy(C4C5S6 + 84 Cs) + 5255 Se} — Si(— S4C58¢ + C1Cs)
0, = S1|— C2(C4 C5 S5 + S4Co) -+ 5255 Sl -+ Cy( — S4 Cs Ss 4 Ca C)
0; == S9(C4C5 84 + S4Co) + C255Se

a; = C(CyC4Ss+ 83 Cs5) — 584855

a, = 5,(CyC4S5 452 Cs) + C1 S84S5

a; == —~ 83 C4 8354 C2Cs

pz = CS3d3 — S dy

py = 51 52d3+ Cdy

p. = Cadj

dir.
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2.3. ELBOW MANIPULATORY

TANIM : 2.3.1.

Linklerine ait parametreleri asagidaki tabloda veri-

len manipulattre Elbow maniplilatérii denir (7).

Link Parametre a a cosa sina

d
1 o 90° 0 0 0 1
9 8 © 0 1 0
3 & *  a 0 1 0
4 04 —90° a4 0 0 —1
5 b 90° 0 0 1
8 b ° 0 0 1 0

Tablo 2.3.1.

Sekil 2.10.

Simdi Elbow manipulatoriiniin dénliglim matrislerini he-
saplayalam. 2.1.2 esitligindeki A matrisi i¢in Tablo 2.3.1

deki degerler yerine yazillrsa;
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c, 0 S 0

A= |5 0 —Ci 0
0 1 0 0
0 0 0 ]

’-Cz —5 0 Czaz—

Ay = S G 0 S
0 0 1 0

[0 0 o 1]

[Cy —S; 0 Cyay]
A=[ G 0 S
0 0 I 0

0 0 0 1 ]

C4 0 - S4 C4(l,1
S4 0 C'.g S,;(l.‘

Ag =

0 —1 0 0

0 o0 0 1
(Cs 0 S5 0
h— ]S 0 =G5 0
0 1 0 0

0 0 0 1

"q} —a 0 0
h=|S G 00
0 0 10

L 0 0 0 1

Yukardaki transformasyonlar yardimiyla Elbow mani-
pulatoriin oryantasyon ve pozisyonu sdyle ifade edilebilir.
Kisalik igin;

e = ©,t 6

23 ot €5
€734 = ¥o3+ Oy
Cos®, = C., Sinej = S;

notasyonlari kullanilacaktir. flgili matrisler;



Cs —5% 00
gy |S G 00
0 0 10
0 0 0 1
CsCe —Cs&% S5 0
iy |SC =SS —Cs 0
S6 G 0 0
0 0 0 1

CiC5Ch — SaSs —CiCsSp — SyCu C1S5. Cany

g = SiCCs - CiSe —SiCsSe 4+ CyCs 5155 Saaq
—55Co S55 Cs 0
0 0 0 1

CoiCrCs — S34S ~—C34C588 — S3aCh CyaSs Chiayg - Caay

TPy = S34CsCh -+ CiaSs —S554CaSs -+ CoaCh SieSs S+ Sian
~—55Cs 555 Cs 0
0 0 0 1

l’r(; -
Cy34CsCo — $2348  —Ca34CsGo — S$raCo
S$131C5Gs + CaaaSe —5231C58 4 CoaaGe
—5Cs S550
0 0
C23455  Chygaq -+ Cpay + Chay
523455 Synny -+ Siay + Siap
Cs 0
0 i

Ny 0 Gr Pr

ny Oy Gy Py
n, o a. p;
0 0 0

Tg =

olarak elde edilir. Burada;
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~C 5.+ S

1 [ €234C551 Sy34C¢1 + S

15554

=S) [ C34C586% S534C61 ~C1555¢

=S534C555 T Cy34C6

C1C23455 * 5,C5

51C53455 — €41C5

53455
C1 [ Cy34ay *+ Cyzaz * Crapl

S1 [ Cp3434 * Cy3a3 *+ Chayl

So34 84 T 2333 T Spa,



BOLUM 3

ROBOT MANIPULATURLERIN HAREKET GEOMETRISI

3.1. GENEL RILGILER

Bir robot manipulatdrle linklerin veya kollaran
sistemi anlasilir. Link veya kollar herbiri diJerine bagli
olarak dénme veya Oteleme yapabilir ve herhangi bir linkin
hareketi geride kalanlarinkinden badimsizdir. Bir sistem-
deki hareketli linklerin sayisi robotun serbestlik derece-
51 olarak tanimlanir, P tanc linke sahip bir robot manipula-~

tor basitlik olsun diye p-parametreli robot olarak isimlen-

dirilir. Robotun son linki effector olarak adlandirilar.
Bir robot, hareket eden aksamlarin bir kolleksiyonu olup
son link (effector) robotun digindaki bir kati cisme bir
hareket vericidir.-Etki altindaki katai cismin hareketivle
effectorilin hareketi robotun bazina gdre aynidir. Bu gerek-
ceyle effectoriin, robotun bazina g&re hareket ve poéisyonu
ile ilgilénilecektir. Robotun bazi ile irtibatli olan uzaya
sabit uzay, effectdrle irtibatli &klid uzayina da hareketli
uzay.adi verilir ve sirasaiyla E3 ve 53 ile gbsterilir. Her

iki uzayda ayni ydnlendirmeye sahiptir.

Robotun linkleri herbiri digerinden badimsiz olarak
hareket edebilir ve effectoriin muhtemel blitiin pozisyonlara
p-parametreye badlidir (p-parametreli bir robot s&z konusu

iken)
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-3 . ) .
E nin E3 e bagli biitiin pozisyonlarin cimlesi A ol-
sun,
-3 . 3 s .
A={x|x E° nin E° e gbre bir pozisyonu }
X= (t,7)

olmak {izere A = R3'x 0(3) C R6 dir ve A bir monifold ya-

pisina sahiptir. Effectorilin blitlin pozisyvonlarinin cilimlesi
A nin bir alt climlesidir. Robot manipulatérﬁn aktuel hare-
keti zamana baglidir. Dolayisiyla 6klid uzayinda l-paramet-
reli harekettir. Aktiiel hareket effectoriin blitiin pozisyon-

larainin altcimlesi lizerinde bir efridir.

-3
3 - = A
E. ve E” uzaylarinda R, = { O,fl,f2,f3 } ve

Ro= { O,fl,fz,f3} ortonormal catilarini secgelim. Eger ﬁo’
RO ra bagli P dedigkenli bir fonksiyon olarak verilirse

6klid uzayinda p-parametrik hareket verilmis olur. Bu ilgi

Ro(vi) = Ro.g(vi)
olarak yazilabilir. Burada Vi i=1,...,p parametrelerdir.

q(vl) 6 T.ie grubunun bir clemanidir (Ornek I.3.5)

; rY(vy)  t(vy)
g(v;) matrisleri gl(v;)= 0 1

geklindedir ve t€ R}, 7€50(3).
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E"3 den E3'

e olan biitiin kongrlianslarin cilimlesi
P = Cg X C6/Diag(c6 X C6) homogen uzayiyla Ozdestir. e€ Cg

nin izotropy grubu

‘diag (Cgx Cg)=  {(g,9) | gec}
olmak iizere (diag(Cg x CG'O) Lie grubudur.

Ce nin Lie cebirini LCq ile gbsterelim. LC¢»

_ ( Yz ' 3
{ x= 0 o /YERy,2 € Rl}

matrislerinin Lie cebiridir ve Lie carpimi

[X,Y] = X.Y - Y¥.X

seklinde bellidir. Y anti-simetrik matrisi
0 Y3 Yo
Y Y3 0 Yy
~¥o Yq 0

formunda olup y = (yl,yz,y3)T vektdrii ile tek tiirlii olarak
bellidir. Ag anti-simetrik matrisler climlesindeki matrisle-

rin carpam iglemine gdre verilen
[yi,¥5] = Y1+Yo"Y5-¥y

Lie garpimi ile olusan (A3, [, ] )Lie cebiri,

3

Az N~ Ry

eglemesiyle R3 uzayindaki vektdrel carpim x olmak lizere

[yqryy 1 = yyxy, - YoX Y1
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carpimi ile elde edilen (R3,x) Lie cebiri ile izomorftur.

R3 deki skaler carpim <, > olsun, LC, nin herbir elemani

X = (y;2)

seklinde g&sterilir.

TANIM : 3.1.1.

diag(LCg ¥ LCg) tizerinde tanimla

RK(X,X)= < ¥, ¥y >, KL (X,X) = <Y,2 >
invaryant kuadratik formlarina sirasiyla Killing

form ve Klein form denir (8).

Her bir XIELCG, exptx ile belli olan bir l-paramet~

reli altgrup belirler.Bu l-parametreli altgrup genelde
A = yxz + Ay

ekseni etraflndaki bir helis hareketidir.

TANIM : 3.1.2.

- KL(X,X) helis hareketinin agisal hizi ve KL(X,X)/K(X,X)
de helis hareketinin adimi olarak adlandirilair(8).
- OZELLIR : 3.1.1.
exp(tx)'in bir Bteleme olmasi igin gerek ve yeter sartb
KL(X,X) = 0 olmasaidir.
exp(tx) in bir dénme olmasi i¢in gerek ve yeter sgart
K(X,X) ¥ 0 vé KL(X,X) T 0 olmasidair(8).
TANIM : 3.1.3.
g: RP - p
(vl,...,vp) - g(vl,...,vp) = exp(lel)...exp(v X

P P)
(XiELCG,Xi # 0)geklinde tanimli d&niisiimiine E~ de bir

p-parametreli robot denir(8).
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ORNEK : 3.1.1.

Bu Ornekte X-ekseni etrafindaki © derecelik bir dén-
meyi exp(6x) cinsinden hesaplayacagiz. X ekseni kabul ve no-
tasyonlara gdre X = (el,O) olarak yazilabilir, ey = (1,0,0)

ve 0 =(0,0,0) olup e; =y, 0 = 2z verindedir. Gergekten

+ A + A
ele el el

olup Rel X-eksenini verir. Bo&ylece exp(®x)'in yaziliminda

><€I£6 nin matris formu

0 0 0 0
X = 0 0-1 0
0 1 0
0 0 0

seklindedir. exp(6x) ag¢ik olarak hesaplanirsa;

0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0
2. |0 -1 0 0 0 -1 0 0 -1 0 0
0 0 0 “lo 1 0 ol -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 |o 10 0 0-1 0| |0 1 0
" lo-1 0 o0 "o 1 0 -1 0 0
0 0 0 O 0. 0 0 0 0 0

2 3

exp(Bx) = I +6X + 'i'rx + ~§1—x + ... : (1)
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exp (8x) = 010
001
000
1
0
exp(ex)=
0

elde edilir.

olan

Cosé

Siné

egitliklerinden

rine yazilirsa

exp (6x)

o O O

elde edilir.

" URNEK : 3

62

0 00 00
0 + 0 0 -8 90 +
0 08 00
1 00 00O
0
2
e
1-7!_.0. "'9“‘
3
- ”%".‘ cee 1
0

)
+

3

———

3

e

dolayai

Cos#
Sin®é

glo2.

-S5in®
' Cos®

0 0 0 O 0
-52
0 —+ 0 O 0
2._92 +
0 0 -5V 0 0
0 0 0 0 0
0 0
3
S ... ol ...,
3!
62
"2"‘:'— e s s 0
0 1

(2) nolu matriste ag¢ilimlar

<. (3)

= O O O

fﬂmc: o

o OW’@O
. W

o © o o

(=]

(2)

yerle-

ORNEK III.1.5 1 y-ekseni ig¢in ele alalim., y ekseni

y = (0,

1,0)

Z

(0,0,0)
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X = (Y;z) = ((0,1,0);(0,0,0))

ile verilebilir. BOylece

01 0
< = 0 0 0
-1 0 0 O
0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 -1
2= 0 0 0] . 0o 0 of _|o
-1 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 O 0
-1 0 0 0 1 0 0 0 -1
3= 0 ol . 0 0 0 ={0 0
0-1 0 -1 0 0 O© 1 0
0 0 o0 0 0 0 0 0 0

matrisleri exp(6x) agiliminda yerine yazilirsa;

2 3
exp(ex) = I + ex + —%sz + —%TXB + ...
1L000/]00860 -5+ 0 0 0
0100|0000 ooozfo
exp(8x) = 15 91 0lte 0 0 o] T 0 0550 *
looo1f]|]0oo00 o0} 0 0 0 O
2 3
) )
l"—z-—i:-—+... 0 9—-——3—!— 4+ e
0 1 0
exp(ex)=
o+ & o 1- -2
'3"T+oo- 2! + e e
0 0 0

o o O O

o O O O

+.-.
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Matris igindeki ag¢ilimlar Cos® ve Sin® nin agilimlari ol-

dugundan bu dederleri yerine yazarsak

Cos®o 0 Sin® 0
0 1 0 0
exp (6x) = -Siné 0 Cos® 0
0 0 0 1
elde edilir.
: ORNEK : 3.,1.3..
ITI.1.5. % eksenine gbre ele alinarsa
= (0,0,1), z = (0,0,0)
X = (y;32)
X T ((0,0,1);(0,0,0))
0 -1 0 0
1 0 o0 0
x = 0 0 o0 0
0 0 0 0
0-100 0-100 -1 000
5 1 000 1 000 0-1 0 0
* = 0 000 0 000/ | 00D0O
0 00 0 000 0000
-1 000 0 -100 0100
<3 0 -100 1 000/ _|-1000
0 000 0 000 0000
0 000 0 000 0000
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3

Qo O

exp(8x) = I + ex +'gT}2 + —%Tx3 + ...
_g2 o3
1000 0-8600 v 0 0 3+ 0
L 2 3 -
- -9
exp (6x) = 00[+]0 000 + | 05— ST 00
1 0 000 0 0 0.0 o0
0 0 000 0 0 0 0
.2 3
- 2r ... -6 -3 ... 0 0
' o3 X
exp(ex)= Q-Tr— PO l- 3 MR 0 0
0 1 0
0 0 1
Cos® -Sin6 0 0
exp (6x) = Siné Cos® 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
ORNEK : 3.1.4.

X,¥,2 eksenleri boyunca 8telemenin exp(tx) cinsin-

den kargilidi hesaplanacaktir. exp (tx) i¢in x,y,z eksenleri

etrafinda sadece dteleme olmasi igin

K(X,X) = <y,y> =0

olmalidir. X ekseni LCg nin terimleri cinsinden

y = (0,0,0) z = (1,0,0)

X = (y;2) = ((0,0,0);(1,0,0))

seklinde verilebilir. exp(ax) in agilimi
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0 0 0 1
X - 0 0 0 o0
0 0 0 o0
0 0o 0 o
0 0 0 1 0 0 0 1
XZ - 0 0 0 O 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 O
matrislerin yerine yazilmasiyla
2 2
exp(aX) =1 + ax + %T X® +
1 0 0 o 0 0 0 a
exp (aX) = 0 1 0 O N 0 0 0 O
0 0 1 o0 0 0 0 O
0 0 0 1 0 0 0 O
1 0 0 a
exp(ax)= 0 1 0 o
0 0o 1 0O
0 0 0 1

Y ekseni LC6 nin terimleri cinsinden
Y = (OIOIO) 2 = (Olllo)
X = (ysz) = ((0,0,0);(0,1,0))

seklinde verilebilir.

exp(bx) in agilima

o O o O

o OO O

o O o ©

o O O O

S O O ©

o S O O

o o o o

OO O O
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0000
% = 0001
0000
0000
0000 0000 00
w2. 0001 0001 _ oo
0000]| |0000O0 00
0000 0000 00
matrislerinin yerine konmasiyla
2 3
exp(bX) = I + bX + _§T~x2 + —§T~x3 + o
, 1000 0000 |0 00O
exp(bX)= | 0100 + [(00O0b|l + [0000| + ....
0010 0000 lo 000
0001 0000 lo 0 0 0
1000
exp (bX) = 0100b
0010
0001

elde edilir.

72 eksenil LC6 nin terimleri cinsinden

Y (0,0,0) z= (0,0,1)

it

X = (4;2 = ((0,0,0);(0,0,1))
seklinde verilebilir. ‘

exp(d¥X in agilimi

0000
0000
0001
0000



00
X2 _{ 000
000
000
exp(dx) = I
1
exp(dX) = 0
0
0
1
exp (dX) = !
0
0

elde edilir.

o O = O

o O - O
o H O O

o = O O

dax +

= o © O

= O O O

o O O O

0
0
0
0
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00
00
01
00

000
00O
00O
00O

0000
0000
0000
0000

0000
0000
0000
0000
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3.2. Stanford Manipulatd&riinlin {listel doniligiim yardimiyla

vazilisi:

Stanford manipulatdrii dénme eksenleri ddnme agila~
r1, 6teleme miktarlari ve Steleme do@rultﬁlarl belli iken
tamamen bélirlenmis demektir. BSylece bir stanford manipu-
latdr, lstel déhﬁsﬁm kullanilarak dedigik bir bicgimde ifa-
de edilebilir. Bunun ig¢in Oncelikle stanford manipulatdrdeki
herbir adim ig¢in A matrislerini analiz edelim. Genel du-

rumda:

A, = Rot(Z,8) .Trans(0,0,d) .Trans(a,0,0) .Rot (X, « )dir.

Stanford manipulatdr ig¢in II. boliimdeki bilgiler esliginde

Ay = Rot(Z,el).Rot(X,—90)

Rot(Z,Gz).Trans(0,0,dz).Rot(X,90)

o
N
I

A; = Trans (0,0,d3)

‘A, = Rot(%,8,).Rot(X,-90)
Ag = Rot(Z,8;) .Rot (X,90)
A, = Rot(Z,8) .Rot(X,0)

yazilabilir. Simdi Ay lere karsi gelen iistel ddniistimleri

hesapliyalam.

I. A= Rot(Z,Gl).Rot(X,—90)

1
Rot(Z,Ol) Z ekseni etrafinda el derecelik bir do&nmedir.
z ekseni etrafinda ©, derecelik ddnme Ornek III.1.7 de he-

saplanmig ve
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Y= (0,0,1), z =(0,0,0)

Xi;= (y;2) = ((0,0,1);(0,0,0)) olmak iizere

seklinde elde edilmisti.

Rot(X,-90)xekseni etrafinda dénmedir ve O6rnek

IIT.1.5 de X ekseni etrafinda 6 derecelik bir ddnme

y = (1,0,0) Z =(0,0,0)
X3 =(y;2) = ((1,0,0);(0,0,0))

olmak lizere

exp(G,Xi)

elde edilir. D&nme agisi -90° oldugu igin

exp (- %% Xi)

seklinde yazilir. O halde stanford manipulatdrde Al matrisi-
nin yaptigi isi

2

A = exp(8,X]).exp(~ %} X7)

donilisiimii {istlenir.

II. A, = Rot('z,ez).Trans(o,o,dz).Rot‘(x,90) idi, Ustel ds-

niiglim cinsinden, A, nin gdrevini listlenen karsiligda
3

— ' 2 T
Ay = exp(ezxé).exp(dzx2).exp( - X2)

olarak elde edilir. Burada
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x3 = ((0,0,1);(0,0,0)),X5 =((0,0,0);(0,0,1)),

3

X3 = (1,0,0)3(0,0,0))

dir.

A3 = Trans(O,O,d3) icin, lstel doniislim cinsinden

Aq in gbrevini {istlenen karsilaiga
A3 = exp(d3x3)
oclarak elde edilir. Burada
X3==i.((ololo);(ololl))

dir.
A,= Rot(Z,8,) .Rot(X,-90) igin, lstel d&nilistim cinsin-
den A4 Uin gdrevini ilistlenen karsgiliga
A, = exp(® Xl) exp(- 7?22)

4 PiOg24) -€XPL™ 75720y

olarak elde edilir. Burada

x; = ((0,0,1);(0,0,0)), X2 = ((0,0,0);(0,0,0))
dir.

Ag = Rot(Z,QS).Rot(x,90) igin, Ustel doénlisim cinsin-

den Ag in gbrevini listlenen karsiliga

- 1 T 2
Ag = exp(8;X;) .exp(— Xz)

elde edilir. Burada

1 _
;=

dair.

(e

X ((0,0,1)3(0,0,0)), X. =((1,0,0)5;(0,0,03)
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A, = Rot(Z,%).Rot(X,O) icin {istel déniigiim cinsinden

6
karsilaiga

Ag = exp(8.X.).I,

olarak elde edilir. Burada

Xé = ((0,0,1);(0,0,0))

dir.

Bbylece Stanford manipulator ic¢in

T6 é Al'A2'A3'A4'A5'A6

seklinde belirli olan denklem {istel donilisiim cinsinden

|

2 1 2
5 Xl)e exp(ezxz)@ exp(dzxz) ®

Te= exp(elxi)@ exp (-
exp(d;X3)e exp(94xi) @ exp(—‘%% Xi) o:exp(esxé)@
egp(%} Xg) ® exp(96xé)@exp(%} xg)

geklini alir. e iélemi exp(6x)ler doniigim alindigi za-

man fonksiyonlarin bileske islemidir, exp(8x) lere kar-

$1 gelen matrisler alindiginda islem matris carpim ig-
lémidir. |

Simdi yapilan hesaplamalarin saglamasini yapalim.

exp(@ixi) lere karsi gelen matrislerin garpimiyvla A;

matrisleri gdyle elde edilirler.

- 1 T G2
2 3
" o 2 3
= (I +elx + L x2 + e X3-F...).(I+-8x4—%TX2+ ng3+..)

21 3!



CosOl

SinOl

Cos®

-

Sin®é

=

Cosé

S:Lnel

—SinGl

CosQl

-Sind

Cosel

0 O
0 0
1l O
0 1
0 0
0 O
1 O
0 1
-SinGl
Cosel

0

0
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1 0 0 0
0 Cos (-—-) -Sin(-3) 0
0 Sin (-3 Cos (- 20
0 0 0 1
1 0 0
0o 0 1
0 -1 O
0 0 0

) .
exp(ezxz).exp(dzxg).exp(%%xg)

o3
(14-92X4-2,
22
e
(I +6x + T
CosQ2 -Sin6
SinQ2 Cos#
0 0
0 0
Cose2 0
SinQ2 0

=+

3
02 3
3!
3
X% + %-,-x3
, 0 0
, 0 0
1 o] °
0 1
Sin6, 0
-c°s92 0
d,

+ OO.)

1000
0100
001 d2

0001

X7+ L) (T+d,X +

o)

0 0 O
0 -1 0
1 0 O
60 0 1




= exp(esxé).exp(%% X
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= exp(d;X;)
Qg
I+ d2X + **T‘X + L.
i1 0 0 O
6 1 0 O
¢ 0 1 d3
0 0 0 1

= exp(94xi). exp (- %% X4 )

92 2 93
(I + 90,X 4+ —p— X7 4+ X
4 2. 3t
Sin94 Cose4 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
Cose4 0 —SinS4 0
Sin94 0 CosO4 0
0 -1 0 0
4] 0 0 1

2
5
2 3

) (=)
(I+-95X + ~$x2+ aji—x3+

3

+-

).

3

2
.oo) (I+9X+ '2”“"" + ?-’:‘X
0O 0 O
0 1 0
-1 0 0
0 0 1
6 2

(I+ X + 3TX +

%TX3+

¢

<)



5
(¢33
l

Sonug¢

liimde

Cos®

Sin®

C0595
SinG5
0

0

Cos®
Sln96
0

0

-Siné

-Siné 0

Cosé

CosG6
0

0

7

0
0
1

0

5

olarak elde edilen Ai

verilen matrislerdir.

1
v

i 0 0 O
0 0-1 O
01 0 0
]O 0 0 1

1 0 0 o0
0 1 0 o0
“1o 0 1 o
0 0 0 1

< i € 6, matrisleri 2. bo-
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3.3. ELBOW MANIPULATURUN USTEL DONUSUM YARDIMIYLA
YAZILIST :

Tanim 2.3.1 ve Tablo 2.3.1 den, Elbow manipulator igin

A= Rot(Z,G).Trans(0,0,d).Trans(0,0,0),Rot(xia )

olmak lzere
A, T Rot(Z,Ol),Rot(X,90)
A, = Rot(Z,Gz).Trnas(az,0,0).Rot(X,O)
Ay = Rot(Z,93).Trans(a3,O,0).Rot(X,O)
Ay = Rot(Z,G4).Trans(a4,0,0).Rot(X,-90)
Ag = Rot(Z,65) .Rot(X,90)
Ag = Rot(Z,8;) .Rot(X,0)
vazilabilir. Simdi Ai lere karsi gelen iistel dénﬁsﬁmlefi

hesaplayalim.

I, A, = Rot(Z,8;).Rot(X,90)
Rot(Z,Ql) Z ekseni etrafainda 91 derecelik bir d&n-
medir. Z ekseni etrafindaki Ql derecelik ddénme, Ornek III.

1.7 de hesaplanmig ve

(0,0,1) Z = (0,0,0)

Y

1
1

X (y342) = ((0,0,1);(0,0,0))

olmak iizere
exp(GlXi)
seklinde elde edilmigti.

Rot (X,90) X ekseni etrafinda dénmedir. Ornek III.1.5

de hesaplanmig ve
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y (1,0,0) 'z = (0,0,0)

X

2 = (ys2) = ((1,0,0);(0,0,0))
olmak lizere
| exp(%} Xi)
elde edilmigti. O halde Elbow manipulatdrde A, matrisinin
yaptigy isgi
A= exp(elxi).exp(%%Xi)

déniiglimii listlenir.

II. A, = Rot(Zlez).Trans(az,0,0).Rot(X,O) dir. A, nin g&-
revini {istlenen listel donilisiim cinsinden kargilig:
1, 1
A, = exp(8,X;) .exp(ayX;)
elde edilir. Burada;

x3 =((0,0,1)3(0,0,0)) X5 =((0,0,0);(1,0,0)) dir.

III.A5= Rot(Z,93).Trans(a3,0,0).Rot(X,O)dir, A, ln gbrevi-
ni {Ustlenen listel dbniisiim cinsinden karsiligda
1 2
A, exp(93X3).exp(a3X3)

elde edilir. Burada;

1 = ' ¥
X3 (¢(0,0,1);(0,0,0)) »xg =((0,0,0);(1,0,0)) dir.
IV. B, = Rot(z,94).Trans(a4,o,0).Rot(x,-90) dir. Ustel ds-

nliglim cinsinden A4 in gbrevini Ustlenen karsiliga

!

Ay ekp(xi94).exp(a4xz).exp(~ %TXZ) bulunur. Burada;‘

((0,0,1)3(0,0,0)) Xy = ((0,0,0)3(1,0,0))

i

X

>
N N

((llolo);(0,0,0)) dir.
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V. BAg = Rot(Z,QS).Rot(X,9O) dir. Ag in gbrevini listlenen
listel doniigim cinsinden kargiliga
_ ' 1 L2
Ag = exp(8:X;).exp( 5= Xg)
olarak bulunur. Burada;

XL = ((0,0,1);(0,0,0)) X2 = ((1,0,0)5(0,0,0))dir.

1

VI. A6v Rot(Z,GG).Rot(X,O) dar. Ay nin gbrevini iistlenen
iistel doniiglim cinsinden karsiliga

A6 = exp(GGXG) bulunur. Burada;

Xg = ((0,0,1);(0,0,0)) dar.

Bbylece Elbow manipulator igin
T6 = Al'AZ'AB’A4’A5'A6
seklinde belirli olan denklem, listel doniisiim cinsinden
1 2 1 2 1l
Te= exp(Qle) @ exp(%%xl)o exp(ezxz)@ exp(azxz)@ exp(93X3)o
exp(a3X§)@ exp(94xi)@ exp(a4XZ)@ exp (- %}XZ)@ exp(sté)o
T2
EXP(TTXS)@ exp(8.X,)

a.
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3.4. BZEL HAREKETLER

Bu kesimde 6zel bazi hareketleri {istel doniisim ve

matrisler yardimiyla verece§iz.

ORNEK : 3.4.1(SILINDIRIK HELIS HAREKETI)

Bu Ornekte E3 de Z-eksenini ddnme ekseni ve Z nin
dogrultusunu Steleme dodrultusu kabul eden helis hareketi

i¢in hareket denklemleri elde edilecektir.

Z ekseni LCg nan elemanlari yardimiyla verilirse
X = ((0,0,1); (0,0,1))

elemani Z-eksenini tek tilirld belirler. Matris formu da

0 -1 0 O
1 0-0 O
X =

0 0 0 1
0 0O 0 O

olarak yazilabilir., BOSylece t ddnme ve Oteleme parametresi

2
olarak exp(ty) = I +¢X+ —%T—X2-+ .o

Z-eksenli silindirik Helis hareketidir,

S8ilindirik Helis hareketindeki matris dederleri

hesaplanarak yerine yazilirsa exp(tx) ag¢ik olarak bulunur

ve
0 -1 0 0] 0-100 -1 000
2 1 000 1000_ 0-1 00
X= 10 001{ o 001/l 0000
0 000 0 000 0000



-1 000
0-1
B =
00
00
1000
0100
exp(tx) = +
01O
001
1- £
2T .
t3
t_—-3‘°!‘ )
exp (tX) =

80

0~1 0.0 0100
-1 000
0000
0 000
...t2
s . 2
-t
£t 000 0 ~5T— 0 0
+ ' *
0 00 ¢t 0 0
0 00O 0 0
t3
-t-¥§T -.. 0 Cost
2
1- —%—.—- .. 0 Sint
0 t

o
o Wi
R

o O

-Sint

Cost

elde edilir. Ayrica helis hareketinin agisal hiz ve adimi

Agisal hizi : K(X,X)

Adima

olarak hesaplanir.

1

I

<y ,v>

< (0,0,1);(0,0,1) >

1

K(X,X)/R(X,X)

i

it

<y ,z> /<y, y>

<(0,0,1);(0,0,1)> /1

1/1
1
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Helis hareketimddnme ve Stelemenin bileskesi ola-

rak da ele almak istenebilirdi. Bu durumda

X = ((0,0,1);(0,0,1))
elemani

Xy =((0,0,1);(0,0,0)) ve Xy =((0,0,0)5(0,0,1))

elemanlarinin cebirsel toplam: olacagindan;

Cost =Sint O 0 i 0 O o
exp(tXi). Sint Cost ’0 1 0 O
) _ 0 0 0
exp (tX3) 0 0o o0 1 0 0 1
Cost =-Sint 0 O
= Sint Cost O 0
0 0 1 t
0 0 0 1

ORNEK : 3.4.2. (Merdiven Hareketi)

Y ve Z eksenleri bdyunca ardigik ve sonlu sayidaki
6telemelerin birlegimi olan hareketi merdiven hareketi ola-
rak tanimlaiyalaim. Bu Ornekte tanimlanan bﬁ hareketin istel
ddniigiim cinsinden, matris cinsinden karsiligini vazacadiz.
Y-ekseni boyunca &teleme miktarina ti've Z—ékseni boyunca

Steleme miktari . da Si ile gbsterilsin.
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o)
N = e — e ———

Sekil 3.4.1.Merdiven Hareketi

Tr?psl(tly ) ' 0 <t < ay
Transl(Sl,Z) ’ 0 < Sy < bl

TranSZi

Transzi

o090 00

n~-sonlu

18204107y Ay <

<

+ 20525 4 2:2) s by S8y, 40

tyi s

<
S 8% +1

S byygo

olmak kaydiyla merdiven hareketi

M.H : Transn(Sn,Z).Transn(tn,y)... Transl(SlZ).

Transl(tl,y) gseklinde verilebilir, karsi gelen matris he-

saplanirsa;



10
01
exp(tl,Y)== 00
00
0
exp(Sl,Z)= 1
0
00
10
exp(t, ,v)= |01
00
0o
10
exp(Sn,Z)= 01
00
00
olmak {izere;
1000
M.H.= 0 l 0 0
00 1 Sn
0001
1000
010T
001Ss
0001

elde edilir.

o ~H O © o -~ O O

S = O O

o -~ O o

=

~ O + ©

= wm o o

1000
010t
00110
0001

n

I

0 € t.< a

n- n

b < Sn,< bn

n-1

a l< t < an

1000

00O

t.+ t, +...+

1 2
Sit S5 +...+ S

0100
001 51

1

n

n

1000
010¢t
0010
0 001
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ORNEK :3,4,3,

Herhangi bir eksen etrafindaki helis hareketinin

istel donilistim olarak ifadesi

coztM
(a,b,c)

E3'de donme vektori vy
Oteleme vektdrii 2 = (a,b,c)

ile verilen helis hareketinin ekseni

A y x 2+ Ay
= 0+ Af(a,b,c)
olarak alalim.
X = (y;Z) = ((a,b,c);(a,b,c))

dir. Matris formu

® ~c b a
c 0 ~-a Db
Y Z
X = _ veya X =
b a 0 c¢ {0 0
0

0 0 O

bigiminde yazilabilir. Burada

0 ~c b
Y= c 0 -a veya Zz = [
-b a O

QoUW

l dir.

X matrisinin kuvvetleri hesaplanirsa

--cz--b2 ab ac

'@ -c b a C-c b a
2. | c 0-ab c 0-a bl _|a -c?a? be
b a 0 c ' -b a 0 ¢ ac bc ~b2—a
0O 0 0O 0 0 0 O 0 0 0
) % o
X "=
0 0

o O o O



0 ¢ -b 0 ¥v3 0
b -a 0 f
0 o0 0
r.. 4
Ao |y 0
0 0 |
5
N
0 0 |
6. ¥ o
= 1o 0

bulunur. Buradan hareketle

g4n +3_ [-y 0

X4n+l= Y O
0o 0 n= 1,2,...
an +2_ [ ¥% 0o
X = 0 0] n = 0,1,2,.--

n = 0,1,2,-.-

0 0
an +4 [-¥? 0 .
X = 0 0 n‘—‘o’l'z,otd
, : : X 4n +1 R _ L
egitlikleri elde edilir. Ancak X matrisi n = 0 igin
1 _ Y Z -
de [r] -x
dir. Bbyleceiexptx, t € R hesaplanirsa
2 3 4 5 & 6

t 2 t 3 t 4 t > .t 6
I4+tX+§—!-X +'3'TX +——‘4-rX+§-rX +*6—1-X+r...

exptx

I

2 3 4, .5 .
I+ EY+t2 4 %TYZ + %TY3 + %Ty4 + %T v o+ ...

i
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2
= I3+ tY + tZ oo Y
3
exp(tX) = I +tZ + Y(t- 37T

elde edilir. Siniis ve Cosiiniis

kate alinirsa

exptx = I +Sinty +(l-Cost)Y2

3 4 5 6
ET v - L v24 Ly +ET v2 4 ...
3. 4. 5. M

t5 + 2 t2 t4 + t6
5T - )T Y lgr mgr fer -

fonksiyonlarainin ac¢ilimi dik-

+ t2Z (3.4.1)

(3.4.1) esitligi sdylede yazilabilir.

Bir [aij] matrisini [aij]
yvalaim.
Y1 & &, Yo = b,
olmak lizere
>
v ab o ac
_ 2
ly;v. 1= ab b bc
i 2
ac bc ¢
1-b2-c? ab
= ab l—a2—c2
| ac bc
1 0 0 b2
= 0 + ab
LO 0 1 ac
= I +'Y2 dir.

= [yi'Y~]

~C

seklinde tanimla-

J
Y3 = €
ac
bec
l—az—b2
2 ab ac
—a2—02 bc
be --a2-—b2
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[yiyj] = I+ Y2 = Y2= [yi,yj] -I dederi (3.4.1) de ye-

rine yazilairsa,

exptX = I + SintY¥ + (l-cost) ( [YiIYj] -1 + t2Z
= I + SintY + (l-cost) {yiyj] ~I + CostI + tzZ
exptX = CostI + SintY + (l-Cost) [yiyj] + tZ (3.4.2)

elde edilir.
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