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Bircok regresyon uygulamasinda, hatalarin dagihsi normal olarak varsayilmakta
ve parametre tahmini yapihrken En Kiiciikk Kareler (EKK) tahminleme yontemi
kullanilmaktadir. Ancak pratikte hatalarin dagihsi normal olarak varsayilsa bile, veri seti
coziimlendikten sonra elde edilen artiklar genellikle normal dagihs gostermezler. Eger
veri seti icerisinde uzak gozlem(ler) (sapan) veya sapan oldugundan siiphelenilen
gozlem(ler) varsa, normallik varsaymm bozulabilir ve EKK ile yapilan parametre
tahminleri sapmah olabilir. Bircok istatistikci boyle problemler ortaya ciktiginda
parametre tahminleri icin dayamkh (robust) yontemlere basvurmuslardir. Bu
yontemlerin basinda En Cok Olabilirlik (ECO) Tahminleme yonteminin genellestirilmis
bir versiyonu olan M- Tahminleme Yontemi gelmektedir. Ancak geleneksel M-
Tahminleyiciler eger veri seti ¢carpik ve normalden daha fazla basiklik degerine sahipse
iyi bir ¢oziim elde edememektedir. Bu tez cahsmasinda Pearson Diferansiyel Denklemi ile
Etki Fonksiyonu (IF) arasindaki iliski kullamlarak Pearson Tip VI (PVI) dagihsina uyum
gosteren veri setleri icin M- Tahminleme yontemi Onerilmistir. Bu yontemin avantaji,
geleneksel M- Tahminleyiciler veri setinin ¢arpikhk ve basikhk degerlerini dikkate
almazken Pearson Diferansiyel Denkleminin bu degerleri dikkate alarak farkh ¢carpikhk
ve basikhk degerleri icin dinamik coziimler iiretmesini saglamaktir. PVI dagihsiin
Olasiik Yogunluk Fonksiyonu (oyf) kullanllarak Amacg, Etki ve Agirhk fonksiyonlan elde
edilmistir. Aynca PVI dagihsinn  kuyruk ozellikleri incelenerek simiilasyon
cahsmalarindaki davramsi gozlemlenmistir. Regresyon parametrelerinin tahminini
yapabilmek icin A@wrhk Fonksiyonu kullamlarak iteratif Olarak Tekrar
Agirhklandimlan En Kiiciik Kareler Tahminleme Yontemi (IRWLS) kullamlmustir.



Farkh senaryolara sahip simiilasyon cahsmalan ve gercek veri setleri kullamlarak
onerilen yontemin performansi Toplam Mutlak Sapma (TMS) ve Ortalama Karesel Hata
(OKH) kriterleri acisindan diger M- Tahminleyiciler ile karsilastirinustir.

Anahtar Kelimeler: M- Tahminleme Yontemi, Dayanmikh (Robust) Regresyon,
Pearson Tip VI Dagihsi, Etki Fonksiyonu, Iteratif Olarak Tekrar
Agirhiklandinlan En Kiiciik Kareler Yontemi.
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In many regression applications, the distribution of the error is assumed to be
normal and Least Squares (LS) method is used for parameter estimation. However, in
practice, even if the distribution of errors is assumed to be normal, residuals are not
generally normally distributed. If the data contains outlier (s) or there are observations ()
which suspected to be outlier, the assumption of normality is violated and parameter
estimates which made by using the OLS, will biased. Many statisticians used robust
methods for parameter estimates when such problems occur. One of these methods is the
M-Estimation Method, a generalized version of the Maximum Likelihood (ML)
Estimation method. However, traditional M-Estimators can not achieve a good solution if
the data set has skewness and excess kurtosis. In this thesis, using the relationship between
Pearson Differential Equation and Influence Function (IF), M-Estimation method is
proposed for datasets that are follow Pearson Type VI (PVI) distribution. The advantage
of this method is that, while the traditional M-Estimators do not take into account the
skewness and kurtosis values of the data set, the Pearson Differential Equation takes into
account these values and generate dynamic solutions for different skewness and kurtosis
values. Objective, Influence and Weight functions are obtained by using the Probability
Density Function (PDF) of the PVI distribution. In addition, the tail properties of PVI
distribution are examined and its behavior in simulation studies is observed. By using the
Weight Function, the Iteratively Re- Weighted Least Squares Estimation Method
(IRWLYS) is used to estimate regression parameters. The performance of the proposed

method is compared with other M-Estimators in terms of Total Absolute Deviation (TAB)

Vi



and Mean Square Error (MSE) criteria by using simulation studies with different
scenarios and real data sets.

Keywords: M- Estimation Method, Robust Regression, Pearson Type VI
Distribution, Influence Function, Iteratively Re- Weighted Least Squares
Method.
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GIRIS

Istatistik tarihi boyunca birgok aragtrmaci, ellerindeki verilerin normal dagildigin
varsayarak analiz yapmuslardir. Bu nedenle verilerde bulunan anormallikler (kalin- uzun Kuyruk,
agirt sivrilik, carpikhk, basiklik, sapan gozlem vb.) arastwrmacilar i¢in ayak bagi olarak
gOriilmiistiir. Boyle durumlarin tistesinden gelmek yerine uzun yillar boyunca bu yap1 veya
gozlemleri dislamay1 segmislerdir.

Veri setinde bulunan anormallikler birgok nedenden kaynaklanabilir. Bu nedenlerin
basinda Olciim ve kayit hatalar1 ya da iki veya daha fazla anakiitlenin birbirine karismasi
gelmektedir. Ancak veri setinde, veri setine ait bir gbzlem veya gozlemler anormal gézlem gibi
davranabilirler. Arastrmacilar boyle gozlemlerin varliginda veri setini analiz etmekte
zorlanmiglar ve boyle durumlarm {istesinden gelebilmek i¢in anormalliklere ‘dayamikli’ analiz
yontemlerine yonelmislerdir.

Dayanikli (Robust) Istatistik, varsayilan modelden sapmalar1 ve bu sapmalar
gerceklestiginde giivenilir ve yeteri kadar etkin istatistiksel prosediirlerin insa edilmesiyle
ilgilenmektedir. Tk defa ‘Robust (Dayanikli)’ terimi Box (1953) tarafindan kullanilmustir.
Ondan once genellikle istatistik¢iler anormallige sahip veriler icin ‘koti, kirli® terimini
kullannuglardir.

Tukey (1960) varsayilan modelden ¢ok kiiciik sapmalarmn bile optimal prosediirlerin
etkinligini hizla kaybetmesini sagladigmi gozlemlemistir. Bu nedenle 6zellikle Tukey (1962),
veri analizinin geleceginin yeni ve daha iyi alternatif prosediirler olmasi gerektigini belirtmistir.
Boylece giiniimiizde kullanilan dayanikl yontemlerin temelleri atilmaya baslamis ve daha 6nce
bu yontemleri kullanmaya sicak bakmayan istatistik¢iler arasinda yeni bir tartigma baglatmustir.

Dayanikli Istatistik, istatistikgiler arasnda artk bir yontem olarak goriilse bile
matematiksel bir altyapisi 1960’11 yillarm basinda heniiz olusmamusti. Bu eksiklikten yola ¢ikan
Huber (1964), dayanikl istatistigi, modelin komsulugunda verilerin dagilimini segen Doga ile
belirli bir sinifta bir tahminleyici secen istatistik¢i arasindaki bir oyun olarak gérmiistiir. Bu
yaklasimm adi Huber’in minimaks yontemi olarak bilinmektedir. Giiniimiizde Huber’in
minimaks yontemi herhangi bir dayanikli yontem i¢in temel yontem olarak benimsenmistir.

Ik defa von Mises (1947) tarafindan ortaya atilan istatistiksel fonksiyonellerde
siireklilik ve tiirevlenebilirlik problemleri, dayanikh istatistiksel yontemler teorisi olugsmaya
baglarken Hampel (1968, 1974)’in yaklagmmiyla yeniden giindeme gelmislerdir. Ozellikle Etki



fonksiyonu (bir fonksiyonelin Gateaux tiirevi), istatistiksel bir prosediiriin dengesini (stability)
Olgmede en 6nemli araclardan biri haline gelmis ve yeni dayanikli yontemlerin gelistirilmesine
olanak saglanstrr. Istatistiksel fonksiyoneller daha sonra bootstrap ve parametrik olmayan
yontemlerin gelismesinde 6nemli rol oynamuslardir.

Huber (1964), dayanikli istatistiksel yontemlerin gelismesinde ¢ok dnemli bir yeri olan
esnek ve genis bir tahminleyici smifi olan M- tahminleyiciyi gelistirmistir. Boylece Teorik ve
Uygulamah Istatistik, Ekonometri ve Biyoistatistik gibi alanlarda kullanilabilen bir yapi tasi
ortaya ¢ikmustir. Gelistirilen dayanikli yontemler beraberinde ‘ne kadar dayamkhi?’ sorusunu
getirmislerdir. Bu soruya cevap olarak Etki fonksiyonu (Hampel, 1968-1974) ve Kirima
Noktasi verilebilir. Hampel (1968, 1974) tarafindan sunulan Kirilma Noktasi bir istatistiksel
fonksiyonelin yeni eklenen veya degistirilen bir veri noktasma (point mass) dayanikliligini
olgmek i¢in kullanilir. Kirilma noktalari dikkate alinarak birgok tahminleyici gelistirilmistir. Bu
tahminleyiciler genel olarak yiiksek ve diisik krilma noktah tahminleyiciler olarak
bilinmektedirler. Ancak diisiik kirilma noktasma sahip tahminleyicilerin gelisimi dururken
yiiksek kirllma noktasma sahip tahminleyiciler i¢in hesaplama ve yeniden 6rnekleme yontemleri
ilk olarak Rousseeuw (1984) ve Rousseecuw ve Leroy (1987) tarafindan gelistirilmistir.

Dayanikli yontemler giiniimiizde genis bir uygulama alanmna sahiptir. Ozellikle
Regresyon Analizinde parametre tahmini yapilirken verilerde bulunan agmiliklar En Kiigiik
Kareler (EKK) tahminleme yonteminin etkinligini kaybetmesine yol agmaktadir. Boyle
verilerin varhigmda EKK ile yapilan parametre tahminleri sapmali olmaktadir (Hampel, 1986).
Bu nedenle dayanikli tahminleme yontemleri arastirmacilarin ilgi odagi haline gelmistir.

Harwey (1977), dayanikli regresyon prosediiriinde minimum mutlak sapma tahmin
edicisini baglangi¢ ¢6zlimii olarak kullanmay1 6nermistir. Hinich ve Talvar (1985) ve Andrews
(1974) tarafindan gelistirilen medyana dayanan M- tanminleyicileri de baslangi¢ ¢oziimii olarak
kullanmis ve etkinliklerini karsilagtrnmstir. Minimum mutlak sapma yonteminin birgok
durumda diger yontemlere gére daha iyi oldugunu raporlamustir.

Hogg (1979), veri setinde sapan gozlem oldugunda bu gézlemlerin etkilerini azaltmak
icin kullamlan robust istatistiksel prosediirleri ele almustrr. Regresyon parametrelerinin
tahminlenme siireclerini incelemistir. Regresyon parametrelerinin tahminlenmesi i¢in kullanilan
yontem olan IRWLS yontemi tizerinde durmus ve asimptotik varyans formiiliinii ele almustir.
Ayni zamanda L ve R tahminleme yontemlerini incelemistir. Andrews (1974) tarafindan rapor

edilen, Wood ve Gorman (1971) tarafindan analiz edilen veri setini kullanmustir. Buna ek olarak



Zeigler ve Ferris (1973) tarafindan incelenen ‘Half-life of Plutonium- 241°, Lenth (1977)
tarafindan incelenen ‘Splines’ ve Agee ve Turner (1978) tarafindan incelenen ‘Automated data
reduction’ veri setlerini M- Tahminleyicilerle analiz etmistir.

Wu (1985), 6lgek ve regresyon parametreleri i¢in sik kullanilan M- tahminleyicileri ele
almigtir. Bell (1980) tarafindan gelistirilen Bel/OLS M- Tahminleyiciler ile Siegel (1982)
tarafindan gelistirilen yiiksek kirilma noktali Bell/ RM M- tahminleyicileri birgok gercek veri
seti kullanarak karsilastrnustir. Tukey’s Bisquare M- tahminleyici ile Bell/OLS M-
tahminleyiciler arasindaki benzerlikleri tartismustir.

Croux ve Rousseeuw (1992), S, ve Q, olmak iizere iki dayanikh 6lgek tahmini

gelistirmislerdir. Gelistirilen tahminleyiciler i¢in kirilma noktalar1 ve hesaplama algoritmalar1
iizerinde durmuglardir. Bu tahminleyicileri hesaplama siirelerine gore karsilagtirmislardir. Ayni
zamanda bu 6l¢ek tahminlerinin regresyon parametre tahmini yaparken kullanmiglardir.

Cantoni ve Ronchetti (2004), carpik ve kaln kuyruklu verilerde kullanilmak tizere yeni
bir dayamkl yontem gelistirmislerdir. Varsayilan modelden sapmalar oldugunda gelistirdikleri
yontemin geleneksel yontemlere gore daha etkin oldugunu Isvicre’de bir hastanede 100
hastadan elde edilen ‘medical back problems’ verisi ve bircok simiilasyon kullanarak
kanitlanslardir.

Allende ve digerleri (2006), robust istatistiksel yontemlerde genel olarak kullamlan
simetrik dagilislarm eksik yonlerini tartismis ve G¢ dagiisma dayanan asimetrik etki
fonksiyonlu M- tahminleme yontemi Onermislerdir. Yeni gelistirilen yontemi kullanarak
uydudan (GPS) elde edilen goriintiileri islemeye ¢ahsmuslardir.

Mohebbi ve digerleri (2007), EKK’ya alternatif olan dayanikh regresyon yontemleri
tizerince inceleme yapmuslardir. Carpik veri setleri igin LAD, Huber ve Parametrik olmayan
regresyon yontemlerini kullanarak karsilastirma yapmuglardir. Karsilastima amaciyla Laplace,
Lojistik ve Kirletilmis (contaminated) nomal dagilis kullaniglardir. Carpik veri seti igin Gama
dagihgindan faydalannuslardir. Karsilastrma kriteri olarak Ortalama Karesel Hata ve Toplam
Mutlak Sapma kullanmuslardir.

Muthukrishnan ve Radha (2010), veri setinde sapan gozlem oldugunda dayanikli
yontemlerin kullamlmalarm incelemislerdir. Huber, Tukey ve Hampel M- tahminleme
yontemleri lizerine tartigmuglardir. Bircok simiilasyon verisi lizerinde sapan gozlem varligmni ve

sapan gozlem ekleyerek yontemleri arastrnuglardir.



Chen (2013), robust regresyon analizinde parametre tahmini igin siklikla kullanilan IRWLS
tahminleme yontemini, veri seti ¢ok biiyiik oldugunda dagitimh (kiimeli) olarak kullanmay1
Onermistir.

Rasheed ve digerleri (2014), veri setinde sapan gozlem veya degisen varyans oldugu
durumlarda regresyon parametrelerinin tahminlenmesinde IRWLS kullanistir. Huber ve Tukey
M- Tahminleyicileri icin IRWLS ve LTS (En Kiiciik Kesilmigs Kareler) tahminleme
yontemlerini  kullanarak direngli (resistant) regresyon uygulamalari iizerine arastrma
yapmuslardir. Farkhi veri setleri kullanarak M- Tahminleyiciler, LTS ve OLS’yi
karsilastirnuglardir.

Khalil ve digerleri (2016), yeniden azalan M- tahminleyici onermislerdir. Bu yeni
tahminleyiciyi Hampel, Andrews, Tukey ve Qadir M- tahminleyicilerle karsilastrmustir. Birgok
simiilasyon c¢alismasma ek olarak 1950-1973 yillar1 arasinda Belgika’dan yapilan uluslararasi
(Rousseeuw ve Leroy, 1987) telefon goriismeleri veri setini kullanarak yoOntemleri
karsilastrnuglardir.

Bosse ve digerleri (2016), M- tahminleme yonteminin teorik altyapisimni incelemis ve
Robotik ¢alismalar i¢in kullannuiglardir.

Sumarni ve digerleri (2017), normal dagilisa gére daha uzun kuyruklu olan t dagilisini
kullanarak, dagihsm yer (location) parametresini dayanikh (robust) olarak incelemislerdir. t-
dagilismm Amag, Etki ve Agirlik fonksiyonlarm elde etmislerdir. Elde edilen yer parametresi
i¢in asimptotik davranis1 ve Asimptotik Goreli Etkinligi (ARE) elde etmislerdir. Farkl serbestlik
dereceleri kullanarak ARE’nin nasil degistigini incelemislerdir. Endonezya Sogan Verimi
verisine sapan gézlem ekleyerek parametre tahmini yapmuslardir.

Yulita ve digerleri (2018), Huber, Hampel, Tukey ve Welsch agirlik fonksiyonlarmi
basit ve cok degiskenli regresyon analizi lizerinden karsilastirmislardir. Karsilastirmada birgok
simiilasyon ve Hindistan Dogu Java Bolgesine ait Human Development Index (HDI) verilerini
kullannuglardir.

Bu tez calismasinin amaci, verilerde carpiklik, yiiksek basiklik, kaln kuyrukluk, uzun
Kuyrukluk, sapan gozlem veya sapan gozlem oldugundan siiphelenilen gozlemler ortaya
ciktiginda geleneksel M- tahminleyicilerin eksikliklerini gidermektir. M- tahminleyiciler
genellikle simetrik ve kalm- uzun kuyruklu veriler i¢in iyi bir ¢6ziim elde ederken anormallikler
ortaya ¢iktiginda etkinliklerini kaybetmektedirler. Bu nedenle bu caligmada veri setinde
meydana gelen asimetriyi, yiiksek basiklig1 ve kalin- uzun kuyrugu dikkate alan PVI dagilisinin



agirlik fonksiyonu kullamilarak regresyon parametre tahminleri yapilmustir. Pearson Diferansiyel
Denklemi ile Etki Fonksiyonu arasida bulunan benzerlikten yola ¢ikilarak Pearson PVI
dagilismm oyf’si kullamlarak Amag, Etki ve Agirlik Fonksiyonlari elde edilmistir.

Geleneksel M- tahminleme yontemleri verilerin ¢arpiklik ve basikhk degerlerini dikkate
almazken Pearson Diferansiyel Denklemi bu degerleri dikkate almaktadir. Boylece veri setine
ait dagilig tam olarak (tek) belirlenebilmekte ve parametre tahmini yapilirken hatayr en aza
indirmektedir.

[lk defa Karl Pearson (1895) tarafindan ortaya ¢ikarilan Pearson Diferansiyel Denklemi,
icerisinde bulundurdugu parametrelerin aldiklar1 farkh degerlere gore farkh olasilik dagilislart
tireten bir sistemdir. Bu dagihslarin ortaya cikardigi sisteme Pearson Dagihs Ailesi
denilmektedir. Igerisinde 13 farkli dagilis bulundurmaktadir. Bu 13 dagilistan 3 tanesi Ana Tip
geriye kalan 10 tanesi ise gecis tipleri olarak isimlendirilmektedir. Pearson Dagilis Ailesinin Ana
Tipleri;

- Pearson Tip I Dagihs1 (PI)

- Pearson Tip IV Dagilis1 (PIV)

- Pearson Tip VI Dagilis1 (PVI)
olarak yazilabilir. PI dagilis1 (Beta Dagihisi) hem sag hem de soldan sinirh bir dagihstir. Bu
nedenle kullamim alam kisithdir. PIV dagilisi ise kokleri sanal olan bir dagilis olmakla birlikte
her iki ugtan siirsizdir. Pearson Dagilis Ailesi igerisinde en zor olarak adlandirilan dagilistir.
PVI dagihs1 (ikinci Tip Beta), bir ugtan (sag veya sol) smirl kaln- uzun kuyruklu bir dagihstir.
Dagihsin parametrelerinin aldiklar1 degerlere gore icerisinde F, Pareto, Beta ve Gama
Dagihglarmi barmdirmaktadr. Ayrica parametrelerinin yapisi nedeniyle bircok basikhk ve
carpiklik degerinde rahatlikla kullanilabilmektedir. Baghca kullamim alanlar1 asagida verilmistir;

- Kayp Fonksiyonu olarak (Belkama ve Embrects, 2018),

- Tipta beyin fonksiyonlarmin incelenmesinde (Brascamp ve digerleri, 2004),

- Salgin hastaliklarin modellenmesinde (Tulupyev ve digerleri, 2013),

- Meteoroloji ve Hidrolojide (Mielke ve Johnson, 1974),

- Finansal oynaklik verilerinde (Moghaddam ve digerleri, 2019),

- Gelir Modellemesinde (Ye ve digerleri, 2012),

- Radardan alman goriintiilerin iglenmesinde (Salazar, 2000) ve

- Giivenilirlik analizinde (Kilanly, 2016).



Bu tez ¢aligmasi dort boliimden olusmaktadir. Tezin birinci boliimiinde, Dayamkli
Istatistiksel Yontemlerin dayanikhliklar1 6lgmek amaciyla kullanilan Etki Fonksiyonu ve
Kirilma noktasi ele almmustir. Ayrica genel olarak M- Tahminleyiciler ve regresyon analizinde
siklikla kullamilan Huber ve Tukey M- Tahminleyiciler iizerinde durulmustur.

Ikinci boliimde, Pearson Diferansiyel denklemi ve bu denklemin Momentler
Tahminleme yontemiyle ¢oziimleri yapilmustir. Ayrica PI, PIV ve PVI dagilislar1 incelenmis ve
PVI dagihsinin saga carpik ve sola ¢arpik durumlari ele alinmuistir. Buna ek olarak PVI'nin
modu, momentleri ve kiimiilatif dagilis fonksiyonu incelenmistir.

Uciincii boliimde, Pl, PIV ve PVI dagihslarmmn oyfleri kullanilarak, Pearson
Diferansiyel Denklemi ile Etki fonksiyonu arasindaki benzerlikten yola ¢ikilarak mod noktasi
orijinde olan Pearson ana tipleri icin Amag, Etki ve Agirlik Fonksiyonlari elde edilmistir. Ayrica
bu tez ¢alismasmin konusu olan, PVI igin Asimtotik Varyans teorik olarak elde edilmistir.

Dérdiincii ve son boliimde, gercek veri setleri ve simiile edilmis veri setleri kullanilarak
EKK, Huber M- Tahminleme Yo6ntemi, Tukey M- Tahminleme Yontemi ve PVI Dagilismin
Agirhik Fonksiyonuna Dayanan Tahminleme Yontemi Toplam Mutlak Sapma (TMS) ve
Ortalama Karesel Hata (OKH) kriterleri agisindan karsilastiriimistir. Simiilasyon ¢alismasi, hata
teriminin dagilisinmn 28 farkl senaryo ve 9 farkh dagilis gosterdigi durumlar igin yapilmustir. Her
bir durum i¢in regresyon artiklarmm PVI’ya uyum gosterip gostermedikleri kat1 sartlar altmda
incelenmistir. Calismada 6rnek hacimleri 30,50, 100 ve 500 olarak belirlenmis ve her 6rnek

hacmi i¢in 1000 adet tekrar gergeklestirilmistir.



BIiRINCI BOLUM
ROBUST (DAYANIKLI) ISTATISTIKSEL YONTEMLER

Robust (Dayanikh) terimi ilk defa Box (1953) tarafindan kullanilmustir. O zamana kadar
bazi dayanikli yontemler nadiren kullanilmiglardir. Ancak Tukey (1960), varsayimlarda bazi
kiiglik sapmalarmn istatistiklere asir1 etki yaptigini fark eden ve 6rneklendiren ilk kisi olmustur.
Geleneksel olarak yaygmn kullanilan normal modellerin, kii¢iik degisimlere ¢ok duyarli ve
varsayim olarak tehlikeli bir hal aldigini gézlemlemistir. Huber (1964) ve Hampel (1968) bu
konu iizerinde ¢aligma yapmislar ve dikkatleri {izerlerine ¢gekmislerdir.

Cogu arastrmactya gore 1960’larda dayamikli yontemler daha ¢ok ‘“kotii” olarak
goriilmekteydi. Bu nedenle dncelikle matematiksel yaklasimlarin yapilmasi gerekmekteydi.

Robust istatistik, klasik istatistikte yaygmn olarak yapilan birgok varsayimm (normallik,
dogrusallik, bagmsizhk vb.) ger¢ege en uygun yaklagmmidir. Dayanikli yontemlerin
kullanilmasmin nedeni biiyiik hata (gross error), kopyalama veya aktarma hatalarmimn veri seti
icerisindeki varliklaridir. Genellikle veri setinde sapan (outlier) olarak ortaya ¢ikar ve birgok
geleneksel istatistiksel yontem i¢in tehlikelidir (Hampel ve digerleri, 1986:6).

"Robust” kelimesi, bazen tutarsiz ¢agrisimlarla doludur. Goreceli olarak dar bir
anlamda, amaglarimiz i¢in robust varsayimlarm kiiciik sapmalara duyarsizliklar1 olarak ifade

edilebilir (Huber, 1981).

1.1. DAYANIKLILIK OLCME YONTEMLERI

Dayanikh (Robust) istatistiksel yontemlerin ortaya ¢ikmasiyla beraber bu yontemlerin ‘Ne
kadar dayanikli?” sorusu glindeme gelmistir. Bu nedenle yontemlerin dayaniklihiklar: farklh
sekillerde oOlclilmeye caligilmistr. Bu yontemlerin baginda Etki Fonksiyonu (Influence
Function) ve Kirilma Noktasi (Breakdown Point) gelmektedir.

1.1.1. Etki Fonksiyonu
Bir x noktasindaki sonsuz kii¢iikliigiin (infinitessimial) tahminleyici iizerindeki etkisini

Olemek i¢in kullanilan en etkili yontemdir. Sonsuz kiigiikliigiin bir resmidir ve gdzlemlerdeki
bozulmanin neden oldugu asimptotik sapmayi dlger. Etki fonksiyonu (IF), orijinal olarak Etki



Egrisi (IC) olarak adlandirilmig ancak literatiirde genellikle IF olarak kullandmistr (Hampel
1968, 1974).
Tamm: R, reel say1 uzayi, T ise R 'nin tiim olasilik dlgiilerinin bazi alt kiimelerinde tanimli
reel degerli bir fonksiyonel ve F , T 'nin tanimli oldugu R iizerinde bir olasilik l¢iisii olsun.
X € R olmak tizere nokta agirig1 (point mass) 1 olan bir olasilik olgiisti 5, tammmlansin. F ve
6, ’inkanisimy, 0 <t <1 olmak sartiyla, (l—t) F +to, seklinde yazilabilir. x € R 'nin her bir
noktasinda limit taniml olmak kosuluyla, tahminleyici T 'nin F dagihsi altindaki Etki Egrisi
(IC);

ICy ¢ () = liM{T[(1-t) F +t5, ]-T (F)} t (L.2)
seklinde gosterilebilir.
T ’nin tamim aralig1, 6rnek uzayi ( y ) lizerindeki tiim sonlu kiimelerin 6l¢iisiiniin konveks bir alt
kiimesi olsun. Tanim araligndaki biitiin G dagilislar1 icin gergek bir a fonksiyonu ortaya
cikiyorsa, T tahminleyicisi, F dagilis1 altinda Gateaux anlaminda tiirevlenebilirdir.

T((1-t)F +tG)-T(F)

& t = a,(x)d6 (x)
Bu gésterim ayni zamanda;
%[T ((1_t) F +tG)j|t:0 - ,[ai(x)dG (X) (1.2)

seklinde ifade edilebilir (Hampel, 1974: 383). Esitligin sol tarafi G yoniinde T 'nin F ’deki
yonlii tiirevidir. G = F olursa;

[a(x)dF (x)=0 (1.3)
yazilabilir ve dG (x) yerine d (G —F )(x) yazilabilir. Eger F yakmmnda bir G dagilist almir
ve T ’ye F ’de birinci derece von- Mises agilimi (Taylor agilimi) uygulanirsa;

T(G)=T(F)+[IF(xT,F)d(G-F)(x)+R,i=2... (1.4)
elde edilir (von- Mises, 1947: 325).
Asimptotik Varyans ile Etki Fonksiyonu arasinda yakin bir iliski vardir. Eger gozlemler

ii.d
bagimsiz ve ayni F dagilisma sahip olursa ( X, ~ F ), gdzlem sayis1 n biiyiik oldugunda
ampirk dagihs F, F’e yakmlagr. Bu nedenle G yerine F, yazilabilir.

n n

T, ( Xiveen X, ) =T, ( F, ) ormek hacmi biiyiik oldugunda T ( F ) ’e yeteri kadar yaklasabilir.



[a(x)dF (x)=[IF (xT,F)dF (x)=0
alinirsa;
Tn(Fn)zT(F)+.[IF(x;T,F)an(x)+Rn (15)
yazilabilir. Esitlik 1.5 F, {izerinden integral alnir ve tekrar yazilirsa;
\/H(TH—T(F)):%Zn:IF(Xi;T,FH R, (L.6)
=

Merkezi limit teoremine gore Esitlik 1.6’nm solundaki terim asimptotik normal dagilisa sahiptir.
n— oo iken R, 0’a yaklasmaktadir. Bu durumda ~/n (T, =T (F)) ~ N (O,V (T, F)) olarak
gosterilebilir. Burada asimptotik varyans;

V(T,F)=[IF(xT,F)dF(x) €7
olarak yazilir (Hampel ve digerleri, 1986).

1.1.2. Kirilma Noktasi

Bir tahminleyicinin kirilma noktasi (breakdown point), gozlemlerdeki en kiigiik
degisimin tahminleyicinin degerinde meydana getirdigi kiigiik veya biiylik degisimdir. Kirilma
noktasi, bozulmaya kars1 direncin bir 6lgiistidiir (Wilcox, 201 1; Rousseeuw ve Leroy, 1987: 9).
[lk defa Hodges (1967) tarafindan ortaya atilsa bile Hampel’in doktora tezinde
genellestirilmistir.

Kirilma noktasi kiiglik 6rneklemler i¢in ¢ok kullamgh bir dayaniklihk Slgiistidiir ve bir
olasilik modeli olmadan tamimlanabilir. Olasiliksal olmayan kirilma noktasi i¢cin 3 farkli

orneklem tamimlanmasi gerekir.

X = ( Xiyeooy X ) , n 6rnek hacimli bir 6rneklem olsun. Bu 6rneklem 3 farkli yolla bozulursa;

1. & -bozulumu: m adet keyfi Y =(Vy,,...,, ) degeri orijinal mege eklenebilir.
Boylece ‘kotii vert’ orant X'= X UY i¢in € = m/(m + n) dir.

2. &-yerine koyma: m adet veri y,,...,y, omek icerisinde keyfi olarak degistirilir.
Baylece ‘kétii veri’ oram £ =m/n olur.

3. & - degisiklik: Ampirik 6lgiim uzayi icerisinde bir uzakhk fonksiyonu 7 olsun. F ,
X i¢in bir olasihk Ol¢timii ve G,, X' i¢in bir olasilik lgiimii ve 7z( F..G, ) <eg

olsun. Bu kosullar dikkate alindiginda, T, deerleri Oklid uzaynda olan bir



tahminleyici ve T (X), X Omeginde tahminleyicinin degeri olsun. X, drnek

uzayinda tahminleyici T ’nin kirilma noktast &* olur. Burada &°, 6rmeklem X'
bozulmus/ yerine konmus/ degisiklik yapilmis oldugunda & ’un alacagi en kiiciik
degerdir. Bu nedenle bozulmus/ yerine konmug/ degisiklik yapilmis Ornekteki
maksimum Sapma;

Sapma(; X, T)=sup(T (X)-T(X")) (1.8)
olur. Esitlik 1.8’de supremum bozulmus/ yerine konmus/ degisiklik yapilmus biitiin
orneklemlerin kiimesi tizerinden alimmustir. Sapmadan hareketle kirilma noktast;

&' (X,T)=inf {:Sapma(s; X,T)=oo} (1.9)
olur. Bozulmug/ yerine konmus/ degisiklik yapilmis Orneklemler i¢in tahminleyicinin
degerindeki kiiciik degisimler 6nemsizken eger tahminleyicinin degerindeki degisim sonsuza
dogru giderse kirilma noktasi bu degerler igerisindeki en kiigiik sapma degeridir (Donoho ve
Huber, 1983).

1.2 M- TAHMINLEYICILER

Geleneksel istatistiksel yontemler belirli varsaymmlara ve kaliplasmis ¢oziim
yontemlerine dayanmaktadir. Ancak bu yontemler gergek yasamda ortaya ¢ikan sorunlara her
zaman ¢0zlim olamamuslardir. Dayanikh yontemlerin gelismesi ile birlikte gergek yasamda
ortaya ¢ikan problemlerin ¢dziimlemeleri kolaylasnus ve yontemler esneklesmistir. Ozellikle
gereek yasamda ortaya ¢ikan bir problemde dayanikh yontemler ger¢ek modelin yakinmna daha
hizh ve daha giivenilir yaklagmaktadirlar. Boylece dayamkli istatistiksel yOontemlerin
gelismesiyle birlikte dayanikli tahminleme yontemlerine ihtiyag duyulmus ve bazi yontemler
gelistirilmistir. Bu yontemlerin baginda ECO tahminleme yonteminin genellestirilmis bir
versiyonu olan M- Tahminleyiciler gelmektedir. M- Tahminleyiciler en esnek, uygulamasi
(hesaplamasi) en kolay ve ¢ok parametreli yontemlere ¢ok hizh ve giivenilir olarak
uygulanabilir.

Herhangi bir tahminleyici T, bir minimizasyon problemi olarak tanmmlanirsa Amag
Fonksiyonu;
> p(%:T,)=min! (1.10)

ve minimizasyon probleminin tiirevi alinirsa Etki Fonksiyonu;
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> w(x;T,)=0 (1.12)
olarak gdsterilebilir. Burada p(X;;6) her ne kadar keyfi bir fonksiyon olsa bile tiirevlenebilir bir

fonksiyon olmast uygun bir segim olur Ve y(x;;6) ( / 49) (x;60) M- Tahminleyici (Etki

Fonksiyonu) olarak adlandirilir. M- Tahminleyiciler ayn1 zamanda En Cok Olabilirlik (ECO)
tipi  (Maximum Likelihood Estimator, MLE) tahminleyiciler olarak bilinir ve
p(x;0)=-log f (x;0) olursa En ¢ok olabilirlik tahminleyicisi olur. Ozellikle bir yer
Olciistiniin tahminti ile ilgilenilirse;
> (% -T,)=min! (1.12)

veya tiirevi,

> w(x-T,)=0 (1.13)
yazilabilir. Esitlk 1.13’te bir agrhk fonksiyonuw, =y (% —T,)/(% —T,) olarak
tanimmlanirsa;

> w (% -T,)=0 (1.14)

olur. Béylece bir yer dl¢iisiinii ifade eden tahminleyici T bir agirlikh ortalama olarak yazilabilir;

T Z ' (1.15)
Z W,
Burada agirhiklar 6rnekten elde edilmektedir. Esitlik 1.13 fonksiyonel olarak tanimlanirsa;

_[y/(x;T(F))dF(x):O (1.16)

ile gosterilebilir (Huber, 2011).
1.2.1. Konum Parametresinin M-Tahminleyicisi

M- Konum (location) Tahminleyiciler dikkate alnirken olasilik temelli istatistikler

kullanilarak konum parametresinin M-Tahminleyicisi elde edilecektir. Her bir gozlem x; "nin
degeri bilinmeyen gercek parametre @ nin degerine ve bir sans degiskeni &, "ye (hata terimi)
bagli olsun. Burada hatalarm eklenebilir oldugu g6z 6niine almarak konum model;;

X =0+g, (i=1..n) (1.17)
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ile gosterilebilir. Esitlik 1.17°da hata terimleri &,,..., £, sans degiskenleridir. Eger gézlemler esit
kosullar altinda birbirinden bagimsiz tekrarlardan elde edildilerse hata terimi i¢in asagidaki
varsayimlar yapilabilir.

1. &,..., &, birbirleriyle aym F, dagilisma sahiptir ve

2. &,...,&, bagimsizdur.
Boylece gozlemler X, ..., X, bagimsiz ve ayn1 dagilim fonksiyonuna sahip sans degiskenleridir.

F(x)=F(x-9) (1.18)

Eger sistematik bir hata olmadigi varsayilrsa & Ve —g aym dagilisa sahip oldugundan
Fo (X) =1—-F,(—x) oldugu rahatlikla gdriilebilir. Konum parametresinin tahminlenmesi igin

Esitlik 1.17 dikkate alinrsa, F,, & 'nin dagilim fonksiyonu ve f, = FOI olasihik yogunluk

fonksiyonu (oyf) olsun. Gézlemlerin ortak olasilik fonksiyonu (olabilirlik fonksiyonu);
n
L(Xo X3 0) =] ] fo (% —6) (1.19)
i=1

olarak yazilabilir. Buradan @ 'min ECO tahminleyicisi 6, olabilirlik fonksiyonunun maksimize
edilmesiyle;

é:é(xl,...,xn)=argmgx L (¥, X, 6) (1.20)
elde edilir. Burada arg max terimi degerin maksimize edilmesi anlaminda kullanilmustir. Eger
F, kesin olarak biliniyorsa, ECO tahminleme yontemi, uygun tahmin simflar1 arasida en kiigiik
varyansa sahip optimum tahminleyici smifidir. Ancak F; kesin olarak bilinmiyor ancak yaklasik

olarak biliniyorsa tahminleri bulmaktaki amag;

a.  F, Normal ise ‘yaklagik optimumu’ elde etmek veya
b. F, yaklasik olarak Normal ise (kirletiimis normal vs.) ‘yaklasik optimumu’ elde

etmektir.

Eger f, >0 ise logaritmasi artan bir fonksiyon olacaktir. Bu durumda Esitlik 1.20;

0 =argmin ;p(Xi -0) (1.21)

olarak yazilabilir. Burada p=-—log f,’dr ve Amag¢ Fonksiyonu olarak bilinir. Eger

F, =N (01) ise;

12



£ (%) = e (1.22)

NP

olur ve sabitler atilirsa p(X) = X*/2 olarak yazilabilir. Boylece Esitlik 1.21;
A i 2
0 =argmin ;(Xi -6) (1.23)

olarak yazilabilir. Eger F, cift tistel dagilis (double exponential) olursa;

fy(x)= %e‘x (1.24)

elde edilir ve p(x)=|X| olur. Boylece Esitlik 1.21;
6=argmin §|xi 0 (1.25)
ile gosterilir. Esitlik 1.23 ve 1.25 i¢in ¢6ziim yapilirsa 6mek ortalamasi ve 6rnek medyam elde

edilir.

Eger Esitlik 1.21 4 ’ya gore tiirevlenirse;
Z://(xi —é):o (1.26)
i=1

olur. Burada v = p" °dir ve Etki Fonksiyonu olarak bilinir. Ancak v siireksiz bir fonksiyon
ise Esitlik 1.26’in ¢oziimii bulunamaz. Boyle bir durumda Esitlik 1.26 yorumlanirken esitligin
sol tarafi @’da isaret degistirir anlammda yorumlanir. Eger f, simetrik ise p cift ve y tek
fonksiyondur.
Amag fonksiyonu p(X) =2 / 2 alinirsa, W(X) = X olur ve Esitlik 1.26;
zn:(xi —é):o (1.27)
i=1
elde edilir ve bu ¢dziim 6rnek ortalamast 0 =X olarak gosterilir.
Verilen bir p fonksiyonu igin, Esitlik 1.21°nin ¢oziimii konum parametresinin M-
Tahminleyicisidir. Amag fonksiyonunun uygun bir sekilde secilmesi i¢in a ve b amaglari dikkate
almabilir.

Eger Agirlik Fonksiyonu;
v (x)
W(x)=1 x ' x#0 (1.28)
w'(0), x=0
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alinirsa Esitlik 1.26;

Zn:(xi L (xi —é) (1.29)

oOlarak yazilabilir veya;

= -, w :W(x.—e) (1.30)

M-
=

i=1

agirlikli ortalama olarak yazilabilir. Burada W (x), |X| i¢in artmayan bir fonksiyondur ve

agirliklar 0e baglidir. Boylece uzakta bulunan gézlemlere daha kiigiik agirhk verilir (Maronna
ve digerleri, 2006; Huber, 1981).

1.2.2. Olgek Parametresinin M-Tahmini

Olgek parametresinin M- Tahmininin tek basma bir dnemi olmasa bile, regresyon
parametrelerinin tahminlenmesi ve gok degiskenli analizlerde yardimei bir rol oynamaktadir.
Buradan yola ¢ikarak carpim modeli;

X, = O€; (1.31)

ele almsn. Hata terimleri bagimsiz aym1 f, dagihsina sahip ve o >0 bilinmeyen dlgek

parametresi olsun. Gozlemlerin dagilis1 bir tistel aile olarak alinirsa dagilisi;

4[2)
—f,| — (1.32)
o \o
ile gosterilir (Maronna ve digerleri,2006). Olgek parametresi 0 *nin ECO tahmin edicisi;
15 X
g=argmax—| | f,| — 1.33
gmax—[]f, ( Gj (L.39)

olur. Esitlik 1.33’nin logaritmasi alinir ve 0 ’ya gore tiirevlenirse;
EZp(ij =1 (1.34)
elde edilir. Burada p(x)=xy (x) ve y (x) = f,(x)/f,(X) dir. Eger f,’m dagihst N (0,1)

ise p(X) =x’ve 6= Z x? / N (Ortalama Karesel Hatanin Karekokii, RMS) olur, ancak
i=1
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eger f, cift iistel dagilis ise p(X)=|X| ve 6 = Zn:|xi| n olur. Eger f, ift fonksiyon ise o
i=1

fonksiyonuda cift fonksiyondur ve & ’in degeri sadece gdzlemlerin mutlak degerine baglidir.

Olgek parametresinin M- tahminleyicisi;
13 Xi
=Pl x=x (1.35)
[ ey o
seklinde gosterilebilir. Amag fonksiyonu kullanilarak elde edilebilir ve burada y >0 olmahdir.
Olgek parametresinin tahminlenmesinde genellikle orijin etrafinda ikinci dereceden bir p

fonksiyonu kullantlir (p(0)=0 ve p (0)>0). Boyle durumlarda M- dlgek tahmini bir

agrlikh ortalama karesel hatanin Karekokii seklinde yazilabilir. Agirlik fonksiyonu,

W(x)=9 x° (1.36)

oOlarak alinirsa Esitlik 1.35;

6= . > w (ijjxf (1.37)

seklinde yeniden diizenlenebilir (Maronna ve digerleri, 2006; Huber, 1981).
1.2.3. Konum ve Ol¢ek Parametrelerinin M- Tahminleyicileri

Konum ve 6l¢ek parametresi birlikte ele alinarak M- tahminleri elde edilebilir. Bu
nedenle konum- 6lgek modeli;
X, =0+ 0%, (1.38)
ile gosterilebilir. Burada ¢, , f, dagihsma sahip ve x, *nin dagiliss;
X, —0
f(x )=;f( - ] (1.39)
olur. Esitlik 1.39°da o parametresi o, sans degiskeni i¢in dlgek parametresi ancak x, sans
degiskeni igin yayilim parametresi olur. Esitlik 1.39°daki konum (&) ve 6lgek (o ) parametresi
i¢in ECO tahmini;

(é, ) argmax—Hf(X g] (1.40)

060‘ o
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veya

(65)-momn 150,

yazilabilir. Esitlk 1.26 ve 1.35 dikkate alnirsa
tahminleyicileri;

n

1
E ;pijlgek

A

X — 6

%52

(1.41)

o]

yer ve Oleek parametrelerinin ECO

(1.42)

(1.43)

|-+

denklem sistemlerinin ¢dziimiinden elde edilir. Burada w (X) =—pq, Pace (X) = X (X) ve

y =1dir. Eger F dagilis1 simetrik ve 8 ~ N (9, v/ n) ise Esitlik 1.42 ve 1.43;

A

0

(%)

A

q

E pok;ek{ i

{
]
o))}

[W )

Ew

olur ve v = o2

2

1981:1967).

=0

’)|-<

(1.44)

(1.45)

olarak gosterilir (Maronna ve digerleri, 2006; Huber,

1.2.4. M- Tahminleyicilerin Etki Fonksiyonu

Esitlik 1.16°da eger F,

icin;

(L1-t)E-[w(X:T,) [+t (xT,) =0

=(1-t)F+t5, ve T, =T (F,) yazilrsa E. [y (X;T,)]=0

(1.46)

elde edilir (bkz. EK 8). Buradan t *ye gore tiirev alinirsa;

—E [w(X ;Tt)]-i_(l_t)% E.[w(X:T, )]+W(X;Tt)+t%y/(x;Tt) =0 (147)
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0 0 Lo
olur. Burada y ‘(x, 9) = % almirsa zincir kurah kullanilarak;

orT. orT.
E[W(X;Tt)]+(1—t)EF[W'(X;Tt)]5—{+W(X;Tt)+ty/'(x;Tt)?tt:O (1.48)
elde edilir. Eger mek hacmi yeterince biiyiik olursa T (F, ) =T (F ) olur ve t =0 civarinda;

—E¢ [v' (X)) JIF (X T(F))+w (xT,)=0

IF(xT(F))= _EFI/E‘;S)I(é-i);Tt):I (1.49)

elde edilir. Esitlik 1.49°a bakilacak olunursa M- Tahminleyicilerin Etki Fonksiyonlar1 y(.)

fonksiyonu ile oransaldir. Dolayistyla y(.) fonksiyonu Etki Fonksiyonu olarak kullanilabilir

(Huber, 2011). Ayrica M- Tahminleyicilerin asimtotik dagihis1 Ek 7°de verilmistir.
1.3. DAYANIKLI REGRESYON

[statistiksel analiz ydntemlerinin arasmda Regresyon Analizi 5Snemli bir yer tutmakta ve
neredeyse istatistik tarihi kadar eskiye dayanmaktadir. Ozellikle 1960l yillarm basma kadar
geleneksel analiz yontemleri yaygn olarak kullamlmustir. Ancak, dayanikli yontemlerin
gelismesi diger tiim istatistiksel yontemlerde oldugu gibi regresyon analizi i¢inde Onemli
gelismelere sebep olmustur. Ozellikle verilerde sapan gdzlem ortaya ¢iktiginda dayanikli
yontemlerin kullanilmasi kagimlmaz hale gelmistir.

Veri seti igerisinde bulunan bir gozlemi sapan olarak tamimlamak arastrmacilar i¢in her
zaman ¢ok zor olmustur. Bu nedenle tam olarak sapan tanimi yapmak zordur. Barnett ve Lewis
(1979:4)’te sapan gozlem igin “‘veri setinin geri kalam igin tutarsiz gozlemler” olarak
belirtmislerdir. Judge ve digerleri (1988:889), regresyon artiklarmdaki biiyiik degerlere sapan
g6zlem admn1 vermiglerdir. Davies ve Gather (1993)’te sapan gozlem i¢in teorik bir tanim

gelistirmiglerdir. Bu tanima gére F icerisinde sapan gbzlem bulunmayan ortalamasi 4 ve
standart sapmas1 0 olan bir dagilis olmak tizere 0 < & <1 arahgi i¢in;

sapan(a, u,0) = {Xi|x— | > 2, .0} (1.50)
olursa x, gézlemi F dagilist igin @ - sapandir. Ancak bu durumda F dagilisma ait bir gozlem
dogal olarak bir « - sapan olarak tammlanabilir. Burada x;, herhangi bir reel degerdir ve bir

gozleme denk gelmek zorunda da degildir. Esitlik 1.50 i¢in dnemli bir 6zellik ise 4 ve 0 'nin
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nokta tahminleyicileri degil gercek degerleri kullaniimustir. Bu nedenle pratikte sapan gézlemler
icin bir smir bolgesi kullamlamaz. Bu yontemin avantaji, tahminlenmis parametreler yerine
gercek parametre degerlerinin kullanilmasi, sapanlari tanimlamak i¢in sapanlari belirlemede
kullanilan yontemlerden bagimsiz olmasidir. Ornegin £z Ve o yerine £ Ve & ’inkullanilirsa;
X € {xi X — 4> zl_a/za‘} (151)
olur. Ancak aragtirmact g ve 0 yerine medyan ve MAD kullanirsa farkli gézlemleri sapan
olarak belirleyebilir. Ger¢ek parametrelerin kullamilmasi “gercek sapan” ile diger yontemlerden
elde edilen sapanlar1 birbirinden ayrr.
Diger bir sapan gbézlem tanimi ise, sapan gozlemlerin sapan gozlem tiireten bir kirletilmis
(contaminated) bir dagilistan gelmesidir. Gozlemlerin bir kismi p olasih@iile F dagilisindan
ve 1- p olasiligiile G dagilisindan geliyor olsun. Burada G dagilisi kirletilmis G,, G, ,...,G,
dagilislarm bir karigmmidir. Boylece eger gozlemler F dagihsindan geliyor ise diizgiin, G
dagilisindan geliyor ise sapan (kirli) gozlemler olarak adlandirilir. Bu durumda sapan
gozlemlerin belirlenmesi kirli gézlemlerin belirlenmesiyle ayni anlama gelmektedir. Ancak F
dagilisindan gelen gézlemlerin bazilar1 F ’e gore & - sapan olabilirler. Bir 6rnek iizerinden
aciklanrsa, F standart normal dagilis ve G standart Cauchy dagilisi olsun. Burada F
dagihsindan segilen bir gbzlemin degeri ¢ok kiigiik bir olasilikla (¢ = 0.01) 5 olsun. Bu gdzlem

F dagilis1 igin bir & - sapandir. Buna ek olarak G dagilisindan segilen bir gézlem ise [—1, 1]

araliginda olursa F dagilisi i¢in bir sapan gézlem olmaz.

Hampel ve digerleri (1986) ve Krasker ve digerleri (1983)’e gore sapan gdzlemler
biiyiik hata (gross error) ve model hatasi olarak iki gruba ayrilirlar.

Biiyiik hatalar, kayit, yazim, lgiim ekipmanmin yetersizliginden kaynaklanan, birim
degisiminden kaynaklanan veya yanlis yorumlamadan kaynaklanan hatalardir. Biiytik hatalar
genellikle arastirmaci tarafindan veri setinden silinirler. Ancak bu hatalarm belirlenmesi ¢ok
zordur. Hampel (1986:25)’e gore bu hatalarmn ortaya ¢ikmast bir istisnai durum degil normal bir
siiregtir. Veri setinde ¢ok az sayida bile biiyiik hata olsa geleneksel EKK tahminleyicilerinde
biiyiik degisime yol agarlar. Boyle durumlarm varhgmnda ise dayanikh (robust) istatistiksel
yontemlerin kullamlmas biiyiik 6nem tagir.

Model hatast ise, istatistiksel/ekonometrik modelin yapisindan kaynaklanabilir. Boyle
durumlarda ekonometrik model kurulurken genellikle kukla degisken kullanilir. Kukla

degisken, tek bir veri noktasi i¢in 1°e esit olur ve veri dislamayi kolaylastirir. Boylece model
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kurulurken varsayilan model biitiin gézlemleri tanimlamaz. Bundan daha iyi bir durum ise
gozlemlerin ¢ogunu veya hepsini dikkate alan dayanikli yontemlerin kullamlmasidir. Modelin
yaklagik olarak kurulmasi farkli formlarda miimkiindiir. Bu formlar incelenirse, ilk olarak,
zaman serisi analizinde basit istatistiksel modeller tarafindan yakalanamayacak onemli olay
veya durumlar ortaya ¢ikabilir. Bu duruma &mek olarak 1973 petrol krizi verilebilir. Tkincisi,
yatay kesit cahigmalarinda, gergek yagamin tiim karmasikhgmni tek bir modelde yakalamak zor
oldugundan sapan gdzlemler kolayca ortaya c¢ikabilmektedir. Ornegin, bir isyerinde calisan
kisilere simdiki ve alt1 ay sonraki beklenen maaslar1 sorulursa ¢ogu c¢alisan i¢in bu iki deger
arasmdaki fark cok az olacaktir. Bu ¢alisanlardan birinin doktora 6grencisi ve yaklagik dort ay
sonra mezun olacagi diisiiniiliirse alt1 ay sonra cok daha yiiksek bir maasa sahip olacaktir. Boyle
bir durum ortaya ¢ikarsa siradan istatistiksel modeller icin bu doktora 6grencisi bir sapan gozlem
olacaktrr. Uciincii olarak, dogrusal bir model kurulursa, dogrusal olmayan bir iliski sapan
gdzlem olabilir. Ornegin, orta gelir grubunda gelir-gider arasmndaki iliski dogrusal olabilir.
Ancak yiiksek gelir grubunda bu iliski dogrusal olmayabilir. Eger hepsi i¢in dogrusal bir model
kullanilirsa yiiksek gelir grubu biiyiik ihtimalle sapan olacaktir. Dordiincli ve son olarak,
degiskenlerin modelden ¢ikariimasy/ atilmasi yiiksek sapanlara neden olabilir. Ornegin gerekli
olan degiskenler modelde yoksa veya arastrmacmimn bu degiskenlerden haberi (iligkisi hakkinda
bilgisi) yoksa bdyle durum sapan gdzlem ortaya ¢ikabilir. Ornegin hane halki harcamalari ele
almirsa, soguk iklimde yasayan insanlar kis aylarinda yiiksek ismma ve izolasyon masrafi

yaparken eger modele sicaklik degiskeni alinmazsa bu ailelerin harcamalar1 sapan olabilir.
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Sekil 1: Regresyon Sapanlari
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Bu 6rnek durumlar incelendikten sonra regresyon sapanlari i¢in, Sekil 1 ‘de gosterilen dogrusal

regresyon modeli y, = 6, +0,x; + &, ele alnirsa;
- Styah ¢ember igerisindeki gozlemler dikey (Y- yoniinde) sapanlardir. Bu gozlemlerin

degerleri diger gozlemlere yakindir. Ancak verinin cogunun sahip oldugu dogrusal iligkiye
aykir1 degerlerdir. Daha 6nce verilen hane halki harcamalar1 6rnek olarak gosterilebilir.

- Kirmizi gember icerisindeki gdzlemler “iyi kaldirag (good leverage)” noktalaridir. Verilerin
cogunun sahip oldugu dogrusal iliskiye sahip ancak biiylik x; degerlerine sahiptirler. Boyle
gozlemler EKK’nin etkinligini artirma egilimindedirler. Admin iyi olmasmnimn tersine EKK
tahminleyicileri lizerinde biiylik etkiye sahiptirler. Onlar1 dislamak regresyon dogrusunu
biiyiik olclide degistirebilir. Buna ek olarak daha uzaga koyulurlarsa “kotii kaldirag (bad
leverage)” olurlar.

- Yesil gember igerisindeki gozlemler “kétii kaldirag (bad leverage)” noktalaridir. Biiyiik x;

degerlerine sahiptirler ve veri setinin goguna uyum gostermezler. EKK tahminleyicileri
tizerinde gok biiyiik etkiye sahiptirler. Biiyiik hata olabilirler. Daha 6nce verilen bir doktora

Ogrencisi buna 6rnek olarak verilebilir.
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Biiyiik hata veya model hatasi gibi durumlarda dayanikli yontemlerin kullamilmasi bu hatalarmn
etkilerini en aza indirmek i¢in 6nemlidir. Bu nedenle bu tez ¢alismasinda dayanikli regresyon
yontemleri iizerinde durulmustur. Dayanikli regresyon tahmin edicilerinden beklenilen bazi
Ozellikler;

e Eger verilerde sapan gozlem yoksa ve verilerin dagilisi normal ise EKK kadar iyi

performansi olmalidir.

e Birinci durumdaki sartlar saglanmadiginda EKK’dan daha 1yi performansi olmalidir.

e Teorisinin anlasilmasi en az EKK yontemi kadar kolay olmahdir.

e Verilerdeki kiictik degisimlere karsi duyarsiz olmalidir.

e Kolayca hesaplanabilmelidir (Ryan, 2008: Staudte ve Sheather, 2011).

1.3.1. Regresyon M- Tahminleyicisi

Regresyon parametrelerinin M- tahminleme yontemiyle tahminlenmesi ilk defa Huber
(1973) tarafindan ortaya atilmis ve M- tahminleme yOnteminin teorisinin gelismeye
baglamasiyla 6nemli bir tahminleme yontemi haline gelmistir. Kullamilmaya basladig: ilk
yillarda direngli (resistant) tahminleme yontemleri ile sikga karistirilmustir. Ancak Regresyon M-
Tahminleyicileri hem hesaplama hem de yorumlama agisindan direngli regresyon yontemlerine

gore cok daha gelismis olduklarindan hizla direngli yontemlerin yerini almislardir.

1.3.1.1. Regresyon Parametrelerinin M- Tahminleyicileri

Hata terimlerinin dagihglarmin kalin kuyruklu olmasi veya elde edilen artiklarda sapan
gozlem olmasi durumunda regresyon parametrelerinin EKK yontemi ile tahminlenmesi
sonuglarm sapmali olmasina yol agmaktadir (Hampel ve digerleri, 1986). Boyle durumlarin
iistesinden gelebilmek icin arastrmacilar veri setindeki anormalliklere daha dayanikh (robust)
yontemlere yonelmislerdir. Bu dayanikh yontemlerin basinda Huber (1964) tarafindan
gelistirilen M- Tahminleyiciler bulunmaktadir. M- Tahminleyici ismi, bu tahminleyiciler ECO
(MLE) tahminleyicilerin genisletilmis ve genellestirilmis versiyonu olmasmdan gelmektedir
(Stuart, 2011; Rousseeuw and Leroy, 1987; Andersen 2008).

Dogrusal regresyon modeli ele alinirsa;

Y, =6, + 0%, +O,%, +...+ 6% +&, i1=L..,n, j=1..,k (1.52)
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ile gosterilir ve burada k +1 = p olarak yazilabilir. Esitlik 1.52 matris notasyonu ile yazilirsa;
y=X0+¢g (1.53)
ile verilebilir. Burada y, nx1 boyutlu agiklanan (cevap) gozlem vektori, 0, px1 boyutlu

bilinmeyen regresyon parametreleri, X, nx p boyutlu agiklayici degisken (dizayn) matrisi ve

-1
(XTX) matrisi tam rankh Ve &, n x1 boyutlu hata vektoriinii gdstermektedir.

Klasik EKK yonteminde, hatalarin kareler toplamlart minimize edilecek olursa;

n 2 ]

> (yi—x/8) =min! (154)
i=1

olur. Esitlik 1.54, bilinmeyen parametreye gore tiirevlenirse;

Z(yi _ XiTﬁ)Xu =0 (1.55)
i=1
p adet denklemden olusan sistem elde edilir. Bu denklem sistemin ¢oziimlenmesiyle regresyon
parametrelerinin EKK tahminleri bulunur. Eger Esitlik 1.55 matris gésterimiyle yazilirsa;
X'™X0=X'"y (1.56)
elde edilir. Esitlik 1.56’te bilinmeyen parametre vektorii yalniz birakildiginda;
A -1
0= (XTX) XTy (1.57)
bulunur. Tahminlenmis agiklanan degisken degerleri matris gésterimiyle yazilirsa;
-1
§=X(X"X) XTy (1.58)
-1 .
elde edilir. Burada X (XTX) X" matrisi ‘Izdiisim Matrisi veya Sapka Matris’ olarak

adlandirmakta ve Hile gosterilmektedir. H matrisi nxn boyutlu, simetrik (H" =H) ve
idempotent (H® = H) bir matristir. H matrisi, agiklanan degisken degerlerinin tahminlenmis
aciklanan degisken degerleri {izerindeki etkisini 6lgmek icin kullanilir. Bu matrisin kdsegen
elemanlari h, ile gosterilmekte ve O < h, <1 arasinda degerler almaktadirlar. Ayrica elde edilen
h. degerleri sapan gozlemlerin ve yiiksek etki noktalarmnim tespit edilmesinde énemli bir rol

oynamaktadirlar.

Dayanikli Regresyon Analizinde, hatalarmn kareler toplammi minimize etmek yerine, yine
hatalarmn farkl fonksiyon veya dagilislart minimize edilir. Boylece minimize edilecek fonksiyon
(Amag Fonksiyonu);
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Zn:p(yi ~X] ) =min! (1.59)
i=1

ile gosterilebilir (Susanti ve Pratiwi, 2014: 352). Esitlik 1.59’da parametrelere gore tiirev alnirsa;

n

Yw(yi-x{0)x =0 (1.60)

i=1
elde edilir. Burada y () fonksiyonu Etki veya Skor Fonksiyonu olarak adlandirihr. Esitlik 1.60
¢Oziildiikten sonra elde edilen i -inci artik degerleri,

e =6 (e): Y, —xiTé (1.61)

bulunur. Minimize edilecek fonksiyon artiklar tizerinden tekrar yazilirsa;
- (&
min Zp(—j (1.62)
i1 \S
elde edilir. Esitlik 1.62°da bilinmeyen parametreye gore tiirev alinir ve sifira esitlenirse;
Dw(r)x =0 (1.63)

elde edilir. Esitlik 1.63’da r, =e;/s’dir ve S olgek degismezliginin (scale equaverient)
saglanmast i¢in kullanilan standart sapmanm bir tahminidir (Bkz. Ek 1). Birgok farkh S tahmini

olsa bile sapan gézlemlerden etkilenmeyen Medyan Mutlak Sapma ( MAD ) (Bkz. Ek 2) degeri
en yaygin olarak kullanilan 6lgek tahminidir (Draper and Smith, 2014).

Esitlik 1.63 tekrar diizenlenir ve agirlik fonksiyonu W, =y (r;)/r; alnirsa;

Zn:V\/iﬁXij =0

i=1

Zn:xijwi (v,-x/0)=0 (1.64)
i=1

Zn: XijWiXie = Zn: X W, Y;
i-1 i-1

elde edilir. Esitlik 1.64 bilinmeyen regresyon parametresi 0 ’ya goére ¢oziiliirse ve matris
notasyonunda yazilirsa;
XTWX0 = X"Wy (1.65)

bulunur. Béylece @ parametresinin tahmini;

0=(X"WX) X"Wy (1.66)
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bulunur. Burada W = diag {w;,i=1,...,n} ile gosterilen n=n agrhk matrisidir (Huber,

1981). Burada ¢oziim yapilirken Agwlikli En Kiigiik Kareler yontemi kullanilir. Ancak
agirliklarm hesaplanabilmesi i¢in ilk ¢dziimiin uygun bir yontemle (genellikle EKK) yapilmasi
ve elde edilen artiklar kullanilarak segilen M- Tahminleyicilerin agirhk fonksiyonuyla
agirhklarm hesaplanmasi gerekmektedir

Regresyon analizinde, nokta tahminlemesinde EKK’nin varsayimlarindan biri olmasa
bile hatalarm dagilis1 genellikle normal olarak kabul edilmektedir. EKK’da normal dagilis
varsayim istatistiksel yorumlama i¢in gereklidir. Eger hatalarin dagilis1 gercekten normal ise
EKK ve ECO yontemleri birbirleriyle aymidir denebilir. Buradan yola cikarak M-
Tahminleyiciler, hatalarin dagilis1 normalden farkh oldugunda (garpik, uzun kuyruklu, yiiksek
basiklik vb.) farkli bir fonksiyon veya dagilis kullanarak parametre tahmini yaparlar. Bu yonden
M- Tahminleyiciler ve EKK yontemi ECO tipi tahminleyicilerdir denilebilir (Stuart, 2011;
Rousseeuw and Leray, 1987; Andersen 2008).

1.3.1.2. Regresyon M- Tahminleyicilerin Asimtotik Dagilis1

Robust regresyon yaklasiminda parametrelerin dagilislarim elde etmek icin birgok
arastrmaci Etki Fonksiyonu ve Asimptotik Varyans arasindaki iligkiyi dikkate alarak Etki

Fonksiyonu i¢in beklenen deger ve varyanslar1 elde etmislerdir. Etki fonksiyonu (Xi , é) ele

almir ve gergek parametre vektorii 0, etrafinda Taylor agilimi uygulanirsa;

y/(xi,é):://(xi,00)+1//'(xi,00)(6—00)+Rn (1.67)
elde edilir. Esitlik 1.67’te her iki tarafin toplamu alinirsa diizgtinliik kosullar1 (Bkz. EK 3) altinda

n — coiken vnR. —E—0 olur ve;

gw(xi,é)=gl//(xi,00)+(é-00)gw'(xi,00) (1.68)

bulunur. Burada y'(x;,0, ) = %‘TGO) ve Esitlik 1.11 dikkate alnarak E[y(X;,0,)]=0

icin;

iMJr(é_go)iM:o (1.69)

i-1 n i-1 n
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elde edilir. (é -0, ) terimi yalniz birakilirsa;

i=1 n i=1 n
. W(Xi’eo)
~ = n
(9-90) = —W (1.70)
i=1 n
D X2 N
-0~
—;W'(Xi,ﬂo)
olur. Esitlik 1.70’in her iki tarafi Jn ile carpilirsa;
Jn(8-8,) = (1w (x,0,))[(~v'(x.8,))] (1.71)

bulunur. Diizgiinlik kosullar1 (Bkz. Ek 3) altinda n — « i¢in Slutsky Teoremi (Bkz. Ek 4)
kullanarak iki rassal degigkenin toplaminin dagiligindan Esitlik 1.68;

0~ N(0,,V(6,)) (1.72)

yazilabilir ve Sandvi¢ Varyans Teoremi (Bkz. Ek 5) kullanilarak Robust Varyans- Kovaryans
T

matrisi V(0,)=B(6,)" A(0,) {B (0, )l} formili ile elde edilir. Burada

A(0,)=E [w(xi 0,)w(%,6,)" ] ve B(0,)=E [-(// "%, 0, )} yazilabilir. Regresyon

parametrelerinin Varyans Kovaryans matrisi igin y (X;,0, ) yerine 1,//( Y, — XiTB) X, yazilirsa;

A 0,) =23 w () 5]

(1.73)
= E[l//(gi)z}xixiT
B(X,BO)=%§[—l//'(yi’xi'eo)]
z%éw.(a)xix? (1.74)
= E[l//l(gi ):IXiXiT

elde edilir. Sandvig varyans yontemi kullamlarak;
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2
L+ Elw(a)]
T, e
[E(‘// (‘9'))]
elde edilir (Huber, 1973:812; Hogg, 1979:111; Stefanski ve Boss, 2002:36; Schrader ve
Hettmansperger, 1980: 95; Gross, 1977: 343; Bickel ve digerleri, 1976: 155).
Holland ve Welsch (1977), Robust regresyon ¢oziimlemesi yaparken IRWLS

kullanmiglardir. Street ve digerleri (1988) Agirlikli EKK (AEKK) igin varyans tahminini

V(x,ﬂo):(XTX/n) (1.75)

AV (6) =s® (XT WX)_1 olarak gostermislerdir. Ancak robust regresyon parametre vektorii
i¢in varyans tahmini diizeltilirse;
. E|w(n) | _
v(e) =g’ —(XTX) . (1.76)

(E[w'(m)])
seklinde yazilabilir (Chatterjee ve Méchler, 1997: 1392).
Huber (1981: 163), regresyon parametre vektoriiniin asimtotik varyans- kovaryans matrisi igin
i¢c farkli sapmasiz formiilasyon Onermisti. Bu formiiller birbirleri yerine rahatlikla

kullanilabilirler. Bu formiiller sirastyla;

v(é) =K E (XTX)'1 1.77)

. var (v o

ile gosterilebilir. Burada diizeltme faktorleri K, =1+ P l)z ve W= Zl// (ri ) X Xie
"(E(v))

k=1,..., p olarak gosterilir. Bu calisjmanmn uygulama boliimiinde (Boliim 4) hesaplama

kolaylig1 agisindan varyans- kovaryans matrisleri Esitlik 1.77 kullamilarak elde edilmistir.
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1.4. HUBER VE TUKEY M- TAHMINLEME YONTEMLERI

M- Tahminleyicler icerisinde en ¢ok bilinen ve en ¢ok kullanillan tahminleme
fonksiyonlar1 Huber (1964) ve Tukey (1974) tarafindan gelistirilen M- Tahminleyicilerdir.

1.4.1. Huber M- Tahminleyici

Huber (1964) tarafindan ilk defa ortaya atilan Amag¢ ve Etki fonksiyonudur. Bu
fonksiyon birden fazla fonksiyonun birlesimiyle olusan bir fonksiyonudur. En 6nemli 6zelligi
amag¢ fonksiyonunun merkezinde normal dagilis gibi merkezden uzaklastikca (Gnceden
belirlenen bir sabit noktadan sonra) Cift Ustel (Laplace) dagihsi gibi davranmasidir (Hogg,
1979: 109). Onerilen tahminleme ailesi i¢in amag fonksiyonu;

lr2 Jr <k
2

p(r)= . (1.78)
k|r|—§k2 Jr[=k

seklinde tammlanmaktadir. Burada bulunan ayarlama sabiti (tuning constant) k , eger dagilis

gercekten normal ise 6°’nm etkinligini en yiiksek yapmaktadir. Huber (1964), K igin farkh
degerler tlizerinde ¢alisma yapmis ve bu degerin 1.5°e¢ yakmn bir deger olmasi gerektigi
belirtilmistir. Bu deger literatiirde Princeton Dayaniklilik Calistay: (Princeton Robustness Study)
sonrasinda H15 adini almustir (Andrews ve digerleri, 1972:12). Ancak bu sabit, standart
sapmanin bir fonksiyonudur. Eger verilerde sapan veya sapan oldugundan siiphelenilen bir
gbzlem varsa standart sapma bu gozlemlerden cok etkilenecegi i¢in tahmin yapmak hatali
olacaktir. Bu nedenle bu gozlemlerden etkilenmeyecek bir 6lgek tahmini yapmak daha dogru
olacaktir. Verilerin dagilis1 standart normal oldugunda %95 etkinlik icin k =1.345 olarak

) MAD
kullamlmaktadrr. Olgek tahmini igin MAD kullamldigmda Kk = 0.6745

E(MAD) =0.6745 (Bkz. Ek 2) i¢in k = & elde edilmektedir. k — oo igin M- tahminleyici

olmakta ve

ortalamaya, k — 0 i¢in medyana doniismektedir.

Huber amag fonksiyonu incelendiginde, parametre tahmini yapilirken dagilisin orta
kisminda (—k < r < k) normal dagilis (EKK yontemi) gibi davranirken ug kisimlarda Laplace
dagilis1 (En Kii¢lik Medyan Kareler yontemi) gibi davranmaktadir.
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Amag fonksiyonundan yola ¢ikarak Huber Etki Fonksiyonu;
r Jri<k

W(r):{ksign(r) ,||r||2k (79)
elde edilir. Etki fonksiyonuna gore gdzlemler dagihgin orta kisminda kendi degerleri kadar etki
yaparken u¢ kisimlarda maksimum ayarlama sabitinin degeri ile gézlemin isaretinin ¢arpimi
kadar etki yapmaktadirlar. Ayarlama sabitine kadar fonksiyon dogrusal artan (azalan) degerler
alirken ayarlama sabitinden sonra fonksiyonun degeri sabit olmaktadir.
Huber M- tahminleyicisine ait Agirlik Fonksiyonu ise;

1 Jr| <k
w(r)= k f2k (1.80)
LI

olarak ede edilir. Bu agirlik fonksiyonuna gore dagilisin merkezinde bulunan gézlemlere esit ve
1 agirhg verilirken merkezden uzaklastik¢a gozlemlerin mutlak degeriyle ters orantili agirliklar
verilmektedir. Burada en 6nemli nokta ise Huber M- tahminleyici i¢in agirlik fonksiyonunun
hicbir zaman 0’a esit olmamasidir (Fox ve Weisberg, 2002:3). Sekil 2’de Huber M-
Tahminleyicinin Amag, Etki ve Agirhk Fonksiyonlar1 verilmistir.
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Sekil 2: Huber M- Tahminleyici Amag, Etki ve Agirlik Fonksiyonu

3.5 T

3

2.5

2

1.5

1

T T T

Amac Fonksiyonu
Etki Fonksiyonu /
Agirhk Fonksiyonu

4

0.5

1.4.2. Tukey M- Tahminleyici

Beaton ve Tukey (1974) tarafindan 6nerilen agirlik fonksiyonuna dayanan tahminleme

yontemidir. Tukey’s Bi-Weight (Bisquare) adiyla bilinmektedir. Bisquare amag¢ (kayip)

fonksiyonu;

p(r)=

k? VT
£ 1{1_&” Ir|<k
(1.81)
2
% Ir|=k

seklinde tanimlanmaktadwr. Huber M- tahminleyicide oldugu gibi bir ayarlama sabiti
bulunmaktadir ve standart normal dagilis altinda %95 etkinlik i¢in bu sabit k = 4.685 olarak
kullanilmaktadir. Bisquare Etki Fonksiyonu;

w(r)

| PG e

(1.82)
0 Jr|=k
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elde edilir. Etki fonksiyonunun en 6nemli 6zelligi veri setinde ayarlama sabitinden daha biiyiik
veya esit gdzlemler oldugunda tahminleyici iizerinde herhangi bir etki yapmamasidir. Bu
yontem sapan gozlemlere karsi dayanikli olsa bile sapan gozlem olmayan ama sapan
oldugundan siiphelenilen (veya sapan olmadigi bilinen) gozlemlerin etkisini ortadan
kaldirmaktadir. Bu yontemde de aym Huber yonteminde oldugu gibi standart sapmay1
hesaplamak sapan gbzlem oldugunda hatah olacaktir. Bu nedenle farkli olgek tahminleri
yapilabilir.

Tukey Bisquare M- Tahminleyicisine ait Agirlik Fonksiyonu;

w(r)= {LGJT Irl<k (1.83)

0 Jr|>k
ile gosterilir. Bu agirlik fonksiyonuna gore dagilisin merkezinde bulunan gézlemler 0O ile 1
arasinda agirhk degerleri alirken dagilisin merkezinden uzaklasildiginda gozlemlerin agirliklar
0 degerini almaktadilar. Tukey’s Bisquare M- Tahminleyiciye ait Amag, Etki ve Agirlik
Fonksiyonu Sekil 3’de verilmistir.
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Sekil 3: Tukey’s Bisquare M- Tahminleyici Amag, Etki ve Agirlik Fonksiyonu

4 T T T T
Amac Fonksiyonu [™
Etki Fonksiyonu
3k Agirlik Fonksiyonu |
2r 4
1r 4
0
1+ -
_2 | 1 | |
-6 -4 -2 0 2 4 6
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IKiNCIi BOLUM
PEARSON DAGILIS SiSTEMi

2.1. PEARSON DIFERANSIYEL DENKLEMIi

Ik defa Karl Pearson (1895) tarafindan ortaya atilan ve kendi adiyla anilan Pearson
Diferansiyel denklemi;
1 df(x) dinf(x) f'(x) X—a
f(x) dx dx f(x) c,+cx+c,x?

(2.1)

ile gosterilir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimleri Pearson Dagilis Ailesini olugturmaktadir.
Burada diferansiyel denklemin paydasmnda bulunan C (X) = C, +C,X + C,X* +C,X° +... ifadesi
genisletilebilir. Diferansiyel denklem igerisinde bulunan a degeri mod degerini bagka bir
deyisle;
df (x)
dx

=0 (2.2)

X=a

kosulunu saglayan degerdir. Paydada bulunan c,,c,,C;,... degerleri ise C(x) fonksiyonunun

parametreleridir. Dagilisn  bicimi  bu  diferansiyel denklemin parametrelerine gore

a,C,,C,,C,... gore belirlenmektedir. C (X) fonksiyonunun bir polinom olarak gosterilmesi

diferansiyel denklemin bilinmeyen parametrelerinin tahminlenmesinde momentler yonteminin

kullanilmasina olanak saglar (Sehirlioglu ve Diindar, 2014:8).
2.2. DIFERANSIYEL DENKLEMIN COZUMUNDE PEARSON YAKLASIMI

Esitlik 2.1°deki diferansiyel denklem yeniden diizenlenirse;
df (x) (x—a) f (X)

dx ¢, +CX+C,X° @3
(c0+clx+c2x2)d]:j(xx) =(x-a) f(x) (2.4)

ve x sans degiskeninin smirlart r, , r, olarak kabul edilirse yukaridaki esitligin her iki tarafi x"

ile carpilarak integrali alinirsa;
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Jl-x” (c +c1x+c2x2)(dfd(xx) jdx = jx“ (x—a) f(x)dx (2.5)

elde edilir. Esitlik 2.5 kismi integrasyon yontemiyle ¢oziiliirse;
: [ £ ()] nex™ + (n+1)ex" +(n+2)c,x"™* ]dx

F)

X" (cy +x+6,x° ) ()

elde edilir. Denklemin sol tarafi ele alinirsa;

ix“ (c +c1x+czx2)(dfd—(xx)]dx

o)

r (2.6)
= —J[ncox”‘lf (x)+(n+1)c,x"f (x)+(n+2)c,x"* f (x)]dx

bulunur. Burada x ekseni ile ug noktalarda bir temas oldugu varsaymm ile lim f (x)=0 ve

X0

lim f (x) =0 oldugu varsayilmaktadir. Esitlik 2.5°in sag tarafi ise;

X0

Jl'x” (x—a) f(x)dx
i r 2.7)
= Ix“*lf (x)dx—jax”f (x)dx

gosterilir. Esitlik 2.6 ve Esitlik 2.7 birlikte degerlendirilir ve ¢oziiliirse ardisik moment denklemi;
—NCotty s —(N+1)Cotty —(N+2) oty = p10 — K,

Nyt —{(n+1)¢, —a} u, —{(n+2)c, +1} 1, =0 @9

elde edilir. Ardistk moment denkleminde n=0,1,2,3 degerleri yerine koyularak ve gerekli

tiim momentlerin mevcut oldugu varsayilarak a, c,, c,, ¢, parametreleri;

(208" + 1300, ~12p0,0° ~Opaypa;” ~ B’ ~3u1," 1y — gz, )

z
. (810, 1, + A0 1157 = Bpty 07 = gy’ g1 =3 1,11, — i)
S
o2 o ' '3Z '3 o2 2 v (29)

(Bttattars + Tt piopty =Bty =3 pty® = 2 gt 17 = 341,71t = ptapy)
T z

316> +640° + 810> 1, + 2,40 11, — 310° 10> =104 0 1, — 2 11, 41,
. (31 +68° + 44 g1y + 24" 11, = 3”1 =101, 185 = 2p1, 11, )
_

z

elde edilir. Burada 4, =1 ve ardistk moment denklemlerinin paydasmda bulunan ifade ortak

olup;

33



Z =181," 64" 1" ~ 104,11, 32yt +1044” p1, + 844 pts + 12,417
dir. 24 =0 yapilrsa (dagihsn ortalamasi 0a gekilirse);

c,—a=0
C,+(3c, +1) 1, =0

2.10
(36, —a) 1, +(4c, +1) 1, = 0 219
3¢t +(4c, —a) 1y +(5¢, +1) 1, =0
2
denklemleri elde edilir. 5, == (Carpiklik) ve 3, = £ £4 (basiklik) olarak alinirsa diferansiyel
2 /Jz
denklemin parametreleri;
_ H, (4/’12/’!4 _3ﬂ22) _ o (4132 _3181)
’ 104431, =12p15 ~ 18445 105, -12p,-18
. /Js(,u4—3/l§) Yy ox/ﬁl(ﬂz+3) 211
Y 10, 12471845 105,125, 18
2,1, — 3/"; —6445 __2p5,-3p, -6

C = — =
7 104441, =12p15 ~ 18445 105, -12,-18

elde edilir (Kotz ve digerleri, 1972:22). Elde edilen parametrelere gore diferansiyel denklem
tekrar yazilirsa;
1 df(x)
f(x) dx
15 (11, =345 )
10 p4, 1, =122 — 18445

1o (Bpp, — 3113 ) . 15 (11, =313 ) 2w =32 -6 )
104,11, 1215 =184 | 10,11, ~1241; ~184; 104414, =125 ~18445

(2.12)
veya

1 df(x)

f(x) dx

+ Gﬁ(ﬁ »+3) (2.13)

108,-123,-18

o’ (45, ~35,) (GJ_ f,+3) ] +( 28, -3, -6 sz

108,-12p3,-18 | 108,-125,-18 | | 108,-123,-18
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ile gosterilebilir. Esitlik 2.12 ve Esitlik 2.13’te gosterilen momentlerin Koénig teoremi

kullanilarak merkezi momentler cinsinden gosterimi;

2

Hy =ty = Ih
Hs = g =3t + 244 (2.14)
Ha =ty = At + 640" 11, =31
yazilir.
Pearson dagilis sistemindeki dagilislarm tipleri C(X) fonksiyonunun kdklerine gore
tammlanmustir. Fonksiyonun iki koke sahip oldugu durumlar dagihs sisteminin ana tiplerini, tek
kok veya kath kok oldugu durumlar gecis tiplerini tanimlar (Sehirlioghu ve Diindar, 2014:15).
Pearson dagilis sisteminin 3 ana ve 10 gegis (ara) tipi vardir. Bu tipler;
1. Koklerin gergek (reel) ve farkh isaretli oldugu durum Tip I (PI),
2. Koklerin gergek (reel) ve ayni isaretli oldugu durum Tip VI (PV1),
3. Koklerin karmasik oldugu durum Tip IV (PIV)’tiir.

Tipleri belirlemek amaciyla kullanilabilecek diger bir yontem ise kappa ( x) Kriteridir. Bu kriter
C (X) fonksiyonunun diskriminantmm kullamlmasiyla elde edilen bir istatistiktir (Elderton,

1906:42; Hald, 2008:110; Friori ve Zenga, 2009:43; Nagahara, 2008:176). Denklemin

diskriminanti;
A=c’—4c, (2.15)
olarak yazilir ve diskriminantmn isaretine gore x belirlenirse;
2 +3)°
P £(f: +3) (2.16)

Ao, 4(28,-35,-6)(45,-35,)
yazilir (Pearson,1901). Bu istatistige gore dagilislar Tablo 1°de verilmistir.
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Tablo 1: Pearson Dagilislarinin A, x ve Koklerine Gére Durumlari

. Koklerin .
A K Istatistigi C, C, C, Tip
Durumu
Tip I (Ana
A>0 k<0 c, =0 c, =0 c,#0 Reel )
Tip)
Tip VI
A>0 >1 c, =0 c, =0 c,#0 Reel .
(Ana Tip)
Tip IV
A<O O<x<l c, =0 c,#0 c,#0 Karmagik .
(Ana Tip)
Tip V (Ara
A=0 =1 c, =0 c,#0 c,#0 Reel tip)
p
Tip Il ve
Tip VI
A<O k=0 c,#0 c, =0 c,#0 Reel P
(Ara
Tipler)
Tip 1l ve
A>0 K —> Foo C, =0 c,#0 c,=0 Reel Tip X (Ara
Tip)
Normal
A=0 x=0 c, =0 c,=0 c,=0 Reel
Dagilim

(Sehirlioglu ve Diindar, 2014:16).

Pearson dagiliglari i¢in 6nemli bir durum dagihism modunun 0’a gekildigi durumdur (a=0).

Bu durumu tanimlama i¢in X = x—a doniisiimii yapilirsa dX =dx olur ve diferansiyel

denklem;
df (X) Xf (X) (x—a) f(x)
dXx :C0+Clx +C2X2:c +cl(x—a)+c2(x—a)2 247
yazilarak paydanm esitliginden;
Co+CX +C, X% =y +¢, (x—a)+C, (x—a)’ (2.18)
Ozdesligi kullamlir ve ¢, = a almirsa;
c,=C,
2ac, +¢, =a(2c,+1)=C, (2.19)

c,a’+ca+c, =¢,+a’(1+¢,)=C,

olur ve elde edilen parametreler i¢cin dagihigm mod degeri O olur.
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2.3. PEARSON DIiFERANSIYEL DENKLEMININ COZUMU iCIN CRAIG
YAKLASIMI

Craig (1936), Pearson diferansiyel denkleminde orijinal degiskenler yerine standart
degiskenleri kullanarak alternatif bir ¢oziim tiretmistir. Bu yonteme gore z standart degisken
olmak tizere diferansiyel denklem;

1 df(z) a-z

- 2.20
f(z) dz  cy+cz+c,2° (220

olarak yazilabilir. Burada ardigik moment denklemi;
—NCotyy = (N+1) €ty —(N+2) Coty g = ARty = (2.21)

olup x4, =1ve x4 =0ahnarak n=0,1, 2,3 i¢in ¢dziim yapilr. Burada diferansiyel denklemin

parametreleri;
> _Uﬁ(ﬂz +3)
1083, -123, 18
o (4B,+3B,)
°7108,-12p,-18
. 4 o \[B. (5, +3)
' 108,-12p,-18

— (2ﬂ2_351_6)
2 10p,-12p3,-18

(2.22)

elde edilir. Standart degisken kullamildig1 igin 4 =0, 1, =1, =1, 1=y, =+[f, Ve
4, = f3,olur. Craig yeni bir parametre tanimlamus ve diferansiyel denklemin parametreleri igin

yeniden ¢6ziim yapmustir. Bu parametre;

(Zﬂz - 3ﬂ1 - 6)

o= 53 (2.23)
2

olarak gosterilmistir. Bu parametre dikkate alinarak ¢oziimler;
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N
2(1+25)
= 2+0
°2(1+29)
c = "
t2(1+20)

S
C,=—7™
2(1+29)

(2.24)

olarak elde edilir.

2.4. PEARSON DAGILISLARINI TANIMLAYAN KARTLAR

Gozlenmis veri setinin dagihigmni bulabilmek amaciyla kullamlan yontemler arasinda
Pearson (1914) ve Craig (1936) tarafindan gelistirilen kartlar bulunmaktadir. Bu Kartlar verilerin

ilk dort momentine dayanmaktadir.

2.4.1. Pearson Karti

Pearson (1914) tarafindan gelistirilen kart (grafik) verilere uyum yapabilmek igin ilk
dort momenti kullanir. Bu momentlerin kullanilmastyla hesaplanan g, = 42 /12 yatay eksende
Ve B, = u, /i dikey eksende Sekil 4’teki karta isaretlenir. Boylece verilere uygun bir dagilig
kesin olarak belirlenebilir (Sehirlioglu ve Diindar, 2014 33). Kart iizerindeki Imkansiz Bolgede

dagilis ortaya ¢ikmazken Heterotipik Bolgede sekizinci derece ve iizeri momentlerin sonsuz

oldugu dagilislar yer alir.
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Sekil 4: Pearson Karti

= mr B — cizgisi
VIII
— X1
-------- R — cizgisi
IIIg
I11;
s
IX
s X |
Iy
ITg
VII
m  XIII
e X

10

By

15

HETEROTIPIK BOLGE

20 1

2.4.2 Craig Karti

Craig (1936) tarafindan gelistirilen ve Pearson dagilislarmi belirlemede kullanilan diger
bir karttir. Sekil 5°te dikey eksende & Ve yatay eksende 3, degeri bulunmaktadir. Kartta 6 = -1

eksenin alt1 imkansiz Bolge olarak adlandiriimakta ve bu bdlgede herhangi bir dagihs ortaya
cikmamaktadir. & = 0.4’ {in lizerinde kalan bolge Heterotipik Bolge olarak adlandirilir.
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Sekil 5: Craig Karti
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2.5. PEARSON ANA TiPLERI iCiN GENEL COZUM

Pearson dagilis sistemin ana tipleri PI, PIV ve PVI igin genel ¢6ziim igin oncelikle

diferansiyel denklemin paydasi C, (X£1,)(X%£r,) seklinde ¢arpanlarma ayrilrsa daha genel

bir ifadeyle;
C, +C,X+C,X° :cz{x—ﬂ}{x—ﬂ} (2.25)
2¢, 2c,
yazilabilir. Burada Esitlik 2.15’ten;
VA
l 2, (2.26)
- |
2 2c,

elde edilir. Burada r, ve r, diferansiyel denklemin paydasmm kokleridir ve parametreler

cinsinden yazilmustir. Esitlik 2.25 ve 2.26 birlikte dikkate alinarak diferansiyel denklem,;
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diny X-a
dXx ¢y +CX+C,X°

X—a
C (x£1)(x+m,)

(2.27)

yazilabilir. Diferansiyel denklemin farkh yazihs tipleri i¢in Friori ve Zenga (2009), Nagahara

(2008), Elderton, (1953) calismalar1 incelenebilir. Koklerin, parametrelerin ve A degerinin

durumuna gore dagihisin tipi farklilik gosterir. Bu durumlar agagida verilmistir;
1. Eger A>0, k<0, 1,<0<r, Vvec,>0 isePl
2. EgerA<0, O<x <1, r, ver, karmasik ise PIV

3. EgerA>0, x>1, 0<|r|<|r,| ve c, <0 ise PVI (Pearson, 1895:367; Elderton,

1906:42; Sehirlioglu ve Diindar, 2014:21; Kotz ve digerleri, 1972:17).

2.5.1. Pearson Tip | (PI) Dagihs1

PI dagihis1 ayn1 zamanda Beta Dagilist olarak bilinmektedir. Dagilisa ait 4 parametre

vardir. Bu parametreler r, yer, r, 6lgek ve m, ,m, carpiklik ve basiklik parametreleridir. Kokler

ters isareth ve dagilism ortaya ¢ikabilmesi i¢in ¢, >0 Ve ¢, <O olmaldir. Bu kosullar

saglandiginda diferansiyel denklem;

) x:l X—a x:i A 4 A X
fdinf(x) czjmd Czj{(x‘ﬁ) (X”z)}d

ifadesi kismi kesirler yontemiyle ¢oziiliirse;

A=22
I'l-l-l'2
AZ:a+r2
rl+r2

elde edilir ve integrali alnirsa;
In f (x):ﬁln|x—r1|+iln|x+ r,|+INK
C2 C2
esitligi bulunur. Esitlik 2.30°daki mutlak ifadeleri agilirsa;

A A,
f(x)=K(r—x)e (x+n)e =K(r-x)"(x+r,)", r,<x<n

ve j f (x)=1 olabilmesi igin K integral sabiti;

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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1
B(m, +Lm, +1)(r, +r, )ml+mZ+1

(2.32)

olarak belirlenir. Burada B(x,y), Beta fonksiyonudur. Kéklerin ve iis parametrelerinin

durumlarma gore ortaya ¢ikan PI dagilisinin bigimleri Tablo 2’de verilmistir.

Tablo 2: Pearson Tip I Dagilisinin Bigimleri

Kosul 1 Kosul 2 Dagihsin Bicimi
|r2| >a m >0vem,>0 Saga carpik B- Bigimli
rn>a m >0vem,>0 Sola garpik B- Bigimli
|r2| <a m >0vem,<0 Saga carpik J- Bigimli
n<a m <0vem,>0 Sola ¢arpik J- Bigimli
- m <0vem,<0 U- Bicimli
- m =m, Simetrik (Tip 1)

PI dagihsinin farkh ¢arpiklik ve basiklik degerlerine gore oyf’leri Sekil 6’da verilmistir.

Sekil 6: Pearson Tip I Dagilisinin Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari
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PI dagihginin mod degeri orijine ¢ekilirse X = x —a donisiimii yapilarak dX = dx elde edilir.

Buradan diferansiyel denklem,;

. . .
Idlnf(x):c—zj{xi&&+xﬁ2Rz}dx

olur. Kismi kesirler yontemiyle;

.__R
A‘&+&
- R,
R +R,

(2.33)

(2.34)

elde edilir. Burada v :]7/(02 (R + RZ)), M, =VR,, M, =VR, olarak alimrrsa —R, < X <R,

araliginda modu orijinde olan PI dagiliss;
f(X)=K (R=X)"(X+R,)™

elde edilir. Burada K~ degeri integral sabitidir.

(2.35)

PI dagihsi, parametrelerinin aldiklar1 degerlere gore farkh dagihslart iiretir. Bu dagilislardan

bazilary;

1. m,=0 ve z=x-—r, donisiimii yapilrsa m, +1=1 ve r,—r, =K i¢in

fonksiyon Gti¢ (Power) dagihsi olur.

f(z)=ak"z*, 0<z<k

2. m =0 ve m, =0 ahnirsa Uniform (Diizgiin) dagihs elde edilir.

f(z)= , rL<z<r,

3. p=m+1lveq=m,+1 alnwsa(r,=0 ve r, =1) Standart Beta Dagihs1 elde

edilir.

f(z):mzpl(l—z)q_l, 0<z<1

(2.36)

4. Esitlik 2.36’da p = % ve (= % olarak alinirsa Arcsine Dagilisi elde edilir.

f(z):l—, 0<z<1
7 Jz(1-2)
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2.5.2 Pearson Tip 1V (PIV) Dagihs1

Pearson dagilis sistemi igerisinde en az kullanilan ve matematiksel olarak en zor olan
dagilistir. Diger ana tiplerden ayrilan noktasi dagilisin kokleri karmasik olmasidir ve —oo ile o
arah@inda tamimlidir. Dagilis farkh ¢arpiklik ve basiklik degerlerine sahip B- bigimli bir dagilistir.

Diferansiyel denklemin paydasi C(X) ‘in kokleri r,=-r+is ve r,=-r-is

oldugunda diferansiyel denklem;

1 dfi(x)_1 A A (2.37)
f(x) dx c,|(x+r—is) (x+r+is)
yazilabilir. Burada kismi kesirler yontemiyle ¢oziildiiglinde;
1+hi
A=
_1+hi (&5
2
elde edilir. Burada h = % dir. Esitlik 2.37°de her iki tarafin integrali ahnirsa;
1 A A
In f =— d
nf(x) czj{(x+r—is)+(x+r+is)} \
1 . .
In f =— - InK 2.39
n f(x) CZ(Al((x+r+|s))+A2((x+r |s)))+ n (2.39)
h 1
f(X)=K(Xx+r+is)e (x+r—is)z.
yazilabilir. Burada v =h/c, ve m=1/2c, olarak yazilirsa PIV oyf’si;
f(x)=K[(x+r)z+sz]m eVFNT o5 < X <00 (2.40)

elde edilir (Pearson, 1895, 1914, 1963; Elderton, 1906:44; Kotz ve digerleri, 1972:18; Nagahara,

X+r . .
1999: 252). Esitlk 2.40°da 7 :T ’dir. Integral sabiti K ’y1 bulmak amaciyla

X+r
—~ =tan @ doniisiimii yapilrsa K ;

-2m-1
S

7/2
exp (V;j J' (cos) " exp(-v6)do
-r/2

bulunur. Bu esitlik farkli bir sekilde yazilirsa;

K:
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—2m-1
S

G(-2m-2,v)

yazilr (Sehirlioglu ve Diindar, 2014:88). Burada G(x;y)= j sin* pe '?d¢ *dir (Pearson,
0

1895). Farkli ¢arpiklik ve basiklik degerlerine gére PIV dagihsmin oyf’leri Sekil 7°de verilmistir.
Sekil 7: Pearson Tip IV Dagilisinin Olasilik Yogunluk Fonksiyonlar
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PIV dagilisimin modunun orijine gekilmesi igin X = x —a doniisiimii yapilirsa dX = dx olur.
Dagihgmn kokleri;

R =—R+iS
. (2.41)
R,=—R-iS
yazilabilir. Buradan diferansiyel denklem;
jdlnf(x):ij A, B (2.42)
C,’| X-=R-I1S X +R+IS

R * 1 + I H * 1 - i H
elde edilir. Kismi kesirler yontemiyle H = 3 icin A = > ve A = !

olur. Boylece

modu orijinde olan PIV dagihs;
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M -V arctan( X4R

f(X)=K'[(X+R)"+8*] e ) eex <o (2.43)
olur. Burada V = H/C, ve M =1/(2C,) *dir (Sehirlioglu ve Diindar, 2014:88).
Pl dagilisinda oldugu gibi PIV dagilist da parametrelerinin aldiklart degerlere gore farkh
dagihslar tiiretirler. Bu dagilislar;

1. a=c,=v=0, c, >0 Ve ¢, >0 oldugunda Pearson Tip VII (Student t) dagilis1
ortaya cikar. Simetrik ve B-bigimlidir. PIV dagilisinin kokleri piir imajiner
oldugunda elde edilir. PVII dagihsinin mod degeri orijinde oldugundan diferansiyel
denklem;

din f(x) X _i{
X

- = B | b (2.44)
dx C,+C,X? ¢,

—iS X +iS
Kismi kesirler yardimiyla alinrsa A™ = A =1/2 elde edilir. Her iki tarafin integrali
alinirsa;

In f (x):%[|n|x —iS|+In|X +iS|]+InK"
2

olur. Buradan PVII i¢in oyf;
F(X)=K [(X-iS)(X +i8)]", —0<X <w
elde edilir. Burada M =1/(2C, ) *dir. Boylelikle oyf agik haliyle yazilirsa;
F(X)=K'[X?+5%]", o< X <o0 (2.45)
olur (Sehirlioglu ve Diindar, 2014:144).

2. Standart degisken i¢in tamimlanan Pearson Tip VII dagilisinda m = 2 alinirsa Breit-
Wigner (Cauchy) dagilisi ortaya ¢ikar (Crooks, 2010:63).
2 X2 "
f(X)=—|1+— ]| , —0<X<®
(9= 2 {1+ %]

2.5.3. Pearson Tip VI (PVI) Dagihsi

PI ve PIV dagilislarmdan farkh olarak PV (Tkinci Tip Beta) dagilisi, dagilisin sadece bir
tarafinda smirhdir. Hem saga carpik hem sola carpik olmak iizere B ve J- Bigimli durumlari
vardir. En 6nemli ayirt edici 6zelligi koklerin her ikisinin birden aym isaretli olmasidir. Hem
saga carpik hem de sola ¢arpik PVI dikkate alinacaktir.
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2.5.3.1. Saga Carpik PVI dagihs1

Dagilisin koklerinin siralamasi —r, < —r; < 0 oldugu durumele alinirsa saga ¢arpik PVI1
dagihsimnin ortaya ¢ikabilmesi igin;

c, <0

¢ > VA

a<o0
kosullar1 saglanmalidir. Ikinci kosul dikkate alindiginda ¢, < O olmalidir. Bdylece diferansiyel
denklemin paydasinda bulunan parametrelerin hepsi 0’dan kiigiik olacaktr. Diferansiyel

denklemin ¢Oziimii;

n x:i Lx:l A + A X .
.[dl F(x) c2~|.(x+rl)(x+r2)d cz.[{(x+r1) (x+r2):|d (2:40)

Kismi kesirler yontemiyle (A +A,)x+Ar+Ar, =x—a elde edili.. Bu denklemin

¢Oziimiinden,
A==
r,=n
‘+a (2.47)
A =2
r,—h
bulunur. Integral alnirsa;
Inf(x):ﬁln|x+rl|+ﬁln|x+r2|+lnK (2.48)
C2 CZ
olur. Mutlak degerli ifadeler tanim aralig1 dikkate alinarak agilirsa;
f(x)=K(x+6)™(x+1,)™, —r<x<o (2.49)

elde edilir. Burada A /c,=m, ve A,/c,=m,’dir. Integral sabiti K y1 belirlemek igin
j f (X) =1 dikkate alinirsa;

K= ! (2.50)

+m,+1
B(-m, —m, ~Lm, +1)(r,—1,)"
elde edilir. integral sabiti yerine koyulursa Saga Carpik PVI dagihst;
1

F(x)= X+6)" (x+1,)", —r<x<w (251
) B(—ml—mz—l;m1+1)(r2_rl)”‘“mz”( )" (x+r) 1 (2.51)

47



yazilabilir. Saga carpik PVI dagihsinin farkh carpiklik ve basiklik degerleri igin oyf’leri Sekil
8’de verilmistir.

Sekil 8: Saga Carpik Pearson Tip VI Dagilisinin Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari
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2.5.3.2 Sola Carpik PVI dagihs1

Dagilisin koklerinin siralamasi 0 <r, <1, oldugu durum ele alnirsa sola ¢arpik PVI
dagihsmnin ortaya ¢ikabilmesi i¢in;

c, <0

¢ > VA

a>0

olmahdir. Boylece diferansiyel denklemin paydasinda bulunan parametrelerin hepsi 0’dan
kiigiik olacaktir. Sola ¢arpik PVI dagilisi i¢in Saga carpik PVI dagilisinin kosullar1 ayni olup
sadece kokler yer degistirmektedir. Bu degisiklik dikkate alnarak diferansiyel denklemin

¢Ozimii;
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fdinf(x)= 1j%dx=lj{(xﬂ + A?de (2.52)

bulunur. Burada;

_h—-a
nL—r
to2 (2.53)
_a-h
Az B n-rn
elde edilir. Integral alinirsa;
Inf(x):ﬁln|x—1|+iln|x |+ K (2.54)
C2 2
Integral sabiti K belirlendikten sonra Sola Carpik Pearson PVI dagilist;
1 m m
f(x)= — (L =X) (L =X)", —o<X<TI, (2.55)
( ) B(_ml_mz_:I-;mz'{']')(rl_rz)m1 Zl(l ) (2 ) 2

elde edilir (Sehirlioglu ve Diindar, 2014:111).
PVI dagilisi, Craig YOntemiyle ¢oziiliirse;

0>0
7, #0

B, >45(5+2)

| 4(1+25) (2+9)]

2+30

b #

Kosullar1 saglandig1 zaman ortaya ¢ikar. Son kosulda esitlik olusursa Pearson Tip XI ortaya
¢ikar. Saga carpik (7, > 0) igin /A < |72| oldugundan r, ve r,, y,den farkh isarete sahiptir.

PVI i¢in diferansiyel denklem;

jdlnf - jL _— }dz (2.56)
- _2

yazilr. Burada 7, = (¢, +1,)/(r,—1) ve 7, =(-¢,—1,)/(r, —1,) dir. Integral alnrr ve K

sabiti hesaplanirsa;

f(Z)= _ _ )m1+m2+l(z_r1)ml(z_r2)mz' I <X<oo (2.57)

49



Z—1r ,
elde edilir. Esitlik 2.57°de parametreler yeniden diizenlenir t = ( 1) alinirsa PVI (Tkinci Tip

h-r
Beta) dagilis;
my
f(t)= : t — |, O<t<w (2.58)

B(-m,—m,-Lm, +1)| (1+t)™

bulunur. Burada g =—m, —m, —1 ve p =m, +1 yazilirsa saga carpik dagils;
1 tP
f(t)= — |, O<t<o (2.59)
© B(p;q)[(ln)”}

elde edilir.

Sola ¢arpik PVI dagihsi (y, <0) ele alinirsa r; Ve r,, y,’den farkh isarete sahiptir ve m, <0
olmahdir. K&klerin isaretleri dikkate alinirsa Sola Carpik PVI Dagilisy;

f(t - R
- , 2.60
(®) B(|m1|—m2—2;m2+1) (1+t)‘ml‘ e (250

elde edilir. Sola ¢arpik PVI dagilismm farkli carpiklik ve basikhik degerleri i¢in oyf’leri Sekil
9’de verilmistir.

Sekil 9: Sola Carpik Pearson Tip VI Dagilisinin Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari
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2.5.3.3 PVI Dagilisinin Momentleri, Modu ve Kiimiilatif Fonksiyonu

Esitlik 2.58 dikkate alnarak PDVI’nmn r. momentinin var olabilmesi r <m, +1 veya

Esitlik 2.58 dikkate alinirsa r < q olmasi gereklidir. Orijine gére r- Inci moment;

. T(-m-m,=1+r)C(m +1-r)

U, = (2.61)
F<_ml —m, _1)F(ml +1)
elde edilir. Esitlik 2.59 i¢in r- inci moment;
i :F(p+r)F(q—r) 262

r(p)T(a)
olarak bulunur. Dagilism modunun bulunmast amactyla f (X)=K (x+1)" (x+1,)"

fonksiyonu tiirevlenirse;
df (x)
dx
ifadesi elde edilir. Ifade x ’e gore ¢oziiliirse fonksiyonun Mod noktast;

r _(mer + mzrl)
m, +m,
elde edilir. Esitlik 2.58 kullanilarak PVT igin birikimli dagihis fonksiyonu;

AP mFL M.
p(1+t)™ m+1t T m+2

=m,(x+r)+m (x+r,)=0

a (2.63)

—

esitligi kullamlarak birikimli dagihs fonksiyonu;
m+1 —-m
tmﬁle{ 1 2;_,[}
m, +2
m, +1)B(-m,—m, -1 m, +1)

(2.64)

F(t)z(

elde edilir. Burada a b'z :w(a)”(b)”z—n: F(C) 0°F(a+n)1"(b+n)£
e edil. Burad ZF{ c } 2 (o) m TErE& Tl

ile gosterilen Gauss Hipergeometrik Fonksiyondur (Abramowitz ve Stegun, 1965:556).

Modu orijinde olan PVI dagilist igin X = x —a doniistimil yapilirsa dX = dX olur ve
diferansiyel denklem a < 0 i¢in;

din f(X) X 1 X
= = (2.65)
dX C,+CX+C,X* C,(X+R)(X+R,)
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_1 N (2.66)
C,| X+R X+R,

bulunur. Burada

K=o
R —
:~ R (2.67)
Ko
RZ_Rl
olur. Boylece modu 0 olan PVI dagilist M, = (;ive M, = (;i olmak tizere;
2 2
f(X)=K (X+R)™(X+R,)™, R <R, <X < (2.68)

elde edilir. Burada K~ integral sabitidir. Mod degeri orijinde olan PVI dagihsmimn farkh carpikhk
ve basiklik degerleri igin oyf’leri Sekil 10°da verilmistir.

Sekil 10: Mod Degeri Orijinde olan Pearson Tip VI Dagilisinin Olasilik Yogunluk

Fonksiyonlari
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Dagiligin koklerinin ve {is parametrelerinin aldiklari degerlere gore dagiligin bicimleri Tablo 3’te
verilmistir.
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Tablo 3: Pearson Tip VI Dagilisinin Bigimleri

Kosul 1 Kosul 2 Dagilisin Bigcimi
rL<Over,<0 m, >0ve m, <0 Saga Carpik B- Bicimli
r>0ver,>0 m <Ove m, >0 Sola Carpik B- Bicimli
rL<Over,<0 m, <0Ove m, <0 Saga Carpik J- Bicimli
r>0ver,>0 m, <0Ove m, <0 Sola Carpik J- Bicimli

Pl ve PIV dagilislarinda oldugu gibi PVI dagilis1 da parametrelerinin aldiklar1 degerlere gére
farkh dagililar tiiretirler. Bu dagihslar;

V2 Y

Vi v,

1. Esitlik2.57°de f =[ Jt doniisiimii yapilirsa dtz[ jdf olur ve f degiskeni

- V.
igin smrlar 0< f <oo olur. Parametrelere —m,—m, —2 :El_l ve

V, +V.
m, = -1 > 2 doniisiimleri yapilirsa F dagilisy;

0< f <o (2.69)

elde edilir.
2. FEsitlik 2.58°de z=r, olursa (orijin r, noktasma kayarsa) u=z—r, doniisimi
yapilarak yeni smilar r,—r,=k i¢in k<u<oo olur. Burada m =0 e
m, = — (a + 1) alinirsa Pareto dagihst;
1‘(u):akai k<u<oo (2.70)

a+l !
u

elde edilir.
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Sekil 11: Pearson Dagilis Sistemi Iliskisi

Genellestirilmis Pearson
Beta
P . Beta Prime
’ Ustel Beta ’ Beta (Tip 1) (Tip V1)
nit Gama Amoroso
’ Pearslzl)n Tip ‘ ’ Giig ‘ ’ Gama ‘ ’ Ustel Gama
Weibull Simetr}
Printite
’ Diizgiin ‘ ’ Ustel ‘ ’ Laplace ‘ Normal
Gumbell

Kaynak: Crooks, 2010:19.

Genellestirilmis

Beta Prime
Printice (Beta Pearson Tip
Lojistik) \"
Burr
rs Gama Lgg- Lojistik Pearson Tip
vl
Ters Weibull Log- Normal

o |

’ Exp- Ratio

’ Cauchy ‘
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UCUNCU BOLUM
PEARSON DIiFERANSIYEL DENKLEMININ ETKi FONKSIYONU
OLARAK KULLANILMASI

Etki fonksiyonunun genel tanimi ile Pearson Diferansiyel denkleminin yapisi arasindaki
benzerlikten yola cikarak, Pearson diferansiyel denkleminin parametrelerinin aldig1 farkh
degerler icin farkh yapidaki Etki Fonksiyonlar1 tanimlanabilir. Bu tamm kullamlarak elde
edilecek Agrrlik fonksiyonu regresyon parametrelerinin tahmini yapilirken kullanilabilir.
Pearson Diferansiyel Denklemi ve Etki Fonksiyonu arasindaki iliski;

Cdp(x) d[-Inf(x)] f(x)  x-a
R PR i

(3.1)

ile gosterilebilir (Dzhun’, 2011:261). Boylece Diferansiyel denklemin farkh parametreleri farkli
dagilislar ortaya cikaracagindan her bir dagilis igin Etki Fonksiyonu, Diferansiyel Denklem
kullanilarak rahatlikla elde edilebilir (Wisniewski, 2014:947). Elde edilen Etki fonksiyonunun

yardimiyla Agirlik fonksiyonunun tanimindan;

‘a 3.2)

x(c0 +C, X+ czxz)

yazilabilir. Normal dagilis i¢in (5, =0 ve ,=3) ¢, =c”, ¢, =C, =0 oldugunda agirlk
fonksiyonu;

1
w(x)= = (3.3)

elde edilir. Simetrik fonksiyonlar igin 3, =0 ve ¢, =0 oldugunda;

w(x)= % (34)

C, +C,X
olur (Dzhun’, 2011:262). Agrrlik fonksiyonunun degeri genellikle dagilism mod noktastyla
yakindan iligkilidir. Eger veriler asimetrik ve normalden daha yiiksek basiklik degerine sahipse
Agrrlik Fonksiyonu, verilerin en fazla yogunlastigi mod noktasinda maksimum degerini
almalidir. Béyle durumlarda iglemleri kolaylastirmak amaciyla mod noktast orijine gekilerek

islem yapilabilir. Modun orijinde oldugu Etki Fonksiyonu;
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X

X)= 3.5
v(X) C,+CX +C,X? 39
seklinde yazilabilir. Boylece elde edilecek agirhik fonksiyonu ise;
1
(3.6)

w(X)= C,+CX +C,X?
elde edilir. Farkli Pearson dagihslar igin farkli Amag, Etki ve Agrlik fonksiyonlar1 elde
edilebilir. Bu boliimde Pearson Dagilis Ailesinin ana tipleri icin Amag, Etki ve Agirhk
fonksiyonlari elde edilecektir.

3.1. PI DAGILISININ AMAC, ETKI VE AGIRLIK FONKSIYONU

Modu orijinde olan PI dagilisinin oyf’si ele alindiginda sabitler atilirsa Amag fonksiyonu;
p(X)=-Inf(X)

(3.7)
o =M, In(R,—X)-M, In(X +R,)
olur. Etki fonksiyonu ve Agirlik Fonksiyonu,
dpo(X
viX)= d§<)
(3.8)
_ _Ml _ Mz
"R -X X+R,
_v(X)
w(X)= ~
(3.9)

_ MR -M.R, =X (M, +M,)
X(R1_X)(X +R2)
elde edilir. Ancak PI dagihisi igin en biiyiik problem dagihsin r, < x<r, arahgmda smirh

olmasidir. Bu nedenle agirlik fonksiyonu U- sekillidir (Wisniewski, 2014:943). PI’e ait Amag,
Etki ve Agirlik Fonksiyonlari Sekil 12, Sekil 13 ve Sekil 14°te verilmistir.
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Sekil 12: PI Dagilisina ait Amag Fonksiyonu

10

1
1
1
1
1
1
1
1
1
\
\

T

_ﬁ1=0.5,ﬂ2=3.3
- _ﬂ1=1 ,

= == o o o o o o
-
L)

— 3,05, 3,233
- - _ﬁ1=1 ,

10

12 14

16

18 20



Sekil 14: PI Dagilisina ait Agirlik Fonksiyonu
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3.2. PIV DAGILISININ AMAC, ETKIi VE AGIRLIK FONKSIYONU

Modu orijinde olan PIV dagilisinin oyf’si ele alindiginda sabitler atilirsa Amag fonksiyonu;
p(X)=—Inf (X)

(3.10)
o« M In((X + R)2 +82)+V arctan (X+R)

olur. Buradan hareketle Etki ve Agirlik Fonksiyonunun tanmmindan;
_2M (X +R)+VS
(X + R)2 +5?

W(X) (3.11)

_2M (X +R)+VS
O X((X+R) +5?)

w(X)

(3.12)

elde edilir (Wisniewski, 2014:948). Farkl carpiklik ve basiklik degerleri icin PIV Amag, Etki ve
Agirhik fonksiyonlarmmn grafikleri Sekil 15, Sekil 16 ve Sekil 17°de verilmistir.
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Sekil 15: PIV Dagilisina ait Amag¢ Fonksiyonu

Sekil 16: PIV Dagilisina ait Etki Fonksiyonu
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Sekil 17: PIV Dagilisina ait Agirlik Fonksiyonu

3.3. PVI DAGILISININ AMAC, ETKi VE AGIRLIK FONKSIYONU

Modu orijinde olan PVI dagihsmin oyf’si ele alindiginda sabitler atilirsa Amag
fonksiyonu;

f(X)oc(X+R)™(X +R,)" (3.13)

p(X)=—Inf(X)=-M,In(X +R)-M,In(X +R,) (3.14)

elde edilir. PVI amag fonksiyonu, diger dayanikli yontemlere gore igerisinde barindirdig yer,

Olcek, carpiklik ve basiklik parametreleri sayesinde minimize edilecek fonksiyonlar agisindan

esneklik saglamaktadir. Sekil 18 incelendiginde farkh carpiklik ve basikhk degerleri oldugunda
PVI Amag fonksiyonunun aldig1 sekiller ortaya ¢ikmaktadir.
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Sekil 18: PVI Dagilisina ait Amag¢ Fonksiyonu
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Bu amag fonksiyonundan hareketle Etki Fonksiyonu;

(x)- 8200 _dEMI0O]  w wm,
VAP T e T dx ~ X+R, X+R,

(3.15)

bulunur. PVI dagilis1 igin Etki fonksiyonu dagilisin aldig1 her parametre i¢in degisiklik gosterir
ve sonsuz adet olusabilir. Farkh garpiklik ve basiklik degerleri i¢in Etki fonksiyonu incelenirse;

- Carpikhk (8, =0.5) ve basklk (B,=3.4) degerleri diger durumlara gore diisiik
oldugunda, veri setinin sol tarafina 0’a yakm bir veri eklendiginde tahminleyici lizerinde az
bir etki yaparken eklenen veri 0°’dan uzaklastik¢a tahminleyici tizerindeki etkisi artmaktadir.
Ancak benzer durum dagiligin sag tarafinda gerceklesirse eklenen her veri noktasi 0’dan
uzaklastikca tahminleyici {izerindeki etkisi 6nce artan daha sonra nispeten sabit kalan bir
yapiya sahiptir.

- Carpikhik (3, =1) ve basiklik S =4.8 degerleri orta dereceli oldugunda, dagilisin sol
tarafinda benzer bir durum ortaya ¢ikarken, sag tarafa eklenen veri noktasi tahminleyici
tizerinde daha az etki yapmaktadir.

- Carpikhik (8, =1.5) ve basiklik (3, =7 ) degerleri diger durumlara gore daha yiiksek

oldugunda dagihisin sol tarafinda eklenen veri noktasmin koke yaklastikca etkisi artarken,
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dagihsin sag tarafinda eklenen veri noktasi tahminleyici tizerinde diger durumlara gore daha

az etki yapmaktadir.
Her ti¢ durum karsilastrilirsa, dagihisin ¢arpiklik ve basiklik degerleri artirldiginda koke yakin
bolgelere eklenen veri noktasi tahminleyici iizerindeki etkisini artirrken kokten
uzaklagildiginda eklenen veri noktasi tahminleyici tizerindeki etkisi azalmaktadir. Koke yakin
noktalara eklenen bir veri noktasi dagilisin yapisini bozmakta (tipini) ve kokii degistirmektedir.
Kok degistiginde ise PVI etki fonksiyonu dinamik yapisi nedeniyle yeniden parametre tahmini
yaparak Etki ve Agirlik fonksiyonlarm yeni parametrelere gore diizenlemektedir.

Sekil 19: PVI Dagilisina ait Etki Fonksiyonu
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X
Etki fonksiyonu elde edildikten sonra Agirlik fonksiyonunun tanimindan;

w(X) _ MR, +M,R —(M,+M,) X
X X(X+R)(X+R,)

elde edilir. Agirlik fonksiyonu incelendiginde, regresyon parametrelerinin tahmini yapilirken

kullanilan agirlik fonksiyonu PVI dagihgmm biitiin parametrelerini kullanmaktadir. Burada

w(X)= (3.16)

onemli olan veri setinin mod degerinin 0’ ¢ekilmesi ve bdylece verilerin ¢arpiklik ve basikhk

degerleri ne olursa olsun en ¢ok verinin bulundugu noktalara en ¢ok agirlign verilmesidir. Sekil
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19 incelenirse Agirlik fonksiyonunun farkl carpiklik ve basiklik degerleri igin veri noktalarina
verdikleri degerler goriilebilir. Biitiin durumlar incelenirse;
- Carpiklik ( 5,) ve basiklik ( £, ) degerleri diger durumlara gore diistik oldugunda, dagihsin

sol ve sag tarafinda bulunan verilere daha fazla agirhk verilmistir. Bunun nedeni ise diisiik
carpiklik ve basiklik degerleri ile dagilisin nispeten simetriye daha yakm olmasidir. Ozellikle
basiklik degeri normal dagilisin basikhik degeri olan 3’e fazlasiyla yakin ve carpiklik degeri
ise diger durumlara gore daha diisiik seviyededir.

- Carpiklik ve basikhk degerleri orta dereceli olursa, dagilisin merkezinde en yiiksek agirhiklar
yer alirken yine sol ve sag tarafta agirliklar giderek azalmaktadir. Burada 6nemli olan
carpiklik ve basiklik degerleri diisiik olan duruma gore dagihsin merkezinde ytiksek agirlik
verilen bolge daha dar ve kuyruga dogru bakildiginda ¢ok daha az agirhklarm verilmesidir.

- Carpiklik ve basiklik degerleri yiiksek oldugunda ise dagilisin merkezinde agirhklar daha dar
bir noktada en yiiksek olurken, kuyruga dogru gidildiginde neredeyse 0’ a yaklagsmaktadir.

Biitiin durumlar ele alindiginda, dagihsin carpikhgi ve basikhigi (sivriligi) arttikga mod degeri
etrafinda PVI Agrrlik fonksiyonu dar bir bolgede yiiksek agirlik vermektedir. Ancak Sekil 20°de
kuyruga dogru gidildiginde ¢arpiklik ve basiklik degerleri dikkate alindigindan PVI Agirhik
fonksiyonunun verdigi agirliklar hizla azalarak 0’ a yaklasmaktadir.
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Sekil 20: PVI Dagilisina ait Agirlik Fonksiyonu

10

—— 3,205, 3,=3.4
---8,=1, p,748

Veri setinin Pearson PVI dagilis1 oldugu varsayimi altinda regresyon ¢oziimlemesi yapilirken

parametrelerin asimptotik davranislart 6nemlidir. Bu nedenle parametre vektorii 0 *nin
asimptotik varyansi elde edilmelidir. Esitlik 1.70 ve Esitlik 1.71dikkate almarak asimptotik

varyans i¢in diizeltme faktort;
(v 0]
(Ely )]

ile tanimlanmustt. PVI dagilisinin etki fonksiyonunun karesinin beklenen degeri,
2
M M
Elw(X)|=E|| - - 3.18
V/( ) [( X+R X+R2]} (318

2

o7 M M M M

K[| — - | (xR )™ (X +R,)™ dX
JR( X +R, X+RJ( HR)T(X+R)

(3.17)

T |\/|12 |\/|22 2M M, M, M,
=K J.Ri[(X+R1)2+(X+R2)2+(X+R1)(X+RZ)J(XJrl:\)l) (X+R.)

(3.19)

64



—R
+R,

Déniigimiin ~ tirevi abmrsa  dx=—[(R,~R )/t [dt elde edilir. Buradan

R
ile gosterilir. Burada t = X2 doniisiimii yapilirsa integralin smirlar1 0 <t <oo olur.

X+R, :(R2 - Ri)/t ve X+R, :(R2 — Rl)(l—t)/t ahnmrsa Esitlik 3.19 igerisindeki ilk

terim i¢in;

TMlz[Rz_le 1|:(R2_R1)(l+t)} 2 (R?':Rl)dt
. t t t
= M12 (RZ - Rl)Mlerr1 T (1-'\_/"_1:\)/'2 2 dt (320)

0

=MZ(R,—R)"™ ™ B(1-M, ~-M,,M, -1)

elde edilir. Burada | tP2/(1+t)"" dt = B(p,q) ikincitip beta fonksiyonudur. Esitlik 3.19’un
0

ikinci terimi igin;

TMS[RZ‘&]W{(RZ‘R”(“”TZQ (R-R) 4
4 t t t
=MZ(R,—R)"™™" T%t (3.21)

0
=MZ(R,—R)" ™ B(1-M,-M,,M, +1)

olur. Esitlik 3.19 icerisindeki tigtincii terim i¢in;

TZMle [ R, . %lel{(Rz - Rl)(1+t)Tz_l th; Rt

t

M1+M2—1m (1+t)M27l
=2M,M, (R, -R,) | ot (3.22)

0

=2M,M, (R, -R )™ ™ B(1-M, ~M,,M,)

M;+M, -

elde edilir. Bu tig ifade toplanirsa (1 + 11 + 111') ve D =(R2 — R1) " olmak fizere integral

sabiti eklenirse;
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e[v(x)]
— K'DM2ZB(1-M,-M,,M, 1)+
K'DMZB(1-M, —M,,M, +1)+

2K'DM,;M,B(1-M, - M,, M,)

(3.23)

elde edilir. PVI Etki fonksiyonunun tiirevinin beklenen degeri elde edilirken oncelikle tiirev
alinirsa;

d"’(x):i(_ M, M, ] .
dX dX{ X+R X+R
y'(X)= M M, (3.25)

elde edilir. Bu esitligin beklenen degeri;

Elw Kj M,

RIX+R1 (X+R2)2](X+R1)M1(X+R2)M2dx (3.26)

R —
ile gosterilir. Burada t = X2 R doniistimii yapilirsa integralin smirlari 0 <t < oo olur. Esitlik
+

3.26 icerisindeki toplamlar {izerinden ayr1 ayr1 integral alinirsa birinci ifade i¢in;

T M, (X +R)™* (X +R,)"dX

= (R, -R)™? (R, -R)™ (1+t)" (R, -
:IMl( thF}Z) (R, RiZMZ( ) ( thRl)dt (3.27)
0
- DM,B(M, -11-M,-M,)
N
elde edilir. Esitlik 3.26 icerisindeki toplamun ikinci terimi igin integral almirsa;
[ M, (X+R)™ (X +R,)" “dX
,Rl
- B M, B M,—2 M,—2 B
=IM2(R2tMI?1) L Rl)thz(lth) (thza)dt (3.28)
0

DM,B(1-M, -~ M,,M, +1)

1n*

olur. Bu iki ifade toplanir (1 *+11 *) ve integral sabiti eklenirse;
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E[v'(X)]

= K'DM,B(M, ~11-M, - M, )+ K'DM,B(1- M, - M,, M, +1)

elde edilir. Boylece 0°in asimptotik dagilisy;

ve burada

v ()]

V(6) ="~ (X7X)"

(E[v'(x)])

(3.29)

(3.30)

(3.31)

olur. Uygulama boliimiinde regresyon parametre tahminleri igin varyans- kovaryans matrisi

bulunurken Esitlik 1.74 kullanilmustr.
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DORDUNCU BOLUM
UYGULAMA

Dayanikh regresyon uygulamasi iKi asamada gerceklestirilmistir. Birinci asamada
Dayanikli Regresyon literatiirinde sikhikla kullamlan Amerikan eyaletlerindeki Egitim
Harcamalar1 (Education Expenditure) veri seti ile Ocak 2015 — Subat 2020 arasinda Tiirkiye’de
gerceklesen Sanayi Uretim Endeksi, Issizlik Oram ve Tiife degerleri kullamlnmustur.

Uygulamanin ikinci asamasinda ise simiilasyon ¢aligmalart yapilmustir.

4.1 UYGULAMADA KULLANILAN GERCEK VERI SETLERIi

Onerilen PVI fonksiyonunun agirlik fonksiyonuna dayanan tahminleme ydntemi igin
iki farkl veri seti analiz edilmistir. Bu veri setlerinden ilki literatiirde sikhikla kullamlan Egitim
Harcamalar1 (Education Expenditure) veri seti ve ikincisi Tiirkiye’de gergeklesen Sanayi Uretim
Endeksi, Issizlik Oran1 ve Tiife degerleri (iktisadi Veri Seti) kullarlarak kurulan regresyon
modelleridir. Her bir veri seti i¢in PVI fonksiyonuna uyum kontrol edilmis ve elde edilen
regresyon parametrelerinin standart hatalar1 verilmistir. Veri setleri igin artiklarin kutu grafigi ve
histogrami EKK’dan elde edilen artiklar i¢in ¢izilmistir. Ancak Huber, Tukey ve PVI
yontemlerinden elde edilen kutu grafikleri verilmemistir.

4.1.1. Egitim Harcamalan (Education Expenditure) Veri Seti

[k defa Chatterjee ve Price (1977:108) tarafindan yaymlanan veri seti Amerika’da
bulunan 50 eyalette egitim harcamalarini ele almustir. Veri setine ait 6zet bilgiler;
e 1975 yilinda Bir eyaletteki devlet okulunda kisi basina diisen ortalama egitim harcamasi
(agiklanan degisken),
e 1970 yilinda kirsal alanda ikamet eden kisi sayis1 (X1000),
e 1973 yilindaki kisi basmna diisen milli gelir,
e 1974’te 18 yasin altinda yasayan birey bulunan hane sayisi (X1000).
Veri seti igerisinde agiklayici degiskenin 31. verisinin degeri 212 iken yazim veya aktarma hatasi
nedeniyle 400 degeriyle degistirilmistir. Boylece gercek yasamda karsilanabilecek problem ele
almmustir. Bu asamadan sonra Pearson parametreleri tahmin edilmis ve regresyon analizi
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gereeklestirilmistir. Sekil 21 incelendiginde 31. ve 49. verinin yiiksek standardize artiklara (3.69
ve 3.22) sahip oldugu goriinmektedir. Artiklara uygulanan Anderson-Darling test istatistigi
sonucunda 1.046 (p=0.000) elde edilmis ve verilerin dagihginmn normal olmadig1 goriilmiistiir.
Ayrica veri setinin ¢arpiklik degeri 1.10 ve basiklik degeri 5.30 olarak elde edilmistir.

Sekil 21: Egitim Harcamalar1 Veri Seti i¢cin Kutu Grafigi
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Sekil 22: Egitim Harcamalar1 Veri Seti i¢in Histogram
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10

Regresyon parametre tanminleri Tablo 4°te verilmistir.

Tablo 4: Egitim Giderleri Verisi Regresyon Analizi Sonuglar1

Degiskenler
Kirsal Alanda Kisi 18 Yas
. . . Basina Altinda
Tahminleme Sabit Tkamet Eden o
. . Sonuclar . .. Diisen Yasayan
Yontemi Terim Kisi 2
Sayisi(x1000) Milli | Hane Sayist
ayisix Gelir (x1000)
EKK Tahminler | -452.203 0.001 0.063 1.346
Std. Hata | 146.891 0.061 0.014 0.375
Huber M- | Tahminler | -340.860 0.044 0.053 1.067
Tahminleyici |Std. Hata | 126.629 0.053 0.012 0.323
Tukey's Tahminler | -243.762 0.074 0.045 0.820
Bisquare M-
Tahminleyici Std. Hata | 127.490 0.053 0.012 0.326
PV Tahminler | -307.984 0.009 0.061 0.909
Std. Hata | 72.326 0.030 0.007 0.185

Tablo 4 incelenir ve veri seti g6z 6niine alinirsa, yeni gelistirilen PVI yonteminin yiiksek

carpikhk ve basiklik degerlerinde bile diger tahminleme yontemleriyle benzer sonuglar
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vermektedir. Huber ve Tukey M- Tahminleme yontemleri artiklar biiyiidiikk¢e ¢ok diisiik veya
0 agirlik degerlerini vermesine ragmen PVI yontemi yiiksek standardize artik degerlerine sahip
olan artiklar1 veri setinin bir pargasi gibi analiz etmis ve artiklarm tamamina agirlik vermistir.
Boylece regresyon tanilari yapilirken sapan gozlem gibi goriinen ama veri setine ait oldugu
bilinen bir gozlem ortaya ¢iktiginda ve carpiklik ve basiklik degerleri yiiksek oldugunda eger
uyum gosteriyorsa PVI yontemi en az diger tahminleme yontemleri kadar iyi sonuglar

vermektedir.

4.1.2 iktisadi Veri Seti

Ocak 2015 ile Subat 2020 tarihleri arasinda 62 aylik Sanayi Uretim Endeksi (SUE,
2015=100), Issizlik Oran1 (/O) ve Tiife (2003=100) degerleri ele almmustir. Yapilan regresyon
analizinde Tiife degerleri agiklanan degisken olarak kullanilmustir. Veri seti tizerinde herhangi
bir degisiklik yapilmamis ve degerler oldugu gibi birakilmistir. Bu 6rnekte, Tiirkiye’de iktisadi
analizlerde siklikla kullanilan degiskenler ele almarak verilerin dagihglarmi tam olarak
belirlemenin 6nemi tizerinde durulmustur. Sekil 23 incelenirse 45, 46, 47, 48, 49, 52 ve 57.
gozlemlerin yiiksek standardize artiklara sahip oldugu goriilmektedir. Buna ek olarak artiklarin
histogramu incelenirse verilerin saga carpik (3, =1.08) Ve yiiksek basiklik (3, =5.04)

degerlerine sahip oldugu goriilmektedir. Ayrica yapilan Anderson-Darling testi sonucunda test
istatistigi 1.782 (p=0.005) elde edilmis ve artiklarm dagilismimn normal olmadig1 goriilmiistiir.
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Sekil 23: iktisadi Veri Seti igin Kutu Grafigi
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Tablo 5°deki regresyon analizi sonuglari incelenirse PVI yonteminin diger yontemlerle cok

yakin sonuglar verdigi goriilebilir. Verilerdeki carpiklik ve basiklik degerleri yiiksek olmasi ve
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yiiksek standardize artiklar olmasina ragmen katsayilar anlamh elde edilmistir. Tukey M-
Tahminleme yontemi artiklarm neredeyse %10’una 0 agwhgmi vermis ve Huber M-
Tahminleme yontemi ise diistik agirliklar vermistir. PVI, agirlik fonksiyonunun yapisi nedeniyle
biitiin artiklara agirhk vermis ve buna ragmen diger yontemlerle benzer sonuglar elde etmistir.

Tablo 5: iktisadi Veriler i¢in Regresyon Analizi Sonuglari

Degiskenler
. . L. Sanayi Uretim
Tahminleme Yontemi | Sonuclar ?:r?#] 052:51;;‘0 ) Ende%si (SUE,
2015=100)

EKK Tahminler| -29.615 0.256 1.143
Std. Hata 8.052 0.077 0.338
Huber M- Tahminler| -28.035 0.250 1.012
Tahminleyici Std. Hata 6.716 0.064 0.282
Tukey's Bisquare M- Tahminler| -17.680 0.236 0.644
Tahminleyici Std. Hata 4.722 0.045 0.128
PV Tahminler| -25.315 0.247 0.781
Std. Hata 8.383 0.080 0.352

4.2. UYGULAMADA KULLANILAN SIMULASYON SENARYOLARI

Simiilasyon calismasinda farkh senaryolara sahip veri setleri kullanilmustir. Hata
teriminin dagilismm 6nceden belirlenerek ve agiklanan degisken (y ) degerleri elde edilerek
regresyon modeli kurulmustur. Cahsmada regresyon parametreleri
6, =06, =0, =6, =6, =6, =2 olarak belirlenmis ve aciklayic1 degisken degerleri ortalamasi
0, varyansi 1 olan normal dagilistan tiiretilmistir. Boylece kurulan regresyon modeli

y=2+2X,+2X,+2X,;+2X,+2X,+¢&, X,~N(0,1) (4.1)
seklindedir. Hata terimine ait toplam 28 adet senaryo hazirlanmus ve regresyon modelinin
¢Oziimiinden elde edilen artiklarin PVI dagilisma uyumlari kontrol edilmistir. Boylece ¢oziim
icin kullamlacak Agrlk fonksiyonunun parametreleri dinamik olarak (m;, m,,r,r,)

belirlenmistir. Senaryolar secilirken hem simetrik hem de asimetrik dagilislardan yararlanilmig
ve gelistirilen PVI dagilismin Agirlik fonksiyonuna dayanan tahminleme yontemi EKK, Huber
M ve Tukey M- Tahminleme yontemleriyle karsilastirilmustir. Uygulama toplam 3 agamadan
olugmaktadir. Bu asamalar;
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Asama 1: Regresyon artiklarmin dagihsinin belirlenmesi
Onceden belirlenmis agiklayici degisken ( X ) degerleri, regresyon parametre (0 ) degerleri ve
hata vektorii (& ) degerleri Esitlik 4.1°de yerine konularak agiklanan degisken (y ) degerleri elde
edilmistir. Elde edilen y ve X degerleri kullanilarak regresyon parametrelerinin tahminleri elde
edilmistir.
6=(X"X) Xy.
Elde edilen regresyon parametre tahminleriyle regresyon artiklari bulunmustur.
e=y-X0

Artiklar bulunduktan sonra uygun bir 6lcek tahmini kullanilarak standardize artiklar
elde edilmistir. Standardize artiklar elde edilirken kullanilan déniim noktasi (k ) sadece Huber
ve Tukey yontemleri i¢cin kullamlmistr. Boylece Huber ve Tukey yontemleri standardize

artiklarin biiyiimesini ve agirliklarmn azalmasim garantilemektedir.

e [isT)

Standardize artiklarin ilk dort momenti hesaplanmis ve bu momentler kullanilarak
Carpikhik (4,) ve Basiklik (43,) degerleri hesaplanmustir. Elde edilen B, ve S, degerleri

kullamlarak diferansiyel denklemin parametreleri a, c,,c,,c, hesaplanmustir.
i ~o\JB.(B,+3)
104, 123, -18
c - 02(4ﬂ2+3ﬂ1)
° 10p,-12p,-18
. o\JB. (B, +3)

' 108,123, -18

C = (2ﬂ2_3ﬂ1_6)
2 108,-12p,-18

Diferansiyel denklemin parametreleri bulunduktan sonra bu denklemin diskriminanti
parametreler kullanilarak hesaplanmustir.
A =c? —4c,C,
Elde edilen diskriminant degeri ile denklemin kdkleri hesaplanmustr.

L_GHA

Y2,
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r=—a N2 —A
2 2,

Kokler kullanilarak PVI dagilisi icin iis parametreleri elde edilmistir.

A__h-a _
C, CZ(rZ_rl)
i_ r,+a

=———=M
C, Cz(rz_rl) ’

Saga carpik PVI dagihgma ait biitiin parametreler elde edildikten sonra verilerin
gercekten dagilisa uyum gosterip gostermediginin belirlenmesi amaciyla asagida bulunan

kosullar kontrol edilmistir.

<o,
r,<0,
n<r,,
c, <0
c, <0,
c, <0,
m <0,

m, >0,

NERITAR

45(2+5)
2+30

ve r, —r, <0 kosullar1 saglandiktan sonra son kosul olarak PV i¢in integral sabiti hesaplanmis

<h

ve integralin tanim araligmmda 1 olup olmadig1 kontrol edilmistir.

KT(x+rl)m1(x+r2)mz :T f(x)=1

153

Yukaridaki kosullar saglayan artiklara karsilik gelen agiklanan degisken y degerleri ve
aciklayict degisken X matrisleri kaydedilmis ve artik bu veri setlerinin dagihsmm PVI
dagihsma da uyum gosterdikleri belirlenmistir. Birinci asama gegildikten sonra elde edilen y ve

X degerleri kullanilarak ikinci asama olan PVI dagiligmin parametreleri tanminlenmistir.
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Asama 2: PV parametrelerinin tahminlenmesi ve mod noktasmm 0’a cekilmesi
Asama 1’ den elde edilen 1000 adet y ve X degerleri kullanilarak Esitlik 4.1 yeniden

EKK ile tahminlenmis ve artiklar elde edilmistir. Bu asamada Pearson Diferansiyel

Denkleminin parametreleri (a,c,,c,,c,) ve PVI dagihsmnin parametreleri (m,m,,r,,r,)
Asama 1’de oldugu gibi hesaplanmustr. Daha sonra elde edilen mod degeri a kullanilarak
artiklarm modunun 0 yapilabilmesi i¢in artiklarm moddan farklar1 alinarak yeni artiklar elde
edilmistir.
r=r—a

Elde edilen yeni artiklarm ilk dért momenti hesaplannis ve bu momentler kullanilarak
yeni Carpikhk ( 3,) ve Basiklik ( 3, ) degerleri hesaplanmustir. Mod noktas1 0” da olan dagilisin
parametrelerinin hesaplanmas i¢in asagidaki esitlikler kullaniimastir.

c,=C,
2ac, +c, =a(2c,+1)=C,
c,a’ +ca+c, =c,+a’(l+c,)=C,

Yeni Diferansiyel Denklem Parametreleri kullanilarak;

A=C?-4C_C,
R1=—Cl+\/g
2C,
R——_CVJZ
2 2C,
ﬁ:—_Ri =M,
Cz Cz(Rz_R1)
A R,
-2z = =M
Cz CZ(RZ_Rl) ’

degerleri elde edilerek PVI dagihsinn agrlik fonksiyonunda kullamlacak parametreler
kaydedilmistir.

Asama 3: EKK, Huber, Tukey ve PVI Agirhik fonksiyonlann kullamlarak regresyon
parametrelerinin tahminlenmesi

Bu asamada 6nceki asamalarda elde edilen y ve X degerleri kullamlarak her bir ¢6ziim

yontemi ile parametre tahminleri gerceklestirilmistir. Oncelikle EKK yontemi ele alinirsa her bir
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simiilasyon i¢in regresyon parametreleri ve standardize artiklar elde edilmistir. Regresyon
parametreleri icin TMS ve OKH degerleri hesaplanmustir. Daha sonra EKK’dan elde edilen
standardize artiklar kullamilarak Huber M ve Tukey M yontemleri i¢in ilk agwrlik degerleri
hesaplanmustir. Bu agirhk degerleri ile her bir simiile edilmis veri i¢in IRWLS yontemi
kullanilmug Ve regresyon parametreleri tahmin edilmistir. PVI yontemi i¢in Asama 2’de elde
edilen mod noktast 0 olan standardize artiklar kullanilarak yine IRWLS yontemiyle regresyon
parametreleri tahmin edilmistir. Huber, Tukey ve PVI yontemleri igin TMS ve OKH degerleri
elde edilmis ve birbirleriyle karsilastirilmistir. IRWLS yonteminin algoritmasi su sekildedir;

1. Uygun bir tahminleme yontemi (genellikle EKK) kullanilarak parametre tahmini

yapilir.
6=(X"X) X"y
2. Tahminlenen regresyon parametreleri kullanilarak artiklar elde edilir.
e=y-X0
3. Artiklar kullanilarak uygun bir 6lgek tahmini yapilir (genellikle MAD).

MAD medyan \ei —medyan (g )\
06745 0.6745
4. Olgek tahmini kullanilarak artiklar standardize edilir. Standardize yapilrken eger

kullanilan yontemin doniis sabiti (tuning constant) varsa standart sapma ile carpilir.

= /(1sH)

5. Huber, Tukey veya PVI Agrrlik fonksiyonlarm kullanarak standardize artiklar igin

agirliklar hesaplanir.
1 Jr| <k
WHuber(r)= h ,|r|Zk'
I
2 2
r
1-| — Jqri<k
WTukey(r): |: (kj :l | | !
0 Jr[=k
MR, +M,R —(M,; +M, )r,
WpV| (ra): 1" %2 2R1 ( 1 2)

L(L+R)(R+R,)
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6. Elde edilen agirliklar kullamlarak Agrhkh EKK yontemi ile yeni parametreler
tahminlenir.
0 =(X'WX)" X'Wy
7. Adim 2-7 arasi1 asagidaki yakinsama kriteri saglanana kadar devam edilir.
6 -~
o

<10 veya iterasyon sayisi 1>30 olunca dongii sonlandirilir (Fox ve

Weisberg, 2002:3; Maronna ve digerleri, 2006:105; Hogg, 1979:111).
Kullanilan yontemler karsilastirilirken regresyon parametreleri igin TMS ve OKH kriterleri
hesaplanmugtir. TMS hesaplanirken;

5
Toplam Mutlak Sapma =Y

j=0

1000

To0g 2=~

i=1

ve OKH hesaplanirken;

1 1000 T A
Ortalama Karesel Hata = —— ; 6, - 0) (9i — 0)
formiilleri kullanilmistir (Wisniewski, 2014:951).
Onceden belirlenen simiilasyon senaryolart;
e Senaryol. &£~ N(0,1), hata teriminin ortalamasi 0 ve varyansi 1 olan normal
dagilisa sahip olmasi (PXIII),
e Senaryo 2. & ~t(1), hata teriminin serbestlik derecesi 1 olan t dagilisina sahip
olmasi (PVII),

e Senaryo 3. ¢ ~t(5), hata teriminin serbestlik derecesi 5 olan t dagilisina sahip

Olmasi (PVII),
e Senaryo 4. & ~t(10), hatateriminin serbestlik derecesi 10 olan t dagiligina sahip

olmasi (PVII),
e Senaryo5. ¢ ~ t(20), hatateriminin serbestlik derecesi 20 olan t dagilisina sahip

olmasi (PVII),

e Senaryo 6. ¢~ Cauchy(0,1), hata teriminin konum parametresi 0 ve Glgek
parametresi 1 olan Cauchy dagilisina sahip olmasi (PVI1),

e Senaryo 7. ¢ ~ Beta(2,3), hatateriminin sekil parametreleri («, 8 ) 2 ve 3olan

Beta dagilisina sahip olmast (PI),
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Senaryo 8. & ~ Beta(2,5) , hata teriminin sekil parametreleri («, 8 ) 2 ve 5 olan
Beta dagilisina sahip olmasi (PI),

Senaryo 9. ¢ ~Ustel(1), hata teriminin ortalamas1 (4) 1 olan Ustel dagihsma
sahip olmasi (PX),

Senaryo 10. & ~ Ustel(2) , hata teriminin ortalamasi ( ) 2 olan Ustel dagihsma
sahip olmasi (PX),

Senaryo 11. & ~Ustel(10), hata teriminin ortalamast (8) 10 olan Ustel
dagilisina sahip olmasi (PX),

Senaryo 12. £ ~Gama(l,1), hata teriminin sekil parametresi (o) 1 ve dlgek
parametresi ( 4) 1 olan Gama dagilisina sahip olmasi (P11I),

Senaryo 13. &~ Gama(l,2), hata teriminin sekil parametresi () 1 ve dlgek
parametresi (#) 2 olan Gama dagihisina sahip olmast (P111),

Senaryo 14. &£~ Gama(l,5), hata teriminin sekil parametresi () 1 ve dlgek
parametresi (#) 5 olan Gama dagiligina sahip olmasi (PIII),

Senaryo 15. &£~ Gama(2,1), hata teriminin sekil parametresi () 2 ve dlgek
parametresi (4) 1 olan Gama dagilisina sahip olmast (P111),

Senaryo 16. £ ~ Gama(2,2), hata teriminin sekil parametresi (« ) 2 ve dlgek
parametresi ( #) 2 olan Gama dagilisina sahip olmast (P111),

Senaryo 17. £ ~ Gama(2,5), hata teriminin sekil parametresi (« ) 2 ve dlgek

parametresi (#) 5 olan Gama dagilisina sahip olmasi (PIII),
Senaryo 18. ¢ ~ ;(2(0.5), hata teriminin serbestlik derecesi (v ) 0.5 olan Ki-

Kare dagilisina sahip olmast (P111),

Senaryo 19. & ~ y? (1) hata teriminin serbestlik derecesi (v ) 1 olan Ki- Kare
dagiligma sahip olmas (P1II),

Senaryo 20. & ~ y° (5) , hata teriminin serbestlik derecesi (v ) 5 olan Ki- Kare
dagiligma sahip olmasi (PIII),

Senaryo2l. ¢~ F (l, 2) , hata teriminin serbestlik dereceleri (v,,v,) 1 ve 2olan

F dagilisina sahip olmasi (PVI1),
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e Senaryo 22. ¢~ F(2,10), hata teriminin serbestlik dereceleri (v,,v,) 2 ve 10
olan F dagilisina sahip olmasi (PV1),

e Senaryo 23. ¢ ~ F(5,10), hata teriminin serbestlik dereceleri (v,,v,) 5 ve 10
olan F dagihisina sahip olmasi (PV1),

e Senaryo 24. ¢ ~ F(10,10), hata teriminin serbestlik dereceleri (v,,v,) 10 olan
F dagilisina sahip olmasi (PVI1),

e Senaryo 25. & ~Weibull(1,1), hatateriminin sekil parametresi () 1 ve dlgek
parametresi ( #) 1 olan Weibull dagilisina sahip olmasi,

e Senaryo 26. & ~Weibull(2,1), hata teriminin sekil parametresi (« ) 2 ve dlgek
parametresi (#) 1 olan Weibull dagilisina sahip olmast,

e Senaryo 27. & ~Weibull(2,2), hatateriminin sekil parametresi (« ) 2 ve dlgek
parametresi ( ) 2 olan Weibull dagihisina sahip olmast,

e Senaryo 28. & ~Weibull(3,2), hata teriminin sekil parametresi (« ) 3 ve dlgek

parametresi (#) 2 olan Weibull dagilisina sahip olmasi olan senaryolardir.

Simiilasyon ¢aligmasi sonuglar1 iki asamada yorumlanmustir. Birinci asamada hata
teriminin simetrik dagilis gosterdigi durum yorumlanirken ikinci asamada hata teriminin
asimetrik dagilis gosterdigi durumlar yorumlanmustir.

Tablo 6’da hata teriminin simetrik dagiis gosterdigi durumlarda EKK, Huber M-
Tahminleyici, Tukey M- Tahminleyici ve PVI dagihsmin agirlik fonksiyonuna dayanan M-
Tahminleyici igcin TMS ve OKH degerleri verilmistir. Bu degerler dikkate almirsa hata teriminin
dagihis1 Normal oldugunda EKK yontemi en iyi sonuglari gostermektedir. Ancak hata teriminin
dagihs1 Student t dagilist oldugunda Huber ve Tukey M- Tahminleyiciler hem EKK’dan hem
de PVI’dan daha iyi sonuglar gostermektedirler. Student t dagiligmin serbestlik derecesi 20
oldugunda Normal dagilisa yakinsadigindan EKK, Huber ve Tukey yontemleri birbirlerine
yakin sonuglar vermistir. Hata teriminin Cauchy dagilisina sahip oldugu durumlarda, Cauchy
dagihisinn kalin ve uzun kuyruklara sahip olmasi nedeniyle drnek hacmi kiigiik oldugunda PVI
yontemi daha iyi sonuglar vermektedir. Simiilasyonlarda bazi dagibslar i¢in biiyiik 6rnek
hacimlerinde PVI uyumu yapilamamustr.
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Tablo 6: Simiilasyonda Kullanilan Simetrik Dagiligslarin TMS ve OKH Sonuglari

Normal(0,1)
EKK Huber M Tukey M PVI
TMS OKH TMS OKH TMS OKH TMS OKH
30 0.0303 | 0.2589 [ 0.0808 | 0.2902 | 0.1278 | 0.3437 | 0.1651 | 0.3957
50 0.0171 | 0.1366 | 0.0644 | 0.1539 | 0.0933 | 0.1760 | 0.1438 | 0.2186
100 0.0129 | 0.0648 | 0.0445 | 0.0711 | 0.0584 | 0.0764 | 0.1177 | 0.1058
500 - - - - - - - -
tl
30 15.621 | 230.663 | 0.2966 | 18.084 | 0.1276 | 11.645 | 0.0722 | 13.141
50 0.8723 | 36.184 | 0.2315 | 0.7217 | 0.0697 | 0.5445 | 0.0867 | 0.5659
100 - - - - - - - -
500 - - = - - - - -
t5
30 0.1367 | 0.4786 | 0.0323 | 0.3642 | 0.0948 | 0.4011 | 0.1306 | 0.4899
50 0.1096 | 0.2353 | 0.0208 | 0.1949 | 0.0568 | 0.2068 | 0.1423 | 0.2666
100 0.0867 | 0.1054 | 0.0200 | 0.0882 | 0.0306 | 0.0901 | 0.1091 | 0.1239
500 2 - - - - - - -
by
30 0.0922 | 0.3453 | 0.0617 | 0.3267 | 0.1117 | 0.3769 | 0.1427 | 0.4490
50 0.0717 | 0.1842 | 0.0330 | 0.1749 | 0.0682 | 0.1928 | 0.1268 | 0.2452
100 0.0525 | 0.0802 | 0.0228 | 0.0755 | 0.0417 | 0.0789 | 0.1180 | 0.1130
500 0.0334 | 0.0153 | 0.0189 | 0.0144 | 0.0254 | 0.0146 | 0.0934 | 0.0266
t20
30 0.0564 | 0.2831 | 0.0614 | 0.2992 | 0.1119 | 0.3510 | 0.1347 | 0.4124
50 0.0398 | 0.1554 | 0.0619 | 0.1583 | 0.0954 | 0.1748 | 0.1380 | 0.2303
100 0.0282 | 0.0703 | 0.0288 | 0.0711 | 0.0461 [ 0.0751 | 0.1110 | 0.1088
500 0.0159 | 0.0136 | 0.0167 | 0.0137 | 0.0217 | 0.0139 | 0.0875 | 0.0256
Cauchy(0,1)
30 0.3869 | 0.1570 | 0.3753 | 0.1513 | 0.3676 | 0.1484 | 0.3649 | 0.1465
50 0.3875 | 0.1521 | 0.3800 | 0.1475 | 0.3754 | 0.1451 | 0.3693 | 0.1404
100 - - - - - - - -
500 - - - - - - - -

Hata teriminin asimetrik dagilis gosterdigi her durumda (Tablo 7) EKK, Huber M ve

Tukey M- Tahminleyiciler carpiklik ve yiiksek basikligi dikkate almadiklar1 igin PVI’ya gore

daha kotii sonuglar vermektedirler. PVI agirhik fonksiyonu dagilisin parametrelerine gére esnek

bir yap1 olugturmaktadir. Bu nedenle hem carpik hem de yiiksek basikliga sahip verilerde en iyi
TMS ve OKH degerlerine sahip olmaktadir. Ayrica simiilasyonda kullamlan asimetrik
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dagilislarin kuyruk yapisi incelenirse (Bkz: Ek 6) hepsinin PVI’dan daha ince kuyruklara sahip
olduklar1 goriilmektedir.

Beta (2,3) ve Beta (2,5) dagilislarinda biiyiik 6rnek hacminde PVI dagilis1 elde
edilememektedir. Beta dagihis1 (0,1) araliginda degerler aldig1 i¢in 6rnek hacmi biiyiidiikge PVI
dagihsmin ortaya ¢ikmasi zorlagmaktadir. Bu nedenle 6rnek hacmi kiigiik oldugunda Tukey ve
PVI yéntemlerinin sonuglari arasmdaki fark azalmaktadir. Ustel dagihs ele almdiginda, dagilisin
J- bigimli olmasi nedeniyle PVI yontemi diger yontemlerden olduk¢a iyi TMS ve OKH
degerleri verirken PVI’ya en yakmn degerleri Tukey yontemi vermektedir. Ayrica Ustel dagilisin
ortalamasi arttiginda kuyruklar hem kalinlasmakta hem de uzamaktadir (Bkz: Ek 6).

Hata teriminin Gama dagilis1 oldugu durumlarda ise dagilisin 6lgek parametresi arttig
zaman kuyruklar1 kalinlagmakta ve uzun olmaktadir. Bu nedenle PV1 yiiksek TMS ve OKH
degerlerine sahip olsa bile diger yontemlerden daha 1yi sonuglar vermektedir.

Hata teriminin dagihsmm 3 dagilis1 oldugu durumlarda PVI yontemi her serbestlik

derecesinde en iyi TMS ve OKH degerlerine sahip olmaktadir. F ve Weibull dagilis1 dikkate
almirsa, diger tahminleyicilere gore PVI en 1yi sonuglar vermektedir. F dagilismin serbestlik
dereceleri diisiik oldugunda kuyrugun ¢ok hizli azalmasindan dolayr PVI dagihisma uyum
yapilamamustir. Weibull dagilisinda ise sekil ve 6lgek parametreleri azaldiginda dagilis kalin
kuyruklu hale gelirken sekil ve 6lgek parametreleri arttiginda ince kuyruklara sahip olmaktadir
(Bkz. Ek 6). Bu kosullar dikkate alindiginda bile en iyi ¢éziimii PVI yontemi vermektedir.

Elde edilen simiilasyon sonuglarma gore PVI yontemi, eger veriler ¢arpik ve yiiksek
basiklik degerine sahipse agirhik fonksiyonunun bu parametreleri dikkate almasi nedeniyle en
iyi TMS ve OKH degerlerine sahip olmaktadir. Ayrica PVI dagilisinin kalin ve uzun kuyruklu
olmasi verilerde sapan gibi goriilebilen gozlemlere bile agirlik vererek parametre tahmini
yapmasini saglamaktadr. Ancak hatalarm dagilisi simetrik oldugunda PVI yontemi diger
yontemlerden geride kalmaktadr.
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Tablo 7: Simiilasyonda Kullanilan Asimetrik Dagilislarin TMS ve OKH Sonuglar1

Beta(2,3)
EKK Huber M Tukey M PVI
TMS OKH TMS OKH TMS OKH TMS OKH

30

0.3877 0.1572

0.3768 | 0.1518

0.3709 | 0.1489

0.3696 | 0.1476

50

0.3873 0.1533

0.3793 | 0.1486

0.3745 | 0.1461

0.3666 | 0.1417

100

500

Beta(2

5)

30

0.2768 0.0812

0.2646 | 0.0750

0.2581 | 0.0723

0.2542 | 0.0719

50

0.2775 0.0794

0.2658 | 0.0734

0.2609 | 0.0711

0.2513 | 0.0674

100

0.2762 0.0776

0.2654 | 0.0720

0.2623 | 0.0704

0.2493 | 0.0643

500

Ustel(1)

30

10.178 12.658

0.8284 | 0.8349

0.7569 | 0.7206

0.6891 | 0.6547

50

10.124 11.453

0.8290 | 0.7662

0.7588 | 0.6577

0.6682 | 0.5368

100

10.139 10.663

0.8412 | 0.7300

0.7853 | 0.6420

0.6485 | 0.4534

500

10.067 10.105

0.8418 | 0.7115

0.7961 | 0.6382

0.6209 | 0.3910

Ustel(2)

30

20.356 50.631

16.567 | 33.395

15.138 | 28.822

13.779 | 26.184

50

20.248 45.813

16.579 | 30.648

15.176 | 26.306

13.365 | 21.472

100

20.279 42.652

16.823 | 29.198

15.707 | 25.678

12.970 | 18.137

500

20.133 40.421

16.835 | 28.458

15.922 | 25.529

12.418 | 15.639

Ustel(10)

30

101.781 | 1.265.773

82.837 | 834.860

75.692 | 720.546

68.899 | 654.653

50

101.240 | 1.145.326

82.895 | 766.194

75.879 | 657.656

66.823 | 536.811

100

101.394 | 1.066.307

84.116 | 729.949

78.534 | 641.947

64.850 | 453.435

500

100.666 | 1.010.528

84.177 | 711.460

79.612 | 638.232

62.092 | 390.964

Gama(1,1)

30

10.133 12.765

0.8252 | 0.8327

0.7501 | 0.7077

0.6987 | 0.6668

50

10.047 11.351

0.8415 | 0.7712

0.7787 | 0.6624

0.6821 | 0.5434

100

10.069 10.666

0.8338 | 0.7312

0.7770 | 0.6404

0.6407 | 0.4492

500

10.047 10.117

0.8435 | 0.7114

0.7991 | 0.6385

0.6197 | 0.3887
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Tablo 7 (Devam): Simiilasyonda Kullanilan Asimetrik Dagilislarin TMS ve OKH Sonuglari

Gama(1,2)
EKK Huber M Tukey M PVI
TMS OKH TMS OKH TMS OKH TMS OKH
30 | 20.327 50.465 | 16.761 | 33.600 | 15.272 | 28.808 | 14.036 | 26.913
50 | 20.297 45436 | 16.676 | 30.566 | 15.349 | 26.368 | 13.211 | 21.222
100 | 20.149 41,781 | 16.648 | 28.711 | 15.523 | 25.246 | 12.844 | 17.945
500 [ 20.068 40.414 | 16.837 | 28.390 | 15.944 | 25.447 | 12.435 | 15.592
Gama(1,5)
30 | 50.819 | 315.408 | 41.904 | 210.001 | 38.179 | 180.047 | 35.089 | 168.198
50 | 50.742 | 283.978 | 41.691 | 191.035 | 38.373 | 164.799 | 33.031 | 132.652
100 | 50.372 | 261.131 | 41.620 | 179.442 | 38.809 | 157.784 | 32.109 | 112.153
500 [ 50.170 | 252.585 | 42.093 | 177.435 | 39.860 | 159.041 | 31.087 | 97.447
Gama(2,1)
30 | 20.204 45536 | 17.983 | 36.199 | 17.140 | 33.240 | 16.354 | 31.576
50 | 20.195 43.043 | 18.272 | 35.018 | 17.600 | 32.523 | 16.153 | 28.518
100 | 20.157 41.289 18.307 34.139 17.775 32.323 15.819 26.369
500 [ 20.088 40.229 | 18.382 | 33.655 | 18.067 | 32.532 | 15.757 | 24.764
Gama(2,2)
30 | 40.409 | 182.145 | 35.965 | 144.797 | 34.280 | 132.960 | 32.708 | 126.308
50 | 40.390 | 172.170 | 36.544 | 140.072 | 35.200 | 130.091 [ 32.306 | 114.070
100 | 40.315 | 165.155 | 36.613 | 136.557 | 35.551 | 129.292 | 31.638 | 105.477
500 | 40.177 | 160.915 | 36.763 | 134.621 | 36.134 | 130.128 | 31.513 | 99.056
Gama(2,5)
30 | 101.022 1138 89.912 | 904.979 | 85.701 | 831.000 | 81.770 | 789.426
50 | 100.975 1076 91.359 | 875.446 | 88.001 | 813.066 | 80.767 | 712.947
100 | 100.787 1032 91.534 | 853.479 | 88.876 | 808.076 | 79.096 | 659.232
500 | 100.442 1005 91.909 | 841.378 | 90.334 | 813.301 | 78.784 | 619.100
)(5.5
30 | 0.5240 0.4829 | 0.2564 | 0.1175 | 0.1701 | 0.0659 | 0.1382 | 0.0529
50 | 0.5164 0.3790 | 0.2304 | 0.0793 | 0.1350 | 0.0342 | 0.1065 | 0.0228
100 | 0.5196 0.3056 | 0.2144 | 0.0537 | 0.1165 | 0.0180 | 0.0865 | 0.0113
500 - - - - - - - -
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Tablo 7 (Devam): Simiilasyonda Kullanilan Asimetrik Dagilislarin TMS ve OKH Sonuglari

2

X1
EKK Huber M Tukey M PVI
TMS OKH TMS OKH TMS OKH TMS OKH
30 | 10.416 16.044 0.7200 0.7256 0.6027 0.5310 0.5276 0.4956
50 | 10.230 12.796 0.6916 0.5761 0.5603 0.4031 0.4618 0.3061
100 | 10.223 11.186 0.6817 0.4995 0.5540 0.3442 0.4249 0.2209
500 | 10.044 10.205 0.6648 0.4464 0.5433 0.2987 0.3742 0.1474
2
30 | 50.487 | 274.566 | 46.236 | 227.205 | 44.150 | 209.838 | 43.171 | 203.966
50 | 50.890 | 265.389 | 46.795 | 223.527 | 45.095 | 209.263 | 42.211 | 187.777
100 | 50.460 | 255.428 | 46.692 218.271 | 45.643 | 208.684 | 41.509 | 174.865
500 | 50.192 | 250.864 | 46.733 | 217.276 | 46.163 | 211.924 | 41.184 | 169.547
F(1,2)
30 | 39.548 | 584.343 | 15.028 38.513 0.9399 17.042 0.8689 16.584
50 | 31.350 | 165.382 | 13.005 23.005 0.8569 0.9925 0.7198 0.8707
100 | 27.882 94.235 11.789 15.475 0.7506 0.6534 0.5915 0.4391
500 - - - - - - - -
F(2,10)
30 | 13.022 21.606 0.9670 11.523 0.8499 0.9246 0.7715 0.8434
50 | 12.630 18.317 0.9635 10.395 0.8466 0.8245 0.7286 0.6531
100 | 12.355 16.233 0.9512 0.9471 0.8509 0.7636 0.6935 0.5346
500 | 12.143 14.840 0.9429 0.8946 0.8541 0.7340 0.6426 0.4249
F(5,10)
30 | 13.372 20.590 11.000 13.247 10.019 11.227 0.9545 10.795
50 | 12.767 17.393 10.798 12.246 10.074 10.714 0.9088 0.9122
100 | 12.478 16.039 10.699 11.670 10.103 10.410 0.8882 0.8129
500 | 12.278 15.109 10.634 11.287 10.170 10.316 0.8511 0.7267
F(10,10)
30 12.908 18.987 11.268 13.736 10.614 12.138 10.215 11.770
50 12.662 16.900 11.113 12.744 10.521 11.409 0.9710 10.071
100 | 12.545 15.769 11.150 12.339 10.673 11.334 0.9655 0.9347
500 | 12.338 15.199 11.027 12.119 10.674 11.353 0.9308 0.8639
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Tablo 7 (Devam): Simiilasyonda Kullamlan Asimetrik Dagilislarim TMS ve OKH Sonuglari

Weibull(L,1)
EKK Huber M Tukey M PVI

TMS | OKH | TMS | OKH | TMs | OkH | T™Ms | OKH

30 | 10.187 | 12.668 | 0.8270 | 0.8381 | 0.7502 | 0.7172 | 0.6917 | 0.6737

50 | 10.232 | 11.371 | 0.8441 | 0.7636 | 0.7765 | 0.6565 | 0.6834 | 0.5333

100 | 10.082 | 10.613 | 0.8385 | 0.7282 | 0.7850 | 0.6413 | 0.6432 | 0.4505

500 | 10.045 | 10.113 | 0.8438 | 0.7113 | 0.7995 | 0.6381 | 0.6250 | 0.3925
Weibull(2,1)

30 [ 20.374 | 50672 | 16539 | 33522 | 15.004 | 28.686 | 13.834 | 26.946

50 | 20.465 | 45484 | 16.882 | 30.545 | 15530 | 26.259 | 13.668 | 21.333

100 | 20.164 | 42.451 | 16.769 | 29.129 | 15.699 | 25.651 | 12.864 | 18.020

500 | 20.089 | 40.450 | 16.875 | 28.451 | 15.990 | 25.525 | 12.500 | 15.701
Weibull(2,2)

30 [ 17.646 | 32.608 | 16.791 | 29.843 | 16.346 | 28.650 | 16.053 | 28.109

50 | 17.723 | 31.984 | 16.951 | 29.370 | 16.646 | 28.379 | 15.990 | 26.575

100 | 17.708 | 31551 | 17.018 | 29.212 | 16.829 | 28.590 | 15.901 | 25.913

500 | 17.726 | 31.369 | 17.115 | 29.273 | 17.061 | 29.098 | 15.993 | 25.656
Weibull(3,2)

30 | 26468 | 73.368 | 25.186 | 67.147 | 24519 | 64.463 | 24.082 | 63.250

50 | 26584 | 71.964 | 25426 | 66.083 | 24.969 | 63.853 | 23.986 | 59.798

100 | 26.562 | 70.990 | 25527 | 65.727 | 25.243 | 64.328 | 23.852 | 58.305

500 | 26.588 | 70.581 | 25.673 | 65.865 | 25592 | 65.470 | 23.989 | 57.726
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SONUC

Dayanikli (Robust) Regresyon Analizinde birgok tahminleme yontemi yer almaktadir.
Bu tahminleme yontemlerinin bagimda M- Tahminleyiciler gelmektedir. Ancak geleneksel M-
Tahminleyiciler veri setinde bulunan aykir1 davranislari (kalin- uzun kuyruk, carpiklik ve
basiklik) dikkate almamaktadirlar.

Bu tez c¢alismasinda Pearson Diferansiyel Denklemi ile Etki Fonksiyonu arasindaki
iliskiden yola ¢ikilarak verilerin dagihsinm PVI dagilis1 gosterdigi durumlarda PVI dagihigmin
agrlik fonksiyonuna dayanan M- Tahminleyicinin performansi incelenmistir. Hata teriminin
simetrik oldugu Normal ve Student t dagilislarmda PVI yonteminin diger yontemlerden daha
kétii performansa sahip oldugu gozlenmektedir. Ancak Cauchy dagilisi simetrik olsa bile kalin
ve uzun kuyruklara sahip olmasi nedeniyle kii¢lik 6rek hacminde PVI yontemi diger
yontemlerden daha 1yi sonuglar vermektedir.

Hata teriminin dagilis1 asimetrik ( 3, > 0) ve yiiksek basikhiga (A3, > 3) sahip oldugu

durumlarda PVI dagihsmin agirlik fonksiyonu bu parametreleri igerdiginden diger M-
Tahminleyicilere gore daha 1yi bir performansa sahip olmaktadir. Ayrica PVI dagilisinin kalin
ve uzun kuyruklu (bkz. EKk 6) olmasi sebebiyle kendisine yakin veya daha ince kuyruklara sahip
asimetrik dagiliglarda iyi performans gosterdigi gozlemlenmistir. Gelistirilen yontemin
performanst iki farkh gergek veri seti ile 9 farkli dagilisa sahip 28 senaryo iizerinden simiilasyon
cahgmast yapilarak incelenmistir. Simiilasyonlarda kullanilan asimetrik dagilislar PVI’ya gore
daha ince kuyruk yapisma sahiptirler.

Gelecek calismalarda, PI ve PII dagihisinin agrlik fonksiyonlar lizerinde durulmasi
planlanmaktadir. Bu dagihslarm agirlik fonksiyonlar1 U- bigimli oldugundan Huber ve Tukey
M- tahminleme yontemlerinde oldugu gibi bir doniis sabiti (tuning constant) ile sans
degiskeninin degeri arttiginda azalan bir agirhk fonksiyonuna doniisiim yapilmaya calisilabilir.
Ozellikle PII dagilist simetrik yapist nedeniyle hata teriminin dagilismmn simetrik oldugu
durumlar i¢in iyi bir ¢oziim elde edebilecegi diisiiniilmektedir. Bunun yaninda PI dagilisinin
genis bir yelpazede ortaya ¢ikabilmesi ve asimetrik yapisi sebebiyle bir M- tahminleme yontemi
olarak kullanilabilecegi diistiniilmektedir. Ayrica Pearson Diferansiyel Denklemi icerisinde
bulunan mod (@) degeri icin dayanikli bir tahminleme yonteminin gelistirilmesi tizerine

calisilabilir.
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EKLER



Ek 1: Degismezlik (Invariant) Ozelligi

Eger bir tahminleyici diizgiin bir sekilde doniistiiriilmiis ise buna Degismezlik denir
(Rousseeuw ve Leroy, 1987: 116). Bir regresyon tahminleyicisi i¢in degismezlik su 2 6zelligi
saglamalidir;

1. Konum degismezligi
Bir tahminleyici T ancak ve ancak su 6zelligi sagliyorsa degismezdir;
T ({(xiT, y, + xiTv);i =1.., n}) =T ({(xiT, Y, );i =1.., n})+v
Konum degismezligi vardir denir.
2. Olcek degismezligi

Eger agiklanan degisken Y herhangi bir sabit ¢ degeri ile ¢arpilirsa (6lgiim birimi degisirse),
tahminleyici ayn1 ¢ degeri ile carpilir.

7({(6 )it =] =T (7 )

Boylece eger y — cy olursa 0 — ¢ olur. Eger bir tahminleyici 6lgek degismezligine sahip
degilse artiklar parametre tahmini yapilmadan 6nce mutlaka standardize edilmelidir (Stuart,
2011:10).

eks. 1



Ek 2: Medyan Mutlak Sapma (MAD)

Bir tahminleyici her zaman 6lgek degismezligine sahip olamayabilir. Béyle durumlarda
orneklem standart sapmasi s eger 6rnekte sapan gozlem veya sapan oldugundan siiphelenilen
gozlem varsa boyle gozlemlerden etkilenecek dayanikh bir tahmin olmayacaktir (Hogg,
1979:109). Bu nedenle sapan gozlemlere daha dayanikh ve daha az etkilenen 6rneklem
meydanma dayanan bir 6lgek tahminleyicisi Medyan Mutlak Sapma (MAD) kullanilabilir
(Andersen, 2008:51; Draper and Smith 2014: 572; Street et. Al, 1988:153; Hogg, 1979:109).
MAD;

. MAD _ medyan|x, — medyan ()|
0.6745 0.6745
ile gosterilir. Paydada bulunan 0.6745 bdleni n biiylik oldugunda ve verilerin dagihsi normal

dagilisa yakinsadiginda s ~ & olur.

n—oo Ve X ~N (0,62) oldugunda;

P(|x|<MAD)~0.5
P( % _O‘< MAD] ~0.5

(e (e
p(|z|< '\"ADjzo.s

o

MAD _
o

®(0.75)

MAD
®(0.75)

~
~

MAD
RO
0.6745

Burada Z ~ N (0,1) ve @ standart normal dagihisin kiimiilatif fonksiyonunu gdstermektedir

(Stuart, 2011:14).
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Ek 3: Diizgiinliik (Regularity) Kosullari

Diizgiinliik kosullari, genellikle oyf’nin tiirevlenebilirligi ve tiirev ile integral isaretinin

yer degistirebilir olmast ile ilgilenmektedir. Genel olarak diizgiinliik kosullari, bagimsiz ve ayni

f (X |¢9) dagilisina sahip X,,..., X sans 6rnegi ele almirsa gergek degerli bir @ parametresi

i¢in;

a. Parametre uzayr QQ acik bir arah@a sahiptir (sonlu olmas1 gerekmez),

b.

A= {X o f (X |0) > 0} kosulunu saglayan herhangi bir kiime € *dan bagimsizdir.
Herbir x € A igin, f (X |¢9) , 0 ya gore iki kere tiirevlenebilir olmalidir ve ikinci tiirev
0 i¢in siirekli olmalidur.

_[ f (X |9 )dX integrali integral isareti altinda iki kere tiirevlenebilir olmahdir.

Fisher Bilgisi 1(&) sonlu olmaldir (0<1(8)<o).

Verilen herhangi bir 9, € Q icin, 6, ’a bagh bir fonksiyon M (X) Ve pozitif bir say1
C ’nin var oldugu kabul edilirse;

0 log f (x|)

7 <M (x), VxeA, 6,-c<O<6,+c

E, [M(X)]<

kosullar1 saglanmalidir.

olog f (X|9)|

00 -

%log f (X |0 olog f (X|0)T
E{_%}:E{%} =1(0) ile gosterilir (Lehmann ve

Casella,2006; Hogg ve digerleri, 2005).
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Ek 4: Slutsky’s Teoremi

Shutsky’s teoreminden bahsedilmek i¢cin dncelikle olasiliksal yakinsama (convergence
in probability) ve dagilimsal yakmsama (convergence in distribution) ele almacaktir.
- Herbir £>0 icin X,,..., X, sans degiskenleri dizisi, bir X sans degiskenine
asagidaki sart1 sagliyorsa olasiliksal olarak yakmstyor denir.
limP(|X,-X|>¢£)=0

veya

limP(|]X, - X|<&)=1.

- Xy,..., X, sans degiskenleri dizisi, bir X sans degiskenine asagidaki sarti
saglyorsa dagilimsal olarak yakmstyor denir.

limF, (x)=F, (x).

n—oo W

Burada F, (x), siirekli bir dagilim fonksiyonudur.

Olasiliksal ve dagilimsal yakinsama bilgileri kullamlarak, eger X, X ’e dagilimsal olarak

d p
yakmstyor ( X, — X ) ve Y, bir @ sabitine olasiliksal olarak yakmstyorsa (Y, —a ) Slutsky’s

teoremi;
d
- Y X, —aX

d
- X, +Y,>X+a

X, ¢ X

Y a

n

olarak gosterilir (Casella ve Berger, 2002).
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Ek 5: Sandwich Varyans Tahminleyicisi

Boliim 1°de ele alinan regresyon modeli kullanilirsa, eger hatalar es varyansh ve dagilisi

ortalamasi 0 varyansi o olan normal dagilis ise (& ~ N(0,57)) regresyon parametrelerinin
varyans- kovaryans matrisi V(é)z sz(XTX)'l ile gosterilir. Oncelikle, z™, 1xp boyutlu
ortonormal bir vektor (z'z=1) olmak iizere bir dogrusal esitlk z'@ ile ilgilenilirse

-1 n
V(z2'0)=sz" (XX} z olur ve burada s’ = e’ /(n—p) olarak gosterilebilir. Ancak
i=1
Ekonometrik yontemler ve Dayanikli yontemler dikkate alinirsa regresyon parametreleri igin
varyans tahmini yapmak, hipotez testleri ve giiven araliklar1 elde edebilmek igin Gnemli

olmaktadir. Eger hatalar degisen varyansh ise z'0 icin varyans- kovaryans matrisi;

V.,

0 i o -5

ile gosterilir. Burada a, =ZT(XTX)_1Xi "dir. Bu tahminleyiciye Sandwich Varyans

Tahminleyicisi (Sandwich Variance Estimator), Dayamkh (Robust) Varyans Tahminleyicisi
veya Degisen Varyansa Karsi Tutarh Kovaryans Tahminleyicisi denir (Huber, 1967; Eicker,
1963; Kauerman ve Carrol, 2001; White, 1980).
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Ek 6: Bir Olasilik Dagihsimn Kuyruk Ozellikleri
Reel sayilar uzayinda tammh f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip herhangi bir dagilim
fonksiyonu F icin kuyruk fonksiyonu F (x);

F(X)=F(x2), xeR
seklinde tanimlanabilir. Kuyruk fonksiyonu ve oyf dikkate almarak bir dagilisin Kalin Kuyruklu,
Sisman Kuyruklu veya Uzun Kuyruklu olup olmadigi asagidaki {i¢ kosul dikkate almarak
belirlenebilir.
Kosul 1. Kalin Kuyruklu (Heavy- Tailed) Dagilhislar

Bir oyf'nin “kalin kuyruklu dagilis” olarak tanimlanabilmesi i¢in biitiin tistel momentlerinin
sonsuz olmasi gerekmektedir. Bir F dagihsmm kahn kuyruklu olmasi ancak ve ancak;

IRe“F (dx)=o0, VA>0

kosulunun saglanmas: yeterlidir. Esitlik f icin yazilirsa;
limsup f (x)e* =00, VA>0

elde edilir. Eger dagilis ince (light) kuyruklu ise;

IRe“F (dx)<oo, A>0
sartm saglamasi gerekir. Burada A >0 sarti1 “ A nin herhangi bir degeri icin” anlaminda
kullantlmustir.
Kosul 2. Uzun Kuyruklu (Long Tailed) Dagihslar

Uzun kuyruklu dagihslar ayn1 zamanda kaln kuyruklu dagihslarm bir alt smifidir. Bir oyf’nin
uzun kuyruklu olmasi ancak ve ancak;

fim f(x+1)
0

=1, VA>0.

kosulu gerceklestiginde olur. Esitlik kuyruk fonksiyonu cinsinden yazilirsa;
limF(x+4)~F(x), Vi>0

olur. Eger f dagilist uzun kuyruklu ise herhangi bir sabit 2 >0 i¢in g(x):= f (logx)

alinirsa;

g(4x)

lim———=—>1
o g(x)

sart1 saglandiginda f dagihis1 sonsuza dogru yavasga azalan bir kuyruga sahiptir denir,
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Kosul 3. Sisman Kuyruklu (Fat Tailed) Dagihslar
Bir oyf'nin sisman kuyruklu olarak adlandirilmasi i¢in asagida belirtilen kosulu saglamasi
gerekir.

limP(X >x)~x*, Vi>0.

Burada P (X >x)=F(X) oldugu gbriilmektedir. Arastrmacilar aym zamanda grafiksel

olarak dagihslarmin kontroliiniin yapilmasimni 6nermislerdir ( Bryson, 1974:62; Foss ve digerleri,
2011: 18).

Bu tez calismasinda kullanilan PVI dagilismin kuyruk 6zellikleri agsagida gosterilmistir. PVI
dagihgmnmn oyf’si;

f(x)=K(x+5)"(x+n,)™, r<r<x<o.

Burada m, >0, m, <0,m, <|m,

’dir. Buna gore Kosul 1 dikkate alinir ve integral sabiti

atilirsa;
lime™ f (x) = lime™ (x+ )" (x+n,)"
= lime* —(Xﬂl)ml

e (X4+1)
=00
elde edilir. Buna gore PVI dagilis1 kalin kuyruklu bir dagihistir. Dagihgin kaln kuyruklu oldugu
belirlendikten sonra kuyruklarmnin uzunlugu belirlemek amaciyla herhangi bir A > 0 i¢in;
f(X+A)=(X+6+A)" (x+1,+4)"
elde edilir. Kosul 2 dikkate alinirsa;
f(x+4) (x+6+2)" (x+1,+4)"

TR e ey

my my
[ X+rn+A X+, +4
=lim
x>e| - X+1 X+,

my m,
= Iim(1+ A j (1+ A j
X0 X+, X+,

=1
bulunur. Buna gére PVI dagilisi uzun kuyruklu bir dagilistir. Eger PVI uzun kuyruklu ise;
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im 9 (4x) _(logx+r,+logA)™ (logx+r,+log 1)™

o0 g(x) (logx+1,)™ (logx+r,)

i [logx+1, +log A " (ogx+r,+logA )"
logx+r, logx+r,

my my
=lim| 1+ log 4 1+—Iog/1
X log x+r, log X+,

elde edilir. Buna gore PVI dagilist hem uzun kuyruklu hem de sonsuza dogru yavasca azalan
kuyruklara sahiptir. Bu asamadan sonra PVI dagilisinin kuyruklarmimn sisman olup olmadigmimn
belirlenebilmesi i¢in kuyruk fonksiyonu;
P(X >x)=1-F(x)
~F(x)

+1 —-m
Xm1+12F1{m1 2 ,—X:|
m, +2

(m,+1)B(-m, —m, -1 m, +1)

m;

elde edilir. Kosul 3 dikkate almir ve kuyruk fonksiyonunda bulunan sabitler atilirsa;
lim F (x)

- tim(a-x)

= —00
olur. Boylece PVI dagilisinin sisman kuyruklara sahip oldugu sdylenemez.
Biitiin kosullar1 dikkate aldigimizda PVI dagilisi kalin, yavasga azalan bir kuyruga sahip ancak
kuyruklarmin sisman olmadigi goriilmektedir. PVI dagilismin simiilasyonda kullanilan

asimetrik dagilislar ile grafiksel karsilastirmalar1 asagida verilmistir.
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—PVI

——Gama (1,1)
Gama (1,2)
Gama (1,5)
~———Gama (2,1)
~———Gama (2,2)
Gama (2,5)

20 25 30

—PVI
—F(12)
F (2,10)
—F (5,10)
—F (10,10)

0.4
035
03

Boast

0.15
0.1

0.05

—pvi
——Weibull (1,1)
Weibull (2,1)
Weibull (2,2)
——Weibull (3,2)

04

0.3

025

02

#(x)

015

0.1

0.05
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Ek 7: M- Tahminleyicilerin Asimtotik Normalligi

O=T(F) iin y (X; 6 ) e, O etrafinda Taylor acilimi uygulanirsa;

iznl:'/’(x;é): i1‘//(><i5’)+(é—6’)iznl‘,!//'(x;é?)+...:0
\/ﬁ{%iznll‘//(x;ﬁ)}+\/ﬁ(é—9){%izn;l/l'(X;H)}+Op (1/Jﬁ):o

elde edilir. Merkezi Limit Teoreminden (dagilimsal yakinsama);

\/ﬁ{%iw(x;e)}iz ~N(0.E[w(X;0) )

i=1

elde edilir. Buradan Biiyiik Sayilarm Zayif Kanunu (olasiliksal yakinsama) kullanilarak;
1& P :

~2 0 (60)>Ec[y'(X:0)]

i=1

n

olur. Boylece Shutsky’s teoreminden;
\/ﬁ(e—é)i)—Z/EF [v'(X;0)]~N(0,0%)
ve burada;

0% =, [W(X;Q)z}/EF [W(x;e)]Z =E, [lF(x;T (F)ﬂ

olur.
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Ek 8: Etki Fonksiyonunun Beklenen Degeri

J‘ f (X; Q)dx =1 olmak iizere diizgiinliik kosullar1 (bkz. EK 3) altinda bu esitlik;
)
—f(x60)=0
J557(%0)
olarak yazilabilir. Bu esitlige denk bir esitlik;
1)
—(—log f(x;0)) f(x;0)dx=0
J2 (1o 1 (x0) f (x:0)en
yazilirsa burada —log f (x;0) = p(x;0) olur ve w(x;6) :%p(x;é’) oldugundan;

[w(x0)f(x6)x=0
E(y(x0))=0
elde edilir (Godambe, 1960: 1210).
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