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ROBUST OPTIMiZASYON YONTEMI iLE PORTFOY ANALIZi: BiST100
HiSSELERIYLE BiR UYGULAMA

Salih CAM

Doktora Tezi, Ekonometri Ana Bilim Dah
Danisman: Prof. Dr. Siileyman Bilgin KILIC
Ocak 2022, 143 sayfa

Varliklarin portfdy i¢inde hangi oranda yer alacagi problemi yatirimcinin
karsilagtigi en biiyiik sorundur. Yatirimei, getirisini maksimum yapacak varlik
bilesenini ararken {istlendigi riskin de minimum olmasint amaglar. Portfoy
optimizasyonu problemleri yatirimcilarin bu isteklerini bir araya getirerek model
portfoyler olusturmaktadir. Fakat yatirim riskinin tamamen ortadan kaldirilmasi
miimkiin degildir. Yatirim yapan yatirimci sistematik ve sistematik olmayan risklerin
yaninda modelden kaynakli risklerle de karsi karsiyadir. Hesaplama hatalari, yanlis
model optimizasyonu ve sapmal1 parametre tahmini s6z konusu risklere ornektir. Klasik
portfoy optimizasyonunda bu riskler mevcutken, belirsizligi dikkate alan robust
optimizasyon modelleri sozii edilen risklerin énemli bir kismin1 dagitmaktadir. Bu tiir
modeller belirsizlik setleri dahilinde en kotii senaryoya dayanarak portfoyler olusturur.
Boylelikle modelden kaynaklanan riskler minimum diizeye inerken, elde edilen
coziimlerin optimal kalmas: belirlenmis bir olasilik diizeyiyle garanti altina
alinmaktadir.

Robust optimizasyon yonteminde belirsizlik setlerinin dogru kurulmasi ¢éziimiin
giivenirliligini arttiran bir faktordiir. Sadece gecmis gozlemlerden hesaplanan ortalama
getiriler, varliklara iliskin dogru tahmini (6ngdrii) garanti etmedigi i¢in robust bir
yontem kullanilmak daha giivenilir ¢oziimler liretmeyi saglayacaktir. Bu baglamda
uygulama asamasinda belirsizlik setleri olusturmak amaciyla bootstrap yoOntemi
kullanilmistir. Bootstrap yontemi mevcut gozlemlerden alt Orneklemler olusturarak
anakiitle parametrelerine iligkin c¢ikarim yapmaya yaramaktadir. Alt Orneklem
ortalamalarindan elde edilen dagilimin u¢ noktalarindaki degerler belirsizlik setlerinin

sinirlarini temsil etmektedir. Boylelikle, arzu edilen giiven diizeyinde belirsizlik setleri



olusturulabilmektedir. Tezin amaci bootstrap metoduyla robust optimizasyon yontemini
birlestirerek hem beklenen getiriler, hem de ¢6ziimle ilgili giiclii sonuglar elde etmektir.
Bu sekilde robust optimizasyon, ¢Oziimiin optimal kalmasimi yliksek bir olasilikla
saglarken bootstrap yontemi beklenen getiri oranlarinin onceden belirlenen giiven
diizeyiyle minimum ve maksimum alacagi degerleri belirleyecektir.

Uygulamada bir¢ok amag¢ fonksiyonunu optimize etmek miimkiindiir. Fakat,
getiri maksimizasyonunu ve risk minimizasyonunu es zamanli gergeklestirmesi
nedeniyle, amag¢ fonksiyonu Sharpe orani olan fomiilasyon tercih edilmistir. Ek olarak,
%99, %97.5, %95, %90, %80 ve %70 giiven diizeyelerine sahip bootstrap belirsizlik
setleri robust optimizasyon modeliyle birlestirilerek piyasa ortalama getirisinin iistiinde
getiri saglayan portfoyler olusturulmustur. Portfdyler olusturulurken Bertsimas ve Sim
(2004) tarafindan Onerilen robust model kullanilmistir. Bu sekilde belirsiz parametre
sayist da model dahil edilmistir. Bulgular, olusturulan portfoylerin degerlenme
oranlarinin piyasa ortalamasinin iizerinde oldugu gdstermistir. Ayrica olusturulan
portfoyler Orneklem dis1 donemde de endeks getirisinden yiiksek beklenen getiri
saglamistir. Sonug olarak, tahmin edilen portfdyler hem parametre olarak hem de ¢6ziim

olarak belirsizlige kars1 robust ¢oziimler iiretmistir.

Anahtar kelimeler: Robust optimizasyon, belirsizlik altinda optimizasyon, ortalama

varyans modeli, portfoy teorisi, bootstrap.
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ABSTRACT

PORTFOLIO ANALYSIS WITH ROBUST OPTIMIZATION METHOD: AN
APPLICATION ON BIST100 STOCKS

Salih CAM

Ph.D. Thesis, Department of Econometrics
Supervisor: Prof. Dr. Siilleyman Bilgin KILIC
January 2022, 143 pages

The asset allocation is the main problem that investors face in the portfolio
selection. The investors aim the optimal asset allocation that maximizing the expected
return of portfolio while minimizing the risk of portfolio. But, completely eliminating
the risk of investment is not possible. In a investment, the investor would undertakes the
model based risks besides of systematic risks and unsystematic risks. Incorrect
estimation of parameters, incorrect model, errors in calculation are examples of the
model based risks. While the classical portfolio models such as Markowitz’s mean
variance include the model based risks, the portfolio models making optimization by
regarding the uncertainty would eliminate these risks. Uncertainty based models like
robust optimization construct robust portfolios by taking account the worst realization
of asset returns within uncertainty sets. Thus, the solution of model remains optimal
with high probability, while investors are protected against the model based risks.

Construction of proper uncertainty sets increase the reliability of the model
solution in the Robust optimization method. Since the expected returns calculated from
historical data do not guarantee an accurate estimate of the assets, some robust
estimators sholud be used. In this context, the bootsrap method was used to create
uncertainty sets in the analysis. Bootstrap method makes inference about population
parameters via sub-samples withdrawn from existing sample. The critical values of
distribution of means that calculated from sub-samples form the border of uncertainty
sets. So, the method enables to form uncretainty sets with predetermined confidence
level. The aim of this thesis is to combine bootstrap method and robust optimization,
and to get robust results related to both expected return rates and optimality of portfolio

models. Thus, thanks to robust optimization the solution of portfolio model would stay



Vil

feasible in high probability, while maksimum and mininmum values that expected
returns being able to take would be determined via bootstrap method.

Although it is technically possible to optimize a lot of objective function in the
asset allocation problems, we preferred to optimize the model that has Sharpe ratio in
the analysis. The bootstrap uncertainty sets, which were created with 99%, 97.5%,
95%, 90%, 80% and 70% confidence levels, were integrated into the robust model.
Thus, by comparison with market retuns, the portfolios that yielded higher expected
returns were composed. In the analysis the robust model proposed by Bertsimas and
Sim (2004) is used, in this way the number of uncertian parametres that represented
with gama has been added to the models. The results of analysis show that the

constituted portfolios are robust both as parametres and as solution.

Keywords: Robust optimization, optimization under uncertianty, mean-variance model,

modern portfolio theory, bootstrap.



viii
ON SOZ

Bu tez ¢alismasinda finansal piyasalara daha uygun oldugunu diisiindiiglimiiz
robust optimizasyon modelleri kullandik. Robust kelimesi Tiirk¢e’ye “direngli”, “glicli”
olarak ¢cevirmek miimkiin. Fakat bu kelimeler bize gore robust kelimesini tam anlamryla
karsilamiyor. Tiirkce kaynaklarda direngli optimizasyona rastlamig olmamiza ragmen
robust optimizasyon olarak kullanmayi tercih ettik. Ciinkii burada sozii edilen “direng”
parametrelerden ziyade ¢oziime iliskindir. Bir kavram karigikli§i olmamasi adina
kelimeyi orijinal haliyle kullandik ve tezin basliginda da bu seklide yer verdik. Tezin
govde metininde da robust kelimesinin Tiirk¢e karsiligini yer yer parantez i¢inde verdik.
Bir diger husus belirsizlikle ilgilidir. Tipki robust kavraminda oldugu gibi belirsizlik
kavraminin da agiklanmasi gerektigini diislinliyoruz. Portfoyle ilgili calismalarda
belirsizilik kavrami genel olarak bir varligin riskini ifade eder. Tezde kullanilan
belirsizlik tamamiyle farkli bir olguyu temsil etmektedir. Buradaki belirsizlik, bir
varligin belli sinirlar i¢inde rassal olarak degerler alabilecegi, kapali ve simetrik bir
kiimeyi ifade eder. Kapali bir kiime alt ve iist sinirlar1 olan ve kendi sinirini igeren
kiimelerdir. Ornegin bildigimiz anlamda giiven araliklar1 kapali kiimelerdir. Simetrik
olma 0Ozelligi ise ortalamanin sagina ve soluna aynmi sayida gozlemin diismesini ifade
eder. Normal dagilan bir serinin ortalamasinin saginda ve solunda yaklagik esit miktarda
gozlem vardir. Dolayisiyla normal dagilima sahip bir seriden tiiretilmis belirszlik seti
simetriktir. Nihayet, tezde karsilastiginiz belirsizlik kiimesinin yukaridaki iki 6zelligi
tasidigim1 ve kiime dahilinde her bir gézlemin gerceklesme olasiliginin esit oldugunu

bilmek gerekir.
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BOLUM 1
GIRIS
1.1. Giris

Bireyler gelecekte daha fazla tiiketim yapmak amaciyla bugiinkii gelirlerinin bir
kismini tasarruf eder ve tasarruflar1 dogrultusunda ellerinde fon birikir. Tiketicilerin
tasarruflarindan Dbiriktirdigi fonlar enflasyon nedeniyle zaman iginde asmir ve
tilketicilerin satin alma giicii diiser. Buna karsilik tiliketici, tasarruflarinin degerini
korumak veya miimkiinse tasarruflarin1 biiylitmek amaciyla elindeki fonlar1 yatirima
dondistiirlir. Birgok alternatife ek olarak yatirimeilar, menkul kiymetlere yatirim yaparak
tasarruflarinin  gelecekte deger kazanmasini umar. Burada tasarruflarinin gelecekte
deger kazanmasini “umar” denilmesinin sebebi her yatirnrmda oldugu gibi menkul
kiymet yatirmminin da finansal piyasalarin dogasi geregi belli diizeyde risk icermesidir.
Bu riskler bazen yatirimcidan kaynakli, bazen belli sektorlerden kaynakli, bazen de
ekonomideki daralma veya genislemelerden (konjoktiirden) kaynaklidir. Bir yatirim,
sistematik riskler ve sistematik olmayan riskler olarak iki farkli riske maruz kalir. ilk
gruptaki riskler piyasadan kaynakhidir ve ortadan kaldirilmasi veya cesitlendirme
yoluyla yok edilmesi miimkiin degildir. Ikinci gruptaki riskler ise daha gok firmaya
0zgl riskler olup ¢esitlendirme ile belli bir seviyeye kadar diisiirtilebilir. Cesitlendirme
yoluyla riskin dagitilmast “tiim yumurtalar1 ayni sepete koyma” prensibinden
gelmektedir. Bilindigi gibi modern portfdy teorisinin Markowitz’in (1952) yaymnladigi
makaleyle basladigr kabul edilmektedir. Markowitz her ne kadar cesitlendirmenin
onemini ¢alismasinda vurgulasa da, bu prensip halihazirda zaten biliniyor ve
kullaniliyordu. Yazarm ilk kez ortaya atti§1 ortalama-varyans modelinin 6nemi, risk ve
getiri arasindaki iliskiyi matematiksel bir formda ifade etmesidir. Dahasi, ortalama-
varyans modeli cesitlendirmeyi bir varligin kendi ozelliklerinden ziyade, yatirim
uzayindaki tiim varliklarin birlikte hareketine dayandirmasi nedeniyle ayrica onemlidir.

Tiiketici, tasarruflarinin yipranmasini engellemek veya tasarruflarini biiyiitmek
istegiyle yatirima karar verdiginde artik bir yatirimci olarak nitelendirilir. Bu noktada
yatirimet, hukuki gecerliligi olan ve yatirirmcinin haklarini garanti altina alan piyasalara
ihtiya¢ duyar. Sermaye piyasalar1 bu tiir piyasalara 6rnektir. Sermaya piyasalari yoluyla

tekil tasarruf sahipleri, getiri elde etmek beklentisiyle sermaye piyasasi araglarindan



satin alirken, fon ihtiyaci olan kisiler/sirketler ihrag ettikleri bu araclar vasitasiyla
finansman saglar. Bu anlamda tekil tasarruf sahiplerinin elindeki atil fonlar sermaye
piyasasi yoluyla ekonomiye kazandirilir. Sonug olarak sermaya piyasalari ekonomideki
kaynaklarin daha etkin kullanilmasi i¢in 6nemli bir islev goriir.

Tiirkiye’de sermaye piyasasini denetlemek ve kanuna uygun isleyisi saglamak
amactyla, 1981 yilinda c¢ikarilan 2499 sayili Sermaye Piyasast Kanunu ile Sermaye
Piyasas1 Kurulu (SPK) kurulmustur. Daha sonra 6/12/2012 tarihli ve 6362 sayili
Sermaye Piyasast Kanunu ile Kurulun gorev, yetki ve sorumluluklari yeniden
diizenlenmistir'. Denetleyici ve diizenleyici sifatiyla Sermaye Piyasast Kuruluna bagl
birgok kurulus mevcuttur. Bunlardan en Onemlisi borsacilik islemlerinin yapilmasi
amactyla kurulan Borsa Istanbul’dur. Borsa Istanbul diginda Tiirkiye Sermaye Piyasasi
Aract Kuruluslar Birligi (TSPAKB), TCMB, halka agik sirketler, portfdy yonetim
sirketleri ve Bankacilik Denetleme ve Diizenleme Kurumu (BDDK) gibi birgok kurulus

SPK’nin denetim ve diizenlemesine tabidir.

' SPK gorev ve yetkileri su seklide tanimlanmugtir; ( kaynak: https://www.spk.gov.tr/Sayfa/Index/0/0 )

6362 sayili Sermaye Piyasast Kanunu ile verilen goérevler ile bu Kanunun emrettigi uygulamalarin yerine
getirilmesini ve dngoriilen neticelerin saglanmasini teminen gerekli olan is ve islemleri yapmak,

Kamunun zamaninda, yeterli ve dogru olarak aydinlatilmasini saglamak amaciyla genel ve 6zel nitelikte kararlar
almak,

Kanun kapsamina giren kurum ve ortakliklarin bagimsiz denetim, derecelendirme, degerleme ve bilgi sistemleri
denetimi faaliyetine iliskin sartlar1 ve ¢aligma esaslarini belirlemek ve bu sartlar1 tasiyanlari listeler halinde ilan
etmek,

Finansal istikrar ve ulusal veya uluslararasi mevzuatin gereklerinin saglanmasi amaciyla diger finansal diizenleyici ve
denetleyici kurumlarla her tiirlii is birligini yapmak ve bilgi aligveriginde bulunmak,

Sermaye piyasalarinda diizenleme ve denetimle yetkili muadili yabanci kurumlar ile sermaye piyasalartyla ilgili
olarak karsiliklilik ve mesleki sirrin korunmasi ilkeleri ¢ergevesinde karsilikli bilgi aligverisinde bulunulmasina ve
belge taleplerinin karsilanmasina, yabanci {ilkelerdeki sermaye piyasalarinda faaliyet gosteren kuruluslarin
Tiirkiye’deki merkez, sube veya ortaklikar ile yazili bir sozlesme ¢ercevesinde digaridan hizmet aldiklari kurumlarda
denetim yapilmasina ve gerekli idari tedbirlerin alinmasina, bu kapsamda yiiriitiilecek faaliyetlere iliskin masraflarin
paylasimina yonelik ikili veya ¢ok tarafli mutabakat zabitlar1 imzalamak ve sermaye piyasalariyla ilgili her tiirlii is
birligini yapmak,

Sermaye piyasalarinin gelismesini teminen yeni sermaye piyasast kurumlarina ve araglarna iliskin usul ve esaslar1
diizenlemek ve bunlar1 denetlemek,

Halka acik ortakliklarda gorev alacaklar, sermaye piyasast kurumlarmm yonetici ve diger ¢alisanlarinin mesleki
egitimi, mesleki yeterliligi ve mesleki ehliyetlerini gosterir sertifika verilmesine iligkin esaslar1 belirlemek, bu
amaglarla merkez veya sirket kurmak ve bunlarin faaliyet usul ve esaslarini belirlemek,

Sermaye piyasasinda yatirimci ve tasarruf sahiplerine yonelik olarak yatirim tavsiyesinde bulunacak kisiler ve
kuruluslarin uyacaklari ilke ve esaslart belirlemek,

Kamuyu Aydinlatma Platformunun igletim ve ¢aligma esaslari ile bu Kanun kapsaminda Kurula yapilacak bildirim ve
bagvurularin usul ve esaslarini belirlemek,

Sermaye piyasast kurumlarinin, halka agik sirketlerin, borsalarin ve 6z diizenleyici kuruluslarin bilgi sistemlerinin
isletimine ve bu Kanun ¢ercevesindeki denetimine iliskin usul ve esaslar1 belirlemek,

Yerli veya yabanci akademisyen veya uygulamacilardan olusan caliyma gruplarina veya kisilere, mevcut veya
gelecekteki diizenleme tercihlerinde esas teskil etmek iizere sermaye piyasalarina iligkin ulusal veya uluslararasi
nitelikli bilimsel arastirmalar yaptirmak,

Kurulun tiyesi bulundugu uluslararasi kuruluglar, mali, iktisadi ve mesleki tesekkiiller ile Tiirkiye’nin dogrudan iiyesi
bulundugu uluslararasi kuruluglarin ¢alismalarina katilmak, bu kuruluslarla ortak projeler gelistirmek ve projelerine
katkida bulunmak,

Kurulun gorev alani ile ilgili uluslararasi kuruluslara, mali, iktisadi ve mesleki tesekkiillere tiye olmak.




Menkul kiymetlerin (hisse/pay senetleri, borsa yatirnrm fonu, devlet
tahvili/bonosu, 6zel sektor tahvili/bonosu, kira sertifikalart vs.) almip satildigi
piyasalara menkul kiymetler borsasi denilmektedir. Tiirkiye’de 1985 yilinda kurulan
Borsa Istanbul bu alanda Tiirkiye’de faaliyet gdsteren tek piyasadir. Tiirkiye’de menkul
kiymete yatirim yapacak her birey veya kurulus Borsa istanbul’da islem yapmaktadir®.

Menkul kiymetler borsasinda alim satimi yapilan birgok arag mevcuttur.
Yatirimci, borsada yatirim planladigr menkul kiymet ile ilgili islemlerini, aract kurumlar
veya bankalar yoluyla yapabilir. Hisse senetleri bu yatirim araclarindan bir tanesidir.
Hisse senedi veya pay senedi, sahibine sirket hakkinda bilgi almak, genel kurula
katilmak ve oy kullanmak, hisse nispetinde kardan pay almak, riichan hakk: gibi bazi
temel haklar saglar. Pay senetleri birincil ve ikincil piyasalar olmak tizere iki tiir
piyasada islem gormektedir. Eger hisse senedi ilk defa halka arz edilecekse birincil
piyasada, halka daha once arz edilmis fakat el degistirmek suretiyle alim satim
yapilacaksa ikincil piyasalarda islem gormektedir.

Yatirime1 acisindan varlik tahsisi, portfdy olustururken karsilasilan en biiytlik
sorundur. Cesitlendirmeyle yatirnm riskini azaltmak isteyen yatirimci, hangi varliga
portfoy i¢inde ne kadar pay ayirmasi gerektigiyle ilgilenir. Ayrica riski dagitmak icin
ka¢ farkli varliga yatirim yapilmasi gerektigi de dnemli diger bir problemdir. Modern
portfdy teorisi bu sorulara cevap verir ve belli bir risk diizeyinde yatirimcinin beklenen
getirisini maksimum yapmay1 amagclar. Risk ile getiri arasindaki iliski Markowitz’in
caligmasinda ifade edildiginden beri genis bir uygulama alani bulmustur. Ortalama-
varyans olarak isimlendirilen bu model varliklar arasindaki varyans-kovaryans matrisini
de dikkate alarak gayet gii¢lii bir mantiksal cerceve ¢izmektedir. Modelin tiim
avantajlarina ragmen kritik birka¢ varsayim modele dair bazi elestirileri de beraberinde
getirmistir. En Onemli elestiriler, portfoydeki hisselerin/varliklarin normal dagilima
uymasi varsayimi ve varliklara iligkin katsayilarin kesin kabul edilmesidir. Varlik
getirilerinin normal dagilmamasi ve dagilimlarinin zaman i¢inde degismesi, olusturulan

portfoylerin zaman i¢inde gecerliligini yitirmesi anlamina gelmektedir.

2 “Sermaye Piyasasi Kanunu hiikiimleri ve ilgili mevzuat ¢ercevesinde, sermaye piyasast araglarinin, kambiyo ve
kiymetli madenler ile taslarin ve SPK’ca uygun goriilen diger s6zlesmelerin, belgelerin ve kiymetlerin serbest rekabet
sartlart altinda kolay ve giivenli bir sekilde, seffaf, etkin, rekabetgi, diiriist ve istikrarli bir ortamda alinip
satilabilmesini saglamak, bunlara iligkin alim-satim emirlerini sonuglandiracak sekilde bir araya getirmek veya bu
emirlerin bir araya gelmesini kolaylastirmak ve olusan fiyatlar1 tespit ve ilan etmek iizere piyasalar, pazarlar,
platformlar ve sistemler ile teskilatlanmis diger pazar yerleri olusturmak, kurmak ve gelistirmek, bunlar1 ve baska
borsalar1 veyahut borsalarin piyasalarini yonetmek ve/veya isletmektir.” seklinde tanimlanmustir.

(Kaynak: https://www.borsaistanbul.com/data/kilavuzlar/Cevaplarla Borsa ve Sermaye Piyasasi.pdf )




Bu tez getirilerin normallik varsayimini karsilamadigi, varliklara ait beklenen
getirilerin  ise belirsizlik igerdigi durumlarla ilgilenmektedir. Klasik portfoy
optimizasyonu varliklara iliskin gecmis verilerden elde edilmis katsayilarin kesin
oldugunu ve gelecekte de benzer oranlarin gerceklesecegini varsayar. Fakat gercekte
varliklarin beklenen degerleri, piyasadaki dalgalanmalar veya hisse senedini ihra¢ eden
sirketten kaynakli durumlardan dolay1 degisiklik gosterir. Bu durumda modelin optimal
¢Ozlimiiniintin  belirsizlikler nedeniyle gecersiz olmasi beklenen bir durumdur.
Belirsizlikler gergeklestiginde yatinmcinin elindeki portfoy artik matematiksel olarak
gecersizdir. Fakat belirsizligi dikkate alarak optimizasyon yapan modellerde durum
farklidir. Robust optimizasyon modelleri olarak adlandirilan bu modeller belirsizlikleri
dikkate alarak ¢6ziim yaptig1 i¢in belirsizliklere kars1 direnglidir. Robust optimizasyon
yonteminin bu avantajindan faydalanarak, bu tezin uygulamasinda yatirimciy1 olasi tim
belirsizliklere karsi korumak amaciyla robust portfoyler olusturulmustur. Belirsizlik
setlerini olusturma asamasinda ise analiz boliimiinde detaylariyla agiklanan Bootstrap
yontemi kullanilmistir. Boylelikle dagilimla ilgili giiclii sonuglar {iireten bootstrap
yontemiyle, ¢ozlime dair giiclii sonuglar lireten robust optimizasyon modeli birlikte
kullanilarak belirsizlige kars1 optimal kalan portfoyler elde edilmistir.

Tezin giris bolimiinden sonraki anaplani su sekildedir; ikinci béliimde konuyla
ilgili literatiir 6zetlenmektedir. Ugiincii boliimde Markowitz’in ortalama-varyans
modelinin teorik cergevesi ¢izilmekte, sonraki boliimde ise klasik varsayimlar altinda
optimizasyon detaylariyla incelenmektedir. Besinci bolim belirsizlik altinda
optimizasyon yontemlerini ve teorik altyapisini islerken altinci boliim Borsa Istanbul
icin bir uygulama icermektedir. Devaminda ise sonu¢ ve kaynakc¢a bdoliimleri yer

almaktadir.
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LITERATUR

2.1. Literatiir

Portfoy teorisi modern anlamda Markowitz (1952) ile baglamistir. Markowitz
caligmasinda risk ile getiri arasindaki iligskiyi varliklarin kovaryanslarini da dikkate
alarak tasarlamistir. Daha sonra yazar bu c¢alismasindan dolayr 1990 yilinda Nobel
ekonomi odiilii almistir. Markowitz’in ortaya attig1 ortalama-varyans modeli sadece
riskli varliklar1 dikkate almaktadir. Fakat Tobin (1958) ¢alismasinda yatirimcilarin bir
miktar da nakit talep edeceklerini ve bu nakit oraninda risksiz bir varlia yatirim
yapacagin varsayarak CAPM (Capital Asset Price Model) modelinin ilk versiyonunu
ortaya atmistir. Buna gore yatirimci “n” adet risksiz varlik yerine “n-1” adet riskli
varlik, bir adet de risksiz varliga (genel olarak devlet tahvillerin faiz oranlar
kullanilmaktadir) yatirim yaparak faydasini maksimum diizeye ¢ikarir. Devam eden
stirecte Sharpe (1964), Linter (1969), Mossin (1966), Neilsen (1990) gibi arastirmacilar
CAPM modeline 6nemli katki yapmaistir.

Risk ile getiri arasinda dogrudan bir iliski s6z konusudur. Cesitlendirme yoluyla
portfdy riskinin (sistematik olmayan riskin) bir kismi yok edilebilir. Eugene Fama
(1965) calismasinda getirilerin genellikle normal dagilmadigini, bazi varliklarin
varyansmin sonsuz oldugunu ifade etmistir. Ozellikle getirilerin kalin kuyruk
dagildigini ifade eden arastirmaci ¢esitlendirme yoluyla riskin dagitilmasini dnermistir.
Evans ve Archer (1968), Malkiel (2002), Lhabitant (2017) ve Koumou (2020) de
cesitlendirme ve riskin dagitilmasi konusunu incelemistir. Sonug¢ olarak net bir say1
olmasa da, riski dagitmak ic¢in en etkin varlik sayisinin 10 ile 20 arasinda olmasi
gerektigi calismalarda yer almaktadir. Cesitlendirme, bazi varliklar deger kaybederken
bazilarinin deger kazanmasindan fayda saglamak icindir. Tabii ki burada varliklar
arasindaki iligkilerin yonii ve derecesi onemlidir. Varliklar arasindaki korelasyonun
yiiksek olmamasi riskin yoOnetilmesini kolaylastiran bir faktordiir. Bu dogrultuda
Campell vd. (2001) varliklarin bireysel varyanslarinin diistiigli donemlerde varliklar
arasindaki korelasyonun da diistliglinli gostermistir.

Getirilerin genel olarak normal dagilmamasi veya ¢ogu zaman kalin kuyruk

dagilmas1 arastirmacilart farkli ¢6ziim arayiglarina itmistir. Ciinkii Norbert (2001),



Campbell vd. (2000), Fabozzi vd. (2007) kalin kuyruk dagilma sahip getirilerin
portfoyiin performansimni ciddi Ol¢iide etkiledigini gostermistir. Dolayisiyla portfoy
optimizasyonu yapilirken ortalama ve varyans disinda daha yiiksek momentlere ihtiyag
oldugu sonucuna varilmistir. Granito ve Walsh (1978), Arditti ve Levy (1977), Jobst ve
Zenios (2001), Chen ve Zhou (2018), Gong vd. (2021) calismalar farkli sekillerde
olmak iizere yiiksek momentleri portfoy teorisinde kullanmistir. Analiz sonuglari
yiiksek momentleri dikkate alarak olusturulan portfdylerin uygulamada daha basaril
sonuglar lirettigini gostermistir.

Ortalama-varyans modeli genel olarak risk veya getiri kisitlarini igermektedir.
Model getiri maksimizasyonu olarak olusturulmussa risk kisit1 ve toplam agirliklarin bir
olmasi kisitlarini, risk minimizasyonu seklinde kurulmussa getiri kisit1 ve toplam agirlik
kisit1 kullanilmaktadir. Fakat yatirimeinin beklentisine gore farkli kisitlarin kullanilmasi
gerekmektedir. Ornegin sinirsiz borglanma veya aciga satis kisiti, endeks izleme hatasi
kisiti, maksimum oran kisitlari, islem maliyeti kisitlari, dogrusal veya kuadratik diger
kisitlar ve lot kisitlar1 gibi bir¢ok kisit devam eden siirecte ortalama-varyans modeline
eklenmistir. S6z gelimi Yoshimoto (1996), Best ve Hlouskova (2005), Lobo vd.
(2007), Najafi ve Mushakhian (2015), Mei vd. (2016) farkli model ve amag
fonksiyonlarmma islem maliyeti kisitlarim1 dahil etmistir. Bunun yaninda, He ve
Pearson(1991), Tepla (2000), Itkin ve Larsson (2020) calismalarinda aciga satis veya
bor¢lanma kisitlarin1 konu edinmistir. Ayrica Jorion (2003), El-Hassan ve Kofman
(2003), Bertrand (2010), Maxwell vd. (2018), Maxwell ve Vuuren (2019) gibi
caligmalar ise analizlerde endeks izleme hatasi kisitlarini farkli model ve amaclarla
portfoy optimizasyon problemine eklemistir.

Ortalama-varyans modeli arastirmacilar ve yatirimcilar arasinda genis kullanim
alan1 bulmasma ragmen bazi dezavantajlara da sahiptir. Model, ge¢cmis gozlemlerden
yola cikarak beklenen getiri ve varyans hesapladigi i¢in bir dizi hataya aciktir.
Markowitz gecmis gozlemlerden hesaplanan kovaryans matrisinin ve getirlerin kesin
oldugunu ve zaman i¢inde degismedigini varsaymaktadir. Fakat beklenen getiri oranin
ve varyans kovaryans matrisinin kesin ve degismez oldugunu varsaymak, tahmin
hatalarina acik modeller olusturmak anlamina gelmektedir. Kolm, Tiitiincii ve Fabozzi
(2014), Michaud (1998) genel olarak portfoy optimizasyon modellerini hata
maksimizasyonu yapan modeller olarak tanimlamislardir. Hatalt modeli optimize etmek
cogu zaman dogru olmayan ve piyasa ortalama getirisinin altinda getiri saglayan

portfoylere neden olmaktadir. Oyle ki DeMiguel, Garlappi ve Uppal (2009), Jobson ve



Korkie (1981), Jorion (1985) esit agirlikli portfoyiin ortalama varyans modeliyle
olusturulan portfoylerden daha iyi performans sergiledigini ifade etmistir. Markowitz’in
modeline yapilan bir diger elestiri de portfoy i¢indeki bir varliga yiiksek oranlar tahsis
etmesi veya yeterince g¢esitlendirme yapamamasidir (bkz. Green ve Hollifield, 1992;
Black ve Litterman 1992).

Klasik ortalama varyans modelinde yukarida ifade edildigi gibi varliklarin
geemis gdzlemlerinden hareketle beklenen getiriler ve riskler hesaplanmaktadir. Bu
noktada getiri serilerinin dagilim Ozellikleri, kullanilan tahmincinin sapmasiz
istatistikler iiretmesinde etkilidir. Ortalama varyans modeli acik¢a ifade etmese de
varliklara ait getiri serilerinin normal dagildigin1 ve gelecekte de normal dagilacagini
varsaymaktadir. Fakat Eom (2020), Stoyanov ve Rachev (2011), Esch(2010), Sheikh ve
Qiao (2009), Bhansali (2008), Mandelbrot (1997) ve bir¢ok calisma getiri serilerinin
dagilimlariyla ilgilenmistir. Bu c¢alismalarda getiri dagilimlarinin  genelde kalin
kuyruklu oldugu gosterilmistir. Normallik varsayimi saglanmamasi durumunda,
hesaplanan beklenen getiri oram1 giivenirliligini yitirecektir. Bu noktada klasik
optimizasyondan ¢ikip risk veya belirsizlik igeren modellerle portfoy gerekecektir.

Normal dagilmayan bir dagilimda aritmetik ortalama kullanmak yanli ve yanlis
sonuglar iiretmektedir (Ibragimov, 2005). Normal dagilim varsayimi altinda klasik
ortalama tahmincisi dogrusal, sapmasiz ve en iyi (BLUE) tahmincidir. Fakat bu
varsayim yerine gelmediginde dagilimin 6zelliklerini daha iyi temsil eden bir tahminci
kullanilmalidir. Kalin kuyruga sahip dagilimlar i¢in robust istatistikler kullanmak etkin
portfdyler olusturmaya olanak saglar. Welsch ve Zhou (2007) kalin kuyruk dagilan
getiriler i¢in ortalamanin etrafindaki gézlemlere daha biiyiik, kuyruga yakin gézlemlere
daha kiiciik agirliklar vererek bir agirlikli ortalama hesaplamistir. Bunun yaninda
DeMiguel ve Nogales (2009) sapmali tahmincilerden kurtulmak amaciyla M ve R
robust tahmincilerini kullanmigtir. Ayrica Hubert Debruyne ve Rousseeuw (2018),
Reyna ve Junior (2005), Yang, Couillet ve McKay (2015) farkli 6zelliklerdeki robust
istatistikler kullanarak ortalama-varyans modelinden iistiin portfoyler olusturmayi
hedeflemistir.

Yukaridaki Robust istatistiklere ek olarak finans alaninda yaygin olarak
kullanilan iki downside risk 6lgiitii veya robust risk ol¢iitii daha mevcuttur. VaR (riske
maruz deger) ve CVaR (kosullu riske maruz deger) portfdy optimizasyonunda
uygulama alani bulmus ve etkin portfoyler olusturmakta kullanilmistir. Lwin ve

MacCarthy (2017), Krokhmal, Palmquist ve Uryasev (2002), Puelz (2001),



Giannopoulos, Clark, ve Tunaru, (2005) gibi bir¢ok calismada VaR portfoy
optimizasyonu probleminde kullanilmistir. S6z konusu ¢alismalarin bir kism1 VaR’1
amac¢ fonksiyonunda bir kismi1 da kisitlarda modellemistir. VaR modelleri belli bir
olasilik degerine bagli olarak bir yatirim biyiikliigliniin maksimum ne kadarinin risk
altinda oldugunu gosterir. Benzer bir uygulama CVaR olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
CVaR modeli Embrechts ve Schmidli (1994) tarafindan sigorta sirketlerine yonelik
olarak kullanildiktan sonra finans alaninda da kullanilmaya baglanmistir. Devam eden
siirecte Alexander ve Baptista (2004), El Ghaoui vd. (2003), Zhu ve Fukushima (2008),
Haung vd. (2008), Ceria ve Stubbs (2006), Rockafellar ve Uryasev (2000), Tavakoli
vd. (2018), Qian vd. (2021) ve Jabr (2020) hem finans alaninda hem de enerji gibi
bir¢ok alanda CVaR modellerinden faydalanmstir.

Robust istatistiklere ek olarak Stokastik programlama modelleri ve dinamik
programlama modellerinin kullanimi da literatiirde son yirmi yilda olduk¢a yaygindir.
Robust istatistikler, tahmincinin drettigi istatistiklerin belirsizliklere karsi direngli
olmasini amaglamaktadir. Yukarida sozii gecen modeller ise belirsizligi modele dahil
etmeyi amagclar. Stokastik programlama bu belirsizlikleri modele dahil etmeye ¢alisan
modellerden bir tanesidir. Chen, Sim ve Sun (2007) calismasinda model belirsizligini
Stokastik modelleme ile birlestirip portfoy olusturmak i¢in kullanmistir. Bunun disinda
Geyer vd. (2009) Stokastik programlama problemiyle ¢ok asamali portfoy
olusturmustur. Arastirmacilar yatirnmcinin hayat boyu fayda fonksiyonunu maksimum
yapacak sekilde olusturduklari modelleri Stokastik modeller yardimiyla optimize
etmistir. Ayrica Fulton ve Bastian (2019) cesitlendirilmis etkin portfoyler elde etmek
icin Stokastik programlama modellerinden yararlanmistir. Benzer sekilde belirsizligi
modele dahil etmeye calisan Dinamik programlama modelleri tiimden gelim mantigina
dayanmaktadir ve finans, enerji, askeri ve liretim ve tedarik gibi genis bir uygulama
alanina sahiptir. Haung, Kogan ve Wu (2006), Frey vd. (2013), Kraft ve Steffensen
(2013), Nowak ve Trzaskalik (2021) portfdy teorisiyle dinamik programlama
modellerini birlestiren ¢alismalara 6rnek olusturur.

Nihayet Robust optimizasyon modelleri, portfoy teorisiyle birlesen ve varliklarin
beklenen getirilerindeki belirsizlikleri dogrudan modele dahil eden, belirsizlige karsi
direngli ve neredeyse her durumda optimal kalan modellerdir. Finansal piyasalar dogas1
geregi birgok risk unsuru tasir. Gegmis gozlemlerden hareketle tahmin edilmis ortalama
beklenen getiri ve varyanslar ge¢misin iyi bir projeksiyonunu saglamasina ragmen

gelecegi ongdrme yetenekleri her zaman miikemmel degildir. Bu noktada robust



modellerin, belirsizligi ¢6ziim asamasinda dikkate alarak optimizasyon yapmasi
¢Oziimiin giivenilirligini arttirmaktadir (Fabozzi vd, 2007). Robust optimizasyon bu
mantik ilizerine insa edilmis ve belirsizlik setleri disina ¢ikmamak kosuluyla belirsiz
parametrelerin en kotli durumlari lizerinden optimizasyon yapmaktadir.

Robust optimizasyon, Sosyter (1973) calismasina kadar gitmesine ragmen asil
ilgiyi 2000’11 yillarin bagindan itibaren kazanmigtir. Soyster, modelini tim degiskenlerin
aynt anda en kotli performans sergilemesi mantig1 iizerine kurmustur. Model,
kisitlarindaki degiskenlerin aym1 anda en kotii senaryoyu yasamasi durumunda
optimizasyon yapmaktadir. Dolayisiyla Soyster (1973) modeli robust optimizasyon
modelleri i¢inde en muhafazakar (riske karsi en duyarli) olanidir. Finansal piyasalar
belirsizlik igermesine ragmen portfoyde yer alan degiskenlerin hepsinin ayni1 anda kot
performans sergilemesi diisiik bir olasiliga sahiptir. Devam eden siiregte Ben-Tal ve
Nemirovski (1998,1999,2000) pes pese yayinladiklart g¢aligmalarla konuya katki
yapmustir. Ben-Tal ve Nemirovski’nin onerdikleri model Sosyster (1973) modeline gore
daha az muhafazakardir. Bu model daha az muhafazakarken ayni zamanda feasible

(uygun) kalma olasilif1 da daha diistiiktiir. Arastirmacilar U belirsizlik seti dahilinde

2
kisitlardaki bozulma olasiliginin  maksimum exp(— %) oldugunu gostermistir.

Aragtirmacilarin modelindeki Q) simgesi kisitlarda yer alan bir katsayidir. Ben-Tal ve
Nemirovski’nin modeli teoride saglam olmasina ragmen uygulamada basarisiz
olmustur. Zira model dogrusal olmayan ve ¢6ziimii zor olan bir modeldir. El Ghaoui ve
Lebret (1997) ve El Ghaoui vd. (1998) robust optimizasyon alanina katki yapan diger
calismalardir. El Ghaoui ve Lebret (1997) belirsizligi en kiicliik kareler (EKK)
tahmincisi i¢in diisiinmiis ve parametre degerlerine iliskin direngli sonuclar elde
etmistir. Arastirmacilar ikinci dereceden optimizasyon problemi olan EKK tahmininde
hata terimleri i¢in bir iist sinir belirleyip, bu dogrultuda parametre tahmini yapmistir.
Sonu¢ olarak diren¢li EKK probleminin ikinci dereceden programlama modeli
oldugunu gosterirken, EKK’nin uygulamada etkin bir bi¢cimde c¢dziilebilecegini
gostermistir. EI Ghaoui, Oustry ve Lebret, H. (1998) pozitif yar1 taniml1 bir dogrusal
programlama probleminde kisitlarin belli bir oranda bozulmasini modele dahil ederek
¢cOziim yapmustir. Arastirmacilar bir kisittaki parametre degerlerinin toplam
belirsizligini || A < p olarak ifade etmistir. Burada |[*]| norm ikiyi, A kisittaki toplam
bozulmayi, p ise bozulmanin maksimum izin verildigi sinir1 temsil etmektedir. Yazarlar

robust pozitif yar1 tanimli dogrusal programlama adimi verdikleri modelin, belirsizlik
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siirlart igerisinde optimal kaldigint ve bozulma olmamasi durumunda bu optimal
¢ozlimiin ¢oktan saglandigini gostermistir.

Robust optimizasyon problemine diger énemli katki Bertsimas ve Sim (2004)
tarafindan yapilmistir. Melvyn Sim modeli ilk olarak doktora tezinde ortaya atmistir.,
Daha sonra, Bertsimas ve Sim (2004) “Price of Robustness” baslikli calismada
¢ozlimiiniin direngli olmasi karsiliginda yatirnmcinin vazgegmek zorunda oldugu amag
fonksiyonu degeri arasinda degis tokusa izin veren modeli yayinlamistir. Arastirmacilar
Soyster’in (1973) modelini asir1 muhafazakar bulurken, Bent-Tal ve Nemirovsiki’nin
(1998,1999,2000) modelinin ise ¢odziimiiniin zor oldugunu ve dogrusal bir model
olmadigin1 ifade etmektedir. Alternatif olarak Onerdikleri modelin ¢6ziim
muhafazakarligina kars1 bir kontrol saglarken, ayni zamanda ¢oziimii de kolay olan
dogrusal bir programlama modeli oldugunu ileri slirmiistiir. Yukarida 6zetleri verilen
robust modeller literatiirde en ¢ok karsimiza ¢ikan ve kullanim alani genis olan
modellerdir. Modeller ortaya atildiktan sonra bir¢ok farkli konuya uygulanmaistir.

Bertsimas ve Thiele (2006) calismasinda Bertsimas ve Sim (2004) modelini stok
teorsine uygulamistir. Amac¢ fonksiyonunun kesin katsayilara sahip oldugu fakat kisit
katsayilarinin belirsizlik icerdigini varsaydiklar1 modelde, T zaman diliminde sinirsiz
siparigle bir liriinlii stok maliyeti ve smirl siparisle stok kontrol maliyetini minimize
etmeye ¢aligmistir. Stok problemine robust optimizasyon modellerini uygulayan énemli
bir¢ok calisma daha mevcuttur [bkz. Agra vd. ,2018; Rodrigues vd. 2019; Golsefidi ve
Jokar, 2020].

Atamtiirk ve Zhang (2006) talep belirsizligi altinda ag akis problemini bir
asamal1 ve iki agamali problem olarak modellemistir. Arastirmacilar iki asamali dagitim
modelinde ¢6ziim muhafazakarligini kontrol eden bir belirsizlik katsayis1 kullanmistir.
Sonu¢ olarak belirsiz parametre sayisi artttkga amag¢ fonksiyonu degerinde artis
gbzlemlenmistir. Belirsizligin kontrol edildigi iki asamali dagitim probleminde amag
fonksiyonu degeri, belirsizligin kontrol edilmedigi bir asamali modelin amag fonksiyon
degeriyle stokastik programlama modelinin amag¢ fonksiyonu degeri arasinda yer
almistir.

Nemirovski (2012) dogrusal, konik ve yar1 tanimli programlama seklindeki ve
yiiksek oranda doyurulmasi gereken kisitlara sahip robust optimizasyon problemleri i¢in
¢Oziimiin gilivenilirligini aragtirmistir. Alem ve Morabito (2012) kiigiik Olcekli bir
mobilya {ireticisi i¢in liretim planlamasini ve stok yonetimini robust optimizasyon

yontemi kullanarak modellemistir. Uretim maliyetini ve mobilya talebini belirsiz olarak
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diisiinen arastirmaci, biitge kisitindaki daha diisiik belirsizliklerin normal hizmet
seviyelerinde daha ucuz maliyetler {irettigini gostermistir.

Finans alaninda da robust optimizasyon yoOnteminin kullanildigi 6nemli
caligmalar yapilmistir. Tiitlincli ve Koening (2004) klasik ortalama varyans modelinin
riskten kaginma formiilasyonuna robust optimizasyon yontemini uygulamistir. Tiitlincii
ve Koening belirsiz parametrelerin alt ve iist siirlarim1 bulmak igin bootstrap ve
hareketli ortalama yontemlerinden yararlanmistir. Beklenen ortalama getiri ve varyans
matrisinin u¢ degerlerden etkilenmemesi i¢in yazarlar outlier gézlemleri dislamistir.
Arastirmacilarin 6nerdigi yontem riske karsi muhafazakar sonuglar iiretse de belirsiz
parametre sayisini kontrol etme sans1 vermemektedir.

Scutella ve Recchia (2013) robust optimizasyon modellerinin portfoy teorisine
uygulamistir. Klasik ortalama-varyans modeliyle belirsizlik igeren robust portfoylerin
karsilastirildigi ¢alismada sonuclar ayni getiri diizeyi i¢in robust portfoylerin daha
diisiik risk seviyesine sahip oldugunu gostermistir. Ayrica klasik ortalama-varyans
modelinin Sharpe orani, robust modellerin Sharpe oranindan daha diisiik hesaplanmistir.

Wang ve Cheng (2016) (p,w)-norm amag¢ fonksiyonuna sahip modeli portfoy
optimizasyonu yapmak amaciyla kullanmistir. Yazarlar Bertsimas ve Sim (2004)
modelini de kullandiklar1 analizlerde, robust optimizasyon modellerinin dogrusal
eslenikleri kadar iyi performans gosterdigini ifade etmistir. Fakat dogrusal modeller
coziime iliskin bir garanti saglamazken robust modeller ¢oziimiin optimalligini yliksek
oranda garanti etmistir.

Sengupta ve Kumar (2017) robust optimizasyon modellerini kullanarak dogrusal
sans kisitlh portfoyleri simiilasyon yardimiyla olusturmustur. Yazarlar amag
fonksiyonunu CVaR ve beklenen getiri kaybi olarak olusturmustur. Analiz sonuglari
aragtirmacilarin 6ne siirdiigli modelin etkin sonuglar iirettigini, modelin en uygun varlik
tahsisi i¢in farkli risk seviyelerinden faydalandigini, yiiksek riskli finansal piyasalar ve
daha az oynak piyasalarin karsilastirilmasina olanak sagladigini gostermistir. Sengupta
ve Kumar (2017) ayrica u¢ degerlerden kagimmak amaciyla bootstrap yonteminden
yararlanarak hesapladiklar1 ortalama beklenen degerleri ve varyansi modellerinde
kullanmustir.

Solares vd. (2019) giiven aralig1 teorisini klasik ortalama-varyans modelinin
riskten kacinma formiiliine uygulamistir. Arastirmacilarin 13 yillik veriler kullanarak
olusturduklart model portfoyler, piyasanin beklenen ortalama getirisinden daha ytiksek

beklenen getiri oranina ulasmustir. Ozellikle 2008 kiiresel krizinden dolayr varlik
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getirilerinde meydana gelen asir1 dalgalanmalara kars1 onerilen model uygulamada etkin
sonugclar tiretmistir.

Dai ve Kang (2021) ve Dai ve Wang ( 2019) klasik ortalama varyans modelinin
orneklem donemi disinda iyi performans gostermemesi sorununa karsilik olarak, Brodie
vd. (2009) calismasinda, adma L; regiilasyon dedikleri bir model Onermistir.
Arastirmacilar onerdigi model ile, oynakligin yiiksek oldugu ve oynakligin diisiik
oldugu donemlerde ayr1 ayr1 hesaplanmis kovaryans matrislerinin agirlikli ortalamasiyla
hesaplanan Shrinkage tahmincisini birlestirmistir. Ad1 gegen hesaplama yontemlerini
daha sonra robust optimizasyon yontemiyle birlestiren aragtirmacilar, ellipsodial ve
carpik dagilima dayali iki farkl belirsizlik seti i¢cin dnerdikleri yontemin etkinligini test
etmistir. Sonug¢ olarak, analizler 6rneklem donemi disinda Onerilen yontemin iyi
performans sergiledigini gostermistir.

Kang vd. (2019) klasik ortalama varyans modelinin 6rneklem disinda kotii
performans gostermesi, bazi varliklara gereginden fazla agirlik atamasi problemlerine
¢Oziim olarak robust optimizasyon yontemine dayali portfoyler olusturmustur. Amag
fonksiyonunun CVaR oldugu modelinde belirsizlik setlerinin olusturulmasi agsamasinda
bootstrap yontemini kullanmistir. Sonuglara gore, calismada Onerilen metodoloji
orneklem disindaki donemde, kiyaslanan modellerden daha iyi getiri saglamistir. Baska
bir ¢aligmasinda Kang ve Li (2020) kapali formdaki CVaR amag fonksiyonuna sahip
portfoyler olusturmustur. Arastirmacilarin modelinde varlik dagilimlart ve varlik
momentleri belirsizlik igermektedir. Riskten kaginma katsayisi igeren model olarak
olusturduklar1 optimizasyon probleminde aciga satisa izin verilmistir. Sonuglar
calismada onerilen modelin diisiik muhafazakarlik derecelerinde yiiksek direng saglayan
portfoyler olusturdugunu gdstermistir.

Ji, Lejeune ve Fan (2020) robust dogrusallastirilmis istikrarli kuyruk getiri orani
(DRLSTARR) olarak isimlendirdikleri modelde, amag¢ fonksiyonu olarak olumsuz
durumlu dogrusallastirilmis kuyruk getiri oran1 (LSTARR) fonksiyonunu maksimize
etmistir. Ji ve arkadaslar1 dagilim belirsizliginin Wasserstein belirsizlik kiimesine ait
oldugunu varsaymaktadir. Caligmada getirilerin kuyruklarindaki kayiplar1 ifade eden,
dagilimdaki belirsizlikler ve getirilerin siirekli realizasyonu olmak tizere iki farklh
durumu incelenmistir. En kotii senaryo durumunun modellenmesi amaciyla konik
dualite teoremini kullanan yazarlarin 400 varhk ve 180 donemlik getirilerle
olusturduklart robust portfoyler, basta 1/N esit agirhikli portfoyler olmak {izere

karsilastirilan biitiin modellerden daha iyi performans gostermistir.
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Li, Zhou ve Tan (2021) beklentiler teorisiyle robust optimizasyon ydntemini
birlikte kullanarak gray wolf optimization (GWO) adinda bir algoritma Onermistir.
Beklenti teorisi yatirimcilarin  beklenen getiri ve kayiplara karst tutumlarini
incelemektedir. Rasyonel yatirimcilarin beklentileri homojendir ve yatirimeilarin riske
kars1 tutumlan siireklilik arz etmektedir. Fakat yatirnmcinin psikolojik karakteri bir
yatirimin getirisi ve kayiplarina karst tutumlarinda belirleyicidir. Arastirmacilar
constant relative risk aversion (CRRA) ve S-Shaped olmak iizere iki amag
fonksiyonunu optimize etmistir. Yapilan analizlere gére arastirmacilarin 6énerdigi GWO
algoritmasi, genetik algoritma ve geleneksel yontemlerden daha {istiin sonuglar
tretmigtir.

Robust optimizasyonla ilgili farkli amag¢ fonksiyonlarina sahip benzer ¢caligmalar
da yapilmistir. Deng vd. (2013) hesapladiklar1 giiven araliklarini belirsizlik seti olarak
kullanmis ve Value-at-Risk (VaR) ile Sharpe oranini birlestirerek robust portfoyler
olusturmustur. Kapsos vd. (2014) da robust optimizasyonla portfoy teorisini
birlestirmistir. Arastirmacilar kapali kiime, ellipsodial ve birlesik dagilimlara iliskin
belirsizlik setleri kullanarak Omega oranin belirsizlik setlerine tepkisini 6lgmiistiir. Bir
baska ¢alismada Tong ve Wu (2014) getiri risk oranin1 robust optimizasyon ve birlesik
dagilimli belirsizlik setlerini birlikte kullanarak optimize etmistir. Liu vd. (2017)
momentler ile karakterize edilmis belirsizlik setlerini kullanarak DRO (Distributionally
Robust Optimization) getiri risk oranini optimize etmistir. Yazarlar Lagrange dualite
yontemini kullanarak, robust optimizasyon problemini dogrusal olmayan yar1 sonsuz
bir programlama problemine doniistiirmiis ve ortaya c¢ikan yar1 sonsuz kisitlamaya
yaklagmak i¢in entropik risk ol¢iistinti kullanmastir.

Sehgal ve Mehra (2019) simetrik kapali kiime belirsizlik setleri kullanarak
getiri-risk orani analizi yapmigtir. Arastirmacilar robust Omega oranini, mutlak sapma
oranint ve STARR (the weighted stable tail adjusted return ratio) oranini optimize
etmistir. Diger bir ¢calismada Ji ve Lejeune (2020) bir ¢esit dagilim olarak robust getiri-
risk orani optimizasyonu yapmistir. Yazarlar belirsizlik setleri olarak Wesserstein

belirsizligini kullanmistir.
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BOLUM III

ORTALAMA VARYANS MODELI

3.1. Markowitz’in Ortalama Varyans Modeli

Varlik tahsisi sorunu (yatirim yapilacak varliklarin portfdy i¢indeki agirliklari)
finansal teorilerin en temel problemlerinden biridir. Modern portfoy teorisi, yatirim
yapilabilecek varlik uzaymndan en yiiksek getiriyi saglayacak varlik bilesenini
aramaktadir. Temel soru sudur; 6nceden belirlenmis bir risk seviyesi i¢in, N boyutlu
varlik uzayinda yatirnmin dagilimi nasil olmalidir? Fakat bu sekilde ifade edildiginde
optimallik ve riskin anlami belirsiz kalmaktadir. Temelleri Markowitz’in (1952)
ortalama varyans yaklasimiyla atilan modern portfoy teorisi, belirli bir optimallik ve
risk kombinasyonuyla bu soruya cevap vermeye c¢alismaktadir. Markowitz, portfoy
teorisindeki varlik tahsisi sorununu ortalama ve varyans se¢imi olarak formiile etmistir.
Varyansi risk olarak diistinen Markowitz, dnceden belirlenmis bir risk seviyesi igin
beklenen getiriyi maksimum diizeye ¢ikaran veya Onceden belirlenmis beklenen getiri
seviyesini i¢in portfdy riskini minimum yapan ve bu teorik cercevede daha fazla
ilerlemenin kapisin1 agan etkin bir sinir elde etmistir. Ortalama varyans modelindeki
temel mantik, bir varliga yatirim yapilirken sadece o varligin ozelliklerinin degil,
yatirim yapilacak varhigin diger varliklarla birlikte hareketinin de diistintilmesi
gerektigidir. Boylelikle model, ayni getiri seviyesine sahip fakat varliklar arasindaki
iliskiyi dikkate almayan ve daha yiiksek riske sahip portfoylerle ortalama varyans
modeli arasinda se¢im yapma olanagi tanimistir [bkz. Elton ve Gruber, 1997; Cohen ve
Natoli, 2003].

Markowitz’in ¢aligmasi yayinlandigi gilinden itibaren finans alaninda galisan
herkesin dikkatini ¢cekmistir ve devam eden donemde ortalama varyans modeline birgok
katki yapilmistir. Cok gecmeden Tobin (1958) fayda fonksiyonu ve farksizlik
egrilerinin modele dahil edilmesi fikrini ortaya atmistir. Ayrica ortalama varyans modeli
getirilerin sadece birinci ve ikinci momentlerini kullandig1 i¢in, getirilerin dagilim
ozelliklerini yansitmasi amaciyla modele carpiklik ve basiklik gibi daha yiiksek
momentleri dahil eden ¢alismalar da yapilmistir [bkz. Lee, 1977; Kraus ve Litzenberger,
1976].

Ortalama varyans portfoy teorisi, bir yatirnmcinin tek bir donemdeki getiri

dagilimlariyla ilgilendigi durumlarda optimum portfoyii olusturmak icin gelistirilmistir.
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Bir yatirnmcinin, her bir varligin ortalama getiri ve varyanslari tek bir donem igin
tahmin ettigi varsayilir. Bu noktada tahmin edilecek olan ortalama ve varyans igin
orneklem boyutunun dogru secilmesi ¢ok Onemlidir. Ortalama varyans modelindeki
onemli teorik sorunlardan biri, yatirrm ¢ok donemli oldugunda tek donemli modelin
nasil degistirilecegidir. Fama (1975), gibi ¢alismalar ¢ok donemli yatirim sorunu igin bir
takim varsayimlar altinda ve belli problemler i¢in uygun modeller 6nermistir. Bu
varsayimlarin en onemlisi, donemler arasindaki getiriler ve kovaryanslarin bagimsiz
olmasidir. Fakat yapilan bilimsel ¢alismalar gosteriyor ki beklenen getiri vektorleri ve
kovaryanslar donemler arasinda bagimsiz degildir [bkz. Fama ve French, 1992;
Campbell ve Shiller 1988; Lewellen. 2014; Berggrun vd., 2019]. Cok dénemli portfoy
secimi genel olarak tek dénemli ortalama varyans modelinin bir dizi tekrar1 seklindedir.
Fakat burada secilecek olan etkin portfdyler agisindan 6nemli bir fark vardir. Aradaki
fark, cok donemli yatirirm durumunda uygun fayda fonksiyonunun, birden fazla donemi
hesaba katan tiiretilmis bir fayda fonksiyonu olmasidir ve bu fonksiyon, tek bir donem
boyunca karar vermek i¢in uygun olan fayda fonksiyonundan farklidir (Elton ve Gruber,
1997). Bagka bir ifadeyle ¢cok donemli yatirimlarda kullanilan uygun fayda fonksiyonu,
tek donemli fayda fonksiyonlarinin bir bilesimidir ve tek donemli fayda fonksiyonundan
farklidir.

Sharpe (1964) ve Lintner (1969) risksiz faiz oraninin ortalama varyans modeline
dahil edilmesi fikrini ortaya atmistir. Bu fikir piyasa egrisi ve CAPM modelinin
gelistirilmesine olanak saglamistir. Buna gore bir yatirimci risksiz bir varliga yatirim
yapabiliyorsa, yatirimcinin riskli portfoy secimi bellidir ve risk istahindan bagimsiz
oldugunu gostermek kolaydir. Bunun 6nemli sonuglari vardir. Birincisi, yatirimci
acisindan risksiz faiz oranindan etkin smira teget cizilen dogrunun etkin sinira esit
oldugu portfoy en iyi portfoydiir. Teknik olarak teget portfoy, beklenen getiriyle risksiz
varlik getirisinin farkinin standart sapmaya oranin1 maksimize eden portfoydiir. Ikincisi,
bir yatirim fonu teoremine yol acar, yani tiim yatirimeilar, biri risksiz varliktan ve digeri
teget portfoyli temsil eden iki yatirnm fonunu karigtirarak istedikleri portfoyii elde
edebilir. Ayrica, bankalar veya sigorta sirketleri gibi finansal kuruluslar igin,
yatirimciya hangi tiir karistirilmis fonlarin sunulacagi konusunda rehberlik saglar (Elton
ve Gruber, 1997).

Yukarida 6zetlenen katkilara ve yliksek momentler kullanma ¢abalarina ragmen
ortalama varyans modeli popiilerligini hi¢ kaybetmemistir. Buna iki sebep gosterilebilir.

Birincisi, yiiksek momentlerin kullanilmast durumunda daha etkin portfoylerin
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olusacagi yoniinde bir fikir birligi olmamasidir. Yiiksek momentler kullanan bazi
calismalar daha etkin sonug elde edildigini gosterirken, bazi ¢alismalarda ise tam tersi
sonuglar elde edilmistir. ikinci ise, ortalama varyans modeli teorik olarak ¢ok iyi
tasarlanmistir ve finans alaninda c¢alisan herkesce iyi bilinmektedir.

Portfdy se¢imi teorisi normatif bir teoridir’.  Yatirimeilarin  standart
davraniglarini tanimlar. Markowitz’in ortalama varyans modeli de bu tabanda ortaya
atilmistir. Ortalama varyans modeline gore yatirimer riski sevmez ve riskten kaginir.
Baska bir ifade ile aymi getiri diizeyine sahip iki portfoyden diisiik riskli olan1 secer.
Geleneksel bakis acisi tim yumurtalarin ayni sepete konulmamasi gerektigini soyler.
Yani birbiriyle yiiksek korelasyonlu varliklarin hepsinin ayni portfoye koyulmamasi
gerektigini ifade eder. Clinkii biiyiik olasilikla yiiksek korelasyonlu varliklardan biri
kotii performans sergilediginde digerleri de kotili performans sergileyecektir. Dolayisiyla
cesitlendirme, portfoy teorisinin 6nemli 6nceliklerindendir. Cesitlendirmenin temelinde
“Merkezi Limit Teoremi” yer almaktadir. Merkezi Limit Teoremine gore bagimsiz
tesadiifi dagilan ve sonlu bir varyansa sahip es degiskenlerin dagilimi asimptotik olarak
Gaussiandir (Fabozzi vd., ss.19, 2007).

X1,X5,X3,X,, ..., Xy birbirinden bagimsiz sonlu varyansa (o?) ve ortalamaya

(u) sahip rassal degiskenler olsun. O halde;

lim P | —— EN:(X ) < L Jy 274
im T HW)SY = e S
e \gyN & ) T L,

olacaktir. Yani rassal degiskenlerin kendi ortalamasindan sapmasinin ortalamasi, N
yeterince biiyiikk ise normal dagilima uyacaktir. Her bir rassal degiskenin ortalama

getirisi R; ise esit agirlikli portfoylin getirisi,

N
1
Rp == NZ Ri
i=1

olacaktir. Merkezi Limit Teoremi N sonsuza giderken bu portfoyiin varyansinin;

3 Normatif teori yatirim siirecinde yatirimcinin standart davranigini ifade eder. TDK’da normatif kelimesi “Kurallarla,
yasalarla ilgili olan” seklinde tanimlamustir. Buna karsin Pozitif Teoriler olgular arasinda var olan degil olmasi
gereken iliskileri formiile eder (6rn. CAPM model).
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olacagini soyler. Yani cesitlendirme (N) attikca portfoy riskinin sifira yakinsayacagini
ima eder. Fakat uygulamada boyle bir sey miimkiin degildir. Ger¢ek hayatta varliklar
arasindaki korelasyon sifir olmadigi i¢in portfoy riskinin sifira yakinsamasi da titopiktir.
Ayrica hisse senetleri genelde normal dagilmaz ve ¢ogunlukla kalin kuyruk dagilima
sahiptir. Yine de portfoy cesitlendirmesinin portfoy riskini azaltmayacagi anlamina
gelmez. Modern portfoy teorisi ve uygulamali ¢alismalar ¢esitlendirme yoluyla riskin
belli bir kismmin dagitilabilecegini gostermektedir. Fakat portfoy riskini tamamen
ortadan kaldirmak miimkiin degildir. Bunun ile ilgili daha detayli bilgiler “ortalama

varyans modelinin matematigi” alt béliimiinde verilmistir.

3.2.0rtalama Varyans Modeli ve Etkin Sinirin Geometrik Yorumu

Bu alt bolimde Markowitz tarafindan ortaya atilan ortalama varyans modelinin
geometrik olarak nasil yorumlandigi, farkli yatirnmcilar igin farkli portfoylerin miimkiin
oldugu ve risksiz bir varliga yatinm yapilmasi durumunda risk ve etkin sinir

birlesiminin nasil yapildigi konular1 agiklanmigtir.

Getiri Etkin Sinir ve Feasible Alan
ER})
A
R(A) L e o o o o oo o o o o e o o o o C
R(D') [ == o o o o o o o o o o

» Risk
SD(D") SD(A") SDR ;)

Sekil 1. Ortalama-varyans modeli etkin sinir ve uygun alan
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Sekil 1 ortalama varyans modeli i¢in etkin sinir ve feasible (uygun) portfoyleri
gostermektedir. Ortalama varyans modeli ABC yaymi etkin smir olarak
tanimlamaktadir. Fakat yatirim asamasinda AB yay1 iizerindeki herhangi bir nokta
rasyonel hareket eden bir yatirnmcinin portféy uzayinda yer almayacaktir. Zira, AB
arasindaki tim noktalarda ayni risk diizeyi i¢in daha yiiksek beklenen getiri saglayan
portfoyler mevcuttur.

A noktasindaki portfdy minimum getiri ve maksimum riske sahip portfoydiir.
Bu portfoy etkin sinir iizerinde yer almasina ragmen ayni risk diizeyine sahip fakat daha
yliksek getiri saglayan bir portfdye yatirnm yapmak miimkiindiir. A' portfoyii, A
portfoyli ile ayni risk diizeyindeyken daha yiiksek bir beklenen getiri oranina sahiptir.
Dolayisiyla SD(A") kadar riske razi olan bir yatirimer A yerine A' portfoyiine yatirim
yapacaktir.

B portfoyii etkin sinir iizerindeki minimum riske sahip portfoydiir. Riskten
kacinan yatirimcilarin tercih edecegi portfoy B’dir. C noktasindaki portfoy ise
maksimum riske sahip portfoydiir. Maksimum risk ayn1 zamanda maksimum beklenen
yatirim getiri anlamina gelmektedir. Son olarak, D noktasindaki portfoy feasible
portféyler arasinda yer almasina ragmen etkin bir portfoy degildir. Ciinkii aymi risk
diizeyinde daha fazla getiri saglayacak D' portfoyline yatirrm yapmak miimkiindiir.

ABC smir tizerindeki portfoyler etkin ise bu sinir lizerindeki hangi portfoye
yatirim yapmak gerekmektedir? Bu sorunun cevabi yatirimcinin fayda fonksiyonu ve
farksizlik egrisine baglidir. Bazi yatirimcilarin risk istah1 daha yiiksek iken bazi
yatirimcilar daha diisiik riskli portfoyleri tercih edecektir. Risk istahi yiiksek olan
yatirrmeinin farksizlik egrisi daha yatiktir. Bagka bir ifade ile istahi yiiksek olan
yatirimectya ait farksizlik egrisinin egimi daha diigliktiir. Risk istah1 diisiik olan
yatirimeinin ise tatmin diizeyi daha yiiksek olacaktir. Dolayisiyla bu yatirimcinin

farksizlik egrisi riske kars1 daha duyarli olacaktir.
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Getiri B,

R(B)
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» Risk
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Sekil 2. Etkin sinir ve yatirimci farksizlik egrisi

A ve B gibi iki yatirnmeinin farksizlik egrileri yukaridaki sekilde gosterilmistir.
A yatirnmecisimin risk istahi daha diisiik ve tatmin diizeyi daha yiiksektir. Yani
yatirnmindan daha yiiksek beklenen getiri istemektedir. B yatirimcist ise risk istahi
yiksek ve tatmin diizeyi daha diisiiktiir. Dolayisiyla A yatirimeis1 diigiik bir risk
karsisinda daha diisiik bir beklenen getiriye razi olmaktayken, B yatirimcist yiiksek risk
ve yiiksek getiriyle tatmin olmaktadir. Risk istah1 ve tatmin diizeyine gore olusturulacak
portfoyler de farklilik gosterecektir. Yatirnmci A, P noktasindaki portfoye yatirim
yaparken, B yatirimcist Pg noktasindaki portfoye yatirim yapacaktir. A yatirimcist igin
PA noktasiin altindaki bir portfoye yatirim yapmak daha az beklenen getiriye sebep
olurken, bu nokta iizerindeki bir portfdye yatirrm yapmak mevcut risk seviyesin gore
mimkiin degildir. Benzer sekilde B yatirimcist i¢in de en iyi portfoy etkin sinir ile
yatirnmeinin farksizlik egrisinin kesistigi noktadadir. Bu nokta altindaki hicbir portfoy
etkin degilken, iistiindeki bir noktaya da mevcut risk seviyesiyle ulasmak miimkiin
degildir.

Etkin sinir {lizerinde tercih edilecek portfoyiin se¢iminde, 6nemli olan bir diger

nokta risksiz faiz oranmidir. Markowitz, ortalama varyans modelini sadece riskli
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varliklara yatirim amaciyla olusturmustur. Fakat bir adet risksiz varlik ve geriye kalan
tiim varliklarin riskli oldugu portfdyler de miimkiindiir. Bu durumda Ry risksiz faiz
orani olmak {tizere, risksiz faiz oranindan Markowitz’in etkin sinirina ¢izilen dogrunun

etkin sinira teget oldugu noktadaki portfoye yatirim éngdriilmektedir.

Getiri
A
piyas? £y
M Markowitz Etkin
S
E(R) [ eee————— R N ) niri
P
|
E(R,) :
R¢ "
E(R,) :
! I
! I
: I —p
: Risk
SD(P,) SD(R ) is

Sekil 3. Risksiz faiz oran1 ve etkin sinir

Yukaridaki sekil riskli ve risksiz varliklardan olusan portfoyler i¢in etkin sinir1
temsil etmektedir. Yatirimer risksiz faiz oranina erisebiliyorsa, belli bir risk diizeyine
kadar portfdyiine riskli varlik almayacaktir. Ornegin SD(PA) oraninda risk yiiklenmek
isteyen bir yatirimci, bu risk diizeyinde portfoy olusturursa E(Ra) kadar bir beklenen
getiri elde edecektir. Fakat yatirnmci sadece risksiz varliga yatirnrm yaparak E(Rp)
diizeyinde beklenen getiri elde edecektir. Bu yatirimer i¢in en uygun portfoy M
noktasinda olusacaktir. Bu noktadaki portfoy ile yatirrmcr SD(R,) kadar risk
iistlenirken, E(Rp) kadar beklenen getiri elde edecektir (Fabozzi vd., ss. 38, 2007).

3.3.0rtalama Varyans Modelinin Matematigi

Markowitz (1952) ortalama varyans modelini, belli bir beklenen getiri orani
altinda varyans minimizasyonu veya belli bir risk seviyesi altinda beklenen getiri
maksimizasyonu olarak tanimlamistir. Dolayisiyla ortalama varyans modeli beklenen
getiri maksimizasyonu, portf0y riski minimizasyonu veya bu ikisinin ayn1 amag

fonksiyonunda oldugu es modeller olarak optimize edilebilir. U¢ model de birbiri yerine
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kullanilabilir ve birbirine denktir.

Vi, V,,...Vy N adet riskli varlik olmak ftizere; u; ve o; (i=1,...,N ) sirastyla bu
varliklarin beklenen getirisi ve standart sapmasidir. p;; (i #j) i ve j varliklan
arasindaki dogrusal iliskiyi gdsteren korelasyon katsayisidir. a;; = 6/ ve o; j = Pijoi0;
sirastyla varyans ve kovaryansi ifade etmektedir. Son olarak w; (i=1,...,N) portfoydeki

riskli varliklarin agirliklaridir. Bu durumda;

E[R,] = wipg + -+ + wpy, = p'w 3.1

Var[Rp] = Zi,j ,DijO'iO}'Win =w'Iw (32)

Denklem (3.1) portfoyiin toplam beklenen getirisini ve denklem (3.2) ise portfdy riskini
gostermektedir. Etkin portfoyler olusturmak istedigimize gore portfdy getirisini
maksimum, riskini ise minimum yapacak en uygun w = [wy, Wy, ..., wy]" agirliklarin

hesaplanmas1 gerekmektedir. Markowitz bu mantiktan hareketle,

Maks,, = wyiq + -+ wyuy = p'w (3.3)

Kisitlar:
Y Xj(pijoiciwiw;) = w'iw < of
wit+wy+ - +wy=wh=1

w; =0, (i=12..,N)

Etkin portfoy segim problemini bu seklinde tamimlamistir. Burada ¢Z, yatirimcinin
yiiklenmek istedigi maksimum riski ifade etmektedir ve keyfi olarak secilmektedir.
t=[11...1} tim elemanlar1 bir olan stitun vektortdir.
U= [y Yy ... uy]* ortalama getiriler vektoriidir. X ise varliklar arasindaki
kovaryanslar1 gosteren, simetrik ve pozitif yari tammli matristir’*. Boylelikle ortalama
varyans modeli bir maksimizasyon problemi olarak tanimlanmistir. Yukarida da ifade

edildigi gibi portfdy problemini risk minimizasyonu olarak da olusturmak miimkiindiir.

* Bir matris s'Zs > 0; Vs sagliyorsa pozitif yari tammhidir. Varyans kovaryansi matrisleri pozitif yart
tanimli olma 6zelligini karsilamaktadir. Ayrica s'EZs > 0 ; Vs ise X matrisi pozitif tanimlidir.
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Min,, = ¥, Y. i(pijoiojw;w;) = w'Zw (3.4)
Kisitlar:
Wity + o+ Wolty = p'w = R
Yiwi=(wi+w,+-4+wy)=wh=1

w; >0, (i=12..,N)

Burada R, yatinmcinin razi olacagt minimum beklenen getiri oramidir. Ortalama
varyans modelinin bu yapisinda etkin portfoy, belli bir beklenen getiriye bagli olarak
portfoy riskinin minimum olmasini saglar. Modelin bir diger yapisinda ise beklenen

deger ve risk Olciitleri amag fonksiyonunda kullanilmaktadir.

Maks,, = u'w — ngZW (3.5)
Kisitlar:
wh=1

w; >0, (i=12..,N)

Burada, 6 riskten kaginma katsay1s1d1r5. Riskten kaginma katsayis1 yiiksek ise model
riske kars1 daha duyarli hale gelecektir [bkz. Cornuejols ve Tiitlincii, 2006; Goetzmann

vd., 2014; Fabozzi vd., 2007].

3.4. Ortalama Varyans Modelinde Kullamlan Kisitlar

Bilimsel ¢aligmalarda ortalama varyans modeli ile portfoy optimizasyonu
yapilirken kullanilan bir¢ok kisit vardir. Bunlarin basinda toplam yatirim oranlarinin
bire esit olmas1 ve agiga satisa izin vermeyen kisitlar yer almaktadir. Literatiirde en ¢ok

kullanilan kisitlarin modele nasil eklenecegi asagida aciklanmistir.

3.4.1. Toplam Yatirim Kisiti

Yatirimer yatirim plani yaparken (3.3), (3.4) veya (3.5) modellerinden hangisini
kullanacak olursa olsun toplam yatirnmlarimin bire esit olmasi gerekmektedir. Bu

noktada Y, w; = (W; + wy + -+ wy) = wht = 1 kisiti kullanilmaktadir ve bu kisit

* Riskten kaginma katsayisi genellikle 0 < § < 1 seklindedir. § = 0 durumunda model riske duyarsizdir
ve sadece beklenen getiri maksimizasyonu yapar. § =1 ise model riske duyarlidir bu durumda
yatirimeinin farksizlik egrisi diktir.
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toplam yatirim oranimin 1’e esit olmasini saglar. Sonucta portféy optimizasyonu, belli
bir risk altinda getiri maksimizasyonunu ya da belli bir getiri kabulii altinda risk
minimizasyonu saglayacak en uygun hisse dagilimim1 bulmayr amaglamaktadir.
Dolayisiyla portfoydeki hisselerin agirliklar toplaminin bire esit olmasi gerekmektedir.

Bu kisita biitce kisit1 da denilmektedir.

3.4.2. Aciga Satis Kisiti

Agiga satis, yatinmcinin sahip olmadigi varlik fiyatinin diisiis beklentisiyle
bugiinden borclanip fiyat1 diistiigiinde varlik borcunu 6demesi islemidir. Agiga satig
isleminde, igslem parayla degil varlik {lizerinden yapilmaktadir. S6z gelimi, A pay
senedinin orta vadede diisecegini bekleyen bir yatirimci bu hisse senedinden K adet
bor¢lanip piyasada satmaktadir. Yiiksek fiyattan piyasaya K adet satan yatirimci,
hissenin fiyat1 diistiigiinde piyasadan diisiik fiyattan (yeni olusan fiyat) K adet hisse
satin alip borcunu 6deyecektir. Yatirimci hi¢ biitce ayirmadan (ilk fiyat-son fiyat)xK
kadar getiri elde edecektir. Ortalama varyans modeline w; > 0 kisit1 agiga satisa izin
vermeyi engellemektedir. Baska bir ifadeyle w; = sinirlandirilmamis ise agiga satisa
izin verildigi anlamma gelmektedir. Pratikte aciga satisa genellikle izin

verilmemektedir.

3.4.3. Maksimum veya Minimum Yatirim Kisiti

Yatirimcr portfoyiine aldigr varliklarin portfoy icindeki oranimi sinirlamak veya
belli bir sektorde faaliyet gosteren sirketlerin hisselerine minimum agirlik vermek
isteyebilir. Bu durumda maksimum veya minimum yatirim kisitlarini kullanabilir. S6z
gelimi modele;

l<w;<u; jel;
kisitt eklenerek belli bir hisse senedi grubu i¢in minimum ve maksimum yapilacak
yatirim miktarlart belirlenebilir. Minimum/maksimum kisitin bir diger uygulamasi ise
hisse senedi agriligina herhangi bir kisitlama koymadan belli bir grup hissenin portfoy

icindeki toplam agirlig1 sinirlandirmaktir.

g
E

IA
o

Xiw;
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burada jel;, i =(1,2,...,N) ve 0 <c <1 olacak sekilde I bir sektorii veya keyfi
secilmis bir hisse senedi grubunu temsil edebilir. Boylelikle yatirimer tek tek hisse
senetlerinin agirliklarint veya bir hisse senedi grubunun portfdy icindeki toplam

agirligini da siirlayabilir.

3.4.4. Risk Faktorleri Kisiti

Uygulamada, portfoy yoneticileri faktor modellerini ¢ok sik kullanmaktadir.
Portfdy olustururken risk faktorlerinin sinirlanmasi da ortalama varyans modelinde
kullanilan kisitlar arasindadir. Bu riskler genellikle hisse senedinin endekse (piyasa)
olan duyarlilik, islem hacmi, piyasadaki toplam hisse degeri (biiyiikliik) vs. olmaktadir.
Bir hisse senedinin K kadar risk faktorii tasidigi varsayildiginda bir hisse senedinin

beklenen getirisi;

K
Ri=a; + 2 BirFi + &
k=1

burada F, faktorleri gostermektedir, B;;, (BETA) katsayisi, i. hisse senedinin k. faktore
duyarliligimi gostermektedir, ¢&; sistematik olmayan getirileri (firmaya 6zgiin) ifade
etmektedir. PortfOy yoneticisi veya yatirimer bu risk faktorlerini asagidaki kisit ile

sinirlayabilir.
N
Z Bixw; < Uy
i=1

Bu kisit portfoyde yer alacak tiim hisse senetlerinin faktér k’ya duyarhiliginin
maksimum U olmasii garanti eder. Burada U yatirnmcinin keyfi segtigi bir sabittir.

Portfoyiin k faktoriine duyarlilig: sifir olmasi da istenebilir. Bu durumda;

N
Z Biw; =0
=1

seklindeki kisit kullanilacaktir (Fabozzi vd., 2007, ss. 90).
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3.4.5. Endeksten Sapma Kisit1 (izleme Hatas1®)

Portfoy yoneticileri bazen portfoy getirisinin veya portfoy riskinin belirlenen bir
endeksten/yatirim fonundan sapmasini minimum yapmak veya sinirlamak isteyebilir.
Bu durumda hissenin portfoy i¢indeki oraniyla, endeks i¢indeki orani arasindaki fark
belli bir seviyenin altina gekilebilir. Ornegin w,, bir hissenin ana endeks/fon igindeki
orani olsun. R, hisse senetlerinin getiri vektorii olmak iizere;

R, = wiR
endeksin beklenen getirisini gosterecektir. Portfoy yoneticisi varliklarin portfoy igindeki
agirliklariyla endeks agirliklar arasindaki farki M veya daha kiiciik yapmak isterse;
lw—wpll <M

kisitin1 kullanacaktir. Benzer sekilde bu islemi herhangi bir sektordeki varliklar i¢in de
yapabilir.

z (wj —wpj) < M;

Jel;
J € I; durumunda portfoy agirliklariyla endeks agirliklart arasindaki fark maksimum M;
kadar olacaktir. M; burada portfoy yoneticisinin segtigi keyfi bir orandir. Benzer bir
mantikla ortalama varyans modeline izleme hatas1 kisit1 da eklenebilir. Bu durumda ise
kisit, endeks getirisi ile portfdy getirisi arasindaki farkin varyansini sinirlayacaktir.
TEV,, ile gosterirsek,

TEV, = var(R, — Rp)

= var(w'R — wyR)
= (w—wp)'var(R)(w — wy)

= (W —wp)'Z(w—wyp)

Her zamanki gibi X burada getiri varyans-kovaryans matrisidir. R, portf0y getirisi
vektoriiyken, R, indeks getiri vektoriidiir. O halde izleme hatasini siirlamak igin
modele,

(W —w,) Z(w—wp) < o

kisit1 eklenebilir. Burada o keyfi belirlenmis bir sabittir (Fabozzi vd., 2007, ss. 90).

® “Tracking Error Constraints”
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3.5. Ortalama Varyans Modelinin Optimizasyonu ve Etkin Sinir

Yukarida ortalama varyans modelinde kullanilmasi miimkiin kisitlardan birkag
tanesi 0zetlenmistir. Portfoy yoneticisinin isteklerine cevap veren “m” kisith genel bir
ortalama varyans modeli olusturulduktan sonra modelin ¢6ziim agamasina gegilecektir.
Ortalama varyans modelinin optimizasyonu, esasen kuadratik programlama’ modelinin

optimizasyonudur. “M” genel kisith bir portfdy optimizasyon problemi;
— l 8 l —
f(w) = maks {,u w—ow ZW| Aw = b} (3.6)

seklinde tanimlanabilir. Kolaylik olmasi agisindan & parametresi modelden

dislandiginda denklem (3.6)’deki model,
1
f(w) = maks {,ulw — ;WLZW| Aw = b} (3.7

olacaktir. Burada ¥ kovaryans matrisi daha once belirtildigi gibi pozitif yar1 tanimh ve
simetrik bir matristir. A (mxn) boyutlu kisit katsayilart matrisi®, b (mx1) kaynak
katsayilar1 vektorli, f(w) fonksiyonun gradyan (egim) vektori, Vf(w) ve N boyutlu

stutun vektorudiir.

v o[ A of

ow, odw,  Jdwy
Bu bilgiler altinda, denklem (3.7)’daki ortalama varyans modeli i¢in egim vektort;

2 Wy

H1 0% oty
Viw)=u—-Iw=|: -1 : :
Hnlyer  [of1 - ofin NN W]y
Optimizasyon teorisinde bir fonksiyonun bir noktadaki gradyan (egim) vektorii,

fonksiyonun artis hizinin en yiiksek oldugu yonii gosterir ve fonksiyonun o noktadaki

7 Bir Kuadratik fonksiyon, tiim elemanlarinin 0,1 veya 2. dereceden olan fonksiyondur. En genel hali ile
kuadratik bir fonksiyon Yj-; c;w; + %Z?:l Xi=1Yijw;w; seklinde tanimlanmaktadir.

¥ Burada sadece bir kisit iizerinden degerlendirme yapilmustir. M adet kisit olmasi durumunda A (mxn), b
(mx1) boyutlu olacaktir.
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tanjantina ortogonaldir (Michael, 2010, ss. 4). Bu bilgiyi kullanarak tek kisitli bir
ortalama varyans modeli i¢cin Aw =b dogrusal kisitin gradyan vektori
a; = [a11 aq3 ... a;y]* olacaktir. Dolayisiyla optimal noktada Vf(w) fonksiyonun egim
(gradyan) vektori ile kisit denkleminin e§im vektorii a; ¢arpim halinde olacaktir. Bu
kosul, kisit altinda optimizasyonu saglamaktadir. O halde tek kisith bir kuadratik
fonksiyonun ¢6ziimii i¢in iki kosulun diisiiniilmesi gerekmektedir. Optimal noktada
Ajw = b; kosulu ve Vf(w)=A;a; kosulu saglanmalidir. Burada A; Lagrange
carpanidir ve sabittir. A; ise tek kisit oldugu i¢in A matrisinin ilk satiridir. Sonug olarak
w* ancak ve ancak bu kosullar1 saglarsa f fonksiyonun optimal noktasidir denir. Bu
optimallik kosullarmm1 M kisithh genel kuadratik fonksiyonlar igin genellemek

miimkiindiir. Bunun i¢i Taylor Teoreminden yararlanilabilir.

1 . .
Teorem: f(w) = pu'w — EWLZ'W olmak tizere w* ve wy herhangi iki nokta olsun;

1
fw) =fwH+ VW) (w—w)+-(w—w)'Zw-—w)

Kuadratik bir fonksiyon icin Taylor a¢ilimidir.

Tekrar denklem (3.7)’daki ortalama varyans modeli optimizasyonunu diistinelim,
1
f(w) = maks {u‘w — EWLZW| Aw = b}

burada m kisit olacagi igin kisitlar a;jw =b; ; i = 1,2,...,m seklinde yazilabilir. A
katsayilar matrisi olduguna gore a; , A matrisinin i. satir vektoriidiir. O halde A matrisi
A=laq,ay,...,an] ve b =[by,b,.., byl seklinde yazlabilir. Ayrica
a; = [a;1, Qjz, ..., Q] 1. kisitin gradyan vektoriidiir. Bu durumda “m” kisit i¢in m tane
gradyan vektorii hesaplanacaktir. O halde tek kisit igin yazilan Vf(w) = A;a, gradyan

vektorii m kisitlt model igin;
Vf(W) = Alal + Azaz + -+ Amam
seklinde olacaktir. Bu kosul Vf(w) gradyan vektoriiniin, kisit gradyan vektorleri

a;’lerin dogrusal bir kombinasyonu olmasi gerekliligini ifade etmektedir. Vektorlerle

ifade edilecek olursa,
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VF(w) = A

A= [A1, 4y, - 4]t “dir. Bu basitge m kisit igin m tane Lagrange carpani ile ilgili
katsaymin carpim toplamidir. Yani f fonksiyonundaki N tane degisken i¢in alinmig
tirev denklemleriyle modeldeki kisitlar1 temsilen m adet Lagrange carpani denkleminin
birlikte ¢oziilmesinden baska bir sey degildir. Dolayisiyla ortalama varyans modelinin

w™ optimal noktasiysa asagidaki optimallik kosullarini saglamalidir.

Teorem: w* ancak ve ancak;
a) Aw*=b
b) Vf(w) = A'A veya =Vf(w) = A'Ad veya

kosullarini saghyorsa optimal noktadur.

Kanit: w* |, f fonksiyonu igin optimal nokta ise f(w*) = f(w) olmak zorundadir.

Ayrica Aw* = b tiim kisitlar1 ayn1 anda saglanmalidir. Taylor Teoreminden,
* *\/ * 1 *\/ *
fw) =fw) +VfwW) w—w?)+5Ww-—w)Iw-—w)

oldugu bilinmektedir. Taylor agilimindaki Vf(w*)" (w —w™) terimi Vf(w) = A'A
(ikinci optimallik kosulu) ,
A2A)Y (w—=—w") =214
= A(Aw — Aw™)
= A(b — D)
=0

olacaktir. Taylor agilimindaki son terim ise X' kovaryans matrisinin pozitif yar1 taniml

olmasindan dolayi % (w —w*)'Z(w —w?*) = 0°dir. Dolayisiyla,

fw)=fw)+0+¢
fw*) < f(w)
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1
burada € =

—E(W—W*)’Z(W—W*)’dlr (Best, 2010 ss., 7). Yani w* yukaridaki iki

kosulu sagliyorsa f fonksiyonun optimal agirligidir.

3.5.1. Etkin Siir

Ortalama varyans modeline gore olusturulan portfoy, aynmi beklenen getiriye
sahip portfoylere kiyasla en kiiclik varyansa sahip olandir. Ayni beklenen getiri
diizeyinde bagka portfoyler olusturmak da miimkiindiir. Fakat bu portfoyler feasible
olmasina ragmen etkin olmayacaktir. Cesitli beklenen getirilere bagl olarak olusturulan
minimum varyanslh portfoylerin olusturdugu sinira etkin sinir denilmektedir. O halde,
ortalama varyans modeline gore olusturulmus ve etkin sinir iizerindeki portfoylerden

daha diisiik riske sahip bagka bir portfoy olusturmak miimkiin degildir.

Tanmim: Belli bir getiri beklentisi altinda en diigiik varyansa sahip portfoye varyans
etkin portfoy denir.

Tanim: Belli bir varyans diizeyi icin en yiiksek getiriye sahip portfoye beklenen getiri
etkin portfoy denir.

Tanum: Denklem (3.6) daki portféy optimizasyonunda 6 = 0 icin bulunan optimal
portfoye parametrik etkin portfoy denir.

Yukarida tanimlanan ti¢ model de amag fonksiyonundaki degiskenlere (uy, ag, 6) bagh
olarak optimal ¢ozlim iiretmektedir. Ortalama varyans modeli i¢in gii¢lii sonug bu ii¢
modelin de esit olmasidir. Portfoy yoneticisi hangi modeli kullanirsa kullansin ayni risk
ve beklenen getiri orani i¢in ayni portfoyli elde edecektir. Dolayisiyla etkin siirin
matematiksel ¢oziimii yapilirken kullanilacak modelin bir 6nemi yoktur ve bulunan

etkin sinir tiim modeller i¢in gecerli olacaktir. Bir kere daha
1
f(w) = maks {,ulw - EWLZW| Aw = b}

modeli optimizasyon modeli olsun. Basitlik olmasi i¢gin Aw = b kisitim1 w't = 1 olarak
diisiinelim. Burada 1 , tiim elemanlar1 1 olan N boyutlu siitun vektoriidiir. Bu durumda
Lagrange carpani yardimiyla amag¢ fonksiyonuna dahil edilen kisitla birlikte model
kisitsiz bir fonksiyon olacaktir. Bu fonksiyonun birinci sira kosulu,

fw) = wtw — Swisw — A(t'w — 1) (3.8)

) _ g7y s 3 = 2 as)
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o6 (W) _

Py w=1 (3.10)

olacaktir. Tiim denklemleri ayn1 anda saglayacak w ve A katsayilarin1 bulmak igin
denklemler esanli ¢oziilmelidir. (3.9) ile gosterilen denklem sistemini w agirlik vektorii

icin ¢ozersek;

u—At= 46w
(65) "1 (1 — 1) = (65)"163%w
D) - h=w

Daha sonra bulunan w denklem (3.10)’de yerine yazilip ve A i¢in bu sistem ¢oziiliirse;

(D) tu—(52) ) =1
)ty -t (e) ) =1
H(6Z)tu— 1 =1(6%) )

(D) 1

~(6x)1) (X))
I B 1
DY ANy

sonucu elde edilir.
'y 1
-1 -1 _
(62)tu— (6%) (112‘11 -0 112‘11)1 =w

'ty 5 1
X1 11
™ &N w7
u— —) — (——)=w
) 1) 1'x-1 o) x4
@ ®© e @™

(6Z) 7 — (62)1u( ) =w

) 1) x1 sl
1 "y )
- -1,, _ -1, _ —
1) l(Z) # (112‘11)(2) ll vy W

-1 ly—1
Burada h, = —% ve hy = [(E)_lu— (lllzz—_lit)(i‘.)_ll] olarak isimlendirilirse w

agirliklar matrisinin § riskten kaginma katsayisinin dogrusal bir fonksiyonu oldugu
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goriilecektir.

1
5
Etkin portfoy icin w agirlik vektorii bir kere elde edildikten sonra portfoy beklenen

W*=h0+ h’l

getirisi ve portfoy riski kolayca hesaplanabilir.

1
E[Ry| = w'w* = u*hy + 3 Khy

1\ 1
02 = (w)'Ew" = (ho + S’“) B(ho + 5 h)

Yukaridaki denklemler sirasiyla etkin portfoyiin beklenen getirisi ve varyansini
gostermektedir (Best, 2010, ss.25). Boylelikle tim optimal portféyler i¢in varyans ve

beklenen getiri bir grafik lizerinde gosterilirdiginde etkin sinir elde edilmis olur.
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BOLUM IV

OPTIiMIiZASYON

4.1. Dogrusal Optimizasyon

Dogrusal optimizasyon probleminin anlasilmasi i¢in dogrusal denklem sistemleri
onemlidir. Dolayisiyla, dogrusal bir fonksiyondan ne anlagilmalidir, hangi denklemler
veya sistemler dogrusaldir ve dogrusal fonksiyonlar hangi 6zellikleri tasir gibi sorulara

optimizasyon probleminden Once kisaca deginilmistir.

4.1.1. Dogrusal Fonksiyonlar

N degiskenli bir f fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanmis olsun;
f(x) = ayx; +azx, + -+ apxy, 4.1)
burada x; (i=1,2,...,n) degiskenleri veya bilinmeyenleri, a; (i=1,2,...,n) ise sabit

katsayilar1 temsil etmektedir.

Tanum: Bir fonksiyon ancak ve ancak tiim degiskenlerinin dereceleri sifir veya bir ise

ve bu degiskenler ¢carpim halinde degilse dogrusal bir fonksiyondur.

Buna gore (4.1) denkleminde belirtilen f fonksiyonu dogrusal bir fonksiyondur.

ai1XxX1 + A12Xo + -+ alnxn = bl
ar1X1 + Ay2Xy + -+ aann = bz

a31x1 + a32x2 + -+ a3nxn = b3 (42)

Am1X1 + QX + -+ + QX = by,

seklinde ifade edilmis denklem sistemine dogrusal denklem sistemi denir. Burada a;;
(i=1,2,..,n ; j=1,2,...,m) dogrusal denklem sisteminin belirli/sabit katsayilari, x;
(i=1,2,..,n) dogrusal denklem sisteminin bilinmeyenleri veya degiskenleri ve b; ise
(=1,2,...,m) dogrusal denklem sisteminin sabit kaynak (veya sag taraf sabiti)

katsayilaridir.
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Tanim: M denklemli ve n degiskenli bir dogrusal denklem sisteminin ¢oziimii, m
denklemin tamamini ayni anda saglayan bir ¢oziimdiir.
Yukaridaki denklem sistemini matris ile géstermek de miimkiindiir. Bir dogrusal

denklem sistemi matrislerle asagidaki sekilde ifade edilebilir.

Ax=0Db
a1 Qiz A1n X1 b;
4= 1 Az a?n : <= X3 : b= b,
AGm1 Amz2  *° Omn Xn b,,

A matrisinin ilk satir1 ile x vektoriiniin vektdrel ¢arpimi dogrusal denklem
sisteminin ilk denklemini, A matrisinin m. satir1 ile x vektoriiniin vektorel ¢carpimi ise
dogrusal denklem sistemindeki m. denklemi verecektir (Winston, 2004, ss.51).
Sistemdeki tiim denklemlerin dogrusal bagimsiz olmasi sisteminin ¢dzliimii agisindan
onemlidir. Baska bir ifadeyle birbiri cinsinden yazilamamalar1 denklem sistemlerinin
¢ozlimiinde 6nemli rol oynar.

Dogrusal denklemlerin ¢oziimleri A katsayilar matrisinin tersinir olmasina
baghdir. A matrisinin tersinir olmasi ise dogrusal bagimsizlikla yakindan ilgilidir. Bu
baglamda, V = (vq, vy, ..., V;) her biri ayn1 boyutta olan k satir vektdriinden olusan bir
sistem olsun. ¢; (i=1,2,...,k) sabit katsayilar olmak tizere, V’deki vektorlerin dogrusal
birlesimi ¢ vy + c,v5 + -+ + ¢V, = v; seklinde gosterilmektedir.

Tanmim: c; (i=1,2,....,k) sabit katsayilardan en az bir tanesi sifirdan farkliysa v, ,

(v1, vy, ..., Vy) satir vektorlerinin dogrusal bir birlesimidir denir.

Tanim: c; (i=1,2,....,k) sabit katsayilardan en az bir tanesi sifirdan farkliysa
(v1,v3, ..., Vx) dogrusal bagimhdwr, c; =0 ; Vi ise (vq,Vy, ..., V) vektorleri dogrusal

bagimsizdir denir.
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V=C.vy ;C *#0

V2= C.V1
X2 xZ C:0
N N\
A" Vl
Vv 2
Vi
> X1 > Xq

(@ (b)

Sekil 4. Dogrusal bagimli/bagimsiz vektorler

Yukaridaki sekilde iki boyutlu v; ve v, vektorlerinin dogrusal bagimlilig
gosterilmistir. Sekil (a)’da v; ve v, vektorleri dogrusal bagimliyken, (b) boliimiinde v,
ve v, vektorleri dogrusal bagimsizdir (Chong ve Zak, 2004, ss., 5). Lineer bagimsizlik
ile ilgili yukarida verilen 6zelliklerin tamamu siitun vektorleri i¢in de gecerlidir. Siitun
vektorlerinin bagimsizligi, bir matrisin ranki ile yakindan ilgilidir ve dogrusal denklem
sistemlerinin ¢ézlimiinde 6nemli rolii bulunmaktadir.

Bir matrisin ranki maksimum sayidaki lineer bagimsiz satir veya siitun sayisidir.
A matrisi (nxm) boyutlu bir matris ise, A matrisinin ranki birden m’e kadar olan

bagimsiz siitun sayisina esittir. Yani Rank(4) < m’dir.

Onerme: Bir matrisin ranki asagidaki durumlarda degismeyecektir.
- Matrisin bir veya tiim siitun vektorlerinin bir sabit ile ¢arpilmasi,
- Siitunlarin yer degistirmesi,

- Bir siituna diger siitunlarin lineer birlesimlerinin eklenmesi.

Bir matrisin ranki ile determinanti da birbiriyle baglantilidir. Genel olarak (nxn)
boyutlu bir A matrisinin determinantt detA veya |A| seklinde gosterilmektedir. Bir

matrisin determinant1 o matrisin siitun vektorlerinin bir fonksiyonudur.
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Tanim: |Q;j|pxn €K, olmak iizere;

detA = |A| = det |a;jlnxn = 2 5(0)as(1)1%6(2)2 - As(m)n

O€ESn

Fonksiyonuna K7 kiimesinde tanimli determinant fonksiyonu denir. Fonksiyon
degerinin hesaplanmasi sonucu elde edilen sayiya da determinant denir (Sabuncuoglu,
2008, ss., 107). Burada s(o) permiitasyonun isaretini, o(i)i = (1,2,...,n)
permiitasyondaki i. elemanin ¢ fonksiyonundaki goriintlisiinii temsil eder. Sonug

olarak, A matrisi (nxn) boyutlu bir matris ise ve Rank(A) < n ise detA = 0 olacaktir.

4.1.2. Dogrusal Denklem Sistemleri

Denklem (4.2)’de gosterilen sistem dogrusal bir denklem sistemidir ve matris
notasyonu ile Ax = b seklinde gosterilebilir. Burada A (nxm) katsayilar matrisi, x (nx1)
bilinmeyenler vektorii ve b (mx1) kaynak katsayilar1 vektoriidiir. Dolayisiyla (4.2) deki

denklem sistemi agagidaki sekilde yazilabilir;

X1aq + XA,y + .-+ xnan = b

alj b1
azj b,

Burada a;=| ."|; b=|" ve A =la,y,a,,..,a,] olarak tanimlanmistir. b
Am;j bm

vektorlinii de A matrisinin igine alirsak, [A b] = [a4, a;, ..., a,, b] olacaktir.

Teorem: Ax =b seklindeki dogrusal denklem sistemi ancak ve ancak,
RankA = Rank[A b] ise bir ¢dziimii vardir.
Teorem: Ax = b seklindeki dogrusal denklem sisteminde A € R™" ve RankA = m

olsun. Bu denklem sistemi i¢in n-m degiskene bagli ¢6zliim yapilir.

Dogrusal denklem sistemlerinin ¢oziimleri i¢in ¢ogunlukla elementer (temel)

satir islemleri veya Gauss-Jordan yontemleri kullanilmaktadir.
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4.2. Dogrusal Programlama

Dogrusal programlama, dogrusal kisitlara bagli olarak dogrusal bir amag
fonksiyon degerini maksimum veya minimum yapmayl amaglamaktadir. Dogrusal
programlama problemi, genel kisitli optimizasyonun 6zel bir seklidir. Bir dogrusal
programlama problemi i¢in her bir ¢oziim tiim kisitlar1 ayn1 anda saglamak zorundadir.
Bu tiir ¢oziimlerin her birine feasible veya uygun ¢6ziim denilmektedir. Bir dogrusal
programlama probleminin bir¢ok uygun (feasible) ¢6ziim mevcut olabilir. Dogrusal
programlamanin amaci bu ¢Oziimler arasinda amag¢ fonksiyonu degerini
maksimum/minimum yapan ¢6ziimii bulmaktir. Siirekli degiskenlere sahip bir dogrusal
programlama probleminin ¢6ziim kiimesi genellikle sonsuzdur. Fakat dogrusal
programlama bu sonsuz noktanin tamaminda ¢éziim aramaz. Dogrusal programlama
probleminin kisitlar1 da dogrusal oldugu i¢in ¢6ziim uzay1 konvekstir ve ¢oziim sadece
kose noktalarinda aranir. Kisitlarin cevreledigi ¢6zliim alaninda sonsuz tane feasible
nokta olmasina ragmen ¢6zliim alaninin i¢inde kalan, yani kose noktalar1 disinda kalan
hicbir nokta optimal ¢6ziim olmayacaktir. Dolayisiyla dogrusal programlama problemi
icin sonsuz olan ¢O6ziim noktast sonlu ve karsilastirilabilir bir ¢6ziim uzayma
doniismektedir.

Tarihsel bir perspektiften incelendiginde dogrusal programlama problemlerinin
¢Ozliimii i¢in etkin ¢6ziim yontemleri 1930°lu yillarin sonlarindan itibaren literatiire
girmistir. 1939 yilinda Kantorovich iiretim ve dagitim problemlerinin ¢dziimiine iliskin
birka¢ ¢oziim yontemi Onermistir. II. Diinya Savasi sirasinda, Koopmans dagitim
problemlerine iliskin 6nemli katki saglamistir. 1975 yilinda Kantorovich ve Koopmans
kaynak dagitimi teorisi alanindaki katkilarindan dolayr ekonomi alaninda Nobel
odiiliine layik goriilmiistiir. Kuskusuz dogrusal programlama problemlerinin ¢éziimii
icin yapilmis en 6nemli katki 1947 yilinda Dantzing tarafindan yapilmistir. Dantzing’in
Onerdigi ¢oziim algoritmasina Simpleks yontemi denilmektedir ve bugilin hala
kullanilmaktadir. Simpleks yontemi yukarida bahsedilen kdse noktalarinda ¢oziim
aramaktadir ve her iterasyonda en yakin iki komsu nokta arasinda kiyaslama yaparak
¢ozlim noktasma dogru ilerlemektedir. Tabii ki Simpleks yonteminin de belli
dezavantajlar1 vardir. En 6nemli dezavantaji degisken sayisinin artmasiyla birlikte
iterasyon sayisinin iistel olarak artmasidir. Bu da ¢ok fazla degiskeni olan problemler
icin ¢oziimii oldukca zorlastirmaktadir. Her seye ragmen Simpleks yoOnteminin

arkasindaki mantik ¢ok giicliidiir ve bilgisayarlarin kullanimi ile birlikte bir¢ok
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problemi etkin bir sekilde c¢6zebilmektedir. Khachiyan 1979 yilinda dogrusal
programlama problemlerinin ¢éziimii i¢in baska bir yontem onermistir. Fakat onerdigi
yontem uygulamada ¢ok karsilik bulamamistir. Simpleks yonteminden sonra dogrusal
programlama probleminin ¢Oziimii i¢in yapilan 6nemli bir katki da, 1984 yilinda
Karmarkar tarafindan yapilmistir. Karmarkar’in 6nerdigi yontem biiyiik problemler igin
Simpleks yonteminden daha etkin sonuglar iiretmektedir. Karmarkar’in yontemi sadece
dogrusal programlama probleminin ¢oziimiine katkida bulunmamis ayrica Simpleks
tabanli olamayan bir¢ok yeni yontemin de gelistirilmesine olanak saglamistir (Chong ve
Zak, 2004, ss., 256). Bu yontemler icin [bkz. Fang ve Puthenpura, 1993; Gonzaga,
1992; Karmarkar, 1984; Schrijver, 1986].

Genel olarak bir dogrusal programlama problemi asagidaki sekilde ifade

edilmektedir.
Zmin = C€'x
Ax=0>b
x=0

Burada ¢ (nx1) katsayilar vektortidiir. A (mxn) teknoloji veya kisit katsayilar1 matrisidir
vem < n olmak iizere RankA = m’dir. Burada x ise (nx1) boyutlu bilinmeyenler
vektortidiir. Tabii ki tim dogrusal programlama problemlerinde kisitlar esitlik seklinde
degildir. Kisitlarin Ax > b seklinde olmasi da miimkiindiir. Biiyiik esittir seklindeki
kisitlar artk degiskenler yardimiyla esitlik haline doniistiiriilebilir. Kiiclik esitlik
durumundaki esitsizlikler ise aylak degigskenler yardimiyla esitlik haline
dontstiiriilebilir.  Yukaridaki gibi kiiclik esittir seklinde olusmus bir dogrusal

programlama problemi y artik degiskenler eklenerek;

Zmin = c’x 4.3)

Ax — Iy = [A,—1,,] [;] =b

x =0, y=0

seklinde yeniden yazilabilir. Kisitlar kiigiik esittir durumundaysa probleme s aylak

degiskenler eklenerek yeniden diizenlenir.
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Zmaks = €'X 4.4)
_ x] _
Ax+ 1,5 =[A1,] [S] =b

x=0, s=0
Kiiciik esittir kisitlart genel olarak maksimize edilecek problemler igin
kullanildigindan burada da problem maksimizasyon olarak ifade edilmistir. Sonug
olarak bir dogrusal programlama probleminde kisitlar esittir, kiigiik esittir veya biiyiik
esittir olmak tizere {i¢ sekilde de olusturulabilir.
Dogrusal programlama probleminin 6nemli birka¢ varsayimi vardir.

o  Oranlhilik/Orantihilik  (proportionality) Varsayimi: Bu varsayim her bir
aktivitenin dogrusal programlama probleminin ama¢ fonksiyonuna her noktada
ayni katkiy1 saglamasini ifade eder. Ornegin birinci aktivite amag fonksiyonuna
c1x; kadar katki yapar ve bu katki x; in miktarina gore deterministik olarak
artar. Ciinkili ¢; sabittir ve x;’in degerine gore degismez. Ayni durum kisit sag
taraflart i¢in de gecerlidir. x;’in ¢0ziim miktarina gore a;;x; kadar b
kaynagindan tiiketir. x;’in ¢Oziim degeri ne kadar artarsa b kaynagindan
tiketmesi de o oranda artacaktir. Bu varsayimin geometrik olarak asagidaki

sekilde gosterilebilir.

x1in Amag X1 in amag
fonksiyonuna fonksiyonuna
katkas1 katkais1
N y N
or T
6T 6T
3+
34
- T ; T > Xi
1 2 3
a b

Sekil 5. Dogrusal programlamada orantililik varsayimi
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Yukaridaki sekilde (a) orantililik varsayimini karsilarken (b) karsilamamaktadir.
(a)’da 1 br x4in amag fonksiyonuna katkis1 3 br, 3 br x; in amag¢ fonksiyonuna
katkis1 ise 9 br’dir. Fakat ayni durum (b) i¢in gecerli degildir. Burada x;’in
degeri arttik¢ca amag fonksiyonuna yaptig1 katki da oransal olarak artmaktadir.
Toplanabilirlik (Additivity) Varsayimi: Amag fonksiyonun toplam degeri tek tek
x; degiskenlerinin katkilar1 toplamina esittir. Ayni durum kisitlar i¢in de
gecerlidir. x; aktivitelerinin tek tek kaynak tiiketimi toplam tiiketilen b kaynak
miktarma esittir. Ormegin x; ve x, nin oldugu bir dogrusal programlama
probleminde x; aktivitesinin amag¢ fonksiyonuna tekil katkis1 K; ve x,
aktivitesinin amag¢ fonksiyonuna tekil katkisi K, ise amag¢ fonksiyonun toplam
degeri z= K;+K; oldugunu sdylemektedir.

Boliinebilirlik (Divisibility) Varsayimi: Bu varsayim dogrusal programlama
problemindeki degiskenlerin kesirli degerler alabilecegini sdylemektedir. Yani
degiskenlerin tamsay1 olma zorunluluklar1 yoktur. Tamsayr olma zorunlulugu
olan problemler dogrusal programlama problemlerinin 6zel bir seklidir ve bu tiir
problemlere tamsayili dogrusal programlama denilmektedir.

Kesinlik (Certanity) Varsayimi: Kesinlik varsayimi bu tezin tizerinde durdugu ve
bu varsaymmin ihlal edildigi durumun optimizasyon {iizerindeki etkisini
incelemektedir. Kesinlik varsayimi bir dogrusal programlama probleminin tiim
amag fonksiyonu katsayilar1 ve kisit katsayilarin kesin olarak bilindigini ve
degismedigini varsaymaktadir. Buna gére amag¢ fonksiyonundaki c; katsayilari
ve kisit katsayr matrisindeki tiim a;;’ler kesin olarak bilinmektedir ve zaman
icinde bu degerler degismemektedir. Gergek hayatta bu varsayimin saglanmasi
¢ok zordur. Uretim yapan bir firmanin maliyet minimizasyon probleminde
maliyet katsayilari siirekli degismektedir veya haftalik talebe gore iiretim yapan
bir firmanin talep miktarlarini kesin olarak bilmesi imkéansizdir. Baska bir 6rnek
verilecek olursa bir portfoy optimizasyonunda varliklarin getiri oranlarinin kesin
olarak bilinmesi miimkiin degildir. Boyle bir durumda beklenen getirisi
maksimum olan varliga yatinm yapilarak beklenen portfoy getirisi de
maksimum yapilabilirdi. Ne iiretim calismalarinda ne de finansal caligmalarda
katsayilarin kesin ve degismez oldugunu varsaymak oldukca zordur. Bu
varsayimin gerceklesebilmesi i¢in en azindan degisken degerlerinin normal

dagilimdan gelmesi gerekmektedir. Fakat finansal varliklarin getiri serileri
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genelde kalin kuyruk dagilmaktadir ve dagilim sekilleri de donemden doneme
degisiklik gostermektedir. Kesinlik varsayimmin saglanmadigi durumlarda
kullanilan belirsizlik altinda optimizasyon ayri bir boliim olarak ayrica

incelenmistir.

4.3.Dogrusal Olmayan Programlama (NLP)

Dogrusal programlama, modeldeki tiim degiskenlerin sifir veya birinci
dereceden oldugunu ve bu degiskenlerin ¢arpim halinde olmadigini varsaymaktadir.
Yani amag¢ fonksiyonu ve kisitlar dogrusaldir. Fakat uygulamada bazi problemleri
dogrusal olarak olusturup ¢6zmek miimkiin degildir. Cogu optimizasyon problemi
dogrusal degildir ve farkli ¢6ziim tekniklerine ihtiyag duymaktadir. Dogrusal olmayan
programlama icin tek degiskenli, cok degiskenli, kisith veya kisitsiz, kisitlarin esitlik
veya esitsizlik durumlarina gore farkli ¢6ziim teknikleri mevcuttur. Dogrusal olmayan
programlama, kisitlarin dogrusal olmamasi veya amag¢ fonksiyonun dogrusal

olmamasina bagli olarak genellikle asagidaki sekilde gosterilebilir.

X1 X1
N N
\~\ Optimal Nokta
—\ Optimal Nokta
~~~~~~ L\ 7
\\~ Z
> X9 > X2

(a) (b)

Sekil 6. Dogrusal olmayan programlama

(a)’da gosterilen sekilde amag fonksiyonu dogrusal iken kisitlardan bir tanesi dogrusal
degildir. (b)’de gosterilen sekilde ise amag¢ fonksiyonu dogrusal degilken kisitlar
dogrusaldir. Iki sekilde de ¢dziim alanlar1 konveks settir ve isaretlenen noktalar amag

fonksiyonu optimal degerini vermektedir.
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4.3.1. Kisitsiz NLP Optimizasyonu

Kisitsiz optimizasyonda adindan da anlasilacagi gibi kisit yoktur. Temel olarak

bir kisitsiz fonksiyon asagidaki sekilde gésterilirQ.

maks/ min f(x) 4.5)

Burada x = (x4,...,Xx,) n boyutlu degisken vektoriidiir. %ix) =0 kosulu f(x)
fonksiyonu i¢in maksimum veya minimum noktayr verecektir. Tirevlenebilir f(x)
fonksiyonu i¢in bulunan bu kismi tiirevlere birinci sira kosulu denir. Kismi tiirevlerin
sifira esit olma kosulu gerek kosuldur. Yeter kosul i¢in fonksiyonun ikinci tiirevine
bakilmasi gerekmektedir. S6z gelimi, x* kismi tlirevlerin sifira esit oldugu noktalar igin

elde edilmis olsun,

Teorem: x*, ancak ve ancak f?(x) <0 oldugunda veya f(x*) > f(x); Vx ise
f (x)’nun maksimum noktasidir denir.

Teorem: x*, ancak ve ancak f*(x) >0 ise veya f(x*) < f(x); V x ise f(x)’nun
minimum noktasidir denir.

Teorem: Siirekli ve tiirevlenebilir, tek degiskenli f(x) fonksiyonu icin f1(x), f2(x)
sirastyla fonksiyonun birinci ve ikinci dereceden tiirevleri olsun, f(x) fonksiyonu
ancak ve ancak f?(x) = 0 ise konveks bir fonksiyondur ve f2(x) < 0 ise konkav bir

fonksiyondurlo.

Teorem: f1(x) = 0 oldugu nokta olsun,

e Eger f(x) fonksiyonun sifirdan farkli ilk tiirevi tek dereceli tiirevlerden biriyse
(F3x), f5(x), f2™*1(x) vs.), bu durumda f(x) = 0 noktasi ne maksimum ne
de minimum noktadir.

e Eger f(x) fonksiyonun sifirdan farkli ilk tiirevi ¢ift dereceli tiirevlerden biriyse
(f2(x), f*(x), f?™(x) vs.), ve sifirdan farkli ilk tiirevin isareti pozitif ise

f1(x) = 0 yerel minimum noktasidir.

° Bu boliimde kolaylik olmas1 agisindan tiim fonksiyonlarin siirekli ve tiirevlenebilir oldugu
varsayilmistir.
' Konkav ve konveks fonksiyonlarla ilgili daha detayl: bilgi tezin sonundaki ekte verilmistir.
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e Eger f(x) fonksiyonun sifirdan farkli ilk tiirevi ¢ift dereceli tiirevlerden biriyse
(f2(x), f*(x), f?™(x) vs.), ve sifirdan farklh ilk tiirevin isareti negatif ise

f1(x) = 0 yerel maksimum noktasidir.

f(x) fonksiyonun ¢ok degiskenli oldugu durumda ise maksimum/minimum nokta
aragtirmas1 Hessian matrisi yardimiyla yapilmaktadir. Hessian matrisi ikinci derece

tiirevlerden olusmus kare matristir.

[azf(x) azf(x)]

0%x;  0x,0x,

| o

H = | 5 : , : |

l f(x) d f(X)J
x0x,  0%x,

Hessian matrisinin asal minoérlerine bakarak fonksiyonun konveks/konkav

oldugu belirlenebilir.

Teorem: f (x4, ...,x,) fonksiyonu ikinci dereceden tiirevlenebilir siirekli bir fonksiyon
olsun. f(xy, ..., x,) fonksiyonu ancak ve ancak H matrisinin tiim asal mindrleri biiyiik
veya esit sifir ise konveks bir fonksiyondur.

Teorem: f (x4, ...,x,) fonksiyonu ikinci dereceden tiirevlenebilir siirekli bir fonksiyon
olsun. f(x4,...,x,) fonksiyonu ancak ve ancak H matrisinin sifirdan farkli asal
mindrlerinin isaretleri (—1)* ile ayni isaretliyse konkav bir fonksiyondur. Burada k asal
mindr sayisini temsil etmektedir.

Boylelikle yukaridaki teoremlere gore kismi tiirevlerin sifir oldugu noktalardaki
degerlerin maksimum veya minimum nokta olduguna karar verilir. Eger fonksiyonun
yiiksek dereceden tiirevleri bu teoremlerden birine uymuyorsa birinci sira kosulunda
bulunan noktalar ne maksimum ne de minimum noktadir. Bagka bir ifadeyle

eger/doniim noktasidir veya optimal nokta degildir (Winston, 2004, ss.610).

4.3.1.1. Steepest Ascent Yontemi

Kisitsiz NLP ¢oziimiinde kullanilan birgok algoritma mevcuttur. Bu boliimde
NLP ¢o6ziimiinde etkin sonuglar iireten steepest ascent (dik ¢ikig) algoritmasina yer
verilmistir. Dik inig/cikis algoritmast kisitsiz NLP problemlerinde kullanilmasinin
yaninda, yapay sinir aglar1 gibi modellerde ¢6ziim algoritmasi olarak da siklikla

kullanilmaktadir.
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Denklem (4.5) de gosterilen genel NLP probleminnin maksf (x) = f(xq, ..., X,,)
olarak olusturuldugu ve f fonksiyonunun konkav bir fonksiyon oldugunu varsayalim. O

halde asagidaki birinci sira kosullart optimal noktalar1 verecektir.

e _orx® _ ™ _,

x;  0x, © ox,

Fakat ¢cogu NLP problemlerinde bu noktalar1 bulmak kolay degildir. Bu noktada,

steepest ascent benzeri algoritmalar kullanmak ¢6ziim acgisindan daha pratiktir.

Tanim: x = (x4, X5, ..., X,) € R™ seklinde verilmis bir vektoriin normu || X || olarak

gosterilir ve || x I= (x? + x2 + -+ + x2)/2 “dir.

R™de tanimli n boyutlu bir vektoriin yoniinii gésteren sonsuz sayida vektor
vardir. S6z gelimi, (1,1), (2,2) ve (3,3) vektdrlerinin tamami R? uzayinda 45 agiyla
ayn1 yonii gostermektedir. Herhangi bir x vektor i¢in, d = x/|| X || ‘in adim uzunlugu
birdir (birim vektdr) ve X ile ayni yone sahiptir. Birim vektoriine, x vektoriiniin
normalize edilmis yon vektorii denir. Dolayisiyla R™’de tanimli normalize edilmis

vektor, X’in yonii olarak tanimlanmustir.

Tanmm: f (x4, %y, ..., x,) fonksiyonun egim vektorii, Vf(x) ile gosterilmektedir ve

Vf(x) = [01‘ ® 9fx® f(®)

] seklinde tanimhidir. O halde, Vf(x) vektoriinii yonii

oxy ' oxy T oxp
v ] o o .. - . .
% olacaktir. Burada %X) terimi kismi tiirevin tanimi geregi x; degiskenindeki &
i

birimlik bir degisim, fonksiyonda yaklasik olarak 6? kadar bir degisim

Xi

olusturacaktir. Bu bilgiler 15181inda X noktasindan normalize edilmis vektor d yoniinde

é kadar ilerlerse, fonksiyonun degerinde yaklasik olarak 6"?;—((’;));1 kadar bir katki

SVF(x)-d
IV &)

saglayacaktir. Eger > 0 ise normalize edilmis vektor yoniinde & kadar ilerlemek

6Vf(x)-d

Wil < 0 ise ayn1

fonksiyonun maksimum degerine biraz daha yaklastiracaktir.Fakat,

yonde ilerlemek fonksiyon degerini diisiirecektir. Simdi v, f(xq, e xp)
fonksiyonunun optimal noktasi olsun, o halde birinci sira kosulundan Vf(v*) = 0’nin
saglanmas1 gerekmektedir. Steepest ascent yontemi optimal nokta v*’ye giden en kisa

yolu/yonii bulur.
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Onerme: Bir baslangic vy noktasindan v*optimal noktasina ilerlemenin en kisa yolu

Vi)
Ivf

Tiim bu bilgileri bir araya getirecek olursak, vy noktasindan optimal noktaya

ancak d = yoniiniin se¢ilmesiyle miimkiindiir.

dogru en hizli sekilde gitmek icin Vf(vy) yoOniinde hareket etmek gerekmektedir.
Boylelikle f fonksiyonunda maksimum noktaya dogru bir adimda en fazla katki
saglanmis olacaktir. Iterasyonlarla vy dan optimal nokta v*’ye gitmek icin asagidaki
adimlar izlenir.

Iterasyon 1: v, = vy + t,Vf(v,); burada t, negatif olmayan bir sayidir ve asagidaki

maksimizasyon problemini ¢dzer.

maksf (vo + tVf (Vo)) = maksf (v,)

S.t. tO = 0

Bu problemde v, (keyfi olarak secilir) ve Vf(v,) noktalari bilinmektedir. Tek
bilinmeyen t,’dir. Dolayisiyla f(ty) = f[(vo + toVf(vy)] fonksiyonunda f'(t,) =0
sifira esitlenirse t, hesaplanmis olacaktir.

Iterasyon 2: Eger ||Vf(vy)Il yeterince kiiiikse (burada 6l¢ii arastirmaciya kalmustir.)
iterasyona devem edilmez ve fonksiyonun maksimum oldugu kabul edilir. Fakat
IVFf(v)Il yeterince kiigiik degilse, v, = vy +t;Vf(v;) noktasi i¢in aynmi islemler

yapilir. Bu adimda fonksiyon;

maksf(v1 + t1Vf(v1)) = maksf(v,)

S.t. t]_ 2 O

olacaktir. Dolayisiyla f(t;) = f[(v; + t;Vf(v;)] fonksiyonunda f'(t;) =0 sifira
esitlenirse t; hesaplanmig olacaktir. Fonksiyonun yeni degeri f[(v; + t;Vf (v;)] olarak
hesaplanacaktir.

Iterasyon 3: Eger ||Vf(v,)| yeterince kiigiikse iterasyona devam edilmez. Ornegin
IVf(v)ll < € ise (¢ = 0.001 olsun) fonksiyon maksimum degerine ulagsmis demektir.
Yani bu noktada iterasyon devam ederse bir sonraki adimda fonksiyon degeri en fazla ¢
kadar artacaktir ki bu anlamli bir artis olmayacagindan iterasyon durdurulmalidir. Fakat
IVf (v,) |l yeterince kiigiik degilse yukaridaki itersyonlar istenilen degere ulagincaya dek
devam ettirilir (Winston, 2004, ss., 660).
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-‘V* = (Vl»Vz)
iter. k

Vi \%

@ (b)

Sekil 7. Steepest ascent algoritmasi

Kaynak: Hillier ve Lieberman, 2014, ss., 572.

Sekil (7) steepest ascent algoritmasinin c¢alisma prensibini gostermektedir.
Seklin ilk kisminda algoritma bir v, noktasindan baglayarak fonksiyon degerinin
optimal oldugu nokta v*‘e dogru ilerlemektedir. Algoritma ilk basta biiylik adimlar ile
optimal noktaya dogru ilerlerken, optimal noktaya yaklastikca adim biiyiikligi
kiigiilmektedir. Optimal nokta ¢evresinde adim biiyiikliigli ¢cok kii¢iildiigli icin olusan
fark artik anlamli degildir ve iterasyon durdurulabilir. Seklin (b) kisminda ise iterasyon
sirasinda fonksiyonun tlizerindeki optimal noktaya dogru ilerlerken, gradyan vektoriiniin
fonksiyona teget oldugu noktalar1 gostermektedir. Burada da optimal noktaya dogru
yaklastik¢a gradyan vektorlerinin egimleri arasindaki fark azalmaktadir. Optimal nokta

etrafinda teget dogrularinin egim sifira yakinsamaktadir.

4.3.2. Kisith NLP Optimizasyonu

Bir onceki boliimde kisitsiz dogrusal olmayan programlamanin nasil nasil
optimize edilebilecegi aciklandi. Bu alt boliimde ise dogrusal olmayan bir amag
fonksiyonu ve dogrusal kisitlar altinda NLP problemleri ele alinacaktir. Her zamanki
gibi dogrusal bir NLP probleminin amag fonksiyonu;

min/maksf(x) = f(xq, ..., x,) € R

olarak gosterilsin. O halde m kisitli bir NLP problemi su sekilde ifade edilebilir;



46

min/maksf(x) = f(xq, ..., Xp) (4.6)
91(x1, X3, e, %) = by

gZ(xll'XZJ "-lxn) 2 b2

gm(xlleJ "-lxn) S bm

Bu problem m adet dogrusal kisitli bir NLP problemidir. Kisitsiz NLP problemlerinde
oldugu gibi kisitli NLP problemleri i¢in de farkli optimizasyon yontemleri mevcuttur.
Burada kisitlar biiylik 6nem arz etmektedir. Kisitlarin esitlik halinde olmasi veya

esitsizlik halinde olmasina goére ¢dziim algoritmalari da farklilik gostermektedir.

4.3.2.1. Lagrange Carpan1 Yontemi

Lagrange carpani, NLP problemindeki kisitlar esitlik durumdayken kullanilan
bir yontemdir. Yontemin mantig1 her bir kisit i¢in bir ¢arpan atayip, NLP problemini
¢ozmeye dayanir. Uygulamada Lagrange ¢arpani NLP problemine gore 6zel anlamlar
kazanmaktadir. Genel olarak Lagrange carpani her bir kisitin ekonomik degerini, yani
kaynagin gélge fiyatini verir. Fakat NLP bir maliyet fonksiyonu ise buradaki golge fiyat
ilgili kaynagin bir birim degismesi durumunda maliyette meydana gelen degisimi ifade
eder. Yani boyle bir problemde Lagrange carpani marjinal maliyeti ifade eder. Lagrange
carpant KARUSH-KUHN-TUCKER (KKT) kosullarina da temel olusturmaktadir. Zira
duyarlilik analizinde siklikla kullanilan tamamlayic1 aylaklik 6nermesi ve bu dnermede

kullanilan golge fiyatlar, KKT kosullarinda 6nemli bir yer tutmaktadir.

min/maksf(x) = f(xq, ..., Xp) 4.7)

gl(xlﬂxZ' ""xn) = bl
gz(.xl,xz, ...,xn) = bz

gm(xlle’ ""xn) = bm

NLP probleminde tiim kisitlar esitlik halindedir. A Lagrange ¢arpani olmak ilizere m

kisit icin m tane Lagrange ¢arpani tanimlarsak Lagrange fonksiyonu;
m
L(xl,XZ, vy X, 11112) ,Am) = f(.xl,xZ, ey xn) + Z A][b] - g]'(xl,xz, ey xn)]
j=1

olacaktir. Aslinda Lagrange fonksiyonu, kisitlarin f amag¢ fonksiyonunun igine

yedirildigi kisitsiz bir NLP problemine doniistiiriilmustiir. L(xq, X5, ..., Xp, A1, A2, ooy A)
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fonksiyonunda n adet degisken ve m adet ¢arpan olmak iizere artik (n+m) adet degisken
mevcuttur ve amag, f fonksiyonunu optimal yapacak x*ve A* vektorlerini bulmaktir.
(4.7) fonksiyonunun optimizasyonu icin gerek kosul tim kismi tlirevlerin sifira esit

olmasidir.

oL _oL _ _9L _oL_oL _ oL _
ox, 0x,  0x, 0A 0A  0A,

* *

Bu birinci sira kosuludur. (x*,A*) = (x7,x3, ..., X5, 41,45, ..., 4, ) olmak {izere

*

(x1, %3, o, Xp, A1, A5, ..., Ay ) noktalart f fonksiyonunu optimal yapan noktalardir.

Teorem: makf(x) = f(x4,...,x,) maksimizasyon problemi olmast durumunda,
f (x4, ..., xy) fonksiyonu kesin konkav ve tiim kisitlar dogrusal ise, gerek kosulundan
elde edilen ve tim kisitlar ayni anda saglayan

x*,A") = (x1,x3, .., X, A1, A5, ..., A7y ) noktalar1  fonksiyonu maksimum yapan

noktalardir.

Teorem: minf(x) = f(x4,...,X,) minimizasyon problemi olmasi durumunda,

f (x4, ..., x,) fonksiyonu kesin konveks ve tiim kisitlar dogrusal ise, gerek kosulundan

elde edilen ve tim kisitlar ayni anda saglayan
(X", A") = (X1, x5, e, X, A1, A5, o, A) noktalar1 fonksiyonu minimum yapan

noktalardir (Winston, 2004 ss., 663).

4.3.2.2. KARUSH-KUHN-TUCKER (KKT) Kosullar

Dogrusal programlama (LP) veya dogrusal olmayan programlama (NLP)
problemlerinde kisitlar kiigiiktiir, biiyliktiir veya esittir seklinde olabilir. Genel kisitl bir
NLP probleminde bulunan bir noktanin optimal ¢6ziim olabilmesi i¢in gerek kosulu ve
(belki de) yeter kosulu saglamalidir. Gerek ve yeter kosullar optimal ¢6ziim noktasinin
karsilamasi gereken kosullardir. Coziime aday bir nokta ancak gerek ve yeter kosulunu
sagliyorsa optimaldir. KKT kosullart bir noktanin optimal olup olmadigini tespit eder.
Eger ¢oziime aday bir nokta KKT kosullarini sagliyorsa optimaldir. KKT kosullarinin
aragtirtlabilmesi i¢in, oncelikle genel kisitli NLP problemindeki tiim kisitlarin yonii
" <" olmak zorundadir. Kisitlar " > " veya " =" durumundaysa uygun doniisiimlerle
kisitlarin yonii " <" yapilmak zorundadir. " =" seklindeki kisitlar (-1) ile ¢arpilarak,

=" durumundaki kisitlar ise " <" ve " =" seklinde iki kisit olarak ifade edildikten

sonra =" durumundaki kisit yine (-1) ile carpilarak diizenlenir. Ayrica KKT
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kosullarinin uygulanacagi problemdeki tiim degiskenler sifir veya pozitif olmalidir.

maks( or min ) f(xq, X3, .., X5)
gl(x11x21 "';xn) < bl

s.t. gZ(xlﬂxZ' ".'lxn) < b2

gm(x1:x2, "';xn) S bm

Yukaridaki NL programlama probleminde tiim kisitlar " < " olarak diizeltildikten sonra

KKT kosullar1 uygulanabilir.
Teorem: Dogrusal olmayan bir maksimizasyon probleminde x* = (xj x; ... x,) optimal
¢Oziim noktas1 ise x* = (x; x5 ..,Xp) ve m adet kisit icin A" = (1] A5 ..., 43,)

noktalar1 agagidaki kosullart saglamalidir. Bu kosullara KKT gerek kosullar: denir.

) wm e 001 _
)y, 2 2 = 0 .8)
A [b; — gi(x*)] =0 4.9)
2 =0 (4.10)

Teorem: Dogrusal olmayan bir minimizasyon probleminde x* = (x7 x; ...x;) optimal
¢Ozliim noktas1 ise X* = (x; X3 ..,Xp) ve m adet kisit igin A" = (A] 45 ..., 43,)

noktalar1 agagidaki kosullar1 saglamalidir. Bu kosullara KKT gerek kosullar: denir.

OfG) | vm ge 09 _
e I 25 =0 @.11)
A [by — gi(x)] =0 (4.12)
A" =0 (4.13)

Burada ikinci kosullar tamamlayici aylaklik kosullaridir. A; kaynak i’nin golge fiyatidir.
Dolayisiyla bu kosul optimal ¢oziimde golge fiyatin ya da aylak kalan kaynak
miktarinin [b; — g;(x*)] sifir olmas1 gerektigini gosteriyor.

Benzer bir hesaplama x;’deki degisim i¢in de yapilabilir. Buna gore, x;’deki
degisim f(xq,x,, ..., %,) amac fonksiyonunu iki sekilde etkilemektedir. Ilk etki amag
fonksiyonundaki x; katsayisindan kaynaklanirken, ikincisi x; ’nin kisitlardan kaynakli ve

dolayl olarak f(xq,xs, ..., X,) fonksiyonuna yaptigi etkidir. Amag fonksiyonunu direkt



49

etkiledigi kisim %A olarak ifade edilebilir. Burada A, x; degiskenindeki kii¢ik bir
J

degisimi gostermektedir. Ayrica, x;’deki kadar bir degisim yukarida ifade edildigi gibi

kisitlar1 da etkilemektedir. Dolayisiyla x;’deki degisimin kisit tizerindeki etkisi;

dgi(x") dgi(x")
(,;] A<b; yada g;(x*) <b; — E;x

J

gi(x™) + A

olacaktir. Gortildugu gibi x; degiskeninde A kadar bir degisim b; kaynak miktarini

_0gi(x") A
ox i
kadar degistirmektedir. Sag taraf sabitindeki bir birim degisim amag¢ fonksiyonunu

gz(x )

. A kadar degisim tiim

gblge fiyat1 kadar etkileyecegine gore, sag taraftaki —
j

2010 4o dar degistirecektir. Dolayisiyla amag¢ fonksiyonunda

kisitlar igin —A Z o
j

xj degiskeninden kaynakli toplam degisim A %;_*)— yi=m Ai*agg—f*)] kadardir.
J J

Dikkat edilirse bu ifade bizi KKT 1n ilk gerek kosuluna goétiirmektedir. KKT ikinci
gerek kosullariin ise tamamlayici aylaklik 6nermesinden geldigi ifade edilmisti.

Elde edilen ¢oziim adayr bir noktanin, optimal olabilmesi i¢cin KKT gerek
kosullarini kesinlikle saglamasi gerekmektedir. Gerek kosullarinin yaninda KKT yeter

kosullar: da belirlemistir.

Teorem: Dogrusal olmayan bir maksimizasyon probleminde f(xq,xs,...,x,) amag
fonksiyonu konkav, g;(xq,x3,..,%X,) < b; (i=1,2,...,m) kisitlar1 konveks ise KKT
gerek kosullarmi saglayan herhangi bir x* = (x{x; ..x;) ¢0ziim adayr noktas:

f(x1, x5, ..., x,) fonksiyonun optimal noktasidir.

Teorem: Dogrusal olmayan bir minimizasyon probleminde f(xq,Xy,...,X,) amag
fonksiyonu konveks, g;(x1, x5, ..., x,) < b; (i=1,2,...,m) kisitlar1 da konveks ise KKT
gerek kosullarmi saglayan herhangi bir x* = (x{x; ..x;) ¢0ziim adayr noktas:
f(x1, x5, ..., x,) fonksiyonun optimal noktasidir.

Yukaridaki teoremlerde KKT gerek ve yeter kosullar1 verilmistir. Bir NLP
problemi ancak ve ancak KKT gerek ve yeter kosullar1 sagliyorsa optimaldir (Winston,

2004, ss. 670).
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4.4. Kuadratik Programlama ve Portfoy Optimizasyonu

Kuadratik programlama dogrusal olmayan programlamanin 6zel bir seklidir.
Kuadratik programlama problemlerinin amag¢ fonksiyonunda, x;’lere ek olarak x]-2 ve
x;x; (i # j) carpimlar1 da yer alir. Kuadratik programlama problemi genel olarak su

sekilde ifade edilebilir;

n

f(x) =cx— %XTQX = 2 CjXj — z i 0ijXiX;

j=1 i=1 j=1

0

N| =

st. A x<b ve x

v

Burada koyu simgeler vektor veya matrisleri ifade etmektedir. Portfoy optimizasyonu
probleminde o;; i ve j varlilar arasindaki kovaryansi olacaktir. Markowitz, ortalama
varyans modelini kuadratik programlama olarak olusturmustur. Bir portfoy

optimizasyonu probleminde kuadratik programlama;

1
f(x) = pw — EWTZW

st. A w=<puy, vewz=0

seklinde olacaktir. Burada p ortalama getiriler vektorii, w agirliklar vektori, A kisit
katsayilar1 matrisi ve X varyans-kovaryans matrisidir. Son olarak pq, portfoyden

beklenen minimum getiri miktaridir.
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BOLUM V

BELIRSIZLiK ALTINDA OPTIiMiZASYON

Kesinlik veya belirlilik, dogrusal programlama probleminin en Onemli
varsayimlarindan bir tanesidir. Bu varsayim dogrusal programlama probleminin ¢éziimii
i¢cin ise yarar bir varsayimdir, fakat pratikte neredeyse hi¢ karsilanmaz. Genel olarak
optimizasyon problemlerinde parametreler gecmis gézlemlerden yola ¢ikarak gelecekle
ilgili ongdrii yapar. Gegmis verilerden elde edilen tahminler iki tiir hata tasir. ki
hesaplama hatalanidir. Ikincisi ise ge¢mis gozlemlerin gelecegi iyi tahmin
edememesinden kaynakli tahmin hatalaridir. ilki veri toplama ve hesaplama yaparken
parametre degerinde meydana gelen hatalar1 ifade eder ve bu tezin kapsami disindadir.
Ikinci tiir hatalar ise dagilimdaki degismalerden kaynakli tahmin sapmas1 hatalaridir.

Bir degiskenin Orneklem donemi dagilim fonksiyonuyla, tahmin (6ngorii)
donemi dagilim fonksiyonu her zaman ayni olmaz. Dolayisiyla 6rneklem déneminden
yola ¢ikarak elde edilen ¢oziimler, parametrelerdeki kiiciik degisimlere duyarli olmakta
ve parametrelerdeki sapmalar nedeniyle ¢oziim gegersiz olabilmektedir. Bilindigi lizere
dogrusal programlama problemlerinin ¢6ziimii feasible alanin kdse noktalarindan
birinde olmaktadir. Bu anlamda, amag¢ fonksiyonu veya kisitlardaki katsayilar ¢ok az
degisse bile, ¢oziim noktasinin feasible alan disina ¢ikma olasilig1 vardir. Bu yiizdendir
ki bir dogrusal programlama problemi ¢oziildiikten sonra duyarlilik analizi sonuglarina
da bakilir. Boylelikle elde edilen ¢oziimiin gecerli bir ¢6ziim olmaya devam edecegi
sinirlar belirlenmis olur.

Parametrelerdeki belirsizlikleri hesaplamada en ¢ok kullanilan yontem duyarlilik
analizidir. Duyarlilik analizindeki temel amag, optimal ¢6ziimii bozmadan parametre
degerlerinin  degisebilecegi araliklar1 bulmaktir. Duyarlilik analizi  dogrusal
programlama problemindeki parametre degerlerinin, gerceklesme anina kadar kesin
olarak bilinemeyecegi fikrine dayanir. Nitekim bir firmanin aylik taleplere gore {iretim
yaptigini varsaydigimizda, firmanin elinde gegmis donemlerin ortalama talep miktarlari
bulunsa dahi ger¢ek talep ancak realizasyondan sonra kesin olarak bilinebilir.
Muhakkak ki talep miktarinin kendisi de bir olasilik dagilimina sahiptir ve belli bir
olasilikla alacagi degerleri kestirebiliriz. Duyarlilik analizi benzer bir mantik ile
¢Oziimiin feasible alan i¢cinde kalmasini saglayacak maksimum parametre sapmalarin

hesaplamaya yarar.
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Belirsizlik altinda  optimizasyonun bir diger uygulamast Stokastik
programlamadir. Stokastik programlama belirsizligi direkt olarak modelin i¢ine dahil
eder ve buna gore bir ¢oziim gelistirir. Buradaki temel mantik, olasi senaryolarin
modelin i¢inde eritilmis olmasidir. Stokastik programlama olasi senaryolar tiretir ve bu
senaryolarin gerceklesme durumuna gére modelin ¢oziimiini giinceller. Dolayisiyla tiim
senaryolarda gecerli olacak bir ¢6ziim elde eder. Stokastik programlamanin en biiyiik
dezavantaji ¢6ziim uzay1 ve ¢6ziim degeri gilincellenirken olasi senaryolardan birinin
realizasyonunu beklemesidir. Once belirsiz parametre realizasyonu gerceklesir sonra
modelin ¢6zlimii buna gore giincellenir.

Belirsizligi modele dahil eden bir diger yontem Dinamik programlamadir.
Dinamik programlama sondan basa dogru giderek optimal ¢6ziim noktasini bulmaya
calisan ve ¢ozlimii katmanlara ayirmak kosuluyla belirsizlikleri modele dahil eden bir
yontemdir. Teoride duyarlilik analizi ve Stokastik programlama probleminden daha
etkin sonuglar liretmesine ragmen, karmasik yapist ve uygulamadaki zorluklar bu
yontemin dezavantajlaridir. Bahsedildigi gibi dinamik programlama, belirsizlikleri her
bir katman i¢in ayr1 ayr1 modele dahil eder ve her ¢6ziim katmanindaki belirsizlikleri
carparak modeldeki toplam belirsizlik diizeyine ulasir.

Son olarak belirsizligi modele dahil eden yontem olarak Robust optimizasyon
diistintilebilir. Robust optimizasyon, ama¢ fonksiyonundaki veya kisitlardaki her bir
parametre i¢in olas1 belirsizlik setleri tanimlar. Daha sonra, belirsizlik setleri dahilinde
en kotii realizasyon durumunda bile optimal kalan bir ¢oziim bulmayr amaclar. Bu
belirsizlik setleri olusturulurken istatiksel yontemler kullanilmaktadir. Boylelikle
parametrelerin realizasyonuyla ilgili olasilik garantisi verilmis olmaktadir. Belirsiz
parametrelerin  olasilik dagilim fonksiyonlarinin  bilinmesi durumunda robust
optimizasyon probleminin bagsariya ulagma sansi c¢ok daha artmaktadir. Robust
optimizasyon teorisi olduk¢a karmasik ve uygulamasi da oldukga zor olmasina ragmen
her robust programlama probleminin dogrusal bir esleniginin olusturulabilmesi bu
yontemi hem kolay uygulanabilir kiliyor hem de yukarida bahsi gecen yontemlere
kiyasla ¢ok daha islevli olmasini sagliyor. Tabii ki robust optimizasyon problemi i¢in de
bir takim uygulama ve teorik zorluklar mevcuttur. Fakat bu zorluklar asilamaz zorluklar

degildir ve diger yontemlere gore ¢ok daha az maliyetlidir.
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5.1. Duyarhhk Analizi

Duyarlilik analizi Yoneylem Aragtirmalart alaninda sik¢a kullanilan bir ¢oziim
sonrast analizdir. Duyarlilik analizinin temel amaci ¢6ziim sonrasinda ¢oziimii
etkilemesi olast olan duyarli parametreleri belirlemek ve bu parametrelerin
degisebilecegi araliklar1 hesaplamaktir. Duyarl parametreler, feasible ¢oziimi etkileyen
ve belli smirlar iginde degisebilen parametrelerdir. Dolayisiyla bu parametreler

belirlenen sinirlarin disinda degisirse ¢ozliimiin yenilenmesi gerekmektedir.

f(x) = cixq + cx5 + -+ Cpxy
S.t.

a1X1 + ay2x + -+ agpxy, = by

Ay1X1 + Qg% + -+ Xy = by

A31X; + A32X; + -+ + AgpXy = b3

Am1X1 + ApaXy + -+ App X = by

Burada ¢; (j=1,2,...,n) amag fonksiyonu katsayilar1 ve a;; (i=1,2,...,m ; j=1,2,...,n) ise
teknoloji katsayilaridir. Bagka bir ifade ile kisit denklemleri katsayilaridir. Son olarak
b; (i=1,2,...,m) kaynak katsayilaridir. Daha once belirtildigi gibi dogrusal programlama
problemi bu katsayilarin belirli oldugunu varsaymaktadir. Fakat parametrelerdeki kiiciik
degisimlerin ¢6ziimii etkileme olasilig1 oldugu icin aragtirmacilar optimal ¢oziimi elde
ettikten sonra bu katsayilarin (optimal ¢oziimii degistirmemek kosuluyla) degisim
araligint merak eder ve duyarlilik analizi yapar. Duyarlilik analizi ama¢ fonksiyonu
katsayilar1 icin, kisit teknoloji katsayilar1 i¢in veya sag taraf sabitleri i¢in yapilabilir.
Ornegin;
Zmaks= 3X1+5x%,
S5x, <30

7.5%, + 5x, < 45

X1, %2 =0

Dogrusal probleminde amag¢ katsayilarinin degisim araligi grafik yardimiyla

gosterilebilir.
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(2,6)

5x2=30

Z=3x1+5x,
Feasible
Alan

7.5x; + 5x, < 45

> X;

Yukaridaki dogrusal programlama problemi i¢in ¢oziim noktasi feasible alanin kose
noktasidir ve 5x, <30 kisit1 ile 7.5x; + 5x, <45 kisitinin kesistigi noktadadir.
Gortildiigi gibi Z amag fonksiyonun egimi bu iki kisitin egimleri arasindadir ve amag
fonksiyonun egimi bu aralikta kaldig1 siirece ¢6ziim bozulmadan kalacaktir.

¢1 = 3,¢, = 5 olduguna gore c; ve ¢, ’nin degisim aralilar1 su sekilde belirlenir;

Q12 € 4y

a C a
11<_1< 21

a;; Qg2 c

Burada A4 = [a21 .

== O 5 >di 5 Siat S5 9 7_5
] = [7_5 5] dir. O halde c;’in degisim aralig1 c<o<Tve

C3—2 < - ve ¢, = 2 seklinde olacaktir.

0 < c¢; < 7.5 olacaktir. Benzer sekilde 715 <

olun

Sonug olarak, amacg fonksiyonu katsayilar1 burada bulunan araliklarda degistigi siirece
optimal ¢oziim degismeyecektir (Hillier ve Lieberman, ss. 138).

Belirsizlik altinda optimizasyon yapilirken duyarlilik analizi oldukga faydali
fikirler vermesine ragmen birtakim dezavantajlar1 vardir. En Onemli dezavantaj
katsayilarin kendisinde var olan hatalart veya tahmin sapmalarim goz ardi edip
parametreler dogruymug gibi (tahmin donemini iyi temsil) davranmasidir. Sonugta
belirsizlik sadece katsayinin kendisinde degil ayn1 zamanda parametreyi yaratan siirecte
de olabilir. Bir parametrenin analiz donemi dagilim fonksiyonu ile tahmin donemi
dagilim fonksiyonun farkli olmasi gayet olasidir. Ikinci dezavantaji parametre
sayilarinin binlerle ifade edildigi problemlerde her bir parametre i¢in bu araliklar

hesaplamak neredeyse imkansizdir. Son olarak basta belirtildigi gibi duyarlilik analizi
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bir ¢oziim sonrasi analizidir ve parametrelerin icerdigi belirsizlikleri goz oniinde
bulundurarak optimizasyon yapmamaktadir, sadece optimal ¢oziimiin bozulmamasi i¢in

parametrelerin degismesine izin vermektedir.

5.2. Stokastik Programlama

Stokastik programlama, parametrelerdeki Stokastik siire¢leri klasik matematiksel
modellere dahil etmektedir. Stokastik programlama belirsiz parametrelerin rassal
olduklarmi ve olasilik dagilim fonksiyonlarmin  bilindigini  varsaymaktadir.
Parametrenin dagilimindan ¢ikarilan bilgi ve olasi senaryolar daha sonra Stokastik
programlama probleminin dogrusal esinde kullanilarak ¢6ziim yapilmaktadir. Stokastik
programlama problemleri uzun zamandir literatiirde teorik olarak ele alinmasina ragmen
gercek problemlere uygulanmasi ancak kisisel bilgisayarlarin gelismesiyle miimkiin
olmustur. Bu alandaki gelismeler bilgisayarlarin ve algoritmalarin gelismesine paralel
olarak devam etmektedir. Stokastik programlamanin finans alanindaki kullanimi bu
donemde yayginlagmistir.

Stokastik programlama modelleri tipik olarak rassal degiskenlerin olas1 tiim
senaryolar1 lizerinden optimizasyon yapmaktadir. Stokastik optimizasyon teorisi genel
olarak ii¢ model tiiriine belirsizligi dahil eder;

1) Iki veya gok asamali beklenen deger modelleri,

2) Risk olgiitleri igeren modeller,

3) Sans kisitlar1 iceren modeller.

Genel matematiksel gosterimde amag fonksiyonu F(x, §), N boyutlu x degiskenler
vektoriine ve d boyutlu belirsiz parametreler setine baglidir. Bu sekilde ifade edilmis bir
problem belirsiz parametreleri optimize etmeye ¢alistigl i¢in iyi1 belirlenmis bir model
degildir. F’1 1y1 belirlenmis bir fonksiyon yapabilmek i¢in su sekilde bir degisiklik
yapilabilir.

m%ksf(x) = m%ksE[F(x, ] (5.1

(5.1) numarali model iyi belirlenmistir. Ciinkii F fonksiyonu bilinmeyen parametreler
seti &’ye gore degil, olas1 senaryolara gore optimize edilmektedir.

Belirsiz parametreler amag¢ fonksiyonun yerine kisitlarda yer alirsa nasil bir
model kurulabilir? Bu durumda, ama¢ fonksiyonuna kisitlarin sag tarafinin

karsilanmamast durumunda fonksiyon degerini diisiirecek ceza parametreleri
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eklenebilir. Ya da kisit, belirsiz parametrelerin tiim olas1 durumlarin1 doyuracak sekilde
esnetilebilir. Son olarak modele, kisitlarin biiyiikk bir olasilikla doyurulmasini

saglayacak sans kisitlar1 eklenebilir (Fabozzi vd., ss. 293).

5.2.1. Cok Asamal Stokastik Modeller

Cok asamal1 Stokastik modellerde karar degiskenleri ve kisitlar zaman ve asama
(stage) olmak {izere gruplara ayrilir. Yapi bilgisini iyi tanimlamak bu tiir modeller i¢in
onemlidir. Bir¢ok finansal uygulamada bu modeller kullanilmaktadir. N+1 varlikli bir
yatirim probleminde bir varlik nakit olmak iizere, geriye kalan N tane hisse senedinin
getirisi rassaldir ve ¥, = (for, T1g, -, Tve) S€klinde ifade edilir. Burada t=1,...,T hisse
senedinin zaman araligin1 gostermektedir. Ayrica W, eldeki nakit miktar1 olmak tizere,
amag¢ T donem sonra yatirimcinin fayda fonksiyonunu maksimum yapacak W;’yi elde
etmektir. Yatinmcinin fayda fonksiyonu u(W;) konkav bir fonksiyon olarak
tanmmlanmistir. T asamali bir yatirim modelinde her doénemin sonunda varlik
agirliklarim1 gilincellemek olasiyken ara donemlerde nakit eklenmesi veya nakit
cikartilmasina izin verilmemektedir. Yatirnm siirecinde ¢ = (&,,...,&7}’in her bir
donem i¢in olas1 senaryolar1 temsil ettigini ve rassal oldugunu diisiinelim. T dénemli bir
modelde t=1,2,...,T i¢in bir hisse senedinin gergeklesmesi (realizasyonu) ¥ = (74, ..., 7'r)

olarak ifade edilsin. O halde nihai karar siireci asagidaki sekilde ifade edilebilir.

w(§) = {wo,wi’, .., wiTL,y(®) = {yo¥i", . yiT7}

2§) = (20,2, .., 277}

Burada w,y ve z sirastyla her bir donemde portfdyde yer alan hisse miktarlari, satilan
hisse miktarlar1 ve satin alinan hisse miktarlaridir. Yatirimer “0” zamaninda bir sonraki
donem hangi senaryonun gerceklesecegini bilmeden yatirim yapar ve (0+1) zamaninda
tim hisselerin gerceklesen realizasyonuna bagl olarak yatirim kararini gozden geg¢irip
portfoydeki hisse agirliklarini giinceller. Yatirimei hisse senetlerinin realizasyona baglh
olarak portfoylindeki mevcut durumu koruyabilir, bazi hisseleri satabilir veya bazi
hisselerden satin alabilir. Yatirimcinin satin alma kararmi zy; ve satma kararini yj ;

olarak gosterirsek, amag fonksiyonunda satin alinan miktar katsayisi €5, veya satilan

miktar katsayisi cgop; kadar degisiklik olacaktir. Dolayisiyla t=1’den t=T ddnemine
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kadar her bir donemin realizasyon bilgileri kullanilarak portfdy ve yatirim getirisi
maksimum yapilmaya calisilir. Peki, bu yatirim sorunu Stokastik programlama olarak
nasil formiile edilir?

Her bir hisse senedi i¢in her donem s=1,2,...,S tane olas1 durum olsun, o halde problem;

maks S_ ~u(WsE 52
WE® Ye=1 Ds - u(Wy) (5.2)
S.t.
N
Wis:():Wo, S=1,...,S
i=1

N

s __ —
Z wir=W§,  s=1,..,8
-

l
Wi, = (1 + rift)(wft_l — Vi1t th_l), s=1,..,5; t=1,..,T

N N
Wor = (1 + rOS,t) (Wg,t—l + Z (1 = Ceenn )YVip-1 — Z (1 + Cpuy )Zis,t—1)

i=1 i=1
s=1,..,S5; t=1,..,T
Wi = Wf; tlim senaryolar igin t,t = 1, ..., T ye kadar s ve s* esittir.

WinYieZiy 20s=1,..,5t=1,.,T,i=0,..,N

seklinde ifade edilebilir. Burada pg her bir senaryonun gergeklesme olasiligidir ve tiim
senaryolarin gergeklesme sansi esitse pg = 1/S olacaktir. Amag fonksiyonu, olasi
senaryolara bagl olarak beklenen degeri maksimum yapmaktadir.

Modeldeki wi, = (14 15,)(W_y — ¥ii_1 + z,_,) denge kisitidir. Buna gére t
doneminde portfoyiin toplam degeri t-1 donemi sonunda satilan miktar ile satin alinan
miktara bagli olarak hesaplanmaktadir. Sonugta t donem basi portfoy degeri ile
t-1donem sonu portfoy degeri esit olmak zorundadir.

Wor = (1 + Tos,t)(Wg,t—1 + 2L (1= e )Yit-1— YLy (1 + Couy )Zis,t—l)
kisit1 da benzer bir islev goriir. Bu kisit 0 baslangi¢ doneminden t donemine kadarki
portfoyiin toplam degerini vermektedir. Kisita gore, 0 doneminden t donemin sonuna

kadar portfoy degerinin, portfdyde sabit kalan ( wg,_1), satilan (cy ) ve satin alinan

. P . . !
(Chuy ) miktarlarin toplami olmasi gerektigini gosterir. Son olarak, w;', = w;, kisiti her

donemin senaryo kiimelerinin esit oldugunu gosteren kisittir. Geriye kalan kisitlar
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biiyiik veya esit olma kisitlaridir.

Yukarida ifade edilen Stokastik programlama modeli teorik olarak giicli
olmasina ragmen ¢6ziimii oldukc¢a zordur. Dolayisiyla bu modeli ¢6ziim yapilabilir bir
yapiya doniistirmek gerekmektedir. Modelin ¢ok asamali dogrusal eslenigi su

sekildedir;

makscoxo + Eg, [(cll),xfl + oo

S.t.
Apxg = by
Bglxo e Ailxl1 = bfl
Bi’ilxs}_tlth—l + AiTxil'...'fT = b?T

31 §108T-1 18T
X0s Xy s s X7 , X7 =0

Problemi bu sekilde ifade etmek paket programlarda kodlanmasini kolaylastirmaktadir..

Amagc fonksiyonun daha anlasilir olabilmesi i¢in asagidaki sekilde yazilabilir.

mc)l(ks {fo (o) + E¢, [mc{zfcs {f1 (Xgl) + o+ Be e, Inga foT (X?é’r)l}l}

X1

Soz ile ifade edecek olursak, fo’dan fr’ye kadar T asamanin her biri i¢in &; 7
olas1 senaryolarin realizasyonuna bagli olarak maksimizasyon yapilmaktadir. Her bir
asamadaki realizasyonuna bagli olarak diger asamaya gecilmektedir (Fabozzi vd., ss.

297).

5.2.2. Ortalama Risk Modelleri

Ortalama risk Stokastik modellerinin amag¢ fonksiyonu beklenti ve risk ol¢iitleri
olmak iizere iki kisimdan olusturmaktadir. Buradaki temel mantik ile Markowitz’in risk

ile beklenen getiri arasindaki degisim (trade off) mantig1 benzerdir. Ortalama varyans
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modelinde getiriler maksimum yapilmak istenirken risk, modele bir ceza katsayisiyla
dahil edilmektedir. S6z gelimi, 74,75,...,7y, N adet varligin rassal getirileri ve
Wy, Ws, ..., Wy bu varliklarin portfoy i¢indeki agirliklar1 olsun. Buna gére model su
sekilde olacaktir;

N N
maks z UiW; — Kp (2 fiwi>
w
i=1

=1
wi=1 (5.3)

w=0

Burada p; N adet varligin ortalamasi, k riskten kaginma katsayisi, p ise portfoy

varyansini temsil etmektedir ve asagidaki sekilde gosterilmektedir.

p = E[(F'w— E[f'w])?]
veya,

p = E[(F'w)?] — (E[F'w])?

Bu problemde s adet olas1 senaryo oldugu diisiiniiliirse, u; i=1,2,...,N varligin senaryo
realizasyonuna bagli olarak gerceklesen ortalama beklenen getirisidir. Bu durumda 7
1. varligin s senaryosundaki ortalama getirisidir. Ayrica py, ..., Ps , s adet senaryonun her
birinin gergeklesme olasiigidir ve Y5_; ps = 1°dir. O halde Stokastik programlama

modelinin amag fonksiyonu;

2 2

N S N
mglvksz UiW; — K [Z [ps <Z riswi>
i=1 s=1 i=1 s=1 i=1
olacaktir. Yukaridaki modelin anlagilmasi kolay olsa da ¢oziimii hala zordur.
Dolayisiyla dogrusal programlama esleniginin elde edilmesi problemin ¢6ziimii
acisindan onemlidir. Stokastik problemin dogrusal esleniginin olusturulmasi amaciyla
s=1,2,...,S i¢in Rg yardimct degiskenler tanimlanip problem asagidaki gibi

doniistiiriilebilir.

N S
maks (1 — k) Z wiw; + KZZ psR;
w,R L
=1 s=1
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s.t. (5.4)
N
RSSZ wiw;, s=1,..,8
i=1
N
R, sz rfwy,  s=1,..,8
i=1
wi=1
w=>0

Burada k riskten kaginma katsayi, y; i. varligin ortalama getirisi, w; ilgili varligin
portfoy icindeki agirhigi, pg s. senaryonun gerceklesme olasiligi ve Rg yardimci
degiskendir (Fabozzi vd., ss. 305). Sonug olarak Stokastik programlama probleminin

dogrusal eslenigi hem teorik olarak gli¢liidiir hem de ¢6ziimii cok daha kolaydir.

5.2.3. Sans Kisith Modeller

Literatiirde karsilasilabilecek diger bir Stokastik programlama problemi sans
kisitlarinin oldugu problemlerdir. Sans kisitli Stokastik programlama problemlerinin
¢Oziim mantig, ilgili kisitlarin olasilik olarak doyurulmasi prensibine dayanmaktadir.
Sans kisith Stokastik programlama probleminin en tipik 6rnegi portfoy optimizasyonu
problemlerinde kullanilan Value at Risk (VaR) uygulamalaridir. Daha 6nce oldugu gibi
71,75, ..., Ty, N adet varhigin rassal getirileri ve wy, w, ..., wy ise bu varliklarin portfoy

i¢indeki agirliklari, y, ise € olasilikla maksimum kaybedilecek miktarini gostersin.

min y, (5.5)
Yo W

S.t.
PWy,—tF'w=y,) <e

wi=1

Burada W, portfoyiin bugiinkii degeridir. Yukaridaki sans kisiti, portfGyiin
bugiinkii degeri ile yatirim sonrasi degeri arasindaki farkin y,’den biiyiikk olma
olasiligiin maksimum ¢ kadar olmasini ifade eden sans kisitidir. Yani yatirim kaybinin
Yo den biliyilik olma olasiligini maksimum ¢ olarak sinirlamaktadir.

Sans kisith problemleri ¢6zmek olduk¢a zordur. S6z gelimi, matematiksel
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ifadesi oldukca kolay olan yukaridaki portfoy probleminin ¢6ziilmesi i¢in Oncelikle
probleme tamsay1 degiskenleri, yardimci degiskenler vs. eklenmeli ve problem karma
tamsayili programlama problemine doniistiiriilmelidir. Bilindigi {izere tamsayili
programlama problemlerinin ¢6ziimii genel problemlere gére daha zordur. Degisken
sayist fazla olan problemlerde giiclii isletim sistemine sahip bilgisayarlar bile ¢6ziim
yaparken zorlanmaktadir. Diger bir sorun, bu sekilde olusturulan problemin konveks
olmasinin garanti edilememesidir. Boylelikle elde edilen ¢dziimiin global optimum
noktada olmasi garanti edilemez. En azindan problemin global bir ¢6zlim {iretmesi igin
sans kisitryla ilgili gliclii olasilik dagilim fonksiyonu varsayimlari yapilmalidir. VaR
problemlerinde kisitlar kapali bir ¢oziim uzayini ifade eder ve dagilim ile ilgili
normallik varsayimi yapildigi takdirde bu problem ¢6ziilmiis olur. Fakat bilindigi lizere
finansal varliklarin getiri dagilimlar1 genellikle normal dagilmamaktadir (Fabozzi vd.
ss., 307). Tiim bu problemler g6z 6niine alindiginda sans kisitli Stokastik programlama

problemleri bircok dezavantaja sahiptir.

5.3. Dinamik Programlama

Dinamik programlama Stokastik kontrol problemi de denilen, her bir asamasinda
olas1 tiim senaryolar1 degerlendiren ve sondan basa dogru ¢oziim yapan bir yontemdir.
Temelde bu tiir problemler Stokastik programlama probleminin defalarca uygulanmasi
olarak diistiniilebilir. Dinamik programlama problemleri son asamadan baglayarak tiim
olast durumlar1 degerlendirir ve ¢oziime giderken sadece optimal yolu takip eder.
Dinamik programlama problemleriyle Stokastik programlama problemleri arasindaki
fark ¢ok keskin degildir, ¢iinkii dinamik programlama problemleri ¢oziiliirken kullanilan
algoritmalar Stokastik programlama problemleri i¢in de kullanilmaktadir.

Dinamik programlama modelinin altinda yatan dinamik bir sistem ve bir amag
fonksiyonu vardir. Dinamik programlama problemi bir maksimizasyon veya c¢ok
katmanli toplamsal minimizasyon olmasina bagli olarak ceza veya maliyet fonksiyonu
olarak adlandirilir. Bir dinamik programlama probleminde X, vektorii, sistemin t
donemindeki durumunu gdsterir ve son asamadan t donemine kadar olan bilgileri tagir.
Bir dinamik programlama probleminde t donemi ile t+1 donemi arasindaki iligki
X1 = 9:(Xe, 0y, &) olarak gosterilir. Burada u, arastirmaci tarafindan segilen kontrol

vektori, &; ise rassal parametreler vektoriidir.
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Bir dinamik programlama probleminde f;(X;, U, é;) fonksiyonu, t zamanindaki
toplam amag fonksiyonu katkisini ifade eder. Bu problemlerde zamanin sonlu ve kesikli
oldugu varsayilmaktadir. Dolayisiyla t=1,2,...,T icin toplam katki Y1_, f;(Xe, ug, &p)
kadar olacaktir.

Dinamik programlama probleminin isleyis mantig1 i¢in ¢ok dénemli bir yatirrm
problemi diisiinelim. Yatirimer baslangigta W, kadar bir servete sahip olsun. Burada
yatirim donemini t=1,2,...,T olarak tanimlayalim ve zamanin kesikli oldugu diisiinelim,

bdyle bir problem Stokastik programlama problemi olarak asagidaki sekilde ifade edilir.

maks {fo(xo) + E¢, lmg{cs {fl(xil) + o+ Eeper [ @?kngT(X?MET)]}I}
x5 XS

S.t. (5.6)
AOXO — bO
Bglxo & Ailxl1 = bfl
B§E1X;€‘1—W1UET_1 + AiTX?,---.fT — biT

é1 §1éT-1 S18T
X0s Xy s e Xl X7 >0

Bu problemde x; vektorii [wq,y;, Z:]’nin bir formu olarak tanimlanmustir.
Burada w; t donemi basindaki toplam servet, y, satilan varlik miktar1 ve z, satin alinan
varlik miktaridir.

Ayni problem dinamik programlama problemi olarak asagidaki gibi ifade
edilebilir.

maks {fo(xo) + Eg, [m)((llks {fl(wl, uy,é) + o+ Eepe, mngsz(wT,uT, fT)]}]} (5.7)

Ug,Uq,...,ur

S.t.

Bt_lxt_l + AtXt = bt ) t = 1, ,T
ue = [ye z:], t=1,..,T
Xt = [wt,yb Zt]) t = 1, ,T

X0, X1, -, X7—1, X7 = 0
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Yukaridaki formiilasyon i¢in durum vektorii wg’dir. Bu vektor t doneminde
yatinm yapilan tim varlik miktarlarint gostermektedir ve t donemine kadarki tiim
bilgileri icermektedir. Politika vektorleri u, = [y, Z;]’dir. Bu vektorler t dénemi
sonunda satin alinan ve satilan varliklar1 gostermektedir. Yatirimer bu vektorleri kontrol
etmektedir. Sistemin gelisimi B;_1x;_1 + A;x; = b; kisitiyla saglanmaktadir. Burada
B;_1 ve A; matrisleri rassal matrisler olabilir (yukaridaki Ornekte B;_; belirsiz
parametrelerin realizasyonunu gostermektedir).

Dinamik programlama probleminin ¢6ziimii V; fonksiyonun her asamada
optimize edilmesiyle ilerler. Boylelikle T doneminden baslayarak baslangic dénemine
kadar her defasinda bir sonraki dénemin optimal degeri {izerinden bir 6nceki donem

optimize edilir.

mﬁltks{ft (W, ug, &) + Vg (w0, §)}

S.t. (5.8)
Bixr + Apr1Xes1 = beys
u; = [y, z]
X = [We, Ve, Z¢]

X, =0

Amag fonksiyonundaki V;,;(w,u, §)’nin fonksiyon degeri, tiim olast durumlar
degerlendirilerek elde edilmistir ve w, u, § parametrelerine bagli olarak t+1 donemi igin
en iyi degeri t donemine aktararak optimizasyon yapmaktadir. Amac¢ fonksiyonu Vi, 4
donemi en iyi (optimal) degerini t donemi ile birlestirir ve t donemini f; (W, ug, &)
fonksiyonu ile optimal yaparak totalde t ve t+1 donemleri i¢in optimal degere ulasir
(Fabozzi vd., ss. 308).

Dinamik programlama problemi, yukarida tanimlandigi gibi ama¢ fonksiyonu
optimizasyonunu son asamadan baglayarak 0 noktasina dogru optimize eder.
Dolayisiyla son asamada tiim sonlu olaylar1 degerlendirerek optimal degeri veren
kombinasyonu secer ve bir Onceki asamaya geger. Aym silire¢ geriye dogru tiim
asamalar icin yapilir. Boylelikle her agsamada en iyi amag fonksiyonu degeri elde edilir.
Fakat Stokastik programlama problemlerinde oldugu gibi dinamik programlama
problemlerinde de degisken sayis1 ve olasi durumlarin sayis1 arttikca etkinlik oranlari

diismektedir. S0z gelimi bes asamali ve her asamada on olast durumun oldugu bir
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dinamik programlama, (110) * (110) * (110) * (110) * (110) = 10° = 100000 adet olasi

¢oziimden en iyi ¢0ziimii aramaktadir. Goriildiigii gibi kiiclik bir problemde bile ¢ok
fazla aday ¢oziim vardir ve dinamik programlama tiim bu ¢6ziim adaylarini
degerlendirmektedir. Sonlu, fakat biiyilk problemlerde dinamik programlamanin
etkinligi diisecektir ve ¢oziimii gili¢lesecektir. Bu dinamik programlama problemi igin
bir dezavantajdir. Diger bir dezavantaj dinamik programlamanin parametrelerin olasilik
dagilimlar1 hakkindaki varsayimlaridir. Tipki Stokastik programlamada oldugu gibi
burada da olasilik dagilim fonksiyonlariyla ilgili yeterince bilgi yoksa problemin

¢Oziimii giivenirliligini yitirecektir.

5.4. Robust Optimizasyon

Dinamik programlama ve Stokastik programlamayla ilgili en biiyiik problem
parametre dagilimlarina iliskin varsayilan detayli bilgidir. Uygulamada belirsiz
parametrelerin dagilimlartyla ilgili cok az bilgi mevcuttur. Ayrica 6nceki boliimlerde
degindigimiz gibi olasi senaryo sayisi arttikga dinamik programlama ve Stokastik
programlama problemlerinin ¢6ziimii oldukca zorlasmaktadir ve bu modellerin
etkinlikleri diismektedir. Bu yilizdendir ki, bu iki model teorik olarak gii¢lii olmasina
ragmen uygulama alanlar1 olduk¢a sinirli kalmistir. Robust optimizasyon, adi gegen
modellere kiyasla daha yeni bir tekniktir. Fakat belirsiz parametrelerin dagilimlariyla
ilgili genel varsayimlar 6ne siirdiigii ve belirsizligi direkt olarak modele dahil ettigi igin
daha cok tercih edilmistir. Ayrica her robust optimizasyon probleminin dogrusal
eslenigi oldugu i¢in ¢oziimii biiyiikk problemlerde bile Stokastik programlama ve
dinamik programlamaya kiyasla kolaydir.

Bir¢ok optimizasyon probleminde girdilerin (parametre) degerleri ¢6ziim aninda
bilinmemekte veya yanlis tahmin edilmektedir. Optimizasyon problemlerinde girdilerin
degerleri ¢cok dnemlidir ve ¢6ziim, girdi degerlerine oldukca duyarlidir. Degiskenlerin
tahminlerindeki kii¢iik sapmalar optimizasyon problemini tamamiyla degistirebilir.
Dogrusal programlama problemlerin optimal ¢oziimleri feasible alanin kdse noktasinda
olustugu bilinmektedir. Tahmin edilen parametrelerin degerlerindeki sapmalar ¢6ziimii
kose noktasinin disina ¢ikartabilir ve sonucu gegersiz kilabilir. Bilimsel ¢alismalarda
sikca kullanilan NETLIB kiitiiphanesi PILOT4 6rnegi sapmali girdilerin optimal ¢oziim
tizerindeki etkisini ¢ok net gostermektedir. PILOT4 6rnegi 1000 degisken ve 410
kisittan olusan bir dogrusal programlama problemidir. Problemin kisitlarindan bir tanesi

su sekildedir;
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aTx = —15.79081xg,, — 8.598819x5,, — 1.8878900xg,5 — 1.3624170xg20
—1.526049x55, — 0.031883xg40 — 28.725555%gs — 10.792065x5z,
—0.190040x55, — 2.757176%gs3 — 12.290832x55, + 717.56226xg55
—0.057865x555 — 3.785417xgs; — 78.306610x555 — 122.16306xg50
—6.466090x55, — 0.483710xg5; — 0.6152640x55, — 1.3537830x5¢5
—84.64426x55, — 122.4591xgec — 43.155930x5¢5 — 1.7125920xg7,
—0.401597 x5, + Xago — 0.946049x595 — 0.946049x0;

> b = 23.387405

Negatif olmama kisitlariyla birlikte CPLEX paket programi optimal ¢éziimii su

sekilde vermistir;

Xjpe = 255.6112787181108  x;,, = 6240.488912232100
Xips = 3624.613324098961 xi5, = 18.20205065283259
Xi4o = 174397.0389573037 3, = 14250.00176680900
X5, = 25910.00731692178  x;g, = 104958.3199274139

Problemden anlasilacag1 gibi katsayilar olduke¢a kesin goriinmektedir. Ornegin
-15.79081 katsayist ¢ok kesin tahmin edilmis ve virgiilden sonra bes basamakla ifade
edilmistir. Gergek silirecte bu katsay1 tam olarak -15.79081 seklinde gergeklesmezse
problemin ¢6ziimii bundan nasil etkilenir? Bulunan optimal ¢6ziim gegerli olmaya
devam edecek mi? Tahmin edilmis parametrelerin biiyiik oranda dogru oldugunu ve
gercek degerin tahmin degerinden sadece %0.1 oraninda farklilagacagini varsayalim.
Tahmin edilmis katsayilar vektorii a ile temsil edilirken gerceklesen katsayilar
vektoriinlin a temsil edilen PILOT4 6rneginde %0.1°lik bir sapmanin yukaridaki kisitin
sag taraf sabitine etkisi %450 olarak gergeklesmistir. Ayni problem icin Ozetle

aj » a; = (1 + éj)aj oldugu varsayildiginda, ¢;’nin [+0.001 -0.001] aralig1 igin sag

taraf sabitinin ortalama bozulma orani;

b—alx*
V= TX 100%

olarak hesaplanmistir (Ben-Tal ve Nemirovski, 2000). PILOT4 o&rneginden de
anlagilacagir gibi tahmin edilen katsayilardaki cok kiiclik sapmalar bile problemin
¢cOziimiinii etkilemektedir ve daha once bulunmus optimal ¢6ziim noktasinin gecersiz

olmasina neden olabilmektedir.
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Robust optimizasyon terimi birkag farkli sekilde tanimlanabilir''.

Fakat bizim
kullandigimiz anlamiyla robust optimizasyon belirsiz parametreler i¢in iyi belirlenmis
bir belirsizlik kiimesi dahilinde, belirsiz parametrelerin olasi en kotii senaryolarinin
realizasyonu durumunda bile gecerli olan bir optimal ¢Oziimii ifade eder. Robust
optimizasyon birka¢ konuda dinamik programlama ve Stokastik programlama gore bazi
avantajlar saglar (Cornuejos ve Tiitlincii, ss. 295). Bunlar;
e Parametreler drneklemden tahmin edildigi i¢in bazi tahmin hatalari1 tasidigini
dikkate almasi,
e Degeri her ne olursa olsun doyurulmasi gereken belirsiz parametreler iceren
kisitlarin varligi,

e Amag fonksiyonu veya kisitlarin parametredeki degisimlere duyarli olmast,

e Arastirmacinin yiiksek olasilikla gecerli bir ¢6ziim bulmay1 amaclamasidir.

Robust optimizasyon, belirsiz parametreler i¢in belirsizlik setleri tanimladiktan
sonra bu setlerin i¢inde kalmak kosuluyla parametrelerin en kotii realizasyonundan
hareketle optimal ¢6ziim bulur. Bdylelikle elde edilen ¢oziim ¢ok yiiksek olasilikla en
kotii senaryo da bile optimal kalmaya devam edecektir. Konu bir portfdy problemi
tizerinden daha 1yi ifade edilebilir. N varlikli bir portfdy se¢im probleminde
= (T,7..,TN) rassal getiriler vektorii olsun. Buradaki amag, getiri
maksimizasyonunu saglayacak en iyt w = (wq, Wy, ..., wy) agirlik vektoriinii bulmaktir.

Problem su sekilde formiile edilebilir;

s.t. (5.9)

"' Robust optimizasyon ilk olarak Mulvey, Vanderbie ve Zenios tarafindan yazilan makalede
kullanilmistir. Arastirmacilar “Robust Optimization of Large-Scale Systems” baslikli ¢aligmalarinda
“modelin robust olmas1” ve “¢oziimiin robust olmas1” kavramlar1 iizerinde durdular. ilk kavram modelde
robust olarak tahmin edilmis parametrelerin kullanilmasini ifade ederken ikinci kavram belirsizligin
model i¢ine entegre edilip en kotii senaryoda bile gegerli robust bir ¢oziim bulmayi ifade eder. Bizim de
burada kullandigimiz konsept ikincisidir.
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Bu modelde amag fonksiyonu rassal 7; getiri oranlarina bagli maksimizasyon
yapmakyadir. Fakat getiriler (7;) rassal olduklar1 i¢in modelin ama¢ fonksiyonu iyi
belirlenmemigtir. Robust optimizasyon probleminde parametrelerin alabilecegi
degerlerin sinirlar1 belirsizlik setleri yardimiyla tanimlanmali ve amag fonksiyonu buna
gore olusturulmahidir. S6z gelimi  yukaridaki portfoy probleminde belirsiz

parametrelerin birinci ve ikinci momentleri hakkinda su bilgiler mevcut olsun;

VE- ) I F—pp) S«

Burada p, beklenen getiriler vektdrii, X1 ise kovaryans matrisinin tersidir.

Esitsizligin sag tarfindaki k ise sabittir. \/(F — p.)’ 21 (F — ) < k kapali formda bir
belirsizlik setidir ve belirsiz parametrelerin birinci ve ikinci momentleri i¢in bir sinir
cizmektedir. Burada k kok igindeki ifadenin toplam sapmasinin maksimum degerini
gostermektedir. Portfdy problemi 6zelinde olusturulan belirsizlik seti probleme dahil
edildiginde robust optimizasyon modeli elde edilmis olur. Yukaridaki problem

belirsizlik setini igerecek sekilde ve deterministik olarak yazilirsa;

N

maks z ;W;
w

i=1
S.t. (5.10)
wi=1
\/(I‘ - ”r)lzr_l(r - ”r) <K

w=0

olacaktir. Boylelikle, beklenen getiriler ile gerceklesen getiriler asindaki farkin
kovaryans matrisiyle ¢arpiminin karekokii maksimum k kadar oldugu siirece ¢ziim
optimal kalacaktir. Fakat bu problemin bilgisayar programlarina aktarilmasi kolay
degildir. Problemin bilgisayar programinda c¢oziilebilmesi i¢in bazi matematiksel
hilelerden ve dualite teoreminden yararlanmak gerekmektedir. Oncelikle orijinal
problemin duali aliarak, w; degiskenleri dual problemin sabit degiskenlerine
doniistiiriilir. Duali alinmig portfdy problemindeki w;’ler sabit kabul edilip belirsiz
parametrelerin (7;) en kotii degerleri hesaplanir. Daha sonra bu optimizasyon

probleminin duali alimarak ve problem belirsiz degisiklerden arindirilip orijinal
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probleme tekrar doniiliir. Optimizasyon problemi artik belirsiz degisken igermeyen bir
dogrusal programlama modelidir. Dolayisiyla problemin son hali ¢oziilerek w; agirliklar
hesaplanabilir.

Problemin ¢oziimii yapilirken 7; belirsiz katsayilarini igeren model ¢oziiliip en
kotii senaryolar belirlenmektedir. Bu modelde amag¢ fonksiyonu, minimum getiriyi
saglayan 7; degerlerini hesaplayacaktir. Hesaplanan 7; degerleri en kotii senaryoyu

temsil eder. Bahsi gegen model su sekilde gosterilebilir.

N

min E ;Wi
r

i=1
s.t. (5.11)
”zrl/z(r - I’lr) " Sk

Bu model belirsiz parametrelere bagli olarak minimum getirileri hesaplar.

Modelin duali asagidaki sekildedir'>.

1/2Mr) — ¥

mﬂcs — (—u'zE,
s.t. (5.12)
2 u40-v=w
lTulsv

Burada u = Zi/ *wdir. Dolayisiyla yukaridaki dual problem;

1 1
maks W'E2E 2p. — kv

s.t. (5.13)
[s7w] < v
Il Il

1 1

olacaktir. Amag fonksiyonundaki ZEZ; 2 jfadesi birim matris oldugu i¢in problemin son

sekli asagidaki gibi olacaktir.

"> Burada |I. || ifadesi I, oklidyen normudur ve |22 (r — p)|| = /(r — p) E71(r — p,) “dir. I
oklidyen normu N tane deger igin kareler toplaminin karekokiidiir. Yani \/x7 + -+ + x5 ‘dir.
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maks wW'p. — kv
n

s.t. (5.14)

er|Sv

Burada u, varliklarin beklenen getiri vektorii ve X, getiri varyans-kovaryans
matrisidir.

Yukarida tanimlanan modelin arkasindaki mantik p,. beklenen getiriler ile
gercek getiriler arasindaki farka dayanmaktadir. Ciinkii beklenen getiri ile gercek
getiriler arasinda bir sapma olmasi1 beklenmektedir. Bir varligin oynakligi ne kadar
yiiksek ise gerceklesen ortalamanin beklenen (tahmin) ortalamadan sapmasi da o denli
yiikksek olacaktir. Varyans kovaryansi matrisi bu sapmayr minimum yapacaktir.
Markowitz’in ortalama varyans modeli anlatilirken risk minimizasyonu, kar
maksimizasyonu ve ceza katsayili olmak {izere ii¢c model tanitilmisti. Yukarida

olusturulan model ceza katsayisit icerecek sekilde yeniden diizenlenirse su model

olusacaktir;
maks W', — Kk, /W'Z,.wW
w
s.t. (5.15)
wl=1
w=>0

Bu nihai modeldir ve belirsiz degiskenleri icermemektedir. Arttk model MINOS,
MATLAB gibi dogrusal olmayan modelleri ¢ozebilen bilgisayar programlariyla ¢éziime

uygundur (Fabozzi vd., 2007, ss. 316).

5.4.1. Belirsizlik Setinin Se¢cimi Problemi

Robust optimizasyon yonteminin klasik optimizasyon ydnteminden farki
kisitlarda veya amag fonksiyonunda belirsiz parametrelerin  varligidir. Robust
optimizasyonun temel mantig1, belirsiz parametreler en kotii performanslarini gosterse
bile tim kisitlar1 aym anda saglayan bir ¢dziim bulmaktir. Onemli olan belirsiz
parametrelere iliskin dogru senaryolar1 igeren en genis ama ¢oziimii zorlastirmayacak
bir belirsizlik seti olusturmaktir. Uygulamada belirsizlik setinin olusturulmasinda

kullanilan birgok yontem vardir. Kullanilan tiim yontemler temelde, belirsizlik setlerinin
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parametre ortalamalarini icermesini maksimum 1 — ¢ olasilikla garanti edecek bir olasi
durumlar kiimesi olusturmaktadir. Calofiore ve Campi (2005) f(x,Z) = 0 seklindeki

bir konveks kisitin, 1 — ¢ olasilikla N boyutlu parametre vektoriiniin ortamlarini
icermesini garanti edecek “n” senaryo sayisinin n = % — 1 olarak bulunabilecegini
gostermistir. Boylelikle kisitin bozulma orani maksimum & olacagi garanti altina
alinmis olacaktir. Fakat bu sekilde bulunan bir belirsizlik seti ok muhafazakar (senaryo

say1s1 ¢ok fazla) olabilir. Oyle ki x vektoriiniin 50 varligin ortalamasini icerdigi (N=50)

bir kisit i¢in € = 0.05 olmasi durumunda (kisitin bozulmasini maksimum %1 olmasini

—1=19999

. . . . . . . . 50
garanti edilmesi) belirsizlik setindeki senaryo sayist n > 305,005
. *0.

olacaktir. Bu ¢ozlimii ¢ok zorlastiracak bir sayidir. Cilinkii 19999 sayis1 sadece bir kisit
icin bulunmustur ve bu saymin problemdeki kisitlarin sayisiyla ¢arpilmasi
gerekmektedir.

Belirsizlik seti olusturmakta kullanilan bir diger yontem ise giliven araligidir.
Giiven aralig1 istatistik ve ekonometri bilimlerinde ¢ok sik kullanilan ve bir degiskenin
belli bir gliven diizeyiyle ortalamasini igermesini garanti eden kapali kiimelerdir. Giiven
araliklart ilgili degiskenin birinci ve ikinci momentlerini kullandig1 i¢in oldukca
giivenilir sonuglar liretmektedir. Fakat bilinen anlamda giiven araligi, degiskenlerin
olasilik fonksiyonlarinin normal dagildigin1 varsaymaktadir. Sonugta giiven araliklar
olusturulurken normal dagilimdan tiiretilmis bir dagilimin kritik  degerleri
kullanilmaktadir. Fakat finansal serilerin dagilimlarinin genellikle normal dagilmadig:
bilinmektedir (Bukley vd., 2003; Mittnik and Rachev, 1993; Bukley vd., 2008;
McCulloch, 1996). Dolayisiyla giiven araliklart ¢ok sik kullanilan belirsizlik seti
olusturma yontemi olmasma ragmen normallik varsayimi bu yontemin kullanimini

oldukga kisitlamaktadir.

Ss=f{a:a=a+ql¢gl<y,i=1,..,N}
ya da
Sy={a:|la;—a;| <y,i=1,..,N}

a vektori i¢in olusturulmus ve beklenen degerin ortalamadan sapmasinin maksimum y
kadar oldugunu gosteren giiven araligidir. Goriildiigii gibi olusturulan aralik dagilim

fonksiyonunun normal dagildigini varsaydigi igin simetriktir'.

"> Bu kapal1 kiimeye polytropic veya ellipsodial belirsizlik kiimesi denir.
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5.4.1.1. Belirsizlik Seti Seciminde Bootstrap Yontemi

Bootstrap yontemi ilk kez Efron (1979) tarafindan giiven araliklart ve 6nem
derecelerini tahmin etmek amaciyla ortaya atilan ve c¢ikarim yapmaya yarayan
asimptotik bir yontemdir. Bootstrap yontemi uygulamada bir degiskenin dagilimini
elde etmenin miimkiin olmadig1 durumlarda kullanilir (Bickel ve Freedman, 1981).
Yontemin temel mantidi, ana kiitleden Orneklemler c¢ekerek veya orneklemden alt
orneklemler ¢ekerek degiskenin dagilimiyla ilgili ¢ikarim yapmaktir (Sinhg and Xie,
1992). Cogu zaman ana kiitle bilinmedigi icin, bootstrap yontemi eldeki 6rneklemden
alt-orneklem c¢ekilmesi yoluyla ana kiitleye iliskin c¢ikarim yapmakta kullanilir.
Yontemin amaci baska Orneklem veya bilgiye gerek olmadan sadece var olan bir
orneklemden, Monte Carlo simiilasyonu yardimiyla ana kiitle parametrelerine iliskin
istatistikler elde etmektir.

Normal dagilimdan gelen bir degiskenin ortalamast X, = n~ 1Y, X; olarak
hesaplanmaktadir. X, tahmincisinin dogruluguna ulasmak icin olasihik dagilim
fonksiyonunu bilmek gerekir. Dagilim fonksiyonunu bilmek i¢in de defalarca n boyutlu
orneklem secip her bir &rneklemin X, tahmin degerini hesaplamak gerekir. Her
orneklemin ortalama degerini hesapladiktan sonra frekans grafigi cizildiginde olasilik
dagilm fonksiyonun sekli elde edilecektir. Orneklem boyutu n yeterince biiyiik
oldugunda {X7, ..., X;,} 6rneklemlerin ortalamasi ana kiitle ortalamasinin iyi bir tahmini

olacaktir.

5.4.1.2. Bootstrap Teknigi ile Beklenen Getiri Tahmini

X1, X5+, Xy, F gibi genel bir dagilima sahip ve bagimsiz dagilmis rassal
degiskenler olsun. F dagilimmin o2 gibi sonlu bir varyansa ve u ortalamaya sahip

oldugunu varsayalim ve u i¢in tahmin degerinin pu,, oldugunu diistinelim. Bu durumda
X1,X5,*, X, degiskenlerinin her birinin standart sapmasi s2 = % v (X — up)?

olacaktir. Merkezi limit teoremine gore dagilimin pivot degeri Q, = Vn(u,, — 1) /s,
genel olarak N(0,1)’e yakinsamaktadir. Burada ortalama ve standart sapma
hesaplanirken her bir X; degiskeninin tiim gézlemleri kullanilmaktadir. Fakat bootstrap
yonteminde durum biraz farkhidir. X7,---, Xy, kosullu olarak bagimsiz dagilan ve
X1, X5, ++, X, ana Kkiitlelerinden ¢ekilmis “m” boyutlu, F, genel dagilim fonksiyonuna

sahip Orneklemler olsun. Dolayisiyla bootstrapin iiretecegi pivot degeri
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Q; =m(u;, — un)/ss, olacaktir. Burada up, = (1/m)¥r, X; ve
sp = (1/m)XR, (X7 — up)? dir. Goriildigii gibi bootstrap érneklemlere ana kiitle
gibi davranmakta ve her bir gozleme esit agirlik vererek m tane gozlem ¢ekmektedir.

Uygulamada 6rneklem biiyiikliigii “m™ ana kiitle biiylikliigii “n” ile esit olursa,
orneklem pivot degeri de ana kiitle pivot degerine esit olacaktir. Baska bir ifadeyle
Q. = Q,, olacaktir. Ayrica 6rneklem biiyiikliigiiniin ana kiitle biiylikliigiine esit olmasi
durumunda, @, dagilim fonksiyonu ana kiitle dagilim fonksiyonu Q,’u tam temsil
edecektir. Fakat genelde ana kiitleye ulasmak miimkiin degildir ve genellikle m # n’dir.
Bu durumda “m” 6rneklem biiytikliigiiniin bazi istatistiksel 6zellikleri mevcuttur (Bickel
ve Freedman, 1981). Burada “m” biiyiidik¢e orneklem dagilimi normal dagilima
yakinsayacaktir. Istatistik biliminde n > 30 oldugunda drneklem dagiliminin normal
dagilima yakinsadigi kabul edilmektedir.

Bu tezde, 6rneklem donemi i¢inden bootstrap yontemiyle m biiyiikliiglinde “k”
adet orneklem secilerek elde edilen orneklem ortalamalarinin %80, %90, %95, %97.5
ve %99 giiven araliklartyla belirsizlik setleri olusturulmustur. Uygulamada fakli “k”
degerleri i¢in her defasinda giiven araliklar1 hesaplanmis ve portfoy olusumu tizerindeki
etkisi incelenmistir. Boostrap yontemi ile olusturulan o6rneklemler, cekilen her bir
gozlemin tekrar yerine koyulmas ile elde edilmistir. Dolayisiyla bir gézlemin birden
fazla secilme sans1 vardir. Bootstrap yontemiyle hesaplanan giiven araliklar1 da konveks
set olusturan kapali kiimelerdir. Merkezi Limit Teoremi geregi baslangigtaki dagilim ne
olursa olsun bir degiskenin ortalamalarinin dagilimi, n 6rneklem boyutu yeterince
biiyilkse normal dagilima yakinsamaktadir. Dolayisiyla robust optimizasyonun

belirsizlik setleri i¢in aranan simetri kosulu da saglanmis olmaktadir.

5.4.2. Robust Ortalama Varyans Modeli

Markowitz’in ortalama varyans modeli, varliklarin ortalama degerleri y;’ler ile
kovaryans degerleri o;;’lerin kesin bilinmeleri varsayimi altinda optimal portfoyler
tiretmektedir. Dolayisiyla ortalama ve kovaryans tahminleri konusu ¢ok Onem
kazanmaktadir. Varliklarin ortalama getiri ve varyanslarin1 hesaplamanin en yaygin
yontemi degiskenlerin ge¢mis verilerinden faydalanmaktir (Cornuejols ve Tiitiincii,
2006, ss. 150). Ortalama ve kovaryans tahminlerindeki kii¢iik sapmalar optimal portfoy
coziimlerini ¢ok fazla etkileyebilmektedir. Sonucta varyans/kovaryans veya

ortalamalardaki tahmin hatalari, kisitlarin bazilarin veya tamaminin bozulmasina yol
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acabilmektedir. Bu noktada robust portfdy tahmin hatalarina direngli ve teorik olarak
giiclii bir alternatif sunmaktadir.

Dogrusal bir portfdy optimizasyon probleminin su sekilde ifade edildigini

diistinelim;
Zmaks = H'W
s.t. (5.16)
Aw < b
[<sw<u

Burada p varliklarin ortalama vektorii, w varliklarin portfoy icindeki agirliklarini
gosteren vektor, A kisit katsayilart matrisi ve b kisit sag taraf vektoriidiir. Bu model i¢in
A matrisindeki i satirtyla j siitunun belirsizlik igcerdigini diistinelim. J; belirsizlik seti
olmak iizere, A matrisindeki her a;; elemani j € J; igin simetrik ve sinirlandirilmis
rassal degiskenler @;; olarak tanmimlansin. Belirsiz degisken @;; nin simetrik, konveks
kapali kiimesi a;; = [al- j— 4ij,a;; + 4 j] olarak gosterilebilir (Ben-Tal ve Nemirovski,
2000). a;; belirsiz parametresine bagli olarak [-1,+1] arasinda degerler alan
Ny = (dij — al-j)/a_ij rassal bir degisken tanimlayalim. Bdylelikle yukarida verilen
Zmaks = W'w amag fonksiyonuna sahip optimizasyon problemi belirsiz kisitlar igeren
yeni bir optimizasyon problemine doniislir. Robust optimizasyon probleminin dogrusal

esleniginin bulunup ¢6ziilmesi i¢in kullanilan birkag yaklasim mevcuttur.

5.4.2.1. Robust Portfoy Optimizasyonuna Soyster Yaklasim

Soyster (1973) belirsizlik iceren portfoy optimizasyonu probleminin ¢oziimii
i¢in dogrusal bir eslenik 6nermistir. Oncelikle Soyster robust portfdy optimizasyon

problemini su sekilde olusturmustur;

_ /4
Zmaks = uw

S.t. (5.17)
Z aijo + Z dijyj < bi ; Vi
J JEJi
—yj < Wj < yj
l<w<u

y=0
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Bu modelin ¢dziim noktasinda w;" optimal degerleri ifade etmektedir. Optimal
noktada  y; = |Wj*| olacagi agiktir. Bu durumda y; sifirdan farkli bir deger alacak ise

yj = —w; veya y; = w; degerlerinden birini alacaktir. Ciinkii dogrusal programlama

probleminin ug¢ noktalarin birinde optimal ¢dziime ulastig1 bilinmektedir. Oyleyse kisit;

* A * . .
z aijo +z aU|W]| < bi' Vi

J JE€Ji

olacaktir. Sonraki adim belirsizlik setindeki tiim senaryolar i¢in ¢oziimiin optimal

kaldigin1 ve “robust” oldugunu gostermektir.

~ * * A * * A *
Z aij i —Z al'jo +Z Ylijaijo Sz al'jo +z aijle
J

J J JE€Ji J€Ji

Sbl’ ,Vl

Yukaridaki esitsizlikte i. kisit igin X je;. @; j|Wj*| terimi, kisit degerinin %,; @;;w; ile b;

arasinda kalmasini garanti etmektedir.

5.4.2.2. Robust Portfoy Optimizasyonuna Ben-Tal ve Nemirovski Yaklasimi

Soyster’in portfoy yaklagimi belirsiz optimizasyon problemine &nemli katki
saglamasina ragmen, model “koruyuculuk” anlaminda ¢ok “muhafazakar”
davranmaktadir. Oyle ki model en kétii senaryolarda optimal olacak bir ¢dziim bulmaya
calisirken, klasik dogrusal programlamanin amag fonksiyonu degerinden ¢ok diisiik bir
amac fonksiyonu degeri elde etmektedir (Bertsimas ve Sim (2004). Istatistik ve
matematik bilimleri agisindan kabul edilebilir bir sonu¢ olmasina ragmen yatirimcilar
acisindan durum farklidir. Ciinkii yatirimer saglam bir model talep ederken aym
zamanda getirisinin de olabildigince yiiksek olmasinit tercih eder.  Dolayisiyla
Soyster’in modeli saglamlik as¢isindan yatirimciy: tatmin etse de modelin saglayacagi
getiri tatmin edici degildir. Asir1 muhafazakar model problemini agsmak amaciyla Ben-

Tal ve Nemirovski yeni bir robust optimizasyon modeli 6nerdi.



75

_ !
Zmaks = uw

J JE€lf J€Ji

—yij SW]-—ZU Syij (518)
l<w<u

y=0

Belirsizlik seti veriyken, arastirmacilar i. kisitin bozulma olasiliginin en fazla
exp(—Q7/2) oldugunu gostermistir. Fakat bu model de kendi iginde birtakim

problemler igermektedir. Oncelikle teorik olarak modelin herhangi bir sorunu olmasa da

’Z jel; dl-zjzl-zj teriminden dolayr bu model dogrusal degildir ve ¢6ziimii oldukca giictiir.

Ayrica onerilen model “k” adet belirsiz katsayi, “m” adet kisit ve toplamda “n” adet
degiskene sahiptir. Sonu¢ta modelde optimize edilmesi gereken “n+2k” degisken ve
“m+2k” kisit olacaktir. Bahsi gecen degisken sayisi ve kisit sayisina ek olarak modelin

dogrusal olmamasi ¢oziimii zorlagtirmaktadir.

5.4.2.3. Robust Portfoy Optimizasyonuna Bertsimas ve Sim Yaklasin

Uygulamada belirsizlik igeren parametrelerin tamaminin ayni anda koti
performans gostermesi veya tamaminin ayni anda iyi performans gostermesi beklenen
bir durum degildir. Muhakkak ki portfoydeki bazi varliklar iyi performans gosterirken
bazilar1 kotlii performans gosterecektir. Dolayisiyla robust optimizasyon problemini
modellerken, modelin ¢6ziime kars1 “muhafazakarligini” kontrol edecek bir katsayi
dahil etmek gercekei bir yaklasim olacaktir. Bertsimas ve Sim (2004) dogrusal ve
“muhafazakarlig1” kontrol edilebilen bir model 6nermistir.

Bertsimas ve Sim’in modelinde belirsizlik seti / veriyken, nominal problemdeki

i. kisit a;w < b; seklinde olacaktir. Buna gore j € J; kosuluyla a;; belirsiz katsayilar,

a;; = [aij — ajj,a;; + @; j] araliginda degerler alabilir. Buradan anlagilacagi gibi d;;
simetrik rassal bir degiskendir. Bertsimas ve Sim modeldeki ¢6ziim muhafazakarligini
kontrol etmek amaciyla I} gibi bir katsayr tanimlamistir. Bu katsay1 [0, |/;| ] araliginda
degismekte olup modeldeki belirsiz parametre sayisini ifade etmektedir. Modelde |T}]
kadar belirsiz parametre kotii performans gosterse bile robust model, ¢oziimiin optimal

kalmasini saglamaktir. Hatta kotii performans gosteren parametre sayisi |I;]’1 agsmasi
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durumunda bile ¢oziim yiiksek ihtimalle optimal kalacaktir. Kontrol katsayisi I; modele

dahil edildiginde;

_ I
Zmaks = uw

S.t.

a;iw; + maks z Gy =be v
Z U soledisicsulSil= I te\S ) €s " |
] JES;

—yj < Xj < y]
[<x<u (5.19)

y=0

seklinde bir model elde edilir. Bu model dogrusal degildir ve goriildiigii gibi problemin
icine bagka bir optimizasyon problemi yerlestirilmistir. Modelin ¢oziimii asamasinda

oncelikle kisitin  igindeki {Z jes; dijyj} alt problem

maks
{SiU{t}1SiSTulSiI=IT;].ti€];:\Si}
¢oziilmelidir. Bulunan ¢6ziim daha sonra nominal problemin optimizasyonunda

kullanilmalidir. Onceki alt boliimde y; = |Wj| oldugu belirtilmisti. O halde

Biw,T;) = mgkls Si € i 5i|=pi}{2 jes; @ jlel} fonksiyonu tanimlayalim. Modeldeki

belirsiz parametre sayisi I; = 0 oldugunda fS;(w,T;) = 0 olacaktir. Bu durumda robust
optimizasyon modeli, klasik ortalama varyans modeline esit olacaktir ve robust portfoy
degeriyle klasik ortalama varyans portfoyiin degeri birbirine esit olacaktir. T; = |I}]
oldugunda ise model, daha 6nce tanitilan Soyster modeline doniisecektir.

Bertsimas ve Sim belirsizlik katsayisini kontrol ederek, ¢6ziim muhafazakarlig
acisindan klasik dogrusal ortalama varyans modeli ile Soyster modeli arasinda bir
model amaglamistir. Bu nedenle modelde belirsiz parametre kontrol katsayisi
I; € (0,|I;]) olacak sekilde ayarlanmistir. Yukarida ayrintilar1 verilen Bertsimas ve
Sim’in modeli hala dogrusal degildir ve i¢ ige optimizasyon problemlerinin ¢éziimiinii
yapmak gerektiginden bilgisayar programlariyla ¢oziimii gligtiir. Bahsi gegen
giicliiklerden kurtulmak icin Bertsimas ve Sim robust modelinin dogrusal eslenigini

bulmak gerekmektedir.

Onerme: w* optimizasyon probleminin optimal ¢dziim vektorii olsun. i.kisit icin

belirsizlik fonksiyonu su sekildedir.
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. f F — k A.. .
Bi(w, Ti) {SiU{tiHSigm?i'=SlFiJ;tiE]i\5i} Z al}lw}'
J

i

Bu belirsizlik fonksiyonunu kendi basina bir optimizasyon problemi olarak ifade

edebiliriz.
Bi(W*, Fl) = maks Z aule* Zij
JEJi
S.t. (5.20)
Z Zij < Fl'

JE€Ji

OSZU‘S]. VjE]l'

Yukaridaki onermeye goére optimal ¢oziim noktasinda z;; degeri 0 veya 1 degerini
alacaktir. Dolayistyla S;(w*,T;) fonksiyonu, en kotii senaryosu gergeklesen I; adet
varligin agirhiklarint igerecektir. S6z gelimi varlik sayist N=100 olan bir portfoy
optimizasyonunda, I; = 20 ise N adet varliktan en kotii performans: gosteren ilk 20

varligin amag¢ fonksiyonundaki agirligi pozitif olacaktir. Geriye kalan 80 varliga ait

agirlik ise sifir degerini alacaktir.

Teorem: Yukarida verilen Bertsimas ve Sim robust optimizasyon modelinin dogrusal
eslenigi su sekildedir.
Zmaks = H'W
s.t. (5.21)
Z aijo + Ziri + Z pl] < bi HA 4
J Jj€

zi +pij = a;jy; Vi j€J;

=Y SwW; <Y ;Vj
[<w <y ;)
pij =0 ; Vi, j € J;
yi =0 A/

ZiZO }Vi
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Bu model artik bilgisayar progrmalari yardimiyla ¢oziilebilir bir modeldir

(Bertsimas ve Sim, 2004).

5.4.2.4. Kisit Bozulmasinin Olasilik Sinir1

Belirsizlik seti veriyken, robust optimizasyon probleminin ¢oziimii yiiksek bir
olasilikla feasible kalmaya devam etmektedir. Modelde kullanilan I; belirsiz parametre
sayis1 robust ¢6ziim ile amag fonksiyonu arasindaki dengeyi saglayan bir sabittir ve
Bertsimas ve Sim tarafindan “Robust ¢6ziimiin maliyeti” olarak isimlendirilmektedir'*.
Belirsiz parametre sayisi arttik¢ca ¢oziimiin robust olma olasilig1 da artmaktadir. Baska

bir ifadeyle kisitlarin bozulma olasiliklar1 diismektedir.

Onerme: w* robust optimizasyon probleminin optimal ¢dziimiinii gdstersin. S; ve ¢,

sirastyla B;(w,I;) = m{cglfs S; & ]i,|Si|=Fi}{Z jes; aijlel} problemini maksimum yapan
i

belirsizlik setini ve indeksleri temsil etsin. Son olarak A matrisi U setindeki belirsizligi

temsil etsin. Bu varsayimlar altinda

e . kisitin bozulma olasiligy;

P Z dijo* > bi <P Z )/ijr]ij > Fi

J JEJi
1, ifj € S;
kadardir. Burada y;; = { a;;|w’ . ve r*=arg min a;|w;| dir.
J % ifj €\ S; wesile)
ir* r*

e y;; ‘nin biiytikliigii j € J; \ S{ icin y;; < 1’dir (Bertsimas ve Sim (2004).

Kanut:
e w", S ve t; Bertsimas ve Sim robust optimizasyon modelinin ¢éziimii olsun. O

halde i. Kisit denkleminin bozulma olasilig1 su sekildedir.

' Bertsimas ve Sim (2004) ¢alismasinda “The price of robustness” olarak ifade edilmistir.
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P Zau >p; |=P Zauw +z NjAi;W;

] j J€Ji

<P z nijA" > Z a
J€Ji jes;
=P Z nijij|wy| > Z yj|w; |(1 = ny)
JEJNS] jes;

J'

Pl D mylylwi] > el = i)
JETI\S]

al}l 1
=P > g+ Y Ly,
r]lj alrl I l] 4

Jes; JEINS{

=P z Yijnij > T

J€Ji
=P Z Yijnij 2 T
Jjeli
Teorem: n;;,j € J; durumunda [-1,+1] araliinda degisen simetrik ve bagimsiz dagilan

bir degisken ise;

I7
Z Vijmij = i | < exp ~ 3
L

J€Ji

olur Bertsimas ve Sim (2004).
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Kamt: 6 > 0 kosuluyla;

Elexp(6 Xjes, vijnij)]
Z Yiimij 2L | < 5
= exp(6T;)
_Tjes, Elexp(8yini;)]
B exp(6T)

H]E]l Zf k=0 ( g/zukn))| dFm,(U)
exp(0T1;)

6y, 2k
Moy, 520 5

exp(6T;)

92y2
Hje]i eXp( 2 U)
<
exp(6T;)

02
< exp <|]i| -~ 9Fi>

Bertsimas ve Sim son olarak asagidaki teoremi vererek belirsiz parametre sayis1 [;’ya
bagli olarak kisitlarin bozulma olasiliklar1 i¢in sinirlar ¢izmistir.
Teorem: :

® 1;,j €J; durumunda [-1,+1] aralifinda degisen simetrik ve bagimsiz dagilan

bir degisken ise;
Z Yimy =0 | < B TY)
JE€Ji
Burada;
B(n, )& = —{(1 — 1) Xy ( ) + 1Y (rll)} = zin{(l — 1) ([:]) + Xl (rll)}’dm
Ti+n

Ayrica n = |J;|,v = ve u =v — |v|’dir.
o P(Zje]i Yijhij = I;) < B(n,T;) s I; > 1 vel; +n aralifinda olmak iizere,
. 5 1
kesikli olasilik dagilimi P(nij = —1) =1/2 ve P(nij = —1) =2 Vij = 1

olan 7;; igin gerendir.
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o P(Z jeg; Yijlij = Fl-) < B(n,T;) smir1 asagidaki esitsizligi saglar.

n
B(nT;) < (1—-wC(n,|v]) + Z C(n, 1)
I=[v]+1
Burada;
1 .
{ omn ; ifl=0yadal =n,
cenh=4 1 n n n—1
i\/ﬁ n—D1P (“lOg (m) +llog (T)) ;  Aksi Halde

e [, =060Vnigin,
limBn,T;)) =1—®(0)
n—->0o

Burada, ®(0) = \/% f_goo exp (— y;) dy’dir ve kiimilatif standart normal dagilim

fonksiyonudur (Bertsimas ve Sim, 2004).
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BOLUM VI

ANALIZ

6.1. Portfoy Optimizasyon Modeli

Klasik ortalama varyans modeli, belli bir risk kabulii altinda getiri
maksimizasyonu, belli bir getiri beklentisi altinda risk minimizasyonu veya risk ile
beklenen getirinin yer aldig1 model olmak iizere ii¢ farkl1 sekilde kullanilmaktadir. Ug
modelin de sonuglari denktir ve biri digerinden istiin degildir. Ortalama varyans
modeline daha sonra Sharpe tarafindan risksiz faiz oran1 da eklenerek amag¢ fonksiyonu
bir orana doniistiiriilmiistiir. Bu orana Sharpe orani denilmektedir. Sharpe orani
portfoylin beklenen getirisiyle ile risksiz faiz orami arsindaki farkin portfoy riskine
boliinmesiyle elde edilmektedir. Temel olarak ortalama varyans modeli agirliklarin
toplaminin bir olmasi kisiti ve agiga satisa izin vermeyen kisit1 icermektedir. Fakat
Markowitz’in modeline uygulamada bir dizi yeni kisit eklenmistir. Bu kisitlar model
icin hayati derecede onemli olmasa da arastirmaci veya yatirimcinin beklentilerine gére
sikca kullanilmaktadir. Bunlara endeks sapmasi kisiti, lop kisiti, maksimum agirlik ve
minimum agirlik kisiti, aciga satis kisiti, islem maliyeti kisit, maksimum sektdr oranm
kisitt vb. birgok kisit drnek olarak verilebilir. Sonugta ¢esitlendirmeyi saglayacak
kisitlar ile yatirnmcinin beklentilerini karsilayacak kisitlarin modellere eklenmesi
¢oziime direkt etki etmektedir. Genel bir ifadeyle portfoylin beklenen getirisi ve portfoy
riski agagidaki sekilde ifade edilebilir.

E[Rp] = wipy + -+ wyppy = p'w (6.1)

Var[R,] = X pijoiojw;w; = w'Ew (6.2)

E[R,] ortalama varyans modelinde beklenen getiriyi, Var[R,] ise portfOy riskini ifade
etmektedir. Burada p;; varliklar arasindaki korelasyon katsayisi, o; ilgili varligin
standart sapmasi, wy,..,w, ilgili varligin portfoy icindeki agirlik orant ve pq, ..., u,
ilgili varligin beklenen getiri oranidir. Markowitz, portfoy beklenen getiri oranini ve

riskini birlikte bir optimizasyon probleminin i¢inde kullanmustir.
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Zmaks = {E[Rp] = w'w} (6.3)

S.t.

Var[R,] = w'iw < o¢

Bu model belli bir risk altinda ( maksimum ¢ ) getiri maksimizasyonu saglayan

modeldir.
Zmin = {Var[Rp] = WLZW}
s.t. (6.4)
E[R,] = u'w = 1o
wh=1

(6.4)’deki model ise belli bir beklenen getiri miktarina (¢q) kosullu risk minimizasyonu
problemidir. Her iki problemde agriliklarin toplaminin bire esit olmast kisitt yer
almaktadir. Modellerde w > 0 kisit1 eklenirse agirliklarin negatif olmasi engellenmis
olacaktir. Boylelikle optimizasyon modelleri ag13a satiga izin vermeyecektir. Ugiincii bir

optimizasyon modeli riskten ka¢inma katsayisini igeren modeldir.

Zmaks {W'w — 4. w'Zw}
s.t. (6.5)

Burada A bir sabittir ve riskten kaginma katsayisi olarak ifade edilir. Bu katsay1 genelde

sifir ile bir arasindadir.

6.1.1. Sharpe Orani

Sharpe orani, Sharpe (1966) tarafindan ortalama varyans modeline eklenmistir.
Sharpe oranina gore yatirimci, portfoyiinde N-1 adet riskli varlik ve bir adet risksiz
varlik bulundurmaktadir. Buna gore risksiz getiri orani ile N-1 riskli varliktan

olusturulan portfoylin etkin sinira teget oldugu noktadaki portféy en etkin portfoydiir.
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E[R,] - Rr u'w— Ry
\/Var[Rp] Vwizw

s.t. (6.6)

Sharpe Orant =

Sharpe oraniyla olusturulan portfoyler getiri maksimizasyonu ve risk
minimizasyonunu ayni anda yapmaktadir. Ayrica portfoy getiri oraninin risksiz getiri

oranindan (Ry) ylksek olmasini saglar. Bu sekilde olusturulan portfoy yatirimci

acisindan en etkin portfoydiir.

6.1.2. Robust Portfoy Modeli

Ortalama varyans modeli risk ile getiri arasinda giiclii bir bag kurmasina ragmen
ve uygulamada ciddi avantajlar saglamasina ragmen bir takim pratik zorluklar veya
dezavantajlar da icermektedir. Dezavantajlarinin basinda modelin belirsiz parametre
icermemesi gelir. Finans calismalarinda kullanilan veriler dogas1 geregi belirsizlik
tasimaktadir. Belirsiz parametreleri igermeyen modeller teoride ise yarasa da gercekte
¢ogu zaman yanlis veya gecersiz c¢Oziimler iiretebilmektedir. Aslinda yoneylem
biliminde sik¢a kullanilan duyarlilik analizi benzeri analizler bir bakima belirsizlik
karsisinda modelin verdigi tepkileri dlgmeyi amagclar. Fakat degisken sayis1 ve kisit
sayist arttikga her bir kisit ve degiskenin bireysel duyarhiligini hesaplamak
zorlagmaktadir. Dahas1 duyarliliklar hesaplansa bile duyarlilik analizi mevcut “kesin
parametreler” iizerinden optimize edilen modelden elde edildigi i¢in ¢ézliim garantisi
vermemektedir. Zira belirsizlik, modelden kaynakli degil modeldeki parametreler veya
katsayilardan kaynaklidir. Belirsiz parametrenin, modelde kullanilan tahmin degerinden
sapmasi optimizasyon probleminin yanlis ¢oziim iiretmesi anlamina gelir. Duyarlilik
analizi de bu noktada “yanlis” ¢6ziim iizerinden hesaplamalar yapacag i¢in giivenilir
sonuglar iiretmeyecektir.

Robust modeller, belirsizligin kisit katsayilarinda veya amag¢ fonksiyonun
katsayilarinda oldugunu varsaymaktadir. Robust modeller parametredeki belirsizligi
¢ozlim asamasindan Once dikkate alarak optimizasyon yapmaktadir. Bu, robust

optimizasyon probleminin avantaji en Onemli avantajidir. Bu modellerin iirettigi
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coziimler belirsizliklere kars1 direnclidir. Bilindigi gibi, dogrusal programlama
problemleri optimal ¢oziimii feasible alanin u¢ noktalarinin birinde aramaktadir.
Dolayisiyla ¢oziimiin parametrelerdeki sapmalara duyarhiligi yiiksektir. Fakat robust
problemlerde ¢6ziim u¢ noktalarin bir miktar altinda (belirsizligin yiiksek olmasi
durumunda muhtemelen ug¢ noktanin ¢ok altinda) bir noktada gerceklesmektedir.
Dolayisiyla ¢6zlim, katsay belirsizliklerine daha direncgli olmaktadir. Diger bir ifade ile
katsayilarin tahmin degerlerinden sapmalar olsa bile ¢6ziim yiiksek ihtimalle optimal
kalmaya devam etmektedir.

Uygulama boliimiinde Bertsimas ve Sim (2004) tarafindan Onerilen ve belirsiz
parametre sayisini kontrol etmeyi saglayan robust model kullanilmistir. Bertsimas ve
Sim’in onerdigi model, belirsizligin kisit katsayilarinda oldugunu varsaymaktadir. Biz
belirsizligin amag¢ fonksiyonu katsayilarinda oldugunu varsayiyoruz. Dolayisiyla
onerilen modeldeki belirsizliklerin amag¢ fonksiyonunda olmasina gore uyarlanmasi
gerekmektedir. Uyarlanmis model daha sonra Sharpe oranina entegre edilmistir. Sonug
olarak Sharpe oraniyla birlestirlip kullanilan robust optimizasyon formiilasyonu,
belirsizlige kars1 direngli ¢ozlimler iiretmek i¢in kullanilmistir.

Bertsimas ve Sim tarafindan 6nerilen model su sekildedir;

_ !
Zmaks =uw

s.t. (6.7)
Z Wi+ {SiU{ti}ISigmgISlFiJ,tiG]i\Si} jezsi @Yy (= bi AL
=Y S wW; =Y
[<w<u
y=0

Bu model, amag fonksiyonu katsayilarinin belirsizlik icerecegi sekilde uyarlandiginda

asagidaki amag fonksiyonuna ulasilir.

K
Z - Z Wi + min Z 4j |w;
maks £, Huiw; {S;ULt31S:SJ:,ISi1=IT;) ti€J:\S;i} £ U | ]l
— i
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Modelde |I;] belirsiz parametre sayisini, {i;ise belirsiz degisken j’in realizasyonunu
gostermektedir. Burada i; = [u; — f1j, u; + f1;], j degiskenine iligkin tahmin degeri ile
realizasyon arasindaki farktir. Amag¢ fonksiyonunda i¢ ice ge¢mis iki optimizasyon
problemini bulunmaktadir. Fonksiyon optimal degeri ararken oncelikle i¢ kisimdaki
probleminin optimizasyonunu gerceklestirir, bu degere bagl olarak amag fonksiyonunu
optimize eder. Amag¢ fonksiyonu Sharpe oranina dahil edildiginde asagidaki nihai

model elde edilir.

E[R,|— R
Sharpe Orant = L

Var[R, |

Burada E[R,] = Zpae = X, W ; Z~--
urada B[Ry | = Znaks = Yo 1 ‘Wl+{siu{ti}|sigfi,7|r§§|111ri1.tieh\si}{ jes, lW]l}

oldugu icin Sharpe Orant;

maks = Li=1 HiWi {SiU{tiHSig]mSﬁ,llFiJ:tiE]i\Si} { jes; K |W]| !

L

Var[R,|

olacaktir. Amag fonksiyonu bu sekilde olusturulan modele farkli amaglarla bir dizi kisit

eklenmistir.

Model kisitlart:
(1) YN, w; =1; Toplam agirlik kisitidir. Burada N toplam varlik sayisidir.

N . .
(2) % < 7.00 ; Piyasa degeri defter degeri (PDDD) kisitidir. Yatirim

i=1 Wi
yapilan hisse senetlerinin ortalama PDDD oraninin maksimum yedi olmasini
saglamaktadir. PDDD tek basina bir hisse senedinin ucuz oldugunu
gostermese de iyi bir gostergedir. Bu oran ne kadar diisiikse hisse senedinin
degerlenme olasiliginin o derece yiiksek oldugu diisiiniiliir. Analizde
BIST100°de islem goren hisse senetleri kullanilmistir. Fakat mali

kuruluglarin bilancolarindan dolayr PDDD genelde daha diisiik hesaplanir.
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Dolayisiyla, portféyde mali kuruluslara ve bankalara ait hisse senetlerinin
agirliklar gereginden yiiksek olmaktadir. Bu problemden kaginmak i¢in mali

kurluslar ve bankalar analizden ¢ikarilmistir.

(3) Z—;’I\ﬂmﬁ“t < 0.35; Imalat sektdrii kisitidir. Imalat sektoriindeki hisse
i=1 i

senetlerinin  portfoy icindeki agirliginin  maksimum %35 olmasimi
saglamaktadir.

(4) % WToptan

N
Z[:l wi

> 0.05; Toptan ve Perakende Ticaret, Lokanta ve Oteller

sektoriindeki hisse senetlerinin portfoy i¢indeki agirliklarinin minimum %5

olmasini saglamaktadir.

5) ZWTNekﬂ > 0.20 ; Teknoloji sektoriindeki hisse senetlerinin portfoy

Zizl wi
i¢cindeki agirliklarinin minimum %20 olmasini saglamaktadir.
(6) % > 0.10; Kimya, petrol sektoriindeki hisse senetlerinin portfoy
i=1 i

i¢cindeki agirliklarinin minimum %10 olmasini saglamaktadir.

7 ZWUlastlrma
N —~——
Zi:lwl

> 0.08 ; Ulastirma, depolama ve haberlesme sektoriindeki hisse
senetlerinin  portfoy icindeki agirliklarinin - minimum %8  olmasini
saglamaktadir.

(8) —y; =w; <y; ; Amag fonksiyonun belirsiz parametre sayisinin kontroliinii
saglayan kisittir. Burada j belirsiz parametreleri ifade eder.

(9) wi,w; < 0.05 ; Maksimum agirhk kisitidir ve portfoye eklenen hisse

senedinin agirligint sinirlamaktadir.

(10)  w;,w; =0 ; y; =0,1; Agida satisa izin vermeyen kisitlardir.

Burada (3), (4), (5), (6) ve (7) numarl kisitlar sektor kisitlaridir. Bu kisitlarin sag taraf
sabitleri ilgili sektordeki hisse senedi sayisinin toplam hisse senedi i¢indeki yaklasik
oranina esittir. Modele sektor kisitlarinin eklenmesinin amact portfoydeki hisse
senetlerinin bir sektdre toplanmasini engellemek ve hisse cesitliligi saglamaktir. (9)
numarali kisit da modele benzer bir nedenle eklenmistir. Bu kisit s6z gelimi, %30
yatirim yapilan teknoloji hisselerinin kendi i¢inde de ¢esitlenmesini saglamaktadir.
Amag fonksiyonunda bir adet risksiz varligin yer aldig1 yukarida agiklanmisti. Risksiz
getiri orani olarak Tiirkiye Cumhuriyeti Hazinesinin ¢ikardigi devlet i¢c bor¢clanma

senetlerinden (DIBS) iki yillik devlet tahvili faiz oran1 kullanilmustir.
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6.1.2.1. Belirsizlik Setleri

Robust optimizasyon problemlerinde belirsizlik setlerinin olusturulmasi optimal
¢coziimii etkileyen faktorlerin baginda gelmektedir. Finansal serilerin genellikle normal
dagilmadig1 veya bu serilerin normal dagildigim1 varsayacak higbir kanitin olmadigi
bilinmektedir [bkz. Lobo ve Boyd, 2000; Markowitz, 1991; Zymler vd., 2011]. Hisse
senedi getirilerinin normal dagilmamasi hatta ¢cogu zaman kalin kuyruk dagilmasi,
belirsizlik setlerinin olusturulmas1 asamasindaki “belirsizlik setleri simetriktir”
varsayiminin ¢ignenmesi anlamina gelmektedir. Normal dagilmayan bir getiri i¢in
normal dagiliyormus gibi belirsizlik setlerinin olusturulmasi gilivenilir olmayan
optimizasyon sonuglarina neden olacaktir. Dolayisiyla belirsizlik setlerinin dogru
kurgulanmasi optimizasyon probleminin sonuglari agisindan son derece énemlidir.

Uygulamada belirsizlik setlerinin student t dagilimi, standart normal dagilim
veya farkli yaklasimlarla hesaplandigi bir¢cok ¢alisma mevcuttur [bkz Delage ve Ye,
2010; Shawe-Taylor ve Cristianini, 2003; Halld6rsson ve Tiitiincii 2000; Goldfarb ve
Iyengar, 2003; Ben-Tal ve Nemirovski 1998; El Ghaoui ve Lebret 1997]. Bu tezde ise
bootstrap yontemi, belirsizlik setlerinin tanimlanmasi i¢in kullanilmistir. Literatiirde
bootstrap metodunu belirsizlik setlerinde kullanan sadece bir ¢alismaya rastlanmaistir.
Fakat ilgili calismadaki kullanim amaci bu tezdeki kullanim amacindan farklhidir.
Bertsimas, Gupta ve Kallus (2018) bootstrap yontemini belirsizlik setlerinin
giivenirliligini test etmek ve bir ¢esit kritik deger hesaplamak i¢in kullanmastir.

Bootstrap yontemi ilk kez Efron (1979) tarafindan giliven araliklari ve 6nem
derecelerini tahmin etmek amaciyla ortaya atilmis olan ve ¢ikarim yapmaya yarayan
asimptotik bir yontemidir. Bootstrap yontemi uygulamada bir degiskenin dagilimin
elde etmenin miimkiin olmadigi durumlarda kullanilir (Bickel ve Freedman, 1981).
Temel mantig1, ana kiitleden farkli 6rneklemler ¢ekerek veya drneklemden farkli alt
orneklemler ¢ekerek degiskenin dagilimiyla ilgili ¢ikarim yapmaktir (Sinhg and Xie,
1992). Fakat bilindigi gibi cogu zaman ana kiitle bilinmedigi i¢in, bilindigi durumlarda
herhangi bir ¢ikarima gerek olmadigindan bootstrap yontemi eldeki orneklemden alt
orneklem c¢ekilmesi yoluyla ana kiitleye iliskin c¢ikarim yapmak amaciyla
kullanilmaktadir. Bootstrap yonteminin amaci baska Orneklem veya bilgiye gerek
olmadan sadece var olan bir 6rneklemden, Monte Carlo simiilasyon yardimiyla ana

kiitle parametrelerine iliskin istatistikler elde etmektir.
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Bootstrap yontemiyle elde edilen belirsizlik setleri, robust optimizasyon
problemlerinin belirsizlik setleriyle ilgili gerek duydugu varsayimlar1 karsilamaktadir.
Bir belirsizlik setinin simetrik olmak, kapali kiime olmak, belli bir diizey i¢in olasilik
garantisi vermek ve bu setlere dayali ¢oziimlerin belli bir diizeye gore feasible kalmasini
saglamak gibi varsayimlari karsilamasi gerekmektedir. Ozellikle belirsizlik setinin
simetrik olmas1 ve kapal1 kiime olmas1 uygulama agisindan kritiktir. Bootstrap yontemi
bu varsayimlar1 Merkezi Limit Teoremi (MLT) yardimiyla saglamaktadir. MLT ne gore
baslangictaki dagilimi ne olursa olsun 6rneklem boyutu yeterince biiyiikk olmasi
kosuluyla, ilk dagilimdan ¢ekilen Orneklemlerin ortalamalarinin dagilimi normal
dagilima yakinsamaktadir [Dudley, 2014; Pollard, 1985]. Boylelikle bootstrap
yontemiyle elde edilmis ortalamalara iliskin dagilimlar, normal dagilimin biitiin
varsayimlarini karsilayacaktir.

Tezin uygulamasinda 89 gbzlemden olusan veri seti kullanilmistir. Belirsizlik
setleri, 89 gozlemden her defasinda 36-48 gozlem olmak {izere 15.000 bootstrap alt
ornekleminden elde edilmistir. Elde edilen belirsizlik setleri %99, %97.5, %95, %90,
%80 ve %70 giiven diizeyleriyle hesaplanmistir. Boylelikle belirsizlik setlerinin kapali
kiime ve simetrik olma varsayimlarinin yaninda belli bir alfa degerine karsilik olasilik

garantisi de saglanmistir.

6.2. Veri ve Uygulama

Robust optimizasyona dayali portfdy segimi yapmak i¢in Borsa Istanbul 100
(BIST100) endeksinde islem goren hisse senetlerinin aylik fiyat verileri kullanilmistir.
Analiz donemi Ocak 2014 ile Mart 2021 tarihlerini kapsamaktadir. Veriler son islem
giinliniin  kapanis fiyatlaridir ve hisse senetlerinin getirileri bu fiyatlardan
hesaplanmistir. Aylik getiriler, giinliik ve haftalik getirilere gore daha az oynakilik
tagimaktadir. Portfdy calismalarinda giinliik veya haftalik veriler kullanan calismalara
rastlamak miimkiindiir. Siklig1 yliksek olan verilerin normal dagilimama olasikliklari
aylik verilere gore daha yiiksektir. Seriler normal dagilsa bile robust modellerin daha
etkin ¢oziimler liretecegi diisiincesindeyiz. Kullanilan modellerin giiciinii gérmek adina
verilerin normal dagilma olasikliklarinin daha yiiksek oldugu aylik veriler
kullanilmistir. Zira normal dagilimdan wuzaklastikca robust modellerin klasik

optimizayondan daha gii¢lii ¢oziimler liretecegi agiktir.
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Analiz doneminin basinda ve sonunda endekste yer almayan sirketler ile
bankalar ve mali kuruluslar analizlerden dislanmistir. Sonug olarak analizde kullanilmak
lizere 56 tane hisse senedinin verisi kalmistir ve portfoyler bu hisse senetleri uzayindan
olusturulmustur. Mali kuruluslar ve bankalar, modelde piyasa degeri defter degeri orani
kullanildig1 i¢in ve bu kuruluslarin bilancolarindaki farkli hesaplamalardan dolay1
analize dahil edilmemistir. Yatirimcilar portfoy olustururken diisiik piyasa degeri defter
degerine sahip hisse senetlerine yatirim yapmaya 6zen gosterirler. Clinkii piyasa degeri
defter degeri orani, ilgili sirketin hisse senedinin piyasada ucuz mu ya da pahali mi
oldugunu gosteren énemli bir gosterge olarak kabul edilmektedir. Mali kuruluslar ve
bankalar, 6rnegin imalat yapan sirketlere oranla ¢ok diisiik 6z sermayeye sahip olugu
icin piyasa degeri defter degeri her zaman diisiik olacaktir. Dolayisiyla model, mali
kuruluglar ve bankalarin hisselerine gereginden fazla agirlik verecektir. Bu yanh
sonuclardan kaginmak i¢in genelde mali kuruluslar ve bankalar analizlere dahil
edilmemektedir [Bkz. Azimli, 2020; Fama ve French, 1992; Fama ve French, 1993;
Fama ve Kenneth,1993].

Hisse senetleri getiri serileri, ilgili ayin ilk islem giinii kapanis fiyati1 ile son
islem ginii kapanis fiyati arasindaki ylizde degisim olarak hesaplanmistir. Analiz
dénemi verileri icin Finnet veri tabani kullanilmistir'”.

Klasik optimizasyon yontemlerinde parametrelerin (katsayilarin) kesin olarak
bilindigi varsayilmaktadir ve yapilan tiim analizler kesin katsayilar tiizerinden
yapilmaktadir. Fakat robust optimizasyon modelleri katsayilarin degisebilecegini
varsaymaktadir ve bu degisiklikleri goz Oniine alarak optimizasyon yapmaktadir.
Bilindigi tiizere Covid-19 pandemisi doneminde tiim diinya borsalar1 inanilmaz
dalgalanmalar yasamistir. Bu donemi kapsayan caligmalarda, klasik optimizasyon ile
elde edilen ¢oziimlerin biiyiik oranda gecersiz olacagi agiktir. Robust optimizasyon
modellerinin temelinde bu sapmalar (belirsizlik) oldugu icin ve pandemi donemi

modellere dahil edilmistir.

15 https://www.finnet.com.tr/FinnetStore/Tr/Urun/AeHisseExpert
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Tablo 1.

Hisse Senetleri ve Islem Gordiikleri Sektérler

Elektrik,
Gaz ve Su Imalat
AKSEN AEFES CEMTS FROTO KLMSN
ODAS ARCLK CIMSA GUBRF KORDS
ZOREN BTCIM DEVA HEKTS OTKAR
CCOLA BRSAN EGEEN KRDMD TOASO
TATGD BRISA ERBOS KARSN  TMSN
ULKER BUCIM EREGL KARTN
VESTL YATAS TTRAK
Insaat Maden, Tas Ocag Petrol, Kimya
ENKAI IPEKE AKSA
KOZAL ALKIM
KOZAA AYGAZ
PETKM
SASA
TUPRS
Toptan ve Perakende Ticaret, Ulastirma, Depolama ve
Teknoloji Lokanta ve Oteller Haberlesme
ASELS BIMAS CLEBI
INDES BIZIM PGSUS
KAREL DOAS TCELL
LOGO MGROS THYAO
NETAS TTKOM

Tablodal analizde kullanilan hisse senetlerinin borsada islem gordiikleri isimler
ve sektorlerini 6zetlenmistir. Hisse senetlerinin %46.42°s1 imalat sanayi sektoriinde,
%10.71°1 elektrik, gaz ve su sektoriinde, %10.71°1 petrol ve kimya sektoriinde, %8.92si
ulastirma, depolama ve haberlesme sektoriinde, %8.92’si teknoloji, %7.14’1 toptan ve
perakende ticaret, lokanta ve otel sektorii, %5,35°1 maden ve tas ocagi sektoriinde islem
gormektedir. Bir tane hisse senedi ise insaat sektoriinde islem gormektedir. Petrol ve
kimya bashgr altindaki sirket hisselerinin imalat sektoriine dahil edilmesi de
miimkiindiir. Fakat analizlerde imalat sektdriinde islem goren hisselerin toplam hisse
grubu ic¢indeki paymnin yiiksek olmasindan dolayr ve portfoylerde ¢esitlendirmeyi
saglamak amaciyla bu hisseler farkli bir sektor olarak tercih edilmistir. Boylelikle imalat

sanayi sektoriindeki hisse senetlerinin agirliklar: sinirlandirilmistir.
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6.2.1. Uygulama Sonuclari

Hisse senedi getirileri genelde normal dagilmayan ve oynakligi (volatilite)
yiiksek serilerdir. Bu yilizden tahmini olduk¢a zordur. Oynaklik bir yana, getirilerin
normal dagilmama sorunu hem portfdy se¢imi yaparken hem de getiriler ile ilgili
cikarim yaparken énemli bir sorundur. Daha 6nce yapilmis birgok calisma hisse senedi
getirilerinin normal dagilmadigini gostermektedir [Bkz. Sheikh ve Qiao, 2009; Epaphra,
2016; Karoglu, 2010]. Hisse senedi getirilerinin normal dagildigini bilseydik klasik
ortalama varyans modelinin sonuglarina biiyiik 6l¢lide glivenebilirdik. Normal dagilim
varsayimi altinda parametrelerin 6ngorii degerleriyle realizasyonlar1 arasindaki fark
muhtemelen Onemsiz olacakti. Boylelikle robust modellere ihtiya¢ olmadan klasik
modellerle porfoyler olusturmanin sakincasi olmayacakti.

Bir¢ok bilimsel ¢alismanin sonucuna gore, getiri serilerinin normal dagilmadigi
ifade edilmisti. Dolayisiyla belirsilik setlerini olusturmadan 6nce yatirim uzayindaki
hisse senetlerinin 06ze istatistiklerine bakmak gerekmektedir. Tablo 2’de hisse
senetlerinin ilgili istatistikeri yer almaktadir. Normal dagilmayan getirilerin standart
sapmalarinin gérece daha yiiksek oldugu goriilmektedir. Onemli diger bir istatistik, bu
getirilerin minimum ile maksimum degerleri arasindaki farkin yiiksek olmasidir. Bagka
bir ifadeyle, normal dagilmayan getiriler digerlerine gore daha genis bir gerceklesme
araligina sahiptir.

Etkin piyasa hipotezine gore, etkin ¢alisan bir piyasada yeni bir bilgi yatirimcilar
arasinda ¢ok hizli yayilmaktadir. Yeni bilgi piyasaya ¢ok hizli yayildig: icin hisse
senedi fiyatlar1 bu bilgiye hemen tepki verip, fiyatlamaktadir. Sonugta bir yatirinmcinin
piyasadan once bu bilgiyi kullanip, piyasa ortalama getirisinden yiiksek bir getiri elde
etmesi miimkiin degildir. Bu noktada 0zet istatistiklere ek olarak birim kok test
sonuglarinin da verilmesi gerektigi diisliniilebilir. Fakat burada fiyat serileriyle degil
getiri serileriyle analiz yapilmaktadir. ADF birim kok sonuglarina gore ¢aligmadaki tiim
getiri serileri duragandir. Getiri serileri, fiyat serilerinin farkindan elde edildigi i¢in ve
bu tiir seriler genelde fark duragan I(1) oldugu icin birim kdk sonuglart ¢aligmaya

eklenmemistir.



Tablo 2.

Hisse Senedi Getiri Serisi Ozet Istatistikler

93

Std. Jarque-
Hisse Ortalama Ortanca Maksimum Minimum Sapma Carpikhk Basiklik Bera
AEFES 0.3150 0.6092 22.0349 -24.1659  8.4649  -0.1240  3.1286 0.2797
AKSA 2.4267 1.8881 31.1028 -21.9984  9.8738 0.1987 3.3894 1.1090
AKSEN  1.9684 1.6522 32.6684 -22.2327 10.0216  0.3759  3.5679 3.1808
ALKIM 3.0070 2.0292 23.1818 -11.5960  7.8166 0.3417 2.4243 2.8611
ARCLK 1.5713 0.8974 23.2610 -31.6438  9.2155 -0.4849  4.2556 9.0191%*
ASELS  2.5865 1.6410 25.5025 -20.4559  8.4654  -0.0735 2.9790 0.0791
AYGAZ 1.6218 1.0957 21.4230 249812  8.1576  -0.0179 3.6514 1.5253
BIMAS 1.7093 1.1709 17.1957 -11.7491 5.9819 0.3115 2.7599 1.5972
BIZIM  0.2831 -0.2670 35.8875 -25.1672  10.5091 0.2559  4.2464 6.5059%
BRISA 2.3489 1.0325 30.1242 -20.1433  9.9867  0.3068  3.0690 1.3661
BRSAN  2.5848 1.8151 54.0025 -28.4653  12.2664  0.6465 5.8334  34.7578*
BTCIM  2.2915 2.2327 82.1490 -41.9583 15.2604 1.4439 10.9435 2559878+
BUCIM  1.8364 0.7557 33.1557 -22.4004 10.3039 0.8895  4.3510  17.8824*
CCOLA 0.6456 0.5857 22.1806 -25.3534  8.7975 0.0619 3.5043 0.9663
CEMTS  3.2288 2.7497 37.7640 -25.5679 12.0502 0.4428  3.3708 3.3035
CIMSA 1.2458 0.9673 25.0732 -35.9046  9.3755 -0.2695  5.3063  20.1009*
CLEBI 4.2812 2.7487 69.5855 -32.1584 14.6238 1.7136 9.0683  174.0414*
DEVA 3.4105 3.1500 44.7274 -24.5254  11.0277 0.7074  5.7719  34.7057*
DOAS 2.3868 1.7903 45.7350 -33.8957 14.0201 0.7054  4.6783  17.2252%
EGEEN  4.2440 1.9577 49.7902 -29.5151 114311 0.5699 5.0426 19.6070%*
ENKAI 12213 0.5146 18.7040 -10.9421 6.0057  0.4287  3.2689 2.8931
ERBOS 3.1661 2.3409 35.7826 -23.6031 11.6618 0.2495  2.9782 0.8939
EREGL 2.7728 1.6450 30.5477 -21.2561 10.1177  0.0268 2.6697 0.4013
FROTO  2.9904 3.7054 25.0367 -39.0014  9.4944  -0.7744  6.0860  42.7202*
GUBRF 3.8371 2.2713 50.9471 -25.9825 14.2595 1.0415 5.1168 31.60352*
HEKTS 49627 4.0055 41.5214 -22.7044  10.4969  0.6538 4.8219 18.0210%*
INDES  3.0465 3.2595 33.7491 -30.7718 129149 -0.1853  3.6020 1.7907
IPEKE 2.0894  -1.8124 55.6672 -57.9819 17.7770 0.3192  4.2261 6.8478*
KAREL 3.8255 2.7094 32.0298 -37.2428 13.8096 -0.0707 2.8179 0.1905
KARSN  2.0359 1.9778 48.1676 -40.3064 14.7694  0.5124 5.1504  20.3331%
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Tablo 3.
Hisse Senedi Getiri Serisi Ozet Istatistikler (Devam)

Std. Jarque-
Hisse Ortalama Ortanca Maksimum Minimum Sapma Carpikhbk Basikhk  Bera

KARTN  2.6267 0.1468 93.8490  -22.6288 14.7523 3.1809 18.9559 1057.3070%
KLMSN 29781 2.4267 35.1398  -40.0417 155505 -0.2741  3.2803 1.3584
KORDS  2.8973 2.2364 323715  -35.4519 10.8454 0.0973  4.5244  8.4627%
KOZAA 23358 -0.1293  50.0673  -39.2562 17.5043 0.4251  3.2694 2.8508
KOZAL 23734 29711 455618  -32.9182 14.1774 -0.0141 3.4742 0.8086
KRDMD  2.6921 0.5693 457833  -31.3658 13.1951 0.3418 39119  4.6536%
LOGO 3.8226 2.3638 63.5174  -23.8766 14.3982 1.1937  5.8489  49.5071%
MGROS 1.1480 1.5035 25.8351  -35.7415 9.8493 -0.4263 4.2800  8.4751%
NETAS 2.1760  0.4260 419854  -25.2288 13.5314 0.7987 4.0434  13.0450%
ODAS 2.1737 0.8787 554997  -36.5460 16.0303 0.1652  4.2243  5,762559*
OTKAR  2.8105 2.5314 38.2950  -35.0937 11.6822 -0.0805 4.6763  10.1616%
PETKM  2.4080 2.7013 21.5910  -37.0464 9.5129 -0.8021 54742  31.1573*
PGSUS 14044  -0.8991 43.8066 -45.6758 15.5595 0.1468  3.7163 2.1475
SASA 6.1285 47964 477166  -22.1592 13.2776 0.7714  4.1483  13.2544%*
TATGD 19317 2.2465 27.8948  -22.1080 11.2899 0.0795  2.3520 1.5953
TCELL 09135 1.6319 17.5864  -19.9469 7.2724 -0.4039  3.2480 2.5583
THYAO 09185 -0.2767 24.6682  -30.6542 11.3738 -0.0397 2.8862 0.0690
TMSN 1.7428 1.1191 489797  -33.3836 12.5313 0.4486  5.1216  19.0144%
TOASO 2.0340  0.5862 30.6053  -33.6998 8.7456 -0.2325 6.0250  33.5657%
TTKOM  0.6291 0.2497 25.6430  -27.1153 8.6109 -0.1522 4.2414  5.8542%
TTRAK  2.1864 2.1771 36.2818  -35.3773 11.0590 0.1168  5.2726  18.7028%
TUPRS 1.7279 2.3973 19.6710  -29.3954 8.6227 -0.3527 3.9542  5.0457%
ULKER 0.6884  0.2626 22.6546  -19.6506 9.1801  0.0883  2.6707 0.5004
VESTL  3.5935 3.8457 40.9454  -36.3348 15.3826 -0.0387  3.0738 0.0409
YATAS 5.0074 49127 38.3486  -37.4455 14.3735 -0.4399 3.2771 3.0486
ZOREN 15631 1.1234 62.3903  -22.6910 13.0762 1.2060  7.3103  87.4211%

Not: (*) isareti olan hisse senetlerinin getiri serileri normal dagilmamaktadir.

Tablo 2 ve tablo 3’de verilen ortalama ve standart sapma degerleri aylik
gozlemlerden hesaplanmigstir. Portfdy olusturma asamasinda, bu istatistikler
yilliklandirilmgtir. Ozet istatistiklere gére SASA %6.1285 ile en yiiksek aylik getiri
ortalamasia sahip hisse senediyken, BIZIM %0.2831 ile en diisiik aylik ortalama
getiriye sahip hisse senedidir. Ortalama varyans modelinde getiri maksimizasyonu veya
risk minimizasyonu yapildig1 i¢in hisselerin standart sapmasi (riski), varligin portfoye
alinmasi agisindan énemlidir. Buna gore IPEKE 17.7770 ile en yiiksek riske sahip hisse
senediyken, BIMAS 5,9819 ile en diisiik riske sahip hisse senedidir.

Ortalama getiriler ve standart sapmalarin yaninda, getiri dagilimlarinin da
portfdy i¢in oldukca Onemli oldugu vurgulanmisti. Bu noktada getiri dagiliminin
carpikligl, basikligi gibi dagilim 6Slgiilerine de dikkat edilmelidir. Bir serinin Kurtosis
(carpiklik) degeri yaklasik olarak {i¢ civarinda ve Skewness (basiklik) degeri de sifir

etrafindaysa normal dagilima sahip oldugu sdylenebilir. Kurtosis degeri tigten biiyiik ise
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dagilimin olmasi gerektiginden daha sivri, diislik ise gerekenden daha basik oldugu
sOylenebilir. Benzer sekilde Skewness katsayisi sifirin altindaysa dagilim sola yatiktir.
Yani ortalamanin solunda daha fazla gbzlem vardir. Skewness sifirin iizerindeyse saga
yatiktir ve gozlemlerin ¢ogu ortalamanin sagindadir. Bir diger gosterge ise Jarque-Bera
testidir. Bu testin bos hipotezi “Seriler normal dagilmaktadir” seklindedir. Yani bos
hipotezin ret edilmesi serinin normal dagilmadigin1 gosterir. Yukaridaki verilere gore 56
tane hisse senedinden 31 tanesinin getiri serisi normal dagilmamaktadir. Bu oran toplam
ornek uzaymin yarisindan fazladir. Ustelik veri sikligmm artirilmasi bu oran1 daha da
yukar1 cekecektir. Oyleyse getiri serilerinin normal dagildigim  varsaymak,

olusturulacak model ¢oziimlerini gegersiz kilacaktir.

Hisse Senetleri Sagilimi
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Sekil 8. Hisse senedi getirilerinin ortalama ve riske gore sacilim grafigi

Sekil 8 hisse senetlerinin ortalama getiri ve hisse riskine (standart sapma veya
varyans) gore serpilme diyagramini gostermektedir. Aylik ortalama getiriler %0 ile %6
arasinda degismektedir. YATAS, SASA ve HEKTS en yiiksek ortalama getiriye sahip
hisse senetleridir. Buna kars1 BIZIM, AEFES, TTKOM ve ULKER getirisi diisiik hisse
senedi grubunda yer almaktadir. [IPEKE, KOZAA ve ODAS en riskli hisseler iken
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(oynaklig1 yiiksek), oynaklig1 en diisiik hisseler ENKAI ve BIMAS dir. Sekil 9 hisse

senedi ortalama getirisi ve PDDD oranlarina gore sa¢ilimini gostermektedir.

Hisse Senedi Sagihimi
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Sekil 9. Hisse senedinin PDDD ve ortalamaya gore sacilim grafigi

Piyasa degeri defter degeri i¢in (PDDD) hisse senedi fiyatlamasinda kullanilan
onemli istatistiklerden biri oldugu daha dnce belirtilmisti. Bu deger genel olarak birin
altindaysa hisse senedinin olmasi1 gerekenden daha ucuz oldugu sdylenir. Fakat piyasa
degeri defter degerinin birin altinda olmasi her zaman ucuz hisse senedi anlamina
gelmemektedir. Sirketin zor durumda olmasi, zarar etmesi veya asirt satiglar bu degeri
birin altina ¢ekebilir. Dolayisiyla PDDD oranma gore hisse secilirken dikkatli olmak
gerekmektedir. Bu kisit modele, portfoydeki hisse senetlerinin PDDD degeri orani en
fazla yedi olacak sekilde eklenmistir. Boylelikle model, olabildigince kiiciik PDDD’ne
sahip hisseleri segerken PDDD birin altinda olan varliklara gereginden fazla agirlik
vermeyecektir. Yukaridaki sekil incelendiginde hisselerin genel olarak 0 ile 10 arasina

konumlandig1 goriilmektedir. AEFES yiiksek beklenen ortalama getiriye sahipken c¢ok
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diisiik bir PDDD oranina sahiptir. Bunun disinda SASA yiiksek bir getiri ortalamasina
sahipken PDDD oldukga yiiksektir.

Robust optimizasyonun temel dayanagi parametre katsayilarinin degiskenlik
(sapma) gostermesi fikridir. Katsayilardaki degiskenlik ise belirsizlik setleri ile ifade
edilmektedir. Burada Bootstrap yontemi kullanilarak %99, %97.5, %95, %90, %80 ve
%70 giiven diizeyleriyle olmak iizere alt1 farkli belirsizlik seti olusturulmustur. Giliven
diizeylerinin farkli segilmesi, olusturulan portfoylerin belirsizlik setlerine duyarliligini
O6lcmek amacini tagimaktadir. Giiven diizeyi %50 secildigi zaman modeller neredeyse
aritmetik ortalamalara esdeger sonuglar iiretecektir. Ciinkli baslangigtaki dagilimi ne
olursa olsun, dagilimdan ¢ekilmis orneklemlerin ortalamasinin dagilimi normaldir ve
50. kantil aritmetik ortalamaya denk diismektedir. Asagidaki tabloda bootstrap
yontemiyle elde edilmis belirsizlik setleri 6zetlenmistir. Alt ve iist degerler hisse
senetlerinin aylik ortalama getirilerinin (yiizde) alt ve iist simrlaridir. Ornegin AKSA
hisse senedi %99 giiven diizeyinde aylik ortalama minimum -%1.25 ortalama getiriye
sahiptir. Ayni sekilde AEFES hissesi %95 giiven diizeyi ile aylik ortalama minimum
-%?2.01 getiriye sahip olurken, maksimum %?2.64 ortalama aylik getiriye sahip olacaktir.
Ozetle AEFES icin gergeklesecek 100 realizasyonun 95 tanesinin -%2.01 ile %2.64

arasinda olmasi1 beklenmektedir.
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Bootstrap Belirsizlik Setleri
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Hisse a=0.01 a=0.025 a=0.05 a=0.10 a=0.20 a=0.30
AKSA [-1.25, 6.11] [-0.71, 5.57] [-0.24, 5.09] [0.34, 4.51] [1.05, 3.80] [1.58, 3.28]
AKSEN [-1.73, 5.67] [-1.17, 5.11] [-0.70, 4.63] [-0.15, 4.08] [0.59, 3.35] [1.10, 2.84]
ALKIM [0.07, 5.94] [0.50, 5.51] [0.88, 5.13] [1.35, 4.66] [1.92, 4.10] [2.34, 3.68]
AEFES [-297, 3.60] [-2.43, 3.06] [-2.01, 2.64] [-1.49, 2.12] [-0.88,1.51] [-0.39, 1.02]
ARCLK [-2.09, 5.24] [-1.51, 4.65] [-0.99, 4.13] [-0.42, 3.56] [0.30, 2.84] [0.79, 2.36]
ASELS [-0.74, 592] [-0.21, 5.39] [0.26, 4.91] [0.79, 4.39] [1.40, 3.77] [1.86, 3.32]
AYGAZ [-1.54, 4.78] [-1.04, 4.28] [-0.58, 3.83] [-0.09, 3.33] [0.50, 2.75] [0.93, 2.32]
BTCIM [-3.24, 7.83] [-2.37, 6.95] [-1.67, 6.26] [-0.84, 5.43] [0.15, 4.43] [0.92, 3.66]
BIMAS [-0.53, 3.95] [-0.19, 3.61] [0.11, 3.31] [0.44, 2.97] [0.86, 2.56] [1.20, 2.22]
BIZIM [-3.74, 430] [-3.10, 3.67] [-2.55, 3.11] [-1.93, 2.50] [-1.17,1.73] [-0.63, 1.19]
BRSAN [-2.01, 7.18] [-1.33, 6.50] [-0.78, 5.95] [-0.01, 5.18] [0.91, 4.26] [1.50, 3.67]
BRISA [-1.44, 6.14] [-0.89, 5.59] [-0.35, 5.05] [0.24, 4.46] [0.97, 3.73] [1.51, 3.18]
BUCIM [-2.00, 5.67] [-1.38, 5.05] [-0.89, 4.57] [-0.32, 3.99] [0.41, 3.26] [0.91, 2.76]
CCOLA [-2.84, 4.13] [-2.22, 3.51] [-1.74, 3.03] [-1.21, 2.50] [-0.59,1.88] [-0.10, 1.39]
CLEBI [0.23, 8.34] [0.81, 7.75] [1.32, 7.24] [1.93, 6.63] [2.69, 5.88] [2.94, 5.63]
CEMTS [-1.38, 7.83] [-0.53, 6.99] [0.06, 6.40] [0.72, 5.73] [1.57, 4.89] [2.17, 4.29]
CIMSA [-2.39,4.88] [-1.81, 431] [-1.30, 3.79] [-0.74, 3.23] [-0.05,2.54] [0.42, 2.07]
DEVA [-0.70, 7.52] [-0.04, 6.86] [0.51, 6.31] [1.13, 5.69] [1.90, 4.92] [2.44, 4.38]
DOAS [-2.67, 7.45] [-1.97, 6.74] [-1.27, 6.04] [-0.52, 5.29] [0.44, 4.33] [1.19, 3.59]
EGEEN [-0.05, 8.54] [0.62, 7.87] [1.19, 7.30] [1.84, 6.64] [2.66, 5.83] [3.23, 5.26]
ENKAI [-1.04, 3.49] [-0.70, 3.14] [-0.42, 2.86] [-0.06, 2.50] [0.37, 2.07] [0.71, 1.73]
ERBOS [-1.21, 7.55] [-0.55, 6.89] [0.06, 6.27] [0.75, 5.58] [1.55, 4.79] [2.14, 4.19]
EREGL [-1.19, 6.74] [-0.57, 6.11] [-0.01, 5.56] [0.62, 4.92] [1.36, 4.18] [1.89, 3.65]
FROTO [-0.83, 6.81] [-0.15, 6.13] [0.35, 5.63] [0.94, 5.04] [l1.66, 4.32] [2.17, 3.81]
GUBRF [0.09, 7.58] [0.66, 7.02] [1.13, 6.55] [1.70, 5.97] [2.41, 527] [2.55, 5.12]
HEKTS [1.14, 8.78] [1.65, 8.27] [2.20, 7.73] [2.76, 7.16] [3.52, 6.40] [4.02, 5.90]
INDES [-1.96, 8.05] [-1.18, 7.27] [-0.54, 6.64] [0.27, 5.83] [1.22, 4.87] [1.94, 4.15]
IPEKE [-4.56, 8.73] [-3.59, 7.77] [-2.66, 6.84] [-1.61, 5.79] [-0.35,4.53] [0.57, 3.61]




Tablo 5.

Bootstrap Belirsizlik Setleri (Devam)
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Hisse a=0.01 a=0.025 a=0.05 a=0.10 a=0.20 a=0.30
KRDMD  [-2.38, 7.76] [-1.55, 6.93] [-0.83, 6.21] [-0.08, 5.47] [0.87, 4.51] [1.54, 3.84]
KAREL [-1.38, 9.03] [-0.60, 8.25] [0.07, 7.58] [0.87, 6.78] [1.89, 5.76] [2.66, 4.99]
KARSN [-3.60, 768] [-2.70, 6.77] [-2.01, 6.08] [-1.07, 5.14] [-0.06, 4.13] [0.76, 3.31]
KARTN [-1.01, 6.27] [-0.56, 5.81] [-0.05, 5.30] [0.48, 4.77] [1.13, 4.12] [1.21, 4.04]
KLMSN [-3.07, 9.03] [-2.18, 8.14] [-1.30, 7.26] [-0.27, 6.23] [0.83, 5.12] [1.62, 4.34]
KORDS [-1.28, 7.07] [-0.62, 6.41] [-0.06, 5.86] [0.60, 5.19] [1.40, 4.39] [1.98, 3.81]
KOZAL [-3.04, 7.79] [-2.16, 6.90] [-1.44, 6.19] [-0.64, 538] [0.41, 4.34] [1.12, 3.63]
KOZAA [-4.29, 8.96] [-3.21, 7.88] [-2.42, 7.09] [-1.34, 6.01] [-0.04, 4.71] [0.79, 3.88]
LOGO [-0.22, 7.86] [0.38, 7.26] [091, 6.74] [1.52, 6.13] [2.27, 5.37] [2.51, 5.14]
MGROS [-2.68, 4.98] [-2.04, 4.33] [-1.57, 3.87] [-1.01, 3.31] [-0.25, 2.55] [0.31, 1.99]
NETAS [-2.81, 7.16] [-2.05, 6.40] [-1.39, 5.74] [-0.64, 5.00] [0.29, 4.06] [1.02, 3.33]
ODAS [-3.81, 8.16] [-3.01, 7.36] [-2.17, 6.52] [-1.23, 5.58] [-0.06, 4.41] [0.78, 3.57]
OTKAR [-1.72, 7.35] [-0.99, 6.61] [-0.36, 5.98] [0.34, 5.28] [1.19, 4.43] [1.81, 3.82]
PGSUS [-4.48, 7.29] [-3.56, 6.37] [-2.79, 5.59] [-1.80, 4.61] [-0.72, 3.53] [0.06, 2.75]
PETKM [-1.48, 6.29] [-0.85, 5.67] [-0.27, 5.08] [0.36, 4.45] [1.08, 3.74] [1.60, 3.21]
SASA [1.25, 11.00] [1.99,10.27] [2.63, 9.63] [3.39, 8.87] [4.29, 7.96] [4.95, 7.31]
TATGD [-2.34, 6.20] [-1.70, 5.56] [-1.13, 4.99] [-0.46, 433] [0.36, 3.51] [0.95, 2.91]
TOASO [-1.44, 5.51] [-0.85, 4.92] [-0.36, 4.43] [0.16, 3.90] [0.83, 3.24] [1.29, 2.78]
TCELL [-2.00, 3.83] [-1.55, 3.37] [-1.12, 295] [-0.66, 2.48] [-0.11, 1.94] [0.29, 1.53]
TMSN [-3.03, 6.51] [-2.25, 5.74] [-1.63, 5.12] [-0.89, 4.37] [0.03, 3.46] [0.67, 2.82]
TUPRS [-1.68, 5.14] [-1.10, 4.56] [-0.63, 4.09] [-0.10, 3.55] [0.54, 2.92] [0.97, 2.48]
THYAO [-3.47, 5.31] [-2.77, 4.61] [-2.19, 4.03] [-1.53, 3.37] [-0.66, 2.50] [-0.07,1.91]
TTKOM [-2.73, 3.99] [-2.16, 3.42] [-1.70, 2.96] [-1.19, 2.45] [-0.55, 1.80] [-0.11, 1.37]
TTRAK [-2.09, 6.47] [-1.36, 5.74] [-0.79, 5.17] [-0.18, 4.55] [0.65, 3.72] [1.22, 3.15]
ULKER [-2.91, 4.29] [-2.34, 3.72] [-1.84, 3.22] [-1.29, 2.66] [-0.62, 1.99] [-0.12,1.50]
VESTL [-2.36, 9.54] [-1.42, 8.60] [-0.61, 7.80] [0.33, 6.85] [1.43, 5.76] [2.27, 4.91]
YATAS [-0.70,10.72] [0.28, 9.74] [1.07, 895] [1.98, 8.03] [3.02, 6.99] [3.75, 6.27]
ZOREN [-3.08, 6.21] [-2.39, 5.52] [-1.81, 4.94] [-1.10, 4.23] [-0.23, 3.35] [0.40, 2.73]

Gliven diizeyi azaldikca hisse senetleri ortalamasina iligskin araliklar da
daralmaktadir. En son giiven diizeyi %50 seviyesine ¢ekilecek olursa, olusacak aralik
ortalamanin hemen saginda ve solunda olacaktir. Robust optimizasyon i¢in olusturulan
belirsizlik setlerinin en 6nemli varsayimi setin kapali kiime ve simetrik olmasidir.
Yukarida da belirtildigi gibi baslangi¢ dagilimi ne olursa olsun bir degiskenden ¢ekilen
orneklemlerin ortalamalarinin = dagilimi, merkezi limit teoremi geregi normal
dagilmalidir. Bootstrap yontemi, verilen degiskenin i¢inden rastgele gézlemler segcmek
kaydiyla alt orneklemler se¢ip ortalamalarini hesaplar. En son bu ortalamalarin
dagilimindan yukaridaki tabloda verilen araliklara bagli olarak ortalama i¢in belirsizlik
setleri olusturur. Uygulamada hisse senetlerine ait 89 aylik getiri kullanilmistir. Bu
getirilerden her defasinda 36 gozlem ¢ekilmek kosulu ile 15000 adet bootstrap alt
orneklemi seg¢ilmis ve hepsinin ortalamast hesaplanmistir. Sonugta 15000 ortalamanin
dagilimindan giiven diizeylerine bagli olarak belirsizlik setleri olusturulmustur.
Boylelikle, robust optimizasyon problemlerin simetrik ve kapali kiime varsayimi yerine

gelmis olmaktadir.
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Hisse senetleri belirsizlik kiimelerinin alt ve iist limitleri de dahil olmak tizere bu
araliktaki herhangi bir degeri rastsal olarak alabilmektedir. Robust optimizasyon
degiskenlerin en kotii senaryosu iizerinden optimizasyon yaptigi icin muhtemelen model
optimizasyonu sirasinda ug¢ degerlerden birine yonelecektir. Buna belirsiz degiskenin
realizasyonu denilmektedir. Onceki grafikte varliklarm ortalama ve risklerine gore
sagilim grafigi verilmisti. lgili tabloda riski, yani standart sapmasi/varyanst yiiksek olan
hisse senetlerinin belirsizlik setlerinin simir degerlerinin de buna bagli olarak genis
oldugu goriilmektedir. Robust optimizasyon modeli portfdy secerken muhtemelen

belirsizligi yliksek olan hisse senetlerini segmekten kagiacaktir.

Tablo 6.
Belirsizlik Setlerine Bagl Olarak Sharpe Orani, Beklenen Getiri Orani ve Portfoy Riski

Portfoy Portfoy
Beklenen Portfoy Beklenen Portfoy
Gama  Sharpe Oram  Getiri Riski Sharpe Oram1  Getiri Riski
Oram Oram
Gama=0 0.01812 %52.090 25.66250
Gama=1 Gama=4
Alfa Alfa
0.01 0.01810 %52.095 25.69165  0.01 0.01490 %41.232  23.93431
0.03 0.01679 %51.590 27.40047  0.03 0.01507 %41.161  23.60751
0.05 0.01682 %51.590 27.34654  0.05 0.01490 %41.233  23.93460
0.10 0.01683 %51.590 27.33443  0.10 0.01503 %40.878  23.48085
0.20 0.01683 %51.590 2734187  0.20 0.01504 %40.869 23.46321
0.30 0.01683 %51.590 27.33671 0.30 0.01512 %40.987 23.41536
Gama=2 Gama=5
Alfa Alfa
0.01 0.01447 %41.352 2472033  0.01 0.01500 %40.877  23.52785
0.03 0.01449 %41.354 24.69168  0.03 0.01519 %40.672  23.10580
0.05 0.01448 %41.352 2470964  0.05 0.01491 %40.910 23.69429
0.10 0.01460 %41.336 24.48440  0.10 0.01494 %40.907 23.64958
0.20 0.01481 %41.257 24.09595  0.20 0.01492 %40.917 23.67919
0.30 0.01486 %41.243 24.00307  0.30 0.01555 %40.950 22.73802
Gama=3 Gama=6
Alfa Alfa
0.01 0.01448 %41.342 24.69349  0.01 0.01497 %40.888 23.58361
0.03 0.01490 %41.231 23.93338  0.03 0.01493 %40.927 23.67791
0.05 0.01496 %41.207 23.81680  0.05 0.01489 %40.912  23.73513
0.10 0.01506 %41.159 23.61990  0.10 0.01494 %40.914  23.65005
0.20 0.01508 %41.156 23.58866  0.20 0.01493 %40.903  23.65299
0.30 0.01508 %41.162 23.59105  0.30 0.01564 %40.901 22.57634

Tablo 6 ve devamindaki iki tablo modeldeki belirsiz parametre sayisina bagli
olarak olusturulan portfoylerin Sharpe orani, portfoylerin beklenen getiri oranlari (%) ve
portfoy risklerini 6zetlemektedir. Gama modele dahil edilen belirsiz parametre sayisini

gosterirken, alfa her bir gama degerine bagli olarak modellerin giiven diizeylerini
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gostermektedir. Gama sifirdan baglayarak 56’ya kadar farkli degerler almaktadir.
Gamanin sifir oldugu durum modelde hi¢ belirsiz degiskenin olmadigi durumu ifade
etmektedir. Gamanin sifir oldugu model Markowitz’in klasik ortalama varyans
modeliyle ayn1 modeldir. Ilk tabloda gama degerinin sifir ile alt1 oldugu durumlar yer
almaktadir. Buna gore Sharpe orani, gama degeri ylikseldikce diigmektedir. Bu beklenen
bir durumdur. Ciinkii modeldeki belirsiz parametre sayisi arttikca modelin beklenen
getirisi diiser ve portfoy riski artar. Sonug¢ olarak Sharpe orani bir biitiin olarak diiser.
Benzer bir yorum portfoylin beklenen getirileri i¢in de yapilabilir. Zira yine gama degeri

arttikga beklenen getiri oran1 diisme egilimi gostermistir.

Tablo 7.

Belirsizlik Setlerine Bagli Olarak Sharpe Orani, Beklenen Getiri Orani ve Portfoy Riski
(Devam)

Portfoy Portfoy
Beklenen Portfoy Sharpe Beklenen  Portfoy
Rho Sharpe Oram1  Getiri Riski Oram Getiri Riski
Orani Oram
Gama=7 Gama =10
Alfa Alfa
0.01 0.01451 %39.445 23.33683 0.01 0.01389 %37.804  23.19995
0.03 0.01456 %39.764 23.48076 0.03 0.01440 %39.449  23.52189
0.05 0.01482 %39.752  23.04991 0.05 0.01455 %39.869  23.55889
0.10 0.01445 %39.595 23.53577 0.10 0.01451 %39.430  23.32053
0.20 0.01636 %39.629 20.81128 0.20 0.01525 %39.181  22.03867
0.30 0.01577 %39.621 21.58526 0.30 0.01479 %39.373  22.85181
Gama =8 Gama =15
Alfa Alfa
0.01 0.01459 %39.606 23.31754 0.01 0.01258 %31.950  20.95607
0.03 0.01499 %39.597 22.68478 0.03 0.01337 %32.126  19.85943
0.05 0.01623 %39.690 21.01095 0.05 0.01382 %32.230  19.28916
0.10 0.01623 %39.693 21.01858 0.10 0.01425 %32.031  18.55739
0.20 0.01631 %39.622  20.87055 0.20 0.01437 %32.344  18.62489
0.30 0.01582 %39.557 21.47177 0.30 0.01294 %33.887 21.87488
Gama =9 Gama =20
Alfa Alfa
0.01 0.01556 %39.800 21.99614 0.01 0.01116 %29.720  21.62301
0.03 0.01533 %40.000 22.44770 0.03 0.01187 %29.777  20.39177
0.05 0.01515 %40.000 22.71826 0.05 0.01272 %29.790  19.03467
0.10 0.01478 %39.674 23.07072 0.10 0.01323 %31.510  19.60297
0.20 0.01469 %39.732  23.24393 0.20 0.01444 %31.086  17.65632
0.30 0.01546 %39.663 22.04826 0.30 0.01449 %31.294  17.74135

Yukaridaki tabloda ise gama degerinin 7 ile 20 arasinda degistigi durumlar
gosterilmistir. Uygulamada gamanin sifirdan 10’a kadar degerleri birer artirllmistir. Bu
aralikta portfoylerin belirsiz parametrelere duyarliligi ¢cok daha yiliksektir. Gama sayist

yiikseldikge modellerin belirsiz parametre sayisina olan duyarliligi da belirli oranda
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diismektedir. Bunu Sharpe oranlarindaki degisimlerden okumak miimkiindiir.

Genel olarak gamanin sifir olmasi beklenen bir durum degildir. Yani model
portfoyler olusturulurken, tahmin edilen ortalama degerlerinin tamaminin dogru ve
gelecegi milkemmel temsil etmesi beklenen bir sonug degildir. Dolayisiyla gamanin
stfir oldugu durumda portfoyler olusturulsa bile bunun gercekte karsiliginin olmadigi
bilinmelidir. Gama degerlerini belirlemek yatirimeinin beklentisi ve almak istedigi risk
orantyla ilgilidir. Bir model portfoyde ka¢ tane hisse senedinin kotli performans

gostermesi gerektigi sorusu tamamiyla beklentilerle ilgilidir.

Tablo 8.

Belirsizlik Setlerine Bagl Olarak Sharpe Orani, Beklenen Getiri Orani ve Portfoy Riski
(Devam)

Portfoy Portfoy
Beklenen Portfoy Sharpe Beklenen Portfoy
Rho Sharpe Oram  Getiri Riski Oram Getiri Riski
Oram Oram
Gama=25 Gama=45
Alfa Alfa
0.01 0.01094 %24.713 17.48019 0.01 0.00156 %08.758  20.37770
0.03 0.01146 %24.871 16.83025 0.03 -0.00404 -%3.229  21.79424
0.05 0.01221 %29.008 19.19222 0.05 -0.00100 %3.330 22.50142
0.10 0.01308 %29.662 18.40892 0.10 0.00703 %20.133  20.70634
0.20 0.01334 %30.895 18.98228 0.20 0.00670 %19.610 20.93639
0.30 0.01400 %30.152 17.55368 0.30 0.01168 %29.536  20.51471
Gama=30 Gama=50
Alfa Alfa
0.01 0.00827 %22.543 20.49859 0.01 -0.00462 -%4.218  21.19801
0.03 0.00905 %23.848 20.17857 0.03 -0.00472 -%4.980 22.37153
0.05 0.00984 %24.842  19.56484 0.05 0.00343 %12.725 20.82131
0.10 0.01081 %27.116 19.92363 0.10 0.00099 %7779  22.17366
0.20 0.01223 %30.099 20.04710 0.20 0.00889 %23.904 20.60759
0.30 0.01324 %31.285 19.40741 0.30 0.00515 %17.368 22.90443
Gama=35 Gama=56
Alfa Alfa
0.01 0.00768 %21.013 20.10443 0.01 -0.00720 -%9.667  21.17044
0.03 0.00692 %20.000 20.84462 0.03 -0.00649 -%9.251  22.84614
0.05 0.00864 %23.427 20.64725 0.05 -0.00577  -%10.000 27.01822
0.10 0.00981 %25.708 20.51236 0.10 -0.00175 %1.618  22.60142
0.20 0.01133 %28.724 20.42488 0.20 0.00246 %11.248  23.07066
0.30 0.01275 %31.929 20.66964 0.30 0.01063 %27.633  20.74802
Gama=40
Alfa
0.01 0.00141 %8.471  20.45621
0.03 0.00441 %14.461 20.12527
0.05 0.00492 %15.811 20.78953
0.10 0.00671 %19.545 20.80928
0.20 0.00819 %22.684 20.89197

0.30 0.01227 %30.707 20.47823
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Son olarak tablo 8, gama degerlerinin (belirsiz parametre sayisinin) 25 ile 56
arasinda degistigi modellerin istatistiklerini gdstermektedir. Belirsiz parametre sayisi
artttkca modelin Sharpe oran1 diismeye devam etmektedir. Oyle ki belirsiz parametre
sayis1 45’in iizerine ¢iktiginda Sharpe orami negatife donmiistiir. Sharpe oranmi ancak
portfoy beklenen getirisi risksiz faiz oraninin altina diistiigiinde negatif olabilir. Demek
ki hisse uzayimmizdaki hisselerin ¢ok biiyiik bir kismi kotii performans gosterirse
portfoyden elde edilecek getiri orani, risksiz getiri oraninin bile altina diismektedir.

Gama degerinin sifir olmasi ya da bagka bir ifade ile modelde belirsiz parametre
olmamasinin beklenmedik bir durum oldugu ifade edilmisti. Ayni durum maksimum
belirsiz parametre sayisi i¢in de gegerlidir. Yani varlik uzayinizdaki tiim hisselerin ayni
anda kotii performans gostermesi de beklenen bir durum degildir. Gergek hayatta
realizasyonlar genelde bu iki durum arasinda gerceklesmektedir. Buna gore gama
degerinin 56 olmasi teorik olarak miimkiin olsa da gercekte beklenen bir durum
degildir. Cesitlendirme bu yoniiyle ¢ok dnemlidir. Ciinkii portfoyiintize farkli sektor ve
ozellikteki hisse senetleri eklediginizde muhtemelen bir sektoriin hisse senetleri kotii
performans gosterirken diger sektor hisseleri iyi performans gosterecektir. Burada kotii
performanstan kasit hisse senedinin beklenen getirisinden daha diisiik bir getiri
saglamasidir. Benzer sekilde iyl performans gostermesi beklenen ortalama getirinin
tizerinde bir getiri saglamasidir.

Bir biitlin olarak gama ve alfa degerlerine gore incelendiginde, model
portféylerin Sharpe orami ve portfoy beklenen getiri oranlari sistematik olarak
diismektedir. Fakat ayni durumun portfoy riskleri icin gecerli olmadigi ilk bakista
goriilmektedir. Portfoy riskleri genel olarak gama degerinin artmasiyla artmakta oldugu
gozlenmis olsa da daha yliksek bir gama ve alfa degeri i¢in daha diisiik bir portfoy riski
bulmak olasidir. Yani portfoy riskindeki diisiis veya yiikselisler sistematik degildir.

Belirsiz parametre sayisiyla model portfoylerin beklenen getiri oranlari
arasindaki iligki bu sekilde ortaya konulmasina ragmen hangi gama degerleri i¢in bu
degisimlerin daha yiiksek oldugunu tablolardan gdstermek cok miimkiin degildir. Bu
amagla Oncelikle belirsiz parametre sayilarina bagli olarak portfdylerin ortalama

beklenen getirileri bir grafik iizerinde gosterilmelidir.
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Sharpe Orani ve Portfoy Riski
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Sekil 10. Gama degerlerine gore sharpe orani ve portfoy riski

Belirsiz parametre sayisina bagli olarak degisen Sharpe orami grafikte
gosterilmistir. Sharpe orani belirsiz parametre sayist birden ikiye ¢ikinca 6nemli bir
diislis gostermistir. Belirsiz parametre sayist iki ile on arasindayken Sharpe oraninin
istikrarli kaldigi, daha sonra ilave her bes belirsiz parametrede diislis hizinin arttii
goriilmektedir. Aynmi araliklarda portfoylerin ortalama risk oranlar1 da istikrarliyken,
ozellikle belirsiz parametre sayis1 yirmi besin iizerine ¢iktiginda portfoy riskinin 6nemli
olgiide attidi goriilmektedir. iki seri aym anda degerlendirildiginde, risk diiserken
portféyiin beklenen getiri oran1 da diismektedir. Belirsiz parametre sayis1 yirmi bes ve
tizerindeyken Sharpe oranindaki diislis, portfoy riskindeki yiikselisten daha hizl
gerceklesmistir. Bu da belirsizlikle birlikte risk artarken beklenen getiri oranin
diistligiinii gostermektedir.

Belirsizlik ile Sharpe orami arasindaki iligki gosterilirken en etkin portfoyiin
hangisi oldugu ©6nemli bir problemdir. Oncelikle daha &nce belirtildigi gibi
aragtirmacinin belirsizlik ile ilgili beklentisi ve riske kars1 duyarliligi portfoy se¢ciminde
kritiktir. Fakat genel bir degerlendirmeyle s6z gelimi arastirmacinin koétii performans
beklentisi %15 civarindaysa (ki bu gama degerinin 8 veya 9 oldugu portfoye denk
gelir), sekizinci noktadaki portfdylerden birine yatirimi dngorebilir. Bu noktada Sharpe
orant komsu noktalarla esit diizeydeyken portfoy riski daha diisik diizeydedir.
Dolayistyla bu noktadaki portfoy arastirmaci i¢in en etkin portfdy olacaktir.
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Sharpe Orani ve Beklenen Getiri Orani
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Sekil 11. Gama degerlerine gore sharpe oran1 ve portfdy beklenen getiri orani

Sekil 11, gama degerlerine gore degisen ortalama portfoy beklenen getirilerini
ve Sharpe oranlarim gostermektedir. Oncelikle belirtilmelidir ki belirsiz parametre
sayisinin bir veya iki olmasi arasinda onemli bir fark vardir. Bir belirsiz parametre
iceren modele bir belirsiz parametre daha eklendiginde Sharpe oran1 ve beklenen getiri
onemli Glgiide diismektedir.Modele {i¢iincli bir belirsiz parametre eklendiginde bu etki
cok daha kisitl olmustur. Tipki Sharpe oran1 gibi portfoylerin ortalama getiri oranlari da
belirsiz parametre sayisinin artmasiyla once istikrarli ilerlerken, belli bir gama
degerinden sonra artan oranda azalmaya baslamistir. Bertsimas ve Sim (2004) bu
durumu Robust modelin fiyati olarak tanimlamaktadir'®. Belirsizlik, vazgecmek zorunda
olunan beklenen getiri olarak da tanmimlanabilir. Belirsizlik iceren bir modeli
kullanmanin en biiyiilk avantaji beklenen getiri kaybin1 goze almasina ragmen
aragtirmaciya en kotii senaryoda bile optimal ¢ézliimii garanti etmesidir.

Her yatirimer belli bir risk diizeyinde maksimum beklenen getiri elde etmeyi
amaglar. Fakat finansal seriler dogasi geregi cok fazla belirsizlik icerir.  Portfoy
olustururken belirsizlik goéz ardi edilirse olusturulan modelin optimal ¢oziimii,
belirsizliklerden dolay1 belli kisitlarin saglanamamasina neden olacaktir. Kisitlarin
saglanmamasi veya yerine getirilmemesi aslinda yanlis modelin optimizasyonu

anlamina gelmektedir ve sonuglar1 giivenilir degildir.

'® Bertsimas ve Sim (2004) bu olguyu “Price of Robustness™ olarak tammlamustir.
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Yukaridaki sekillerde Sharpe orani, beklenen getiri ve portfoy riski grafik iizerinde
gosterilirken giiven diizeyleri gz oniine alinmamistir. Alfa degerlerine (giiven diizeyi)
bagli olarak Sharpe orani, portfoy beklenen getiri oran1 ve portfoy riski farkl tepkiler
verebilir. Asagidaki grafikler belirlenmis alfa dilizeylerinde bu oranlarin nasil
davrandigin1 gostermektedir. Bagka bir ifadeyle, model portfoyler i¢in alfa degerlerinin

getiri ve risk lizerindeki etkisi gosterilmistir.

Giiven Diizeyi %99 (Alfa=0.01)
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Sekil 12. Alfa= 0.01 i¢in sharpe orani ve beklenen getiri oranlari

Hisse senetlerine ait belirsizlik setleri i¢cin %99 giiven diizeyiyle olusturulmus
model portfoylerin getiri oranlar1 ve Sharpe oranlart sekil 12°de gosterilmistir. Giiven
diizeyi, bir hisse senedinin belirlenen bir olasilikla yasayabilecegi maksimum kaybi
gostermektedir. Gamanin bir olmasi ve giliven diizeyinin %99 olmasi, modele dahil
edilen hisse senetlerinden bir tanesinin %99 olasilikla yasayabilecegi maksimum kayb1
g0z Oniine alarak olusturulan portfoyii ifade eder. Hisse senetlerinin tarihsel verilerinden
beklenen ortalama getiri oranlar1 hesaplandiktan sonra, her bir hisse senedi i¢in
bootstrap yontemiyle olusturulan belirsizlik kiimesinden en fazla sapmay1 yasayacak
olan hisse belirsiz hisse senedi olarak modellere dahil edilmektedir. Gamanin bir olmasi
durumunda model, en yiiksek sapmaya sahip hisse senedini belirsiz hisse senedi olarak
alacagi i¢in, olusturulacak model portfoy gamanin bir oldugu her durumda optimal
olmaya devam edecektir. Oyle ki N varlikli bir uzayda geriye kalan N-1 tane hisse

senedinin higbir tanesi, secilen 1 hisse senedinin sapmasindan daha fazla sapma
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yagsamayacag1 i¢in ¢oziimiin optimal kalmasi garanti altina alinmis olacaktir.

Alfanin 0.01 olmas1 ya da ayn1 anlama gelen, %99 giiven diizeyi oldukga yiiksek
bir diizeydir. Dolayisiyla arastirmaci yiiksek bir giiven diizeyi i¢in portfoyiin beklenen
getiri oranmin bir kismindan feragat etmek zorundadir. Ustelik bu feragat veya beklenen
getiriden vazgecis gama degerinin biiyliimesiyle daha da artacaktir. Zira belirsiz
parametre sayisinin bir ve giiven diizeyinin %99 oldugu yukaridaki grafikte, yillik
beklenen portfdy getiri oran1 %50 civarindayken, bu oran gama degerinin artmasiyla
birlikte sifirn bile altina diismistiir. Bu sonu¢ gosteriyor ki arastirmacit c¢ok
muhafazakar davranip, modeldeki tiim hisse senetlerinin kotii  performans
sergileyecegini diisliniir ve olusturdugu portfoylerin %99 oraninda optimal kalmasini
isterse negatif beklenen getiriye raz1 olmak zorundadir. Boylelikle hem riskini minimum

yapacaktir hem de her sartta optimal kalan modeller olusturacaktir.

Giiven Diizeyi %97.5 (Alfa=0.025)
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Sekil 13. Alfa= 0.025 i¢in sharpe orani ve beklenen getiri oranlari

Portfoydeki hisse senetlerinin giiven diizeyi %97.5 olarak belirlendiginde model
portfoy getirilerinin ve Sharpe oranin verdikleri tepkiler yukaridaki grafikte
gosterilmistir. Grafigin sol ekseninde model portfoylerin yillik ortalama beklenen getiri
oranlari, sag eksende ise Sharpe oranlari yer almaktadir. Portféy beklenen getiri
oranlarini temsil eden alttaki ¢izgiye gore, modeldeki belirsiz parametre sayis1 arttiginda

beklenen getiri orant Once sabit kalmakta belli bir noktadan sonra hizli bir diisiis
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gostermektedir. Belirsiz parametre sayist onun iizerine ¢iktiginda beklenen getirinin
diisme egilimi artmaktadir. Benzer bir yorum Sharpe orani i¢in de yapilabilir. Buna gore
gama degerinin iki ile 10 arasinda oldugu durumlarda Sharpe oran1 6nemli bir degisiklik
gostermezken, gama degerinin on ile 40 arasinda oldugu durumda diisiis gozlenmis ve
kirktan sonra diislis hiz1 artmistir. Sonug olarak portfoy beklenen getiri orani yillik
ortalama %350 seviyesinden -%10 seviyesine kadar diismiistiir. Sharpe orani da belirsiz
parametre sayist 40’1n lizerine ¢iktiginda negatif degerler almistir. Bu sonuglar giiven
diizeyinin %99 oldugu bir onceki grafik ile paraleldir. Giiven diizeyini %99’dan

%97.5’e indirmek portfoy getirileri ve Sharpe orani {izerinde kisitli bir etki yaratmigtir.

Giiven Diizeyi %95 (Alfa=0.05)
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Sekil 14. Alfa= 0.05 i¢in sharpe orani ve beklenen getiri oranlari

Gliven diizeyi %95’e indirildiginde olusan portfoyler yukaridaki grafikte
sunulmustur. Genel olarak %99 ve %97.5 giiven diizeyleriyle paralel sonuglar olsa da
belirsiz parametre sayisinin elli oldugu durumda portfdy beklenen getirisi ile Sharpe
orant hafif yilikselmistir. Robust optimizasyon modelleri rastgele fakat ortalamadan
sapmalart maksimum yapacak toplam sapmayi dikkate aldig1 i¢in farkli belirsizlik
seviyelerinde farkli hisse senedi kombinasyonu se¢gmesi miimkiindiir. Dolayisiyla daha
yiiksek bir belirsizlik sayis1 i¢in daha yiiksek beklenen getiri durumu olasidir.

Giiven diizeyinin %99, %97.5 ve %95 oldugu lic durumda da belirsiz parametre

sayis1 arttikgca dogal olarak hem beklenen getiri oran1 hem de Sharpe orami diisiis
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gostermektedir. Ek olarak ti¢ gliven diizeyi i¢in de yillik beklenen getiri oranlart %50
seviyesinin biraz iizerinden baslayarak belirsiz parametre sayisinin artmasiyla sifirin
altina diismektedir. Analize konu {i¢ giiven diizeyi de arastirmaci i¢in oldukca yiiksek
diizeylerdir. Hatta bunlara %90 giiven diizeyi de eklenebilir. Burada olusturulan
portfoylerin optimal kalmasi olasilig1 hisse senetlerinin giiven diizeylerinden dolay1
oldukca yiiksektir. S6z gelimi ii¢ durumda da belirsiz parametre sayisi iki olmasiyla on
olmas1 arasinda neredeyse hi¢ fark yoktur. Dolayisiyla sadece iki belirsiz parametreyle
bulunan ¢dziim, on belirsiz parametreye kadar optimal kalmaya devam edecektir. Klasik
optimizasyon problemlerinde yasanacak bu denli yiiksek sapmalarda ¢6ziim ¢ogunlukla

optimal olmaktan ¢ikacaktir.

Giiven Diizeyi %90 (Alfa=0.10)
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Sekil 15. Alfa= 0.10 i¢in sharpe orani ve beklenen getiri oranlari

Gliven diizeyi %90’a diistiiglinde de benzer sonuglar elde edilmistir. Yine
portfoy ortalama beklene getiri orant %50 civarindan baglayarak gama degerinin
artirtlmasiyla diislis gdstermistir. Fakat burada portfoyiin yillik beklenen ortalama getiri
orant sifirin altina diismemistir. Giiven diizeyi diistiikge hisse senetlerinin beklenen
ortalama getirilerinden sapmalar da azalmaktadir. Dolayisiyla beklenen ortalama
getiriye ne kadar yakin realizasyon olursa portfoyilin beklenen getiri oran1 da o denli

yilksek olmaktadir. S6z gelimi 56 hisse senedi uzayindan olusturulan model
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portfoylerde, on tane hissenin %90 giiven diizeyiyle en kotii performansini géstermesi
ve geriye kalan tiim hisselerin en azindan ortalama degerinde getiriye sahip olmasi
durumunda portfoyiin sagladigi beklenen getiri oran1 %40 civarindadir. Tiim hisselerin
kotii performans gostermesi durumunda ise model portfoylerin %90 oraninda sifira

yakin bir beklenen getiri saglayacagi sdylenebilir.

Giiven Diizeyi %80 (Alfa=0.20)
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Sekil 16. Alfa= 0.20 i¢in sharpe oran1 ve beklenen getiri oranlari

Hisse senedi getirileri i¢in alfanin 0.50 olmasi, ortalama degerinin realizasyonu
anlamina gelmektedir. Dolayisiyla giiven diizeyinin %80’ e diismesi hisse senetlerinin
beklenen getirileriyle gergeklesecek olan getirileri arasindaki farkin azalmasi demektir.
Yukaridaki grafige gore giliven diizeyinin diismesiyle birlikte hem portfoylerin beklenen
getiri oranlar1 hem de Sharpe oranlar1 onceki giiven diizeylerine gore sinirli bir diisiis
yasamustir. Oyle ki gama degerinin 56’ya yiikselmesi karsisinda daha 6nce %50 negatif
seviyeye diisen beklenen portfoy getiri orant bu kez maksimum %10 seviyesine
diismiistiir. Benzer bir yorum Sharpe orani i¢in de yapilabilir. Zira Sharpe oranindaki

diistis de sinirli olmustur.
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Giiven Diizeyi %70 (Alfa=0.30)
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Sekil 17. Alfa= 0.30 i¢in sharpe orani ve beklenen getiri oranlari

Belirsizlik setlerine iliskin son giiven diizeyi %70°dir. Yiiksek giiven
diizeylerinde gerceklesen portfoy ortalama beklenen getiri oranlart ve Sharpe
oranlarindaki diisiiler burada ¢ok daha smirl gerceklesmistir. Beklenen model portfoy
getiri oranlart minimum %30 civarina diismiistiir ve gama degerlerine bagh olarak
sadece gamanin birden ikiye yiikseldigi durumda ve 10’dan 20’ye yiikseldigi durumda
ciddi diisiis gostermistir.

Kullanilan giliven diizeylerine ve belirsiz parametre sayilarina bagli olarak
portfoylerin yillik beklenen getiri oranlari, tablo ve grafikler yardimiyla detayli bir
sekilde incelenmistir. Ozellikle belirsiz parametre sayilarindaki artislar portfdy beklenen
getirilerini  ve portfoy risklerini dolayisiyla Sharpe oranlarini 6nemli Olciide
etkilemektedir. Daha 6nce vurgulandig: gibi robust portfoyler yatirimeilari belirsiz hisse
senedi risklerine karsi korumaktadir. Yatirnmci yatirnm yaptigir portfoylerdeki hisse
bilesenlerinin en kotii durumda bile gegerli olmasii istemektedir. Robust modeller
¢Ozlim uzayindaki tiim realizasyonlara (gama degeri kadar olmak kosuluyla) direncli
coziimler liretmektedir. Hatta robust optimizasyon belirsiz setlerin sinirlar1 igerisinde en
kotii senaryolart dikkate aldig1 i¢in muhtemelen belirlenen belirsiz parametre sayisindan
cok daha fazlasi i¢in bile ¢6ziim optimal kalmaya devam edecektir. Ciinkii gergek
hayatta her hisse senedi her zaman en kotlii performansini gostermez. Bazi hisseler

beklenenin aksine daha yiiksek bir beklenen getiri saglayabilir veya belirsiz hisse
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senetleri belirsiz setlerin en diisiik simirindan daha yiiksek bir ortalama getiri
saglayabilir. Bu durumda belirlenen gama degerinin ¢ok iistiinde bir belirsizlik seti i¢in

bile ¢6zlim “yiiksek olasilikla” gecerli olmaya devam edecektir.

Ortalama Etkin Sinir
Beklenen
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Sekil 18. Belirsizlik setlerine bagl portfoy etkin sinirlari

Sekil 18’de belirsiz parametre sayilarna bagli olusturulan portfylerin etkin
siirlart gosterilmistir. Etkin sinirlar, karsilastirilma amaciyla sadece @ = 0.05 oldugu
durum olusturulmustur. Farki alfa diizeyleri i¢in de benzer sonuglar beklendiginden her
bir alfa diizeyinde etkin sinir ¢izilmemistir.

Grafige gore gamanin 1,2, 5 ve 10 oldugu durumlarda etkin sinir neredeyse
cakisiktir. Buna gore belirsiz parametre sayist diisiik oldugunda portfoy beklenen getiri
oranlart ¢ok fazla etkilenmemektedir. ' = 0 veya I' = 10 arasinda etkinlik agisindan
neredeyse hicbir fark yoktur. Burada robust optimizasyon modellerinin 6nemi bir kere
daha ortaya ¢ikmaktadir. Etkinlik ve portféy beklenen getiri oranlarinda ¢ok fazla
(gamanin kiigiik degerleri igin) bir fark goriilmese de klasik optimizasyon modeli,
['=0 iken bulunan optimal ¢6ziimiin I' = 10 oldugunda gecerli olmasini garanti

etmez. Fakat robust optimizasyon modeli dogasi geregi en kotii senaryolart géz oniine
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alarak optimizasyon yaptigindan, yiiksek bir olasilikla farkli gama degerlerinde optimal
olmaya devam edecektir.

Etkin sinirlar incelendiginde artan risk istahiyla ortalama beklenen getiri orani
Once artan oranda artarken, daha sonra azalan bir hizda artmaktadir. Nihayet belli bir
risk seviyesinde modelden beklenen getiri oranini arttirmak imkansizdir. Bu noktada
artik daha yiiksek risk yliklenmeye gerek yoktur.

Belirsiz parametre sayisi az oldugunda etkin smirin bu durumdan c¢ok fazla
etkilenmedigi asikardir. Fakat gama sayisi arttirildiginda etkin sinirin tepkisi ¢ok daha
yiiksek olmaktadir. I' = 0’dan I' = 10 ‘a kadar iist {iste binmis etkin portfoy sinirlari
[' = 30 i¢in oldukga farkl bir patika izlemektedir. Belirsiz parametre sayisiyla beklenen
getiri arasindaki ters yonlii iligki burada da goriilmektedir. Sonugta yatirim yapilabilir
hisse senedi uzayindaki hisselerin belirsizlik oranlari arttik¢a beklenen ortalama portfoy
getirisi diisecektir. I' = 10 ‘a kadar olan portfdylerin ortalama beklenen getiri orani
maksimum %62 civarindayken, belirsizlik arttik¢a bu oranin dnce %42 seviyesine daha
sonra %20 seviyesine distiigii goriilmektedir. Zira I' = 56 se¢ildiginde etkin sinirin
daha da distiigii grafikten anlagilmaktadir. Bolim girisinde '=0 ve ' =56
durumlarinin gergekte ¢ok rastlanilan durumlar olmadig aciklanmisti. Ciinkii yatirim
yapilabilecek hisselerin tamaminin yatirim doneminde beklenen getiriden daha diisiik
bir getiri saglamasi beklenmezken, yatirim yapilan tiim hisselerin ¢ok iyi getiri
getirmesi de olas1 degildir. Bazi hisseler beklenen getirinin altinda, bazi hisseler
beklenen getirinin iistiinde, bazi hisseler de beklentiye paralel getiri saglayacaktir. Ama
her ne sekilde olursa olsun robust optimizasyon yontemiyle, klasik ortalama varyans
modelinden elde edilebilecek kadar getiri elde etmek miimkiindiir. Ayrica robust
optimizasyon yontemiyle elde edilmis ¢6ziim, belirsizlik beklentilerin biraz {istiinde olsa
dahi optimal kalmaya devam edecektir.

Portfoy beklenen ortalama getiri oranlartyla gergek bir yatirim siirecinin sonunda
elde edilecek getiri oranlari ayni seyi ifade etmez. Olusturulan portfoy gergek bir
yatirimin siirecinde nasil bir getiri saglayacagi cogu zaman portfoy beklenen ortalama
getirisinden daha O6nemlidir. Sonucta teorik olarak olusturulan portfoylerin gergek

yatirim siirecinde de ortalama piyasa getirisinin iizerinde bir getiri getirmesi beklenir.
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Portfoy ve Endeks Zaman Grafigi
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Sekil 19. Ortalama agirlikli portfoy ve esit agirlikli endeks grafigi

Sekil 19 robust portfoylerin ortalama agirliklar1 alinarak olusturulan ve esit
agirhikli portfoylin grafigini gostermektedir. Robust portfoyler '=0 ve I' =56
arasinda olmak {izere 20 farkli gama degeri ve 6 farkli gliven diizeyi i¢in toplam 120
farkli portfoyii icermektedir. Biitiin portfoylerin agirliklarinin ortalamas: aliarak
olusturulmus portfoy ile esit agirliklara sahip (1/56=0.01786) portfoyiin zaman i¢indeki
degerleri incelendiginde, robust portfoyiin degeri yaklasik olarak 2.00 ile baslamis ve
yatirim donemi sonunda 6.628 portfoy degerine ulagsmistir. Bu donemde %230 deger
kazanmustir. Esit agirhikli olusturulan portfoyilin ise ayni déonemde degeri 2.00’dan
8.70’e yiikselmistir. Esit agirlikli portfoylin bu donemdeki degeri ortalama %325
oraninda artis gostermistir. Bu oranlar Covid-19 pandemisini icerecek sekilde, yani
2021 yili basina kadarki siireyi kapsamaktadir. Dikkat edilirse robust portfdy pandemi
baslangict olan Mart 2020’ye kadar hep esit agirlikli portfoyilin iizerinde kalmistir.

Pandemi doneminde ise esit agirlikli portfoyiin yiikselme hiz1 daha fazladir.
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Alfa=0.01 Portfoy ve Endeks Zaman Grafigi
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Sekil 20. Alfa=0.01 i¢in ortalama agirlikli portfoy ve esit agirlikli endeks grafigi

Yukaridaki grafik 20 farkli gama degeri icin giiven diizeyinin %99 oldugu
portfoylerin ortalama agirliklartyla olusturulmus portfoy ile esit agirlikli portfoyiin
grafigini gostermektedir. Esit agirlikli portfoy bu donemde yaklasik %325 oraninda
degerlenirken, %99 giiven diizeyiyle elde edilen portfoy ayni dénemde %950 (yillik
ortalama %130) oraninda deger kazanmistir. Bir kere daha ifade edilmelidir ki model
robust portfoy, I' =0 ‘dan I' =56’ya kadar alfanin 0.01 oldugu 20 portfoyiin
agirliklarinin ortalamasi alinarak olusturulmustur. Yani bu portfoyiin agirliklart T'=0
gibi en iyimser durumu da igermektedir, I' = 56 gibi en kd&tlimser durumu da
icermektedir. Yatirimcinin veya arastirmacinin beklentisine bagli olarak, s6z gelimi
[' = 20 olmas1 bekleniyorsa, gliven diizeyinin %99 ve I' = 20 oldugu portfoye gidip
sadece ilgili portfoy agirliklar: kullanilabilir.
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Alfa=0.025 Portfoy ve Endeks Grafigi
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Sekil 21. Alfa=0.025 i¢in ortalama agirlikli portfoy ve esit agirlikli endeks grafigi

Sekil 21 giiven diizeyinin %97.5 oldugu (alfa=0.025) ortalama portfoy ve esit
agirlikli portfoyiin (endeks) grafigini géstermektedir. Model portfoyiin degeri yatirim
donemi baginda 1.60 iken yatirirm donemi sonunda 16.95 degere ulagsmistir. Yani tiim
donem boyunca yaklasik %950 oraninda deger kazanmistir. Bu da yillik ortalama %132
gibi bir biliylime oranina denk gelmektedir. Esit agirlikli portfdy ise tiim yatirim
doneminde %325 oraninda artmistir. Yani model portfoyler, endeksten yaklasik olarak
%630 daha fazla deger kazanmistir. Bagka bir ifadeyle model portfoyler yillik ortalama
%86 daha 1yi getiri getirmistir.

Benzer degerlenme oranlari giiven diizeyinin %95 oldugu portfoylerde de
gerceklesmistir. Asagidaki grafik esit agirlikli portfoy ile giiven diizeyinin %95 oldugu
portfoylerin ortalamasiyla olusturulmus model portfoy grafigini gostermektedir. Buna
gore robust portfoyiin degeri yatirnm dénemi basinda 2.00’dan daha diisiikken, yatirim
donemi sonunda yaklagik olarak %940 deger kazanarak 17.00 seviyesine kadar
yiikselmistir. Yani yillik ortalama %129 oraninda deger kazanmistir. Ayn1 donemde esit
agirlikli portfoy yillik ortalama %45.6 oraninda deger kazanmistir. Robust portfoy

piyasa ortalama getirisine gore yaklasik 3 kat degerlenmistir.
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Alfa=0.05 Portfoy ve Endeks Grafigi
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Sekil 22. Alfa=0.05 icin ortalama agirlikli portfoy ve esit agirlikli endeks grafigi

Sadece pandemi oOncesi degerlenme oranlari degerlendirildiginde de robust

portfoylin degerlenme orani esit agirlikli portfoytlin degerlenme oranindan ytiksektir.

Alfa=0.10 Portfoy ve Endeks Grafigi
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Sekil 23. Alfa=0.10 i¢in ortalama agirlikli portfoy ve esit agirlikli endeks grafigi
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Hisse senetleri ortalamasinin %90 giiven diizeyiyle dalgalanmasina izin veren
robust portfoyiin zaman i¢indeki degerlenmesi Sekil 23’te verilmistir. %95 giiven
diizeyiyle olusturulan robust portfoylerle %90 giiven diizeyiyle olusturulan robust
portfoylerin degerlenme oranlar1 neredeyse aynidir. Buradan anlasilacagi iizere giiven
diizeyini %95’den %90’e diismek, portfoy degerlenme oranlari agisindan nerdeyse
hicbir kayba neden olmamaktadir. Yatirim doneminin basindan sonuna kadar robust
portfoy toplamda %966 oraninda deger kazanmistir ki bu oran yillik ortalama %133
civarinda bir portfoy biiyiimesi anlamina gelmektedir. Pandemi baslangicina kadar
degerlendirildiginde ise robust portfoy yaklasik %91 oraninda biiyiimiisken, esit

agirlikli portfoy ayn1 donemde sadece %11.5 oraninda biiylimiistiir.

Alfa=0.20 Portfoy ve Endeks Grafigi
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Sekil 24. Alfa=0.20 icin ortalama agirlikli portfoy ve esit agirlikli endeks grafigi

Bir diger giiven diizeyi %80’dir. Bu giliven diizeyi i¢in de benzer sonuglar
goriilmektedir. Analiz doneminin baginda robust portfoyiin piyasa degeri, esit agirlikli
portfoyiin piyasa degerinin altindayken, donem sonunda robust portféy ¢ok daha fazla
deger kazanmistir. Arastirmaci veya yatirimci agisindan giiven diizeyi diigse bile %90
giiven diizeyiyle olusturulan portfoy kadar getiri saglandigina gore giiven diizeyini
diistirmek gereksizdir.

Son olarak giiven diizeyinin %70 oldugu robust portfoy degerlenmeleri

asagidaki grafikte verilmistir. %70 oldukga diisiik bir gliven diizeyidir. Burada hisse
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senetlerinin belirsizlik kiimesi dahilinde beklenen ortalama getiriden sapmasi ancak
%70 oraninda garanti altina alinmaktadir. Hisse senetlerine iliskin diisiik giiven diizeyi,

portfoy degerlenme oranlarina etkisi onemli midir?

Alfa=0.30 Portfoy Ve Endeks Grafigi
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Sekil 25. Alfa=0.30 icin ortalama agirlikli portfoy ve esit agirlikli endeks grafigi

Yukaridaki grafige gore giliven diizeyi %70’e diistiiglinde esit agirlikli portfoy,
robust portfoyden daha iyi degerlenme oran1 yakalamistir. Bu giiven diizeyi i¢in robust
portfoylin piyasa degeri hicbir donemde esit agirlikli portfoylin piyasa degerini
gecememistir. SO6z konusu donemde robust portfoyiin yatirim donemi baslangicinda
1.59 olan piyasa degeri yatirim dénemi sonunda %204 artarak 4.86 degerine ulasmistir.
Ayn1 donemde esit agirlikli portfoy yaklasik %330 oraninda deger kazanmustir.

Son olarak asagidaki tablo, tiim gama ve alfa degerlerine iliskin portfoylerin
ortalama yillik degerlenme oranlarini 6zetlemektedir. Analiz donemi boyunca esit
agirhikli portfoy yillik ortalama %44.60 oraninda getiri saglamistir. Yatirim donemi
basinda esit agirlikli portfoye yapilan her 1 Tiirk Lirasi bir y1l sonra ortalama %44.60
oraninda deger kazanmistir. Portfoy hesaplamalarinda enflasyon oranlar dikkate
alimmadig1 i¢in yasanan artiglar “nominal getiriyi” ifade etmektedir. Reel getiri i¢in
enflasyon oranlariin toplam getirilerden diisiirilmesi gerekmektedir. S6z gelimi, analiz
donemi boyunca enflasyon orani yillik ortalama %11.496 olarak gerceklesmistir. Buna

gore %44%(0.88504)=%38.941 reel getiri elde edilmistir.



Tablo 9.

Gama ve Alfaya Gére Portfoylerin Yillik Ortalama Degerlenme Oranlart
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Deger. Endeks
Gama Oram Deger.
Gama=0 51.64% %44.60
Gama=1 Gama=5 Gama=9 Gama=25 Gama=45
Deger. Deger. Deger. Deger. Deger.
Alfa Oram Alfa Oram Alfa Oram Alfa Oram Alfa Oram
0.01 59.24% 0.01 36.49% 0.01 26.76% 0.01 24.31% 0.01 20.26%
0.025 51.06% 0.025 33.62% | 0.025 3933%| 0.025 2690% | 0.025 24.92%
0.05 51.12% 0.05 37.58% 0.05 27.11% 0.05 27.32% 0.05 14.83%
0.10 51.12% 0.10  36.34% 0.10 33.98% 0.10 26.85% 0.10 24.70%
0.20 51.12% 020  38.21% 0.20 36.79% 0.20 27.86% 0.20 33.70%
0.30 51.06% 030  2937% 0.30 28.45% 0.30 21.73% 0.30 23.97%
Gama=2 Gama=6 Gama=10 Gama=30 Gama=50
Deger. Deger. Deger. Deger. Deger.
Alfa Orani Alfa Orani Alfa Orani Alfa Orani Alfa Orani
0.01 41.72% 0.01 36.62% 0.01 29.91% 0.01 22.04% 0.01 34.80%
0.025 41.70% 0.025 36.60%| 0.025 2835%| 0.025 2441%]| 0.025 38.15%
0.05 41.70% 0.05  38.00% 0.05 39.38% 0.05 24.33% 0.05 27.73%
0.10 41.80% 0.10  36.71% 0.10 33.02% 0.10 24.66% 0.10 13.98%
0.20 39.94% 020  36.43% 0.20 26.88% 0.20 26.37% 0.20 25.71%
0.30 42.46% 030  29.15% 0.30 28.18% 0.30 21.80% 0.30 32.12%
Gama=3 Gama=7 Gama=15 Gama=35 Gama=56
Deger. Deger. Deger. Deger.
Alfa Orani Alfa Orani Alfa Orani Alfa Orani Alfa
0.01 39.34% 0.01 38.47% 0.01 27.29% 0.01 23.21% 0.01 24.00%
0.025 40.45% 0.025 50.19% | 0.025 27.89%| 0.025 21.94%| 0.025 36.97%
0.05 40.19% 0.05 29.23% 0.05 27.29% 0.05 24.24% 0.05 38.48%
0.10 37.17% 0.10  34.54% 0.10 27.01% 0.10 23.87% 0.10 12.35%
0.20 36.60% 020  27.69% 0.20 27.01% 0.20 20.24% 0.20 34.85%
0.30 36.00% 030  28.32% 0.30 22.24% 0.30 20.24% 0.30 23.70%
Gama=4 Gama=38 Gama=20 Gama=40
Deger. Deger. Deger. Deger.
Alfa Oram Alfa Oram Alfa Oram Alfa Oram
0.01 35.20% 0.01 39.08% 0.01 23.15% 0.01 19.19%
0.025 36.43% 0.025 3345%| 0.025 26.93% | 0.025 31.09%
0.05 38.18% 0.05 28.02% 0.05 26.90% 0.05 19.83%
0.10 34.35% 0.10  27.98% 0.10 25.75% 0.10 30.77%
0.20 34.15% 020 27.81% 0.20 27.74% 0.20 36.34%
0.30 34.89% 0.3 27.95% 0.30 21.81% 0.30 23.05%
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Enflasyon oranindan arindirilmis getiri hesabi yukarida yapilmistir. Tabii ki
enflasyondan arindirilmis getiri orant harcanabilir getiri degildir. Gayrimenkul
yatirrmindan elde edilen gelir %10 stopaj vergisine tabidir. Dolayisiyla portfoyden elde
edilmis getiriden enflasyondan sonra stopaj vergisinin de diisiliriilmesi gerekmektedir.
Analiz asamasinda, her bir hisse senedinden ayni enflasyon oranlarini diistirmek
gerektiginden, tabloda Ozetlenen portfoylerin  agirliklart  bu  hesaplamadan
etkilenmeyecektir. Bagka bir ifadeyle her bir hisse senedinden s6z gelimi %10 enflasyon
oranmni diigiirmek, portfoyiin hisse kombinasyonu agisindan higbir farklilik
olusturmayacaktir. Sadece portfoy beklenen yillik getiri oran1 yukarida buldugumuz
getirilerden %10 daha diisiik hesaplanir ki bu da portfoy yillik ortalama getirisinin
hesaplanmasindan sonra enflasyon oraninin diisiiriilmesiyle ayn1 anlama gelmektedir.
Optimizasyon temelli portfoyler hisse senetleri arasindaki korelasyonlar1 (korelasyonlar
enflasyondan etkilenmez) dikkate alarak maksimum getiriyi saglamaya calistig1 icin
tim degiskeleri ayni sabit ile carpmak veya bolmek portfoy agirliklarinda herhangi bir
degisiklige neden olmaz.

Yatirime1 yatirim siiresinin sonunda beklenen getirisini maksimum yapacak
portfoyii sececektir. Uygulamada belirsiz parametre sayisi 0 ile 56 arasinda degisen 20
farkli sekilde secilmistir. Bootstrap belirsizlik setlerinin gliven diizeyleri de %99 ile
%70 arasinda degisen 6 farkl sekilde secilmistir. Sadece bir giiven diizeyiyle ¢aligmak
miimkiin olasa da portfoy getirilerinin giliven diizeylerine verecegi tepkileri gérmek
amaciyla 6 farkli diizey secilmistir. Bize gore %99 veya %90 giiven diizeylerinden
biriyle calimak yeterlidir. Fakat, ifade ettigimiz gibi portfoy getirilerinin gliven
diizeylerine verecegi tepkileri gormek amaciyla giiven diizeyleri farklilagtirilmistir.

Optimizasyon yontemleri yardimiyla olusturulan portfoy modellerinin amag
fonksiyonlari, arastirmacinin tercihine gore degisiklik gostermektedir. Son doénemde
amac¢ fonksiyonu olarak VaR ve CVaR kullanan birgok c¢alisma mevcuttur. Bunun
disinda bir takim robust amag¢ fonksiyonu kullanan calismalar da mevcuttur. Fakat
kullanilan amag¢ fonksiyonlarinin birinin digerinden iistiin oldugunu sdylemek zordur.
Ciinkii belli veri doneminde bir fonksiyon daha iyi sonug¢ verirken bagka bir veri
doneminde baska bir fonksiyon daha iyi sonu¢ vermektedir. Optimizasyonu yapilacak
ama¢ fonksiyonun se¢imi tamamen arastirmacinin veya yatirimcinin - yatirim
beklentisine hizmet etmelidir. Ornegin yatirimei beklenen getiri maksimizasyonu yerine
biitcesindeki kayiplarin minimizasyonuyla ilgileniyorsa amag¢ fonksiyonu VaR veya

CVaR olan modeli segmelidir. Fakat getiri maksimizasyonu ile risk minimizasyonunu
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ayn1 anda yapmak istiyorsa Sharpe oranin1 kullanmalidir.

Tezde kullanilan robust model, belirsizligin sadece amag¢ fonksiyonunda
oldugunu varsaymaktadir. Model biraz degistirilip hem amac¢ fonksiyonunun hem de
kisitlarin  belirsizlik igcermesi seklinde degistirilebilir. Ayrica hisse senedi dagilim
fonksiyonlariin her doénem aynmi kalmayacagi diisliniilirse varyans kovaryans
matrisinin de degigsmesine izin verilebilir. Muhakkak ki bu modeller gercege daha
yakindir ve piyasalar1 daha iyi temsil etme potansiyelleri vardir. Fakat belirtilmelidir ki,
gercek piyasayalara ne kadar yakin bir model olusturulursa ¢oziimii de o derece zor
olacaktir. Zira finansal piyasalar ¢ok karsamsik ve i¢ ige gecmis etkileri

barindirmaktadir.
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BOLUM VII

SONUC

Yatirnmcilar portfoy tercihi yaparken riskinin diisiik beklenen ortalama
getirisinin yiliksek oldugu yatirim araglarina yonelmektedir. Yatirimcilarin tasarruflarini
degerlendirdigi piyasalarin basinda menkul kiymetler piyasasi gelmektedir. Menkul
kiymetler piyasasi tasarruf sahiplerine yatirim firsatlar1 saglayan likitidesi yiiksek bir
piyasadir. Bu piyasalar yiiksek getiri potansiyeline sahip olmalarinin yaninda riskli
piyasalardir. Yatirimci agisindan temel amag, yatirim getirisini maksimum yapacak
varliklarin tahsisini belirlemektir. Yatirimci getirisini maksimum diizeye ¢ikarmak
isterken tstlendigi riskin de minimum olmasimni arzu eder. Dolayisiyla olusturulan
portfoydeki varlik tahsisi, yatirim riskini dagitma noktasinda cavap bulunmasi gereken
temel problemdir.

Menkul kiymetler, likiditesi yiiksek olmasina ragmen belli miktarda risk
barmdiran varliklardir. Modern portfoy teorisi yatirimecinin beklentisine paralel olarak,
getiri maksimizasyonu ile risk minimizasyonunu ayni anda gerceklestirmeyi
amaglamaktadir. Fakat iki amaci da ayni anda gergeklestirmek olduk¢a zordur. Zira
menkul kiymetlerin oynaklig1 yiiksektir ve beklenen getirilerinin tahmin edilmesi bir
dizi zorluk igermektedir. Hem tahmin hatalar1 hem de piyasadan kaynakli sapmalari
igeren tahmin degerlerini kesin veya biricik kabul etmek portfoy optimizasyonunu ¢ogu
zaman gecersiz kilmaktadir. Yatirnm donemi boyunca bir varligin beklenen degerini
sabit kabul etmektense, belli bir aralikta degerler alabilecegini varsaymak daha gercekgi
bir yaklagimdir. Boylelikle belli smirlar i¢cinde varligin beklenen getiri tahminindeki
hatalar bertaraf edilerken, portfoy optimizasyonu probleminin ¢6ziimii de garanti altina
alinmaktadir.

Robust optimizasyon modelleri, varliklara iliskin yatirirmcinin karsilagtigi tahmin
hatlarim1 ve sapmalardan kaynakli model hatalarint minimum diizeye indirmektedir.
Olusturulan belirsizlik setleriyle optimizasyon yapilmadan Once belirsizlikler modele
dahil edilmektedir. Bdylelikle optimizasyon probleminin ¢éziimii azu edilen olasilik
diizeyiyle garanti altina alinmaktadir. Tezde kullandigimiz robust optimizasyon modeli
belli bir diizeyde ¢Ozlim garanrtisi verirken, varliklarin belirsizlik setlerini kontrol
etmemize de olanak tanimaktadir. Boylelikle modelin belirsizlige kars1 muhafazakarligi,

yatirimcinin beklentisine paralel olarak kontrol edilebilmektedir.



124

Tezde kullanilan modelin avantajlari, bootstrap yOnteminin sagladigt
avantajlarla  birlestirilmistir. Belirsizlik setlerinin dogru belirlenmesi modelin
giivenirliligini arttiran bir unsurdur. Bootstrap yontemi tek bir 6rneklemden yola ¢ikarak
anakiitleye iliskin ¢ikarim sagladigi i¢in tezde kullanilan robust modelin giivenirliligini
bir kat daha arttirmugtir. Oyleki modelin yapisi geregi belirsizlik setlerini kontrol etme
imkanma sahipken, bootstrap yoOnteminin modele entegre edilmesiyle belirsizlik
setlerinin giiven diizeylerini de kontrol etmek miimkiin hale gelmistir. Uygulamada
belirsizlik setleri %99, %97.5, %95, %90, %80 ve %70 olmak iizere alt1 farkli giiven
diizeyi i¢in olusturulmustur. Ayrica belirsiz parametre sayist sifirdan 56’ya kadar
kademeli olarak 20 farkli sekilde modele dahil edilmistir. Sonugta uygulama
asamasinda 120 farkli portfdy optimizasyonu gergeklestirilmistir. Yatirimci veya
arastirmaci, beklentisine uygun olan modeli belirleyip modelin agirliklarim
kullanabilmektedir. Riske karsi duyarli olan bir yatirimer belirsizlik setleri icin yliksek
bir olasilik diizeyini ve belirsiz parametre sayisin1 yiiksek secerek beklenen getirisini
maksimum yapan portfdye yatirim yapabilir. Riske daha az duyarli olan bir yatirimci ise
diisiik giiven diizeyi ve diisiik belirsiz parametre sayisinsa sahip bir portfdye yatirim
yapabilir. Bu yoniiyle tezde kullanilan model yatirimciya oldukg¢a esnek bir portfoy
yelpazesi sunmaktadir.

Varliklarin  gelecek tahminini yapilirken dogal olarak ge¢mis donem
rezlizasyonlar1 kullanilmaktadir. Amag, gelecekte piyasa ortalama getirisinin tizerinde
bir getiri oran1 saglamaktir. Bagka bir ifadeyle piyasay1 yenmektir. Dolayisiyla onerilen
portfoylerin sadece beklenen getirileri maksimum yapmasi yetmemektedir. Model
portfoyler gercek verilerle smandiginda portfoy degerini piyasa getirisinin iizerine
cikarmalidir. Tablo 9’daki sonuglara gore onerilen model portfoylerin 6nemli bir kismi
piyasa ortalama getirisinin iizerinde getiri saglamistir. Yatirnmcinin riske karsi asir
duyarli oldugu kimi durumlarda portfoyiin degerlenme orani piyasa getirisinin altinda
kalmistir. Bu sonu¢ riske karsi duyarli yatinmcilarin getirilerinin bir kismindan
vazgecmesi gerektigini gostermektedir. S0z gelimi belirsiz parametre sayisinin diisiik
oldugu durumlarda portfoylerin yillik ortalama degerlenme orani yaklagik olarak %51
dolayindadir. Bu donemde endeksin ortalama degerlenme orani yillik %44.60 olarak
gerceklesmistir. Yani onerilen portféyler yillik ortalama %6 daha fazla degerlenmistir.
Bu gruptaki portfoyler riski istahi yiiksek yatirimcilarin tercih edebilecegi portfoylerdir.
Fakat riske karsit duyarliligin arttigi, yliksek belirsiz parametre sayisina sahip

portfoylerde degerlenme oranlar1 daha diisik seviyelerde gerceklesmektedir.
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Portfoydeki tiim varliklarin en kotii getiriye sahip olacagini varsayan modelin 6nerdigi
portfoy yillik ortalama %28 deger kazanmistir. Bu oran, yatirimcinin en kotii senaryoda
elde edecegi ortalama gertiri oranidir. Bu senaryonun gerceklesme olasilig diistiktiir.
Ciinkii bir y1l boyunca tiim varliklarin 6ngoriilen belirizlik setleri dahilinde en kétii
beklenen getiri saglamasi oldukca diisiik bir ihtimaldir. Baz1 sektorler hisseleri kotii
getiri getirirken baz1 sektorler tam tersi yiiksek getiri saglayacaktir.

Tablo 9’daki sonuglar yatirimcinin, ¢6ziimiin robust olmasiyla beklenen getiri
arasinda bir se¢im yapmak zorunda oldugunu ortaya koymaktadir. Yatirim yapilan
portfoyiin her sartta feasible kalmasini isteyen yatirnmci kendini tiim olasi
realizasyonlara karst korumaktadir. Fakat bunun karsilifinda beklenen getirisinin bir
kismindan vazge¢cmek zorundadir. Amag¢ fonksiyonu degeri ge¢mis degerlerin
ortalamasi iizerinden elde edilmektedir. Iyi bir model &rneklem dénemi disinda da
piyasa ortalama beklenen getirisinin {izerinde getiri saglamalidir. Uygulamada analizler,
Ocak 2014 ile Mart 2021 donemini kapsamaktadir. 1 Nisan 2021 tarihinden 31 Eyliil
2021 tarihine kadarki donem temel alindiginda, tavsiye edilen modellerin ortalama
getiri oranlar1 piyasa getiri oranlarindan yiiksek hesaplanmistir. S6z konusu dénemde
belirsizlik setlerinin %99 giiven diizeyindeki model portfoylerin ortalama getiri orani
%173.54 olarak gerceklesmistir. Bu donemde BIST100 %69.7871, BISTS50 %59.67 ve
BIST30 %41.19 deger kazanmustir. Ayni donemde esit agirlikli portfoy %167.10
oraninda deger kazanmistir. %97.5, %95, %90, %80 ve %70 giiven diizeyine sahip
belirsizlik setleriyle olusturulan portfdyler ise bu donemde sirasiyla %173.95, %176.01,
%173.16, %170.94 ve %163.71 getiri saglamistir. Endeks getirileri goz Oniine
alindiginda tiim giiven diizeyleri i¢in model portfoyler endeks getirilerinin ¢ok iistiinde
getiri saglamistir. Esit agirhikli portfoy ile kiyaslandiginda ise sadece %70 giliven
diizeyiyle olusturulmus portfoylerin ortalama getiri oran1 %167.10’nun altinda kalmstir.
Diger tiim giiven diizeyleri i¢in model portfoyler daha yiiksek getiri saglamistir. Yani
modeller 6rneklem donemi disinda da piyasa getirisinden yiiksek getiri yakalamayi
basarmuistir.

Analiz sonuglar1 bir biitliin olarak degerlendirildiginde robust portfoy
modellerinin belirsiz parametre sayisina ve belirsizlik setlerinin giiven diizeylerinden
etkilendigi soylenebilir. Belirsiz parametre sayisi arttikca amac fonksiyonu degerinde
bir diislis gozlenmektedir. Ayrica varliklara iliskin belirsizlik setlerinin giiven
diizeylerindeki degisiklik de beklenen getiri oranlarini etkilemektedir. Fakat her iki

durumda da robust portfdy modellerinin 6nerdigi portfoyler endeks getirisinden daha
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yiiksek ortalama getiri saglamistir. Degerlenme oranlar1 da belirsizlik setlerinin giiven
diizeyi ve belirsiz parametre sayisindan etkilenmektedir. Belirsiz parametre sayisi bir
secildiginde portfoy degerlenmesi %59.24 olarak hesaplanirken, bu oran belirsiz
parametre sayisinin 56 olmast durumunda %12.35 diizeyine kadar diismiistiir.

Sonug olarak robust optimizasyonla olusturulan portfoyler hem yiiksek getiri
saglamistir hem de tiim olas1 durumlar i¢in gegerli ¢6ziim tiretmistir. Belirsiz parametre
sayisinin sifir oldugu ve 56 oldugu iki u¢ durumun gergceklesmesi beklenen bir durum
degildir. Portfoy yeterince ¢esitlendirildigi zaman iki u¢ duruma maruz kalma olasiligi
da diismektedir. Modeller kurulurken cesitlendirmeyi saglayacak kisitlar modele dahil
edildigi i¢in bu risk ortadan kalkmistir. Ciinkii analiz yapilirken modele dahil edilen bir
sektore maksimum yatirim orani, ayni sektérdeki hisselere maksimum yatirim kisit,
baz1 sektorlere yatirim yapma zorunlulugu kisitlart portfdylerin her sektdrden hisse
barindirmasma ve tek bir hisseye gereginden fazla agirlik vermemesini saglamistir.
Dolayisiyla bir sektordeki sirket hisselerinin tamami diisiik beklenen getiri saglasa bile
cesitlendirme sayesinde diger sektor hisselerinin bu diisiisii karsilamasi olasidir.

Optimizasyon probleminin ¢6ziimii olarak degerlendirildiginde ise robust
portféy modellerini iirettigi portfdyler pandemi donemindeki asir1 dalgalanmalara karsi
direngli sonuglar tretmis ve Orneklem disinda da yiiksek degerlenme oranlari
saglamistir. Bagka bir ifadeyle robust modellerin, parametrelerin belirsizlik durumlarini
coziimden Once dikkate alip bu dogrultuda ¢oziim yapmasi optimal noktanin feasible
kalmasina yol agmistir. Baska bir ifadeyle, varliklarin realizasyonundan neredeyse
etkilenmeyen portfoyler elde edilmistir.

Piyasa getirisinin iizerinde getiri saglama fikri bizi etkin piyasalar hipotezine
gotlirmektedir. Etkin piyasalar hipotezine gore hisse senedi fiyatlar1 tim bilgileri
fiyatlamistir. Ciinkii yeni bir bilgi ¢ok hizli bir sekilde piyasa aktorlerine ulasmakta,
fiyatlar kimsenin anormal kar yapmasina izin vermemektedir. Burada %70 giliven
diizeyi disindaki portfoyler piyasa getirisinden daha yiiksek getiri saglamistir. Bir model
kullanarak piyasa getirisinden yiiksek getiri elde edildigi i¢in Borsa Istanbul’un etkin
calismadigl sonucuna gidebiliriz. Piyasay1 yenmek olarak tabir edilen bu duruma etkin
olmayan piyasa, kullanilan modelin giicii veya pandemi donemindeki asir1 oynaklik
sebep olmus olabilir. Her ne sebeple olursa olsun 6nerilen modeller piyasanin ortalama
getirisinden yiliksek getiri oranlart saglamistir. Pandemi donemindeki asir1 oynak
piyasalar ortalamanin iizerinde getiri saglamig olabilir. Bu doénemde yabanci

yatirimcilarin borsadaki orami diislis gostermistir. Ayrica diisen islem hacimleri, altin
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gibi kriz donemlerinin giivenli limani olarak goriilen yatirim araglarina kanalize olan
fonlar piyasanin etkin calismasina engel olmus olabilir. Buradaki yorumlar sadece
mevcut bilgiler 1s183inda ¢ikarim yapmaktir. Tabii ki bir piyasanin etkin c¢alisip
calismadigini tespit etmek icin belli testlerin yapilmasi gerekmektedir.

Son olarak belirsizlik setlerinin sinir degerleri iizerine bir degerlendirme
yapilmalidir. Bootstrap veya baska bir yontem, bir varligin hangi araliklar arasinda
degerler alacag1 ancak belli bir olasilik ile bilinebilir.Ornegin %99 giiven diizeyi, bir
hisse senedi i¢in 100 getirinin 99 tanesinin belirledigimiz sinirlar igine diisecegini
sOyler. Burada her 100 realizasyonun bir tanesi hala belirledigimiz sinirin disina
diisebilir. Ayrica insanlik tarihi boyunca belli donemlerde pandemiler yasanmis olsa
bile 2019 yilinda baslayan pandeminin piyasalara esi goriilmemis bir etkisi olmustur.
Higbir model veya tahmin yonteminin bu gibi bir durumu 6ngérmesi veya modellemesi
miimkiin degildir. Dolayisiyla belli bir olasikla elde edilmis belirsiz setinin sinirlarinin
disina ¢ikma sikligi artacaktir. Sonug¢ olarak, olusturulan matematiksel modeller,
kullanilan algoritmalar ve yontemlerin tamami belli bir olasiliga endeksili ¢aligmaktadir.
Ongoriilemeyen durumlar, etkisinin biiyiikliigiine baglh olarak en gii¢lii modeli bile

gecersiz kilabilir.
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Sekil 27. Hisse senetlerinin bootstrap histogrami (devam)
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Sekil 28. Hisse senetlerinin bootstrap histogrami (devam)
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Sekil 29. Hisse senetlerinin bootstrap histogrami (devam)



