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Robust tahmin ediciler, veri kiimesinde giivenli go6zlemlerin homojen
dagilmamasi durumunda giivenli sonuglar bulmak ve sapan degerlerin etkisini
azaltmak amaciyla kullanilir.

Tezin temel amaci; klasik regresyon analizinde sapan gozlemlerin varligi
nedeniyle standart varsayimlarin saglanmamasi durumunda en kiigiik kareler
yontemine alternatif olarak sunulan robust regresyon yontemlerinin incelenmesidir.

Bu calismada oOnce sapan degerler, kirilma noktast ve etki fonksiyonu
kavramlar1 ele alinacak, sonra robust basit regresyon ve ¢oklu regresyondaki tahmin
ediciler incelenecektir. Orneklerle bu tahmin ediciler, en kiiciik kareler tahmin

edicisiyle karsilastirilacaktir.
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Robust estimators are used for reducing the effects(weights) of outlying

observations in the data set to get more reliable and stable estimators.

The aim of this thesis is to propose robust regression procedures as an

alternative method to Least Squares procedure which is widely used in classical

regression analysis and very sensitive to outlying observations.

In this thesis, firstly outlier and breaking point concepts will be introduced,
secondly a general overview of estimators for robust simple and multiple regression

will be given and finally these estimators will be compared with classical Least

Squares estimators and examples will be provided.
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1.GIRIS

Regresyon analizinde amag; gozlenen degerlere uyan en iyi denklemi
olusturmaktir. Bir¢ok regresyon teknigi olmasma karsin bunlardan en kullanisls;
olani klasikligi ve hesaplama kolayligindan dolay1 en kiiciik kareler (EKK) tahmin
edicisidir. Fakat bu tahmin edici sapan degerlere kars1 ¢ok hassastir. Bu probleme
¢Oziim bulmak amaciyla sapanlar degerlerden ¢ok etkilenmeyen yeni istatistiksel
teknikler gelistirildi. Boylece robust (dayanikli) tahmin ediciler ortaya ¢ikti. Bu
yontem verinin ¢ogunluguna uygun bir model tasarlamaya ¢alisir. Yani, veri
kiimesinin kii¢iik bir bolimii sapan degerlerden olussa bile kalan biiyiikk bolim
giivenilir sonuglar verir. Bu ¢alismada basit regresyon ve ¢oklu regresyon olmak
tizere iki ana baslik altinda robust tahmin edicileri ele alinmig ve bunlarin sonuglari
ornekler araciligiyla klasik EKK analiziyle karsilastirilmistir. Konunun daha iyi

anlasilmasi i¢in bazi tanimlar bu kisimda verilmistir.
1.1. Kirilma Noktasi (Breakdown Point)

n tane veri noktasindan olusan herhangi bir 6rneklemi alalim:

Z =Xy peees Xy Vi Dsees (Xypees X5 ) (1.1)

T bir regresyon tahmin edicisi olsun. Yani Z ornekleminde T ’ye bagvurularak 0

regresyon katsayilarinin bir vektorii elde edilir.

T(Z)=6 (1.2)

dir. Orijinal veri noktalarinin herhangi m tanesi keyfi degerlerle degistirilsin.

Boylece Z orneklemi Z' ne donistiiriiliir. Bu durumda maksimum yanlilik

bias (m;T,Z) ile ifade edilir ve

bias (m:T.Z) = sup | 7(Z)-T@)| (1.3)
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olarak tanimlanir. Burada bias (m;T,Z), sonsuz ise yani m sapan deger T iizerinde
genis bir etkiye sahipse bu tahmin edicinin kirilmasi olarak agiklanir. Bu nedenle,

ornekteki T tahmin edicisinin kirilma noktasi sonlu 6érneklem ig¢in
£, (T,Z) = min {ﬂ;bias(m;T,Z)sonsuz} (1.4)
n

seklinde tanimlanir. Diger bir ifadeyle bu T (Z) den uzaktaki keyfi degerler i¢in T
tahmin edicisinin neden oldugu bozulmanin en kiiciik kirilmasidir. Dikkat edilirse bu
tanim, dagilimlarin olasiligini igermez!

EKK ‘ya gore biitiin sinirlar tizerinde T ‘yi tasimak i¢in bir sapan degerin

yeterli oldugu goriiliir. Bu nedenle kirilma noktast,
- 1
g, (T,Z2)=—
n

dir. Burada n &rneklem genisligi arttikca &, (T,Z) ifadesi 0’a yaklasir. Bu nedenle

EKK, % 0 ’lik kirilma noktasina sahiptir denilir. Bu EKK ydnteminin sapan

degerlere kars1 asir1 hassasligini da gosterir.
1.2. Etki Fonksiyonu ( Influence function=IF)

Kirilma noktasi, giivenirligin evrensel bir Olclisiiyken; etki fonksiyonu, tahmin
edici tizerindeki son derece kiiciik etkileri dlger. F dagiliminda T tahmin edicisinin

etki fonksiyonu,

T€-5 F+sAz +T(F
IFGT.F) = lim €-c F+cAz +T(F)
£l g

dir. Ornek uzaymn tiim z noktalarinda limit vardir. Az terimi, z noktasindaki biitiin
yigininin oldugu olasilik dagilimidir.
Etki fonksiyonu, veri kiimesinde sapan degerlerin etkilendigi yanlilig1 ifade

eder. Homojen olmayan verilerin dagiliminda bu ifade, tahmin edicinin,
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1. GiRIS

T€-¢ b +ehrz 2T(F)+&F €T,F

seklindeki bir yaklagimini verir. Sonlu Orneklemlerle c¢alisildiginda zaman etki

fonksiyonunun kesikli tipi kullanabilir. Buna hassas egri (sensitivity curve=SC)

denir. Hassas egri,

ile tanimlanir. Burada F, ,

~ ~

-
Z = é,..., Z, ¥ (11,..., Xips Vi e ‘cnl,..., XopsVu

ile olusturulmus deneysel bir dagilimdir. Eger bir gozlem ile z sapan degerinin yeri

degistirilirse
- 1 -
T¢,....z, .z =T(F,)+—SC¢€_
n

ifadesi bulunur. Hatta gozlemlerin & = m/n kiiciik bir kirilmasiyla yer degistirmesi

olasidir. Bu durumda da
~ m

TQI,...,zn_l,zjz T(F,))+—IF(z;T,F)
n

ifadesi elde edilir. Biitliin tahmin ediciler bir kirilma noktasina sahiptir. Bununla

birlikte mutlaka bir etki noktasina sahip olmasi gerekmez.
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2.0NCEKi CALISMALAR VE REGRESYON ANALIZINDE SAPAN
DEGERLER

Regresyon analizinde amag; gozlenen degerlere en iyi uyan denklemleri

olusturmaktir. Klasik lineer model,

Yi= x;, 0,+...x,,0, +e, i=1,,...,n (2.1)

dir. Burada n orneklem genigligi, x ... , Xjp agiklayict degiskenler, y; yanit

degiskendir. e; hatalarinin ise O ortalamali ve bilinmeyen varyansli normal dagilima

sahip oldugu varsayilir. Bilinmeyen parametre vektorii yani

0=\ , (2.2)

veriden tahmin edilir. Veri i¢in

degiskenler
_x“ ....... X, )’1_
olaylar | x;,........ X, Y (2.3)
| Xppeeeeeees X, Yn

matris gosterimi kullanilsin. Boyle bir veri kiimesine regresyon tahmin edicisi

uygulandigindan
6
0=1. (2.4)
6
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elde edilir. Burada 6, tahminleri, regresyon katsayilar1 olarak adlandirilir. Gergek

6, bilinmemesine ragmen @ ; tahmin edicileri ile agiklayic1 degiskenler ¢arpilarak

A A

V=X, Otk x,, 0, (2.5)

tahmin edilen degerleri elde edilir. Bu durumda i-inci olayin rj rezidiisii, y; gdzlenmis

degerleri ile y, tahmin edilen degerinin farki olarak tanimlanir. Yani,

AN

L=Yi- Y, (2.6)

dir. En popiiler regresyon tahmin, edicisi Gauss ve Legendre tarafindan bulundu. Bu

tahmin edici,
min 2" @7

ifadesine karsilik gelir. Bu tahmin edicinin amact (2.7) ile verilen ifadeyi minimum
yaparak modeli en 1yl duruma getirmektir. Bu yontem ¢ok iyi bilinen en kiiciik
kareler yontemidir (EKK). Bu yontem, istatistigin énemli bir kdse tasidir. Popiiler
olmasmin nedeni ise anlagilmasinin kolayligidir. 1800 ‘lii yillarda bulundugunda
bilgisayarlar yoktu ve EKK tahmin edicisi veriden belirli bir matris cebiri ile kolayca
hesaplanabilirdi. Glinlimiizde bile birgok istatistiksel paket program hala
gelenekselligi ve hesaplanma hizindan dolayr ayni teknigi kullanmaktadir. Yine de
tek boyutlu durumda (2.7) ‘de verilen EKK kriteri gézlemlerin aritmetik ortalamasini
verir ki o zaman da en uygun konum tahmin edicisi oldugu goriiliir. Sonradan Gauss
EKK ‘y1 en iyi duruma getiren hata dagilimi olarak normal dagilimi (Gaussian
Dagilimi1 ) onerdi. Boylece giizel bir matematik teorisi oldu. Ondan sonra Gaussian
varsayimlart ve EKK ‘nin kombinasyonu, istatistik tekniklerinin iiretilmesi ig¢in
standart bir mekanizma oldu. ( Ornegin Coklu yer, Varyans Analizi, Minimum

varyans siniflamasi gibi)
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Daha yakin zamanlarda birgok arastirmaci, gercek verilerin klasik
varsayimlari tamamen saglamadigini farketmeye basladi. ( Student 1927, Pearson
1931, Box 1953 ve Tukey 1960) .

Basit dogrusal regresyon modelinde sapan degerlerin etkilerini inceleyelim.

Y, =0x,+6,+e, (2.8)

basit dogrusal regresyon modelinde 6, egimi ve 6, sabiti tahmin edilmelidir. Bu

(2.1) * deki ifadede p = 2 6zel durumudur. Ciinki

X=X ve X, =1 tim i=1,....n igin

1= i
olur. Genelde agilayici degiskenin 1 olmasi sabit terimli regresyonu elde etmek icin
kullanilan standart bir yoldur. Basit dogrusal regresyon modelinde sag¢ilim grafigi
olarak adlandirilan (x; , yi) ‘nin grafigi olusturulur. p ‘nin genel hali i¢in ¢oklu
regresyon modelinde bu miimkiin olmaz. Islemleri gérsel olarak agiklamak amaciyla
basit dogrusal regresyon modelini kullanmak daha iyidir.

Sekil 2.1(a) (xi1,y1), ... , ( Xs, ys ) noktalarinin sacilim grafigi olsun. Burada
bu noktalar dogrusal olarak uzaniyorlar. Boylece grafikte,

A A

y=60ix+6-
olur. EKK dogrusundan goriilebilecegi gibi EKK ¢6ziimii veriye ¢ok iyi uyar. Fakat
kopyalarken ya da tasirken y, degerinin 6rnegin ondalikli kisminin hatali alindiginm

varsayalim. Bu durumda (x,,y,) degeri ideal dogrudan uzaklasacaktir. Sekil2.1(b),

4.noktanin.(kesikli ¢izgiyle yuvarlak i¢ine alinan nokta) orijinal durumundan
uzaklastigin1 ve yukar1 dogru hareket ettigini gosteriyor. Bu nokta y-yoniinde sapan
deger olarak adlandirilir. Bu ise sekil2.1(a) ‘daki EKK den oldukga farkli olan EKK

dogrusu tizerinde oldukca genis bir etkiye sahiptir. Bu olayin literatiire onemli katkisi
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Sekil 2.1. (a) bes noktali orijinal veri kiimesi ve EKK regresyon dogrusu. (b) ise
(a)’daki veri ile ayn1 fakat y-yoniinde sapan var.

olmustur. Clinkii genelde y, gozlemler olarak, x,,..., x;,

iler de sabit sayilar olarak

disiintiliir. Boyle sapan degerler genis pozitif rezidiilere ya da genis negatif

rezidiilere sahip olur. Gergekten bu 6rnekte 4.nokta dogrudan en uzak konumdadir.
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Bu nedenle (2.6) ile verilen r, si siipheli bir bigimde genistir. p genisligindeki (2.1)
coklu genel regresyonda bile ki bu durumda veriyi gdziimiizde canlandiramayiz
bdyle sapanlar rezidiilerin listesinden veya rezidii grafiklerinden bulunabilir.

Fakat genelde x,,.., x, agiklayic1 degiskenler rasgele degiskenlige baglh

ip
olarak gozlenmis niceliklerdir. Gergekten de bir¢ok uygulamada bir yanit degisken
ve bazi aciklayict degiskenlerden se¢ilmek zorunda olan degiskenlerin bir listesi

alinir. Bu nedenle y, yanit degiskende sadece kotii noktalarin (gross errors) neden

meydana geleceginin bir sebebi yoktur. Baz1 durumlarda p genel olarak 1 den biiyiik

oldugu i¢in x, ..., x, aciklayic1 degiskenlerden birinde sapan olmasi bile daha

ip
muhtemeldir ve bu nedenle bir seye yanlis gitmek i¢in daha fazla firsat vardir. Boyle
bir sapanin etkisi i¢in Sekil2.2 deki basit regresyonun bir drnegini inceleyelim:
Sekil2.2a, EKK dogrusuna iyi uyan (xi, yi), ... , ( X5, ys ) noktalarin
igeriyor.x, 1 hatali girersek Sekil2.2b ‘yi elde ederiz.O zaman bu noktaya x yoniinde
sapan deriz.Bu nokta EKK dogrusunu egdigi icin EKK dogrusu iizerindeki etkisi ¢ok
genistir.Bu nedenle sekil2b ‘deki (x,,y,) noktast kaldira¢ noktasi olarak
adlandirilir.
EKK tahmin edicisi lizerindeki bu ¢ekim su sekilde aciklanabilir: x, orijinal
dogrudan wuzaklastig1 icin orijinal dogrudaki r, rezidiisii ¢ok biiyiikk bir deger
5
alir. Z r” katkistyla gok daha biiyiik olur. Bu nedenle orijinal dogru EKK ydniinden
i=1
secilemez ve gercekten sekil2b dogrusu r,,.., 7. terimleri azar azar artsa bile
5
r” genisligini azaltarak egdigi icin en kiigiik Z 1 ye sahip olur.
i=1
Genelde ( x,,y,) gozlemini her ne zaman x,Orneklemdeki gozlenmis

x;yiginindan uzaklasirsa kaldira¢ noktasi olarak adlandirilir. y, bu durumda hesaba

alinmaz. Bu nedenle ( x, , y, ) noktas1 muhakkak bir regresyon sapani olmak
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Sekil 2.2. (a) Bes noktal1 orijinal veri kiimesi ve EKK regresyon dogrusu. (b) ise (a)
‘daki veri ile ayn1 fakat x-yoniinde sapandir (“kaldirag noktas1”).

zorunda degildir. ( x,,y,) verinin ¢ogunlugu tarafindan tanimlanan regresyon

dogrusuna yaklastiginda Sekil2.3 te goriildiigii gibi iyi bir kaldirag noktasi olarak

diistintilebilir. Bu nedenle (x,,y,) nmin bir kaldira¢ noktast oldugunu sdylemek
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uzaktaki x, bilesenine gore sadece giiclii bir bicimde etkili él ve éz regresyon
katsayilarina gore giiciinii sOylemek demektir. Fakat bu durum ( x,,y, ) gercekten él
ve 92 iizerinde ¢ok genis bir etkiye sahip olmasi anlamina gelmek zorunda degildir.

Cinkii  (x,,y,) diger verilere gore egim kiimesine tamamen uyabilir

( Boyle bir durumda kaldirag noktas1 bazi giiven bdlgelerini daraltacagindan oldukga

yararli bile olabilir. )

y-ekseni

i-ekseni

Sekil 2.3. (xk,yx) noktasi xi sapan oldugu i¢in bir kaldira¢ noktasidir. Fakat . (x,yx)
bir regresyon sapani degildir ¢iinkii diger veri kiimeleriyle birlikte modele
uyuyor.

Coklu regresyonda ( x;,,..., X;,) p — boyutlu bir uzayda uzanir. ( Bazen faktor
uzay1 olarak adlandirilir. ) O zaman kaldirag noktasi bir veri kiimesinde ( x;;..., x;,)
‘e gore uzakta kalan ( x,,,..., x;,,) i¢in  ( X,;,..., X;,, ¥, ) olarak yine tanimlanr.

Onceden, boyle kaldirag noktalar: esas y, degerine bagl olarak EKK regresyon

katsayilar1 iizerinde giiclii genis bir etkiye sahipti fakat bu durumda kaldirag
noktalarini tanimlamak daha da zordur. Ciinkii boyut daha biiyiiktiir. Ger¢ekten 10
tane aciklayici1 degisken oldugunda boyle bir noktayr bulmak c¢ok zor olabilir. Bunu

gozlimiizde canlandiramayiz.

10
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Bu problemin basit bir 6rnegi Sekil3.4 ’te veriliyor. Burada x,, x;, ye kars1

belirli bir veri kiimesine gore veriliyor. Bu grafikte 2 tane kaldira¢ noktasini kolayca

goriiriiz. Fakat x, ve x,, ayr diisiiniildiiglinde bu noktalar goriilemez. Gergekten
{x,,, %55, X, tek boyutlu oOrneklemi sapanlar icermez ve {x,,x,,..., x,, }de

icermez. Genel olarak her degiskene ayr1 ayr1 bakmak ya da biitiin degisken ¢iftlerine

bakmak bile yeterli degildir. Uzaktaki (x;,..., x,,) yi belirlemek olduk¢a zor bir

problemdir. Fakat biz cogunlukla regresyon sapanlarindan bahsedecegiz. Yani

(Xj5es X, ¥;)  €$ zamanh olarak hem yamit hem de agiklayici degiskenleri goz

Ontine alarak verinin ¢cogunluguna gore lineer iliskiden ayrilan durumlari takip eder.

T
L ]
.
%

Xiz

TT TTTITTOT 11T T

¥i

Sekil 2.4. Regresyon veri kiimesinin (x;1,Xj) agiklayict degiskenlerinin grafigi. iki
kaldira¢ noktas1 var(kesikli yuvarlak icinde). Burada koordinatlarin ikisi
de sapan degil.

Bircok insan EKK rezidiilerine bakarak regresyon sapanlarinin
kesfedilebildigini tartisir. Maalesef sapanlar kaldira¢ noktalari oldugunda bu dogru
olamaz. Ornegin tekrar Sekil2.2(b) ye dikkat edelim. Kaldirag noktas: olan durum1 o
dogruya oldukga yakin olsun diye EKK dogrusunu eger. Sonug olarak r, =y, —y,

rezidiisii negatif kiiciik bir sayidir. Diger taraftan r, ve r, rezidiileri iyi noktalara

karsilik gelmesine ragmen bu rezidiiler daha genis mutlak degerlere sahiptir. Eger en

11
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genis EKK rezidiilii noktalar1 silme gibi bir kurula bagvurulacaksa iyi noktalar ilk
basta silinmelidir. Tabi ki boyle tek degiskenli bir veri kiimesine bakilabildigi i¢in
boyle degiskenli bir veri kiimesinde gercekten tlimiiyle problemsizdir. Fakat EKK
rezidiilerinin dikkatli analizlerine ragmen bile sapanlarin goriilemedigi bircok c¢ok
degiskenli veri kiimeleri vardir.

Sonu¢ olarak regresyon sapanlar ( hem x de hem y de ) standart EKK
analizlerinde ciddi bir risk olusturur. Esas olarak bu problemin 2 ¢ikis yolu vardir.
[Iki ve muhtemelen en c¢ok bilineni regresyon diagnostiklerini yapmak icin bir
yaklagimdir. Diagnostikler etki noktalarini belirlemek amaciyla veriden hesaplanan
belli niceliklerdir. Bu sapanlar kaldirildiktan ya da diizeltildikten sonra kalan olaylara
EKK analizi yapilir. Tek bir sapan oldugunda bu yontemlerden bazilart belli bir
zaman diliminde silinen bir noktanin etkisine bakilarak oldukca iyi ¢aligir. Maalesef
diagnostik sapanlarindan birkag¢ tane oldugunda sapanlar1 teshis etmek ¢ok daha zor
olur ve bdyle ¢oklu sapanlar icin diagnostikler oldukca gereklidir ve siklikla genis
hesaplamalarin artisini1 saglar. (biitlin miimkiin alt kiimelerin sayis1 oldukg¢a biiyiiktiir.
)

Bir diger yaklasim robust regresyonudur. Bu yaklasim sapanlar tarafindan
cok giiclii bir bigimde etkilenmeyen tahmin ediciler tasarlamaya ¢alisir. Belli belirsiz
robustlik fikrine sahip bir¢ok istatistik¢i robustligin amacinin basit bir bigimde
sapanlar1 ihmal etmek olduguna inandi fakat bu dogru degildir. Aksine sapanlarin
tanimlanabildigi robust regresyonunda rezidiilere bakilir ki burada genelde EKK
rezidiileri yoluyla yapilamaz. Bu nedenle diagnostikler ve robust regresyonu
gercekten de sadece su basamaklarda ayni amaca sahiptir: Diagnostik araglar
kullanidiginda ilk olarak sapanlarin silinmesine ¢alisilir ve o zaman EKK ile “ iyi
veriye uygulanir. Aksine robust analizi ilk olarak verinin ¢ogunlugunu bir regresyona
uydurmak ister ve o zaman robust ¢ézlimiinden genis rezidiilere sahip noktalar olarak
sapanlar1 kesfeder.

Sonraki basamak ortaya ¢ikarilan yapr hakkinda diisiinmektir. Mesela orijinal
veri kiimesine geri doniilebilir ve konu sebep bilgisi sapanlar ¢alismasi i¢in kullanilir

ve orijinleri aciklanir. Yine de eger sapmalar modelin basarisizligi i¢in belirti olup

12
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olmadig1 arastirilmasi gerekir. Ornegin belirli bir doniisiim yapmak ya da ikinci
dereceli ( kuadratik )bir terim ekleyerek tahmin edilebilir.

Diagnostikler kadar robust tahmin ediciler de vardir ve ikisini birbirinden
ayirt etmek amaciyla ne kadar etkili olduklarin1 8lgmek gerekir. Ikinci kisimda bazi
robust metotlarinda sapanlarin sayisit hesaplanarak kiyaslanacaktir. Alt bdliimlerde
temiz veri kiimeleri kadar bozuk veri kiimelerinin de analiz edilecegi bircok robust
yontemine bagvurulacaktir.

Daha robust bir regresyon tahmin edicisine dogru ilk adim 1887 de
Edgeworth den geldi. Edgeworth (2.7) de r, rezidiilerinin karesi alindifi igin
sapanlarin EKK {izerinde ¢ok genis bir etkiye sahip oldugunu inceledi. Bu nedenle en
kiiciik mutlak degerler regresyon tahmin edicisini ileri siirdi. Bu tahmin edici su

sekilde tanimlanir:

min anll ri | (2.9)
Bu teknik genelde L, regresyonu olarak bilinir, EKK ise L, regresyonu olarak
bilinir. Ondan 6nce Laplace basit medyani elde etmek i¢in (2.9) kriterini kullanmasti.
Medyan gibi L, regresyon tahmin edicisi tamamen tek degildir. (Harter 1977 ve
Gentle 1977) tek degiskenli medyan‘ in kirilma noktast % 50 kadar yiiksektir.
Maalesef L, regresyonun kirilma noktast hala % 0 dan daha iyi degildir. Nedenini
gormek icin Sekil2.5 ‘e bakalim:

Sekil2.5 L, regresyonun da sapanlarin etkisinin sematik bir 6zetini verir.
Sekil2.5(a), y-yoniindeki sapanlarin etkisini gosteriyor. EKK ‘nin aksine L,
regresyon dogrusu bdyle bir sapana karsi robusttir. Yaklasik olarak L, regresyonu 4.
gbzlem hala diizgilin kaldiginda ve hala kalan noktalara iyi bir bigimde uyarken ayni
sekilde kalir. Bu nedenle L, uzaktaki y, ye kars1 bizi korur ve bu hususta EKK ‘dan

dolay1

13
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Sekil 2.5. (a) L; regresyonunun y-yoniindeki sapmaya karsi robustlig1 (dayanikliligr).
(b) L; regresyonunun x-yoniindeki sapana karsi hassashigi(‘“kaldirag
noktas1”).

tercih edilebilir. Son yillarda L, yaklagiminn istatistige belirli bir yer kazandirdigi

goriiliir. (Bloomfield ve Steiger 1980,1983; Narula ve Wellington 1982; Devroye ve

Gyorfi 1984 ) Fakat L, regresyonu uzaktaki x e karst korumaz. Bu durum sekil 5b

den goriilebilir.

Burada kaldira¢ noktasinin etkisi sekildeki EKK dogrusu

tizerindekinden bile daha giicliidiir. Bu kaldira¢ noktasi yeterince uzaga gittiginde

14
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ortaya ¢ikar. L, dogrusu onun arasindan saga gecer. Bu nedenle basit hatali bir
gozlem tamamen L, tahmin edicisinin yerine gecebilir. Bu nedenle sonlu &rnekli

kirilma noktasi hala 1/n dir.
Bu yonde sonraki adim Huber (1973 s.800,1981) in buldugu M tahmin

edicilerinin kullanimidir. Bunlar r, rezidiilerinin bagka bir fonksiyonuyla (2.7) de ki

r” karelenmis rezidiilerin yer degistirmesi fikrine dayanryor.

min Z p(r) (2.10)

i=1

Burada p simetrik bir fonksiyondur [p(-t)=p(t),Vt i¢in] ve 0 da tek minimuma

sahiptir. é; regresyon katsayilarina gore bu ifadenin farki

Zn‘,w(r,-)xi =0 (2.11)

verir. Burada i/, p nin tiirevi ve x, i-inci durumdaki agiklayic1 degiskenin satir

vektoriidiir:
X, = (Xjp s X))
0=1(0,...,0) (2.12)

Bu nedenle (2.11) gercekten p tane denklemin bir sistemidir. Coziimiinii
bulmak her zaman ¢ok kolay degildir. Pratik olarak yeniden agirlaklandirilmis EKK
(Holland ve Welsch 1977) ya da H-algoritmas1 diye adlandirilan (Huber ve Dutter
1974, Marazi 1980) yontemlerine dayanan planlar tekrar kullanilir. (2.7) ya da (2.9)
un aksine (2.11) in ¢oziimii y ekseninin biiyiitiilmesine nazaran uygun bir sekle
doniistiirilemez. Bu nedenle o nin belirli bir tahmini ile rezidiileri standartlastirmak

zorundayiz. Yani

15
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D w(r/6)x,=0 (2.13)
i=l

yazilmalidir. Burada & es zamanli tahmin edilmelidir.
Minimax asimtotik varyans tartigmalarina neden oldugu icin Huber su

fonksiyonu kullanmayz ileri siirdii:

w(t) = min(c, max(t,—c)) (2.14)

(2.14) ‘li M-tahmin edicileri istatistiksel acidan L, regresyonundan daha etkilidir.
(Normal dagilimli bir modelde) Aym1 zamanda uzaktaki y, lere gore hala daha
robusttir. Fakat kirilma noktalar1 uzaktaki x,; nin etkisi yiliziinden hala 1/n dir.

Kaldirag noktalarinin bu yaralanabilirligi yiiziinden genellestirilmis M-tahmin
edicileri ileri siiriildii. .Mallows (1975) sundugu bu tahmin edici belirli bir agirlik

fonksiyonu araciligiyla uzaktaki x,; sapanlarmin etkisini sinirlandirmak esas

amacidir. Mallows (2.13) yerine su esitligi kullandi:

D wx w(r;/6)x, =0 (2.15)
i=1

Schwepp (Hill 1977 e bakiniz.), Mallows un aksine sunu kullandi:
D w(x W (r / w(x; )8)x; =0 (2.16)
i=1

Bu tahmin ediciler bir tek sapan gozlemin etkisini sinirlandirmak umuduyla yapildi.
Bunlarin etkisi etki fonksiyonu (Hampel 1974) diye adlandirilan fonksiyonlar
araciligiyla olg¢iilebilir.

Boyle bir kritere dayanarak i ve w nun en iyi se¢imlerini 1978 de Hampel,
1980 de Krasker, 1982 de Krasker ve Welsch, 1985 te Ronchetti ve Rousseeuw ve
yine 1985 de Samarrow, 1986 da Hampel in son arastirmasi yapildi. Bu nedenle
karsihik gelen GM (Genellestirilmis M) tahmin edicileri genel olarak su an

sinirlandirilmis etki tahmin edicileri olarak adlandirilacaktir. Buradan su sonug ¢ikar:

16
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Biitin GM tahmin edicilerinin kirilma noktasi p nin bir fonksiyonu gibi azalan bir
degerden daha iyi olmayabilir. Burada p yine regresyon katsayilarinin sayisidir. Bu
cok yeterli degildir. Ciinkii bu artan boyutla birlikte kirilma noktasinin azalmasi
anlamina gelir. Burada sapanlarin meydana gelmesi icin daha fazla firsat vardir.
Ayrica Maronna — Bustos — Yohai iist sinirina ulasip ulasilmadigi acik degildir. Eger
ulagilirsa GM tahmin edicisinin bu amaci basarmis olabilecegi konusunda agik
degildir. Bolim 3 iin 6. kisminda basit regresyon durumunda (p=2) kiiciik bir
kiyaslama ¢aligmasi1 gosterilecektir. Bu ¢alisma ayn1 kirilma noktasina ulagsmis biitiin
GM tahmin edicilerini gostermeyecektir. Fakat elbette ki esas problem daha yiiksek
boyutlulardadir.

Cesitli bagka tahmin ediciler 6nerildi. Mesela Wald (1940) in metodu, Nair ve
Shrivastava (1942), Bartlett (1949), ve Brown ve Mood (1951) 1n metotlar1; es yonlii
egimlerin medyan1 (Theil 1950, Adichie 1967, Sen 1968); dayanikli dogru (Tukey
1970/1971, Velleman ve Hooglin 1981, Johnstone ve Velleman 1985b); R tahmin
edicileri (Jureckova 1971, Jaeckel 1972); L tahmin edicileri (Bickel 1973, Koenker
ve Bassett 1978; Andrews 1974 {in yoOntemi). Maalesef basit regresyonda bu
noktalarm higbiri %30 luk kirilma noktasma ulasamadi. Ustelik onlarm ¢ogu p>2
i¢cin bile tanimlanamadi. Biitiin bunlar yiiksek kirilma noktali robust regresyonunun
tamamen miimkiin olup olmadig1 hakkindaki sorulari arttirdi. Bunun dogrulayici
cevabi Siegel(1982) tarafindan verildi. Siegel %50 kirilma noktali tekrarli medyan
tahmin edicisini ileri siirdiiler. Gergekten %350 beklenebilecek en 1y1 kirilma
noktasidir. (Bozulmanin daha genis miktarlar1 i¢in 6rnegin iyi ve kotli kismini ayirt
etmek i¢in miimkiin olmaz. Siegel’in tahmin edicisi agsagidaki gibi tanimlanabilir:

Herhangi p gozlem igin (xﬂ, Vit oo (xl.p, yip) olsun. Bu noktalara tam olarak uyan

parametre vektorii hesaplanir. Bu vektoriin j-inci koordinati

5, med (--med (med ) iy ). arm

ll lp_l lp

dir. Bu tahmin edici kolayca hesaplanabilir fakat p gbzlemin biitiin altkiimelerinin

sayisi istenir. Bu ise c¢ok fazla zaman alir. Kiiciik p-li problemlere basarili bir

17
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bicimde uygulanir. Fakat diger regresyon tahmin edicilerinin aksine koordinat

yoniindeki yapist sayesinde tekrarli medyan x,; nin lineer doniisiimleri igin

esdegiskenli (equivariant) degildir. Yiksek kirilmali regresyon yontemlerini ve
equivariantlar1 diisiinelim. Bunlar tanimak i¢in (1.7) ye donelim. EKK yonteminin
tam ismi karelerin en kii¢iik toplamidir.Fakat agik olarak birkag¢ kisi n pozitif say1 ile
yapilacak tek makul seyin onlar1 eklemek olacakmis gibi toplam kelimesinin
silinmesine karsilar.Belki de tarihsel isminin bir sonucu olarak birkag kisi bu tahmin
edicinin kare ya da baska bir sey yerine robust yapmaya c¢alisiyor.Medyan ile
toplamin yerini degistirerek daha robust yapabiliriz. Yani;

méin mied r’ (2.18)
dir. Buna en kiiciik kareler medyani (the least median of squares) tahmin edicisi
denir. Bunu Rousseeuw 1984 te buldu. Bu oOneri aslinda Hampel 1n(1975,5.380)
fikrine dayaniyordu. Bu tahmin edicinin x sapanlarina oldugu kadar y deki sapanlara
karst da c¢ok saglam oldugu ortaya c¢ikar. LMS (2.15) rezidiileri kullandig1 i¢in
aciklayict degiskenler iizerinde lineer doniisiimlere karsi equivarianttir. Maalesef
LMS asimtotik etkinin goriinlisiindeki noktadan yetersiz bir bicimde uygulanir.

Bunu tekrar etmek i¢in Rousseeuw(1983,1984) en kiiciik budanmig

kareler(the least trimmed squares) yontemini sundu. Bu durum;

min i(rz),en (2.19)
9

i=1
esitligiyle verilir. Burada
(r’), S 20,

karesi alinarak siralanmis rezidiilerdir. (2.16) formiilii EKK ya cok benzer. Tek farki
sapanlardan uzakta kalmasi i¢in modele uymasina izin vermesi suretiyle en genis
karesi alinmis rezidiilerin toplamda kullanilmamasidir. LMS gibi bu tahmin edici de

X ; nin lineer dontistimleri i¢cin uygun doniisiimliidiir ve izdiisiim takibine baghdir. En
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saglam oranlar h— n/2 oldugunda basarildi.Bu oran da kirilma noktasinin %50 ye
ulagmast durumudur.

LMS ve LTS nin her ikisi de rezidiilerin sa¢iliminin robust 6l¢iimiinii minimize
ederek tanimlanir. Bunu genellestirirsek Rousseeuw ve Yohai (1984) S-tahmin

edicisi diye adlandirilan

min $©) (2.20)
14

ile ifade edilen tahmin ediciyi buldular. Burada S(@)ifadesi, r (0)...., r,(0)

rezidiilerinin Ol¢iimiiniin robust M-tahmininin belli bir ¢esididir. Burada karisik
sabitlerin uygun bir se¢imiyle kirilma noktasi %50 ye de ulasabilir. Bundan bagka S-
tahmin edicilerinin aslinda M-tahmin edicileri gibi ayn1 asimtotik performansa sahip
oldugu ortaya cikar.

Sekil2.6 bu yeni tahmin edicilerin y de ve x deki sapanlara karsi
saglamliklarim1 gosteriyor. Yiiksek kirilma noktalari yiiziinden bu tahmin ediciler
ayni zamanda birkag¢ sapanla bile basa ¢ikabilir. Bu dayaniklilik aciklayic1 degisken
sayist olan p den de bagimsizdir. Bu nedenle LMS ve LTS c¢ok degiskenli
durumlarda regresyon sapanlarin1 kesfetmek icin kullanilabilen analitik araclarin
verisinin giivenilir olmas1 gerekir. LMS ve LTS ‘nin esas kurali robust modelinden
uzaklagsan noktalar olarak sapanlari belirleyebildikten yani pozitif ya da negatif
rezidli durumlarini belirleyebildikten sonra verinin ¢ogunlugunun modellenmesidir.
Sekil2.6a da 4.durum Onemli bir rezidiiye sahiptir. Hatta Sekil2.6b nin birinci
durumunda daha da agik goriiniiyor.

Fakat genelde y, ve dolayisiyla rezidiiler 6l¢limiin herhangi bir biriminde
olabilir. Bu nedenle r, rezidiisiiniin genis olup olmadigina karar vermek amaciyla

hata Glgeginin & tahmini ile onu kiyaslamamiz gerekir. Elbette ki bu o 0&lgiim
tahmini kendi icinde saglam olmalidir. Bu nedenle sadece iyi bir veriye baglidir ve

sapan deger(degerler) tarafindan yukariya ¢ikarilmaz. LMS regresyonu i¢in
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Sekil 2.6. LMS regresyonunun y-yoniinde (a) ‘da y-yoniindeki sapana ve (b) ‘de x-
yoniindeki sapana kars1 dayaniklilig:.

6=C |medr
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2. 5")NCEK1 CALISMALAR VE REGRESYON ANALIZINDE SAPAN
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tahmin edicisini kullanabiliriz. Burada r; LMS modeline gore i-inci durumun

rezidiisiidiir. C, sabiti sadece normal dagilimda uygunluga ulagmak icin kullanilan

bir faktordiir. Bunlar kiigiik 6rnekler i¢in bir diizeltme yapar. LTS i¢in
. 1 )
G=C, =D (r"),, (2.22)

gibi bir kural kullanabiliriz. C, ise baska bir diizeltme faktoriidiir. Her durumda i-
inci durumu ancak ve ancak |”,~ / &| genis ise bir sapan olarak tanimlanir. (Sunu

belirtelim ki bu oran orijinal 6l¢iim birimine bagl degildir.) Bu bizi baska bir fikre
getirir. Islenmemis LMS ve LTS ¢dziimlerini gelistirmek amaciyla ve t — degerleri,
giiven araliklari, ... vb standart nicelikleri hesaplamak amaciyla sapanlarin
belirlenmesine dayanan agirliklandirilmis en kiiciik kareler analizine basvurabiliriz.

Ornegin ;

{1, Ir16]<25
w. =
0 r16]225

(2.23)

agirhigini kullanabiliriz. Yani 1 — inci durumun LMS rezidiisii orta kiigiikliikte ise
agirliklandirilmis EKK da tutulacaktir fakat eger bir sapansa ithmal edilecektir. 2.5
siniri, tabii ki keyfi olarak, 2.5 & den daha genis birkag¢ rezidiiniin olacagi normal
dagilim durumunda oldukc¢a makuldur. (2.20.) deki gibi sapanlarin reddedilmesinin

zorlugu yerine direkt redde de bagvurulabilir. Ornegin cift bolgeli izin verildigi

suretiyle |ri / c%| nin siirekli fonksiyonu kullanilarak 2 < |rl. / 61 <3 li noktalarin O ile

1 arasinda agirliklar1 verilebilir.
Nasil olursa olsun asagidaki gibi tanimlanan agirliklandirilmis en kiigiik

karelere bagvuracagiz:

min 2wt (2.24)
0

i=1
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Bu ifade hizli bir bigcimde hesaplanabilir. Sonuglanmig tahmin edici normal dagilim
altinda hala yiiksek kirilma noktasina sahiptir fakat istatistiksel anlamda daha
etkilidir ve regresyon katsayilarinin varyans-kovaryans matrisi ve belirleyicilik
katsayis1t R* gibi en kiigiik karelerle calisildiginda asikar olunan biitiin standart
ciktiy1 verir.

Sonraki bolim basit regresyondaki robust yontemlerinin uygulamasi islenecektir.

EKK, LMS ve yeniden agirliklandirilmig EKK aciklanacaktir
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3. BASIT REGRESYON

3.1. Giris

Basit regresyon modeli

inHIXi+92+ei izl,...,n (31)

Iki boyutlu veri kiimesini béliiml’de bazi problemlerde gordiik. Bazi sagilim
grafikleri yardimiyla ekk iizerinde x ve y yoniinde sapanlarin etkilerini gosterdik. Bu
boliimde bu problemlerle basa ¢ikabilecegimiz yiiksek kirilmali regresyon
tekniklerine bagvuracagiz.

Basit regresyon ifadesi bazen de sabit terim olmadan yani;

inHI-Xi+ei i=1,...,n (3'2)

olarak da kullaniliyor. Bu model agiklayict degisken sifirken yanit degiskenin sifir
olmasi1 gerektigi varsayiminin oldugu siradan uygulamalarda kullanilabilir. Grafigi
cizilecek olursa orjinden gecen bir dogrudur.

Simdi saglam regresyon teknigine olan ihtiyact gostermek amaciyla
Tablo3.1°de verilen Pilot-Plant (Daniel ve Wood 1971) verisini inceleyelim:

Burada yanit degisken titrasyonla belirlenen asit miktari, agiklayici degisken
ise cekme ve tartma ile belirlenen organik asit miktaridir. Yale ve Farsythe (1976) da
bu veri kiimesini analiz ettiler ve sa¢ilim grafiginin agiklayic1 degisken ve yanit
degisken arasinda ¢ok giiclii bir istatistiksel iliski oldugunu gordiiler.

Verinin EKK ile ¢oziimiinden
y=0,322x+35,458
bulunur. En kiiclik kareler meydanindan (LMS) ise

y=0,311x+36,519

bulunur.
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Tablo 3.1. Pilot-Plant Verisi

Go6zlem Cekme Titrasyon
(i) (x;) ;)
1 123 76
2 109 70
3 62 55
4 104 71
5 57 55
6 37 48
7 44 50
8 100 66
9 16 41
10 28 43
11 138 82
12 105 68
13 159 88
14 75 58
15 88 64
16 164 88
17 169 89
18 167 88
19 149 84
20 167 88

Kaynak: Daniel ve Wood(1971).

dir. Grafikte goriildiigii gibi 6rnekte sapan deger yoktur. Boyle bir olayda umulacagi

gibi sadece EKK ve saglam tahmin ediciler arasinda marjinal farklar oldugudur
Kabul edelim ki bir deger yanlis girilsin 6rnegin 6. x-gozleminde 37 yerine

370 alinsin. Bu hata x-yoniinde bir sapana neden olur. O zaman modelleri tekrar

olusturdugumuzda ekk modeli;

$ = 0,081x+ 58,939

olur.En kiiciik kareler medyani ise;

y=0,314x+36,343

biciminde elde edilir. Buradan da goriildiigii gibi EKK yontemi tek bir sapandan

oldukca etkilenirken saglam model olan LMS, verinin biiyiik ¢ogunluguna iyi bir

24
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model olarak sapandan uzak durmayi basardi. Ayrica LMS dogrusu, bozulmamis

veriye

TTTI1 | T 1T | T TT T | T TT
- LMS i
a0 — ]
_ L _
[} — —

=
® B0 [ i
= L _
40 ]
Do v v oo bv v b a1

100 200 300
Extraction

Sekil 3.1. EKK (kesikli dogru) ve LMS (diiz dogru) modeliyle Pilot-Plant verisi

EKK tahminini uyguladigindaki dogruya yaklasti. Robust teknikleri sapanlart ihmal
eder deyimi yanlis oldugunu ortaya koydu. Aksine LMS bdyle noktalarin varligin

ortaya cikarir.

Kesenli basit regresyonun LMS ¢6ziimii ;
min med(y,~0,x-0." (33)
91’92 !

seklinde olur. Geometrik olarak bu gdzlemlerin yarisini i¢ine alan en dar seridi
bulmay1 ifade eder. (Buradaki yaris1 kavramindan kasit [n/2]+1’in tam kismidir.

Bununla beraber
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TTT T | T 1T

EKK ,:

ad L |

_ _

[ —
=

© Bl .

ﬁ _

40 e

Do lvv o bvv v b 1T

100 200 300
Extraction

Sekil 3.2. Sekil 1 ‘deki ile ayn1 veri fakat tek sapan1 var. Kesikli dogru EKK
modeline karsilik gelir. Diiz ¢izgili dogru ise noktalarin yarisini igeren en
dar seritle ¢evrilir.

bu seridin kalinlig1 diisey yonde 6lgiilebilir.) LMS dogrusu bu bandin tam ortasinda
uzanir. Sunu ifade etmeliyiz ki bu notasyonu insanlara anlatmak EKK’nin
tanimindan daha kolaydir aslinda. Bozulmus Pilot-Plant verisi i¢in bu serit Sekil 3.2
de cizilmistir.

Bu oOrnekteki sapan yapaydir fakat bu tiir hatalarla gercek verilerde sik sik
karsilastigimizi fark etmek oOnemlidir. Veri noktalarinin sapmasi; gozlemleri
kaydederkenki hatalar, aktarmada ya da tanimlamadaki hatalar ya da incelenen
olayda hari¢ tutulan olaylar yiiziinden orneklemde mevcut olabilir. 2 boyutlu
durumda(yukaridaki Ornekte oldugu gibi sadece gozlemleri grafikte c¢izerek
farkli(alisilmamis) degerleri ortaya ¢ikarmak oldukca kolaydir. Bu goriisii izlemek
daha yiiksek boyutlulara gelindiginde artik miimkiin olmaz. Bu nedenle pratikte
sapanlarin etkisini azaltabilen bir yonteme ihtiya¢ vardir ve dolayisiyla rezidii
grafiklerinde sapanlari ortaya ¢ikar. Buna ek olarak sapan meydana gelmedigi zaman
alternatif yontemin sonucu EKK c¢oziimiinden nadiren farkli olur. Buradan LMS

regresyonunun bunlarin gerekliligini karsilayacagi ortaya ¢ikar.
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Sekil 3.3. Belcika’da 1950-1973 yillar1 arasindaki uluslar arasi telefon aramalari
sayisinin EKK (kesikli dogru ) ve LMS modeli ( diiz dogru )

Simdi de sapan degerin oldugu bazi ger¢ek veri Orneklerine bakalim.
Ekonomi Bakanlig1 tarafindan yayinlanan Belgika istatistiksel incelemesinde uluslar
aras1 yapilan telefon goriigmelerinin toplam sayisini igeren bir veri kiimesi bulduk.

Grafik yillar arttik¢a arama sayisinin arttigini1 gostermektedir. Fakat bu zaman
serileri 1964 den 1969’a yogun bir kirlenme igermektedir. Arastirma {izerine 1964
ten 1969 a kadar arama dakikalarinin toplam sayisini veren baska bir kayit sistemi
kullanildig: ortaya cikt1.(1963 ve 1970 yillarinda da kismen etkilenildi ¢linkii gegisler
yeni yilda tam olarak olmadi.Bu nedenle bazi aylardaki arama sayis1 kalan aylardaki
dakika sayisina eklendi.)Bu ise y- yoniinde sapanlarin genis bir kirilmasina sebep
oldu.Bu veri tablo 2 de listelenmis ve sekil 3 ‘te gdsterilmistir.

Bu veri i¢in EKK ¢6ziimii

$=0.504x - 26.01

dir. Bu modelin grafigi ise Sekil 3.3 te kesikli noktalarla gosterilmistir. Bu kesikli
dogru 1964-1969 yillar1 arasindaki y degerlerinden ¢ok fazla etkilenmis. Sonug
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Tablo 3.2. Belcika’dan Yapilan Uluslararast Arama Savyisi

Yil Arama Sayisi
(x;) (y:)
50 0.44
51 0.47
52 0.47
53 0.59
54 0.66
55 0.73
56 0.81
57 0.88
58 1.06
59 1.20
60 1.35
61 1.49
62 1.61
63 212
64 11.90
65 12.40
66 14.20
67 15.90
68 18.20
69 21.20
70 4.30
71 2.40
72 2.70
73 2.90

Milyon yerine on sayist kullanilmas.

olarak EKK dogrusu genis bir egime sahiptir ve iy1 ya da kotli noktalara uymuyor.
Bu ise verilere ciddi bir sekilde bakmayarak ve rutin bir sekilde EKK metoduna
bagvurarak elde edilebilecek bir yoldur.Aslinda iyi gézlemlerin bazilari(1972 gibi)
kotii degerlerin bazilarinin EKK rezidiilerinden daha genis olur. Simdi de LMS

yontemini uygulayalim:O zaman model;

$=0.115x—5.610

olur. (Sekil 3.3 te tam cizgiyle gosterilmistir.) Goriildiigii gibi sapanlardan uzak
durmustur. Basit¢ce grafikteki veri noktalarina bakildiginda model ortaya c¢iktigi

goriilen 6rnege denk gelir. Agikca bu dogru verinin ¢ogunluguna uyar.(Bu bir lineer
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modelin ister istemez en iyi model olacagini ima etmez. Ciinkii daha fazla veri

toplamak iliskinin daha karmasik tiiriinii ortaya ¢ikarabilir.)

Tablo 3.3. CYG OB Yildiz Kiimesinin Hertzprung — Russell Diyagraminin Verileri

Yildiz logT,

indeksi (x;)
1. 4.37
2. 4.56
3. 4.26
4. 4.56
5. 4.30
6. 4.46
7. 3.84
8. 4.57
9. 4.26
10. 4.37
11. 3.49
12. 4.43
13. 4.48
14. 4.01
15. 4.29
16. 4.42
17. 4.23
18. 4.42
19. 4.23
20. 3.49
21. 4.29
22. 4.29
23. 4.42
24. 4.49

log |L/L0|
(v;)

5.23
5.74
4.93
5.74
5.19
5.46
4.65
5.27
5.57
5.12
5.73
5.45
5.42
4.05
4.26
4.58
3.94
4.18
4.18
5.89
4.38
4.22
4.42
4.85

Yildiz

indeksi

25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47

logT, log |L/L0|

(x;)

4,38
4,42
4,29
4,39
4,22
3,48
4,38
4,56
4,45
3,49
4,23
4,62
4,53
4,45
4,53
4,43
4,38
4,45
4,50
4,45
4,55
4,45
4,42

(y:)

5,02
4,66
4,66
4,90
4,39
6,05
4,42
5,10
5,22
6,29
4,34
5,62
5,10
5,22
5,18
5,57
4,62
5,06
5,34
5,34
5,54
4,98
4,50

Diger bir 6rnek astronomiden. CYG OBI1 yildiz sinifinin Hertzsprung-Russell

diyagramindaki veri Tablo 3.3’te veriliyor. Bu yildiz sinift Cygnus yoniinde 47 yildiz

iceriyor. Burada x yildiz ylzeyindeki sicaklik etkisinin (7",) logaritmasi, y ise

yildizin 151k siddetinin( L/ L, )logaritmasidir. Bu sayilar bize Humphreys(1978)den
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ham veri alam1 ve Vansina ve De Greve(1982)’ye gore isleyen. C.Doom(kisisel
konusmayla) tarafindan verildi.

Hertzsprung-Russell diyagrami Sekil 3.4’te gosterilmistir. Sagdan sola dogru
grafiklenmis x logaritma sicaklik degerinin oldugu bu noktalarin dagilimidir.Grafikte
noktalarin iki grubu goriiliiyor.Verinin ¢ogunlugu inis asagi bir yokus olusturarak
kiimelenmis,4 yildiz ise yukarda sag kosede kalmis.Diyagramin bu kisimlar
astronomide iyi bilinir: 43 yildiz esas sirada uzandigi sdylenir bunun aksine kalan 4

yildiz ise devler olarak adlandirilir.(Devler 11,20,30 ve 34 indeksli noktalardir.)

log 15k yodunlug

Pl e b b b N
20 43 45 44 42 40 38 36 34

log sicaklik

Sekil 3.4. CYG OBI1 yildiz kiimesinin Hertsprung-Russell diyagramimin EKK
(kesikli dogru) ve LMS (diiz dogru) modeli.

Bu veri kiimesiyle LMS tahmin edicisine bagvurmak esas diziye iyi bir bicimde

uyan

y=3.898x—-12.2989

modelini verir(Diiz ¢izgiyle gosterilmistir.)Diger taraftan EKK ¢oziimii

$=-0.409x +6.78
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olur. Bu da 4 dev yildizla ¢ekilen(bu 4 yildiz modele iyi uymaz) sekild’teki kesikli
cizgiyle gosterilen dogruya tekabiil eder. Bu sapanlar kaldira¢ noktasidir ama onlar
hata degildir. Daha 6zel bir ifadeyle aciklarsak eger veriler iki farkli popiilasyondan

geliyor. Bu iki grup LMS rezidiileri temelinde kolayca ayrilabilir.(Genis rezidiiler
dev yildizlara tekabiil eder.)Aksine EKK rezidiileri olduk¢a homojen ve devleri ana

diziden ayirmamiz i¢in bize izin vermiyor.
3.2. En Kiiciik Medyan Kareler Dogrusunun Hesaplanmasi

Bilgisayar destegi olmaksizin yiliksek kirilmali regresyon tahminlerini hesaplamak
asla miimkiin olmaz. Gergekten LMS, EKK’de kullanildig1 gibi acik bir formiile
sahip degil. Yiksek kirilmali regresyonun neden wucuz bir bigimde
hesaplanamadiginin derin sebepleri goriiliir.

Yukaridaki o6rnekte, veri 2 boyutluydu bu nedenle grafiklendirilebildi.
Sacilim grafigindeki bir nokta bir rakamla gosterilir. Bu rakam, yaklasik olarak ayni
koordinatlara sahip noktalarin sayisina denk gelir. 9 dan fazla rakam cakistiginda, ( *
) isareti yazar. Basit regresyonda, EKK tahmin edicileri lizerinde oldukg¢a giiglii bir
etkiye sahip olabilen noktalar boyle bir grafikte hemen ortaya ¢ikar.

O zaman her j-inci degiskenin m; medyan1 hesaplanir. Yukaridaki Pilot-Plant
ciktisinda gosterildigi gibi medyan extraction degeri 107 ve medyan titrasyon degeri
69’a esittir. Diger / sonraki dogruda her degiskenin standart sapmasinin bir robust
versiyonu gibi diisliniilebilen s; degerini verir. Standartlastirilmis gozlemlerin bir

listesini alalim. Yani her x i ile

i J (34)

nin yerlerini degistilerecek (yanit degisken ayni yoOntemle standartlastirilacak.)
Sonug tablosunun siitunlarinin her biri 1 varyansina ve 0 medyanina sahiptir. Bu,
herhangi tek bir degiskende sapanlar1 ortaya ¢ikarmamizi miimkiin kilar. Gergekten,
standartlagtirilmis gézlemin mutlak degeri genigse (yani 2.5 dan fazla ise) o zaman

bu degisken icin bir sapandir. Pilot-Plant ¢iktisinda biz bu sekilde olay 6 nin genis

31



3. BASIT REGRESYON Yekta Sitara KOC

exraction Ol¢iimiine sahip oldugunu kesfettik (satandartlagtirilmig degeri 3,73 tii. Bu
da siradan bir durum degil. Bazen standartlagtirllmis degerler, bir siitundaki
dagilimin ¢arpikligini sdyleyebilir  Simdi, parametrik olmayan (non parametrik)
sperman korelasyon katsayilar1 gibi degiskenler arasindaki Pearson (product
moment) korelasyon katsayilarini verdi.

Robust tahminlerini vermeden 6nce EKK sonuglartyla baslayalim. Standart

hatalarin yer aldigi tahmin edilmis katsayilarla bir tablo yazilsin. J-inci EKK
regresyon katsayisinin standart hatast o>(XX)"' ile bulunan EKK regresyon

katsayilarinin varyans kovaryans matrisin j-inci diagonal elementinin karekdkiidiir.

Burada X matrisi

Xipeeeer le
X=] Xjpeeenn X,
_xn, ..... xnp

X’in i-inci satiri, i-inci gézlemdeki p tane aciklayici degiskenden olusan x; vektoriine

esittir. Bilinmeyen o7,

L3y (3.5)
n—p iq

S2=

ile tahmin edilir. Burada r, i-inci rezidiidiir. Tahmin edilmis S*(XX)™' varyans-

kovaryans matrisi de hesaplanabilir. Basit regresyon i¢in kesen terim olmadiginda

p=1,diger durumlarda p=2 dir. Olgek tahminiyle gdsterilen miktar S =+/S? dir.

0, parametreleri i¢in gliven araliklari olusturmak i¢in hata terimlerinin 0

ortalamali ¢ varyansh bagimsiz normal dagilima sahip oldugu varsayilmalidir. Bu

kosullar altinda n-p serbestlik dereceli Student dagilimina sahip
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0,-0,

VSHXX)™),,

elde edilir.Miktarlarin her biri iyi bilinir.7,_,,_,,, ile bu dagilimin 1-¢/2 miktarimi

i=1,...p (3.6)

ifade edelim. O zaman 6, gibi herhangi bir regresyon katsayismin 6nemlilik testi

icin de kullanilabilir.

k L IRTIN FRI (675 PINZAE SN (6225 B I (3.7)

Ayn1 sonug, éj gibi herhangi bir regresyon katsayisinin dnemlilik ( significence)

testi i¢in de kullanilabilir.

H,:0,=0  (sifir hipotezi )

H:6,#0 (alternatif hipotez ) (3.8)

Boyle bir test j — inci degiskenin modelden silinip silinemeyecegini agiklamaya
yardimct olabilir. Eger o nin belirli bir degeri i¢in (3.5) teki sifir hipotezi kabul
edilebilire bu durum j — inci yamit degiskenin agiklayict degiskene cok katkisi

olmadigini gosterir. Bu hipotez i¢in test istatistigi

~

0, .
J=L...p (3.9)

Je @™,

dir. Bu oran c¢iktida t degerine karsilik gelir. Sifir hipotezi t nin mutlak degeri

t den biiyiik oldugunda « seviyesinde reddedilir. Bu durumda j-inci

n=p,l-ar/2
regresyon katsayisinin énemli bir bigimde 0 dan farkli oldugu sdylenir.

Simdiki 6rnekte n=20 ve p=2 dir. @ = %5 oldugu i¢in n-p=18 serbestlik
dereceli student dagilimimi %97,5 1 2,101 e esittir. Bu yiizden EKK egimi ortak t
degeri 1.719 oldugu i¢in 6nemli bir farki olmadigi sonucu ¢ikarilabilir. Diger taraftan

kesen t degeri 8,911 olup olduk¢a Onemlidir. p degeri gercekte elde edilen t
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degerinden daha biiyiikk olan n-p serbestlik dereceli student dagilimli rastgele
degiskeninin olasiligidir. p degeri 0,05 ten kii¢lik oldugunda karsilik gelen regresyon
katsayis1t %5 anlamlilik seviyesinde 6nemlidir. Yukaridaki ¢iktida EKK egiminin p
degeri 0,10274 e esittir. Bu nedenle 6nemli degildir. Bunun aksine EKK keseni %
0,1 anlamlilik seviyesinde bile 0,000 olup modeli ¢cok anlamli yapar. Yazilmis p
degerlerinin hipotez testlerini yapmak c¢ok kolaydir. Ciinkii olasilik tablolar1 artik
gerekli degildir. Bununla birlikte (3.6) tamamen robust olmadigi i¢in dikkatli
bigimde kullanilmalidir.

Bu istatistigin dagilim teoremi genelde sadece hatalarin takip edildigi ve
pratikte nadiren karsilasilan normal dagilimda korunur. Bu nedenle sapanlarin
varliginin miimkiin oldugunun farkinda oldugumuz i¢in robust modelinde ilk bakista
goriiliir. Veri kiimesi etkili noktalar1 igerdigi goriildiigiinde asagida verilecek olan
RLS ¢6zlimiiniin t degerine gidilmesi gerekir.

Yanit degisken ile agiklayict degisken(ler) arasindaki lineer iliskinin

dayamkliligiyla ilgili bir fikir elde etmek igin belirleyicilik katsayis1 (R*) ciktida

goriiliir. R* regresyon tarafindan agiklanan toplam gesitliligin oranin1 dlger. Tam bir

formiil i¢in sabit terimli regresyon ile sabit terimsiz regresyonu ayirmamiz gerek

EKK regresyonu igin R* asagidaki gibi hesaplanir:

R*=1- gg—i , sabit terimsiz modelde

E
R? = _SSE , sabit terimli modelde

m

Burada;

SSE=Rezidii hatalarinin kareler toplami1

:i()’i - )A’i)z
i=1
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SST=Biitiin kareler toplam1
=2
i=1
ve

SST ,, = Ortalamaya gore biitiin diizeltilmis kareler toplami

=Z(yi _y)z

Burada
1
y= n;yi

dir. Sabit terimli basit regresyon durumunda belirleyicilik katsayr R” yi agiklayan x
ve y arasindaki Pearson korelasyon katsayisinin karesine esittir.
Pilot-plant verisi i¢in EKK ya karsilik gelen R* degeri 0,141 e esittir. Bunun

anlam basit regresyon modelinde y nin sadece %14,1 i a¢iklandi. Buradan R* nin

sifira esit olmasi hipotezini test etmek de diisiiniilebilir. Formiile edersek;

H,:R>=0 (sifir hipotezi)
H :R>#0 (alternatif hipotezi) (3.10)

olur. Bu hipotezler sabit terimin olmadig1 model harig biitiin regresyon katsayilarinin

vektoriiniin sifira esit olup olmadigi testine denktir. Yani (3.10) asagidakine denktir:

H, =Biitiin kesensiz & lerin hepsi sifirdir.

H, = H, dogru degildir. (3.11)
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Burada katsayilar birlikte diisiiniildiiglinde tek bir regresyon katsayisi

tizerinde yukaridaki t testinden oldukca farklidir. Eger e, normal dagiliml ise o

zaman asagidaki istatistikler F dagilimina sahiptir:

R*(p-1) _(SST,-SSE)(p-D) _
(1-R*)/(n— p) SSE (n— p) p=lin=p>

sabit terimli regresyon
i¢in

R'/p  (SST-SSE)/p _
(1-R*)/(n—p)  SSE/(n-p) pre

diger durumlarda

Eger uygun istatistigin hesaplanmis degeri ortak F degerinin (1- « )-inc1 siklik

derecesinden daha az ise o zaman H, kabul edilebilir. Eger degilse H,

reddedilebilir. p degeri F degerini agsmis uygun serbestlik dereceli bir F dagiliminda
rasgele degisimin olasiligidir.

Bozulmus Pilot-Plant verisi i¢in 1 ve 18 serbestlik dereceli F degerini 2,955
elde ettik. Uygun p degeri 0,103 diir ve bu nedenle %5 seviyesinde anlamli degildir.
Sonu¢ olarak H, reddedilemedigi i¢in anlamlilik yoniinde agiklayicit degiskenin
yanit degiskeni gercekten agiklamadigi EKK tahmin edicilerinden goriildigi
sdylenilebilir. t-testi, R* ve F-testinin yorumu boliim4 te goriilecek olan ¢ok boyutlu
veri kiimeleri i¢in hala dogru olacaktir. Sekil 3.2 incelendiginde durum 6 EKK
dogrusunu giiclii bir bicimde c¢ektigi ve s yi de yukari ¢ektigi icin standartlagtirilmis
rezidiisii sadece -2.62 dir. Bu deger heyecan verici bir yonde olmadigi hemen hemen
agiktir.

LMS regresyonunun sonuglart asagidaki gibidir:

[k basta regresyon parametrelerinin tahminleri ve bununla birlikte karsilik
gelen 6l¢iim tahmini verilir.

Bu 6l¢iim tahmini de robust sekilde tanimlanir. Bu amagla ilk 6l¢lim tahmini
s’ hesaplanir. s”,n ve p ye bagh bir diizeltme ¢arpaninin sonlu bir drneklemle

carpilmasindan olusan objektif fonksiyonunun bir degerine dayanir.
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5
s =1,4826 1+ r?
nep 1/ml_ed ;

Bu olgek tahminiyle standartlastirilmis 7, /s’ rezidiileri hesaplanir ve

asagidaki gibi i-inci gozlemin w, agirligini tanimlamada kullanilir.

{1 ,‘ri /SO‘S 2.5
W = (3.12)
0 ,d.h

LMS regresyonu i¢in 6l¢ek tahmini o zaman su sekilde verilir:

(3.13)

o’ 1n %50lik kirilma noktasina sahip olduguna dikkat edelim.Yani kirlenmenin %50

den az1 igin ¢~ > © veya o — 0 olmaz.Simdiki 6rnekte o =1.33 dir. Bu deger
baslangicta hesaplanan EKK 6l¢iimii olan s=15,6 dan daha kii¢iiktiir.

LMS ayn1 zamanda y deki gozlenmis degisimin uygun modeli nasil iyi

acikladigini tamimlamak igin bir o6lciidiir. Klasik yonteme benzer sekilde R*

belirleyicilk katsayisina diyecegiz. Sabit terimli regresyon durumunda;

2
R? :1_(%“"] (3.14)
mad(yi)

sabit (kesen) terim olmadiginda ise;

2

d|r

R>=1- me—|rl| (3.15)
med |y, |

dir. Burada “mad=medyanin mutlak sapmasi (median absolute deviation)”

kisaltmasidir ve
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mad(y,) = H,i —med yi‘

dir. Pilot-Plant ¢iktisinda robust belirleyicilk katsayis1 0,996 dir.Yani verinin biiyiik
cogunluguna oldukga iyi bir model olmustur. LMS i¢in de gozlenmis y,,tahmin
edilmis 3,,r, rezidiisii ve r, /o standartlastirilmis rezidiilii bir tablo verilir.Bu da
acikca gosteriyor ki 7, /o~ degeri -78,50 gibi ¢ok biiyiik bir degere esit oldugu igin
durum6 bir sapandir.

Bu ciktinin en son kismi yeniden agirliklandirilmis en kiiclik kareler

regresyonu(RLS) ile ilgilidir. Rezidiilerin kareleriyle w, agirliginin ¢arpimlarinin

toplamin1 minimum yapmaya denktir.

min 2w (3.16)
6

i=1

w, agirliklart s” yerine o son olgiim tahminiyle birlikte (3.16) daki LMS
¢ozlimiinden tanimlanir. Sadece 0 ve 1 degerlerini alabilen bu agirliklarin etkisi w;,

nin sifira esit oldugu durumlardaki silmeye benzerdir. (3.16) ile ilgili 6l¢ek tahmini

(3.17)

dir. (Biitiin durumlar i¢in w,=1 yazildiginda siradan EKK i¢in 6lgek tahmini tekrar

bulunur.) Bu nedenle RLS sadece sifirdan farkli bir deger alan dyle gozlemlerden
olusan azaltilmis veri kiimeli klasik EKK gibi goriilebilir. Bu azaltilmis veri kiimesi
artik regresyon sapanlarini igermedigi i¢in istatistikler ve sonuclar biitiin veri
kiimesindeki EKK I1 birlesimlerden daha giivenilirdir. Agirlhiklar karmagsik bir

bicimde veriye bagli oldugu i¢in vurgulanan dagilim teorisi tamamen gerekli
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degildir. Fakat bu dagilim hala ne iyi bir yaklasim gibi ne de bazi Monte-Carlo
denemeleriyle dogrulanmis gibi kullanigl degildir.

Simdiki Ornekte durum6 hari¢ biitiin w, ler 1 e esittir. Burada durum6
gercekten bir sapandir. RLS ile elde edilen regresyon katsayilart LMS nin ilk
basamaginda tanimlananlarla giiglii bir benzerlik gosterir. Dikkat edelim ki sapanlar
olmadan egim tahmini sifirdan 6nemli derecede farklidir.

RLS i¢in belirleyicilik katsayis1 EKK e benzer bir bicimde tanimlanir. Fakat
biitlin terimler w, agirliklariyla carpilir. Bu Ornek icin bu durum son derece
onemlidir. Clinkii F degeri ¢ok biiyiiktiir ve bu nedenle karsilik gelen p degeri sifira
yakindir.

EKK ve RLS sonuglart gercekte tamamen farkli oldugunda sapanlar
tanimlamak (RLS araciligiyla) ve bunlar lizerinde ¢aligmak dogru olacaktir. Bazi
insanlar bunun yerine EKK ve RLS arasindan se¢im yapmak diisiincesine yatkinlar
ve genelde daha anlamli t degerleri ve F degerlerinin tahminlerini tercih edecekler ve
genelde yiiksek olan R*> yi en iyi regresyon varsayiyorlardi. Bu artik yapilmryor.
Ciinkii EKK sonuglar1 sapanlara karsi ¢ok hassastir. Burada R* iki sekilde
etkilenebilir. Ger¢ekten de herhangi bir verinin EKK ya ait R* si bir ya da daha fazla
kaldirag noktasiyla 1 e yaklasabilir. Genelde RLS ¢ogunlugun R’ si tamamen ¢ok
yiiksek olmadigi sonucuna uygun bigimde ve yiiksek R*> den sorumlu sapanlari

gosterir. (ya da baz1 0, ler sifirdan anlamli bir sekilde farkli bulunabilir.

3.3. Ornekler
Burada gercek veri 6rnekleriyle saglanan sonuglar1 daha fazla aciklayacagiz.

Ornek 3.3.1 : Ilk kelime-Gesell adaptasyon skor verisi
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Tablo 3.4. ilk Kelime-Gesell Adaptasyon Skor Verisi

Cocuk Ayca Yasl Gesell Skor
(i) (x;) (y:)
1 15 95
2 26 71
3 10 83
4 9 91
5 15 102
6 20 87
7 18 93
8 11 100
9 8 104
10 20 94
11 7 113
12 9 96
13 10 83
14 11 84
15 11 102
16 10 100
17 12 105
18 42 57
19 17 121
20 11 86
21 10 100

Kaynak : Mickey (1967)

Y I O
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Sekil 3.5. Ilk kelimedeki yasina gore Gesell adaptasyon skorunun sagilim grafigi

Bu iki boyutlu veri kiimesi Mikey den gelir ve genis bir bigimde gosterilir.
Aciklayict degisken bir cocugun ilk kelimesini sdyledigindeki yas1 ve yanit degisken
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ise bunun Gesell adaptasyon degeridir. Bu veri 21 ¢ocuk i¢in Tablo 3.4 goriiliiyor ve
sekil5 te grafiklenmistir. Mickey 19 goézlemin bir sapan olduguna basamak
regresyonunda sapanlar1 arama yaklasimi ile karar verdi.Bu ornekte 19. indeks
durumu sifir agirhigimi aldi.Gergekten de bu durum LMS modelinden genis rezidiilere
sahip oldugu i¢in sapan olarak tanimlaniyor.EKK ve RLS denklemleri bu veri
kiimesi i¢in ¢ok farkli degildir. 2 ve 18 nokta ¢ifti EKK y1 iyi bir yonde ¢ekiyor.Bu
noktalar iyi kaldira¢ noktalaridir ve kiiciik EKK rezidiileri gibi kiiciik LMS
rezidiilerine sahiptirler (Bu noktalarin herhangi birinin ya da her ikisinin silinmesi
giiven araliklarinin genisliginde 6nemli bir etkiye sahiptir.)Bu veri kiimesinin 2 ve 18
noktalarinin silinmesi x ve y arasindaki lineer iliskiyi ¢ok fazla birakmayacagi igin

bu veri kiimesinin lineer regresyonunun iyi bir 6rnegi olmadigi sdylenebilir.
Ornek 3.3.2: 1976 - 1980 Yillar1 Arasindaki Yangin Sayist

Tablo 3.5 te verilen bu veri kiimesi Belcgikali yangin sigorta sirketlerine bildirilen
yangin ihbarlariin 1980e kadar gidisatin1 gostermektedir.(Belgikali sigorta sirketinin

yillik raporundan alinmistir. Bu 6rnekte ¢ok az nokta vardir)

Tablo 3.5. 1976-1980 arasinda Belgika’da yangin ihbarlarinin sayisi

YI(x;) YANGIN SAYISI
76 16,694
77 12,271
78 12,904
79 14,036
80 13,874

Sekil 3.6 da sacilim grafigine bakildiginda yillar tizerinde hafif yukar1 dogru
bir egilim oldugu dikkat ¢ekiyor. Bununla birlikte 1976 daki say1 oldukga yiiksektir.
Bunun sebebi o yil yaz donemi oldukga sicak ve kuruydu. ( Belgika standartlariyla
kiyaslanirsa ) Bu durum dogadan kaynakli olarak agaglarin ve ¢alilarin yanmasina

sebep oldu. Bu durumda
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Sekil 3.6. 1976- 1980 yillarinda Belgika ‘daki yangin ihbarinin sayist

EKK i¢in,

y=-387,5x+44180,8 (kesikli ¢izgi)
LMS i¢in,

$=534.3x— 288233 (diiz cizgi)

bulunur. Tahminlerinin ¢ok farkli oldugu goze ¢arpiyor. EKK veriye azalan egimle
uyarken aksine LMS dogrusu artarak uyum sagliyor. Sapan deger x — menzili disinda
uzanir ve kotii bir bigimde yaramayan EKK’ e sebep olur. Hatta bu sapan en genis
EKK rezidiisiine sahip olmaz. Bu 6rnek tekrar gosteriyor ki EKK rezidiilerinin
incelenmesi sapan(lar)1 ortaya ¢ikarmak i¢in yeterli degidir.

Elbette ki, boyle kiiciik bir veri kiimesinde herhangi bir giiglii istatistiksel
sonuglar cizemeyiz fakat EKK ve LMS nin esasen ne zaman farkli sonuglar

verecegini veri kiimesi hakkinda dikkatli diisiiniilmesi gerektigini gosterir.

Ornek 3.3.3: Cin de Fiyatlarin Artmasinin Yillik Orani
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Tablo 3.6, 1940 dan 1948 e (Simkin 1978) kadar Cin deki ana sehirler de
ortalama fiyatlarin yillik biiyiime oranini igceriyor mesela 1940 da fiyatlar % 62
yiikselmis bir oncekine kiyasla. 1948 de ¢ok fazla hiikiimet harcamalar1 sonucunda

bliylik bir sigrama meydana gelmis ve bu hiper enflasyon olarak adlandirilmis.
LMS regresyon denklemi,
y=0,102x - 2,468

dir. Buna karsilik EKK tahmini,

y = 24,845 x — 1049 ,468

dir. Bu iki modelde birbirinden tamamen farklidir. EKK da sayilar daha biiyiik
cikmistir.

Bu dogrulardan hangisinin daha iyi modeli verecegini gostermek icin tablo 6
her iki yontemle tahmin edilmis degerleri gostermektedir. Son iki yil hari¢ LMS
verinin ¢ogunluguna dogru bir yaklagim saglamistir. Diger taraftan EKK modeli her

yerde kotiidiir. Burada tahmin edilmis y, ilk 3 yil negatiftir, 1948 hari¢ sonraki

yillarda ¢ok genisledigi ve kiyaslanamadigi goriiliir. EKK biitiin siitun lizerine

Tablo 3.6. 1940-1948 Aras1 Serbest Cin deki Ana Sehirlerde Yillik Ortalama Fiyat

Artisi

Yil Baylme Artisi Tahmini Bliyime

(x,) () LMS EKK
40 1,62 1,61 -55,67
41 1,63 1,71 -30,82
42 1,90 1,82 -5,98
43 2,64 1,92 18,87
44 2,05 2,02 43,71
45 2,13 2,12 68,56
46 1,94 2,22 93,40
47 15,50 2,33 118,25
48 364,00 2,43 143,09

Kaynak: Simkin (1978)
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orijinal verinin dogrusal olmamasinin etkisini karistirirken buna karsi LMS verinin
cogunluguna uyar. Ciktida 8. ve 9. gdzlemlerin birer sapan olduguna dikkat edelim.

Bu durum standartlastirilmis verinin 2. siitununda gosteriliyor. Yinede
Spearman Rank korelasyonu, Pearson korelasyonundan daha yiiksektir. Ciinki
sapanlar degiskenler arasinda neredeyse bir monotonluga uyarken lineer sekilde
dagilmistir.

Rezidii grafiklerine bakarsak bunlar standartlastirilmis rezidiilere karsilik
tahmin edilmis yanit degiskeni gosterir. Her iki grafikte de kesikli dogru 0 a dogru
ciziliyor ve [ -2.5, 2.5 ] araliginda diisey serit gosteriyor. Bu dogrular sonuglarin

yorumunu kolaylastirir. Gozlenmis y, degerleri, tahmin edilmis y, degerlerine esit

oldugunda o zaman sonuglanmig rezidii 0 olur. Bu 0 dogrusunun komsulugundaki
noktalar modele en i1yi uyanlardir. Rezidiiler normal dagiliml ise standartlastirilmis
rezidiilerin % 98 1 [ -2.5, 2.5 ] aralifinda uzanacagi beklenebilir. Bu nedenle diisey
seritten uzakta yerlesmis olan standartlastirilmis rezidiilerin oldugu gozlemler uzakta
olarak tanimlanabilir.

Yukaridaki ¢iktida ilk rezidii grafiginin EKK modelinde kotii noktayr nasil
gizledigini gosterir. EKK da sapanlar ¢ekip kopariliyor ve Olgek tahminin iyi
olmadigimi gosteriyor. Sapanlarla ortak EKK rezidiisii bile diisey serit icerisinde
uzanir. Bu etki yliziinden EKK tahmin edicisine uygun bir rezidii grafiginin yorumu
tehlikelidir. LMS nin rezidii grafigin de sapan seritten ¢ok uzaktadir. Robust tahmin
edicilerine karsilik gelen rezidii grafikleri boliim 4e de gosterilecegi gibi bazi
degiskenlerle olan problemlerde daha kullanish bile olabilir.

Bu grafiksel araglar uzaktaki gézlemleri belirlemek i¢in ¢ok uygundur. EKK
sonucu Robust ve Robust olmayan regresyon yontemlerinin her
ikisinin rezidii grafikleri yaklagik olarak uyusuyorsa giivenilirdir. Sapanlar
tanimlamadan bagka rezidii grafigi modelin yeterliligini 6lgmek ve doniisiimleri
bulmak icin bir diagnostik arag¢ saglar. Yeterli bir model ve iyi davranigh bir verinin
rezidii grafiginin en ideal 6rnegi sabit diisey sac¢ilimli noktalarin yatay golgesidir.
Rezidii Ornegindeki anormallikler olayr bazi yonlere gotiiriir Ornegin grafik

rezidiilerinin varyansi, y veya diger degisken artarken bu deger artar ya da azalir.
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Bu heteroscedaticity olarak adlandirilir. Klasik modelin aksine homoscedaticity nin
konusuldugu durumda hatalar sabit varyansa sahiptir. Bu problemi hem agiklayici

hem de yanit degiskenin uygun bir doniisiimiine bagvurarak yaklasilabilir.
Ornek 3.3.4: Beyin Ve Agirlik Verisi

Tablo3.7, 28 hayvanin viicut agirliklarii (kg) ve beyin agirliklarint (gr)
veriyor. Bu 6rnek Weisberg 1980 ve Jerison 1973 te genis veri kiimelerinden alindi.
Beyin ne kadar biiyiikse o kadar agir bir viicudu yonetmesini gerekip gerekmedigini
arastirildi.

Bu 6l¢iimlerin logaritmalart arasindaki iligkinin temiz bir goriintiisii sekil 7 de
gosteriliyor. Bu logaritmik doniisiim ister daha kiiclik ister daha biiyiik 6l¢timlerin
yerini tutmada yetersiz olan orijinal dl¢timleri grafiklemek i¢in gereklidir. Gergekten
de her iki orijinal degisken de birka¢ Onem sirasinin iizerinden siralaniyor. Bu
dontstiiriilmiis verinin lineer modeli beyin agirligi (y) ve viicut agirlig (x) arasindaki

denklem

bicimindeki iliskiye denk olacaktir. Sekil3.7 ye bakilirsa bunun doniisiimii daha
lineer yaptig1 goriiliir.

EKK modeli,

log $ = 0,75092l0g x + 0,86914

ile verilir. Egimle birlestirilmis standart hata 0,0782 ye esittir ve kesen terimi 0,1794
tir. Bolim 4te bilinmeyen regresyon parametreleri i¢in giliven araliklarini nasil
olusturacagimizi acgiklayacagiz. Simdiki 6rnek icin n = 28 ve p = 2 dir. Bu nedenle
26 serbestlik dereceli t dagilimi kullanarak 2,0555 e esittir. EKK sonuglarini
kullanarak egim i¢in % 95 lik gliven aralig1 [0.3353; 0.6567] olarak verilir. RLS sekil

7 de diiz ¢izgi ile veriliyor. Burada model daha diktir.
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Tablo 3.7. 28 Hayvanin Viicut ve Beyin Agirliklari

indeks Cesitler Vicut Agirhgr  (kg) Beyin Agirhg (gr)
(1) (x;) (y:)

1 Kunduz 1,350 8,100

2 inek 465,00 423,00

3 Bozkurt 36,330 119,500

4 Kegi 27,660 115,00

5 Kobay 1,040 5,500

6 Diplodocus 11700,000 50,000

7 Asya Fili 2547,000 4603,000

8 Esek 187,100 419,000

9 At 521,000 655,000

10 Potar Maymunu 10,000 115,000

11 Kedi 3,300 25,600

12 Zirafa 529,000 680,000

13 Goril 207,000 406,000

14 insan 62,000 1320,000

15 Afrika Fili 6654,000 5712,000

16 Triceratops 9400,000 70,000

17 Rhesus Maymunu 6,800 179,000

18 Kanguru 35,000 56,000

19 Hamster 0,120 1,000

20 Fare 0,023 0,400

21 Tavsan 2,500 12,100

22 Koyun 55,500 175,000

23 Jaguar 100,000 157,000

24 Sempanza 52,160 440,000

25 Brachiosaurus 87000 154,400

26 Sican 0,280 1,900

27 Kostebek 0,122 3,000

28 Domuz 192,000 180,000

Kaynak: Weisberg (1980) ve Jerison (1973)

log y =0,75092.1og x + 0,86914

RLS teknigi ile tahmin edilmis egimi EKK modeli ile ortak %95 giiven
araliginin disinda kalabilir. RLS deki regresyon katsayilarinin standart hatas1t EKK
ile kiyaslandiginda dikkate deger sekilde azalmistir. Yani e§im 0.0318, sabit terim
ise 0.0618 dir. Bilinmeyen egim i¢in %95 lik giliven aralig1 simdi [ 0.6848, 0.8171 ]
olarak verilir. Buradaki aralik EKK’ de verilen giiven araligindan daha dardir. RLS

regresyon katsayilar1 ile ortak t degerleri ¢ok genistir. Bu, egim ve keseni 0 dan
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onemli derecede farkli olmasini gerektirir. Bundan baska R belirleyicilik katsayisi
(modelin her yerde iyi oldugunun 6zet 6l¢timii) EKK i¢in 0.608 den, RLS i¢in 0.964
ten artar. Bu Ornek ancak biitin EKK sonuglar1 ile sadece EKK regresyon
katsayilarinin sapanlarin varligindan siipheye diismedigini gosterir.

Tablo 3.8 standartlastirllmis EKK ve RLS rezidiilerini ve LMS nin temelinde

tanimlanmig w, yi listeliyor. RLS den dolayr siradan olmayan goézlemleri ortaya
cikarmasi kolaydir ve onlara 6zel bir 6nem verir. Ger¢ekten dew,nin 0 olan bes

durumuna bakilirsa onlarin neden sapan olarak diisiiniilmek zorunda oldugu kolayca
anlasilir. En belirgin RLS rezidiileri (biiytik olasilikla negatif olanlar) durum 6, 16 ve
25 tir. Burada EKK modelinin diisilk egiminden bu hatalar sorumludur. 3 tane
dinazor var ve bunlarin her biri agir bir viicutla kiyaslanirsa kiigiik bir beyne sahiptir.
Bu konuda veri de kalan diger memelilerle kiyaslandi LMS regresyonu da durum 14
ve 17 i¢in 0 agirligini gosterdi. Yani insan ve rhesus maymunu. Onlar i¢in esas beyin
agirlig lineer modeldeki beklenenden daha yiiksektir. Dinazorlarin aksine rezidiileri
bu nedenle pozitiftir. Sonug olarak dinazorlar, insanlar ve rhesus maymunlar1 verinin

cogunlugunu izledigi gibi ayn1 egime uymadig sdylenilebilir.

B B I
s =

i 19 s

- EKK |

& T -

fﬁ-. —  Riesiz Mamu T
= - . —
% 20 " D hazoriar _
0.0 ]
I NN N N R

a. 2.0 4.

oy whcntag 1y

Sekil 3.7. 28 tane hayvan i¢in logaritmik viicut agirliklarina gore logaritmik beyin
agirliklarinin EKK (kesikli dogru) ve RLS (diiz dogru) modeli.
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Tablo 3.8. Bevin ve Viicut Agirliklar1 Verisi Icin Standartlastirilmis EKK ve RLS

Rezidiileri
Indeks Tiirler S tan dartlasartimis S tandartlasartimis  w,
EKK Re zidiileri RLSRe zidiileri

1 Kunduz -0,40 -0,27 1
2 inek 0,29 -1,13 1
3 Bozkurt 0,29 0,17 1
4 Kegi 0,36 0,50 1
5 Kobay -0,57 -0,65 1
6 Diplodocus -2,15 -10,19 0
7 Asya Fili 1,30 1,08 1
8 Esek 0,58 0,21 1
9 At 0,54 -0,43 1
10 Potar Maymunu 0,68 2,02 1
11 Kedi 0,06 0,68 1
12 Zirafa 0,56 -0,37 1
13 Goril 0,53 0,00 1
14 insan 1,69 4,15 0
15 Afrika Fili 1,13 0,08 1
16 Triceratops -1,86 -9,20 0
17 Rhesus Maymunu 1,10 3,47 0
18 Kanguru -0,19 -1,29 1
19 Hamster -0,98 -0,81 1
20 Fare -1,04 -0,17 1
21 Tavsan -0,34 -0,39 1
22 Koyun 0,40 0,29 1
23 Jaguar 0,14 -0,80 1
24 Sempanza 1,02 2,22 1
25 Brachiosaurus -2,06 -10,94 0
26 Sican -0,84 -0,80 1
27 Kostebek -0,27 1,35 1
28 Domuz 0,02 -1,50 1

3.4. Tam Modelin Ozelliklerinin Bir Ornegi

“ Tam model “ sozciigli gozlemlerin genis bir yilizdesini belli bir lineer

denkleme tam olarak uydurma durumu anlamma gelir. Ornegin basit regresyonda bu

verinin ¢ogunlugu diiz bir dogru iizerinde tam uzaniyorsa olur. Béyle bir durumda bir

robust regresyon yontemi o dogruyu iyilestirebilir. Bu ise tam modelin 6zelligi

olarak adlandirilir. Ornegin tekrarli medyan bu 6zelligi sagliyor. Gozlemlerin en

azindan n —[ n/2 | + 1 ‘i ayn1 dogru lizerinde uzandiginda bu dogrunun denklemi

LMS ¢oziimii olacaktir.
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Sekil 3.8. Tam modelin 6rnegi. Siegel ‘in veri kiimesinin EKK (kesikli
dogru) ve LMS (diiz dogru) modelinin sagilim grafigi

Tablo 3.9 daki veri Emerson ve Hooglin ( 1983, s5.139 ) dan geldi. Bu
verilerin sekil 7 deki sacilim grafigini inceleyelim Emerson ve Hooglin uygun
gelecek 6zetin 0 egimle dogru olacagini ileri siirdiiler. Ger¢ekten 9 noktanin disinda
6 tanesi aslinda 0 egimli ve 0 kesenli dogrusu iizerinde uzanir. Tam model durumlari
gercek veride de meydana gelir.

3.5. Orijinden Gecen Basit Regresyon

Kesen terimin 0 oldugu 6nceden bilindiginde o zaman modeli buna zorlamak
durumunda kalinir.

Afifi ve Azen (1979, s.125) Tablo 3.10 da ki 6rnegi verdiler. Burada bdyle bir
model uygundur. Veri kandaki laktik asit miktarin1 6l¢en bir aletin kalibrasyonu
(dogru olgiip olgmedigi) ile ilgilidir. x, dogru konsantrasyon ile y, miktar
kiyaslanityor. Bu verideki agiklayic1 degisken diizenlenmistir yani degeri dnceden
tespit edilmistir. Sonug olarak bdyle bir veri kiimesi kaldira¢ noktalarini icermez.
Sekil 3.9 da ki sagilim grafigi kabaca 2 degisken arasindaki lineer iliskiyi gosterir.
Gergekten bu 6rnek icin EKK ve LMS hemen hemen aynidir. Buna ragmen literatiir

sapanlarla birlikte kalibrasyon verisini de igerir.
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Tablo 3.9. Siegel’ in Veri Kiimesi

[ Xi Yi
1 -4 0
2 -3 0
3 -2 0
4 -1 0
5 0 0
6 1 0
7 2 -5
8 3 5
9 12 1

Kaynak: Emerson ve Hoaglin (1983)

I TT1T | T T 1T | TTTTT |
s f .
f a0, - —]
& — o=
g — _
s 13, — .
= L ]

z [

= -
10, /= -]
50— g —
= : E

0.0 I AN B
0.0 a.0 10.0 160

Dodjru
konzartrasyo

Sekil 3.9. Tablo 3.10 ‘daki verinin sagilim grafigi. Kesen terim olmadan bir model
kullanild1. Kesikli ¢izgiye karsilik gelen EKK tahmin edicisi ve diiz
dogruya karsilik gelen LMS modelidir.

Simdi de Hampel’ in kullandig1 veriye bakalim. Burada Tablo 3.11 de yeniden

yapildi. Onlar 2 farkli noktada su akisini dlgtiiler.

Her j degiskeni i¢in;

s; =1,4826med (3.18)

Xy
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Sekil 3.10. Libby ve Newgate’teki su debisinin sacilim grafiginin EKK (kesikli
dogru) ve LMS (diiz dogru) modeli.

Bu yiizden 0 dan farkli sapmalar diisiiniilmesi mantiklidir. Ayn1 neden i¢in veri her

x; yi standartlagtirarak

A (3.19)

bi¢iminde yapiyor.
3.6. Basit Regresyon Ii¢in Diger Robust Teknikleri

Son 50 yila kadar bir¢ok teknik basit regresyon modelinde tahmin edilen
egim ve keseni ileri stirmiistiir. Bunlarin ¢ogu % 30 luk kirilma noktasia ulagsmada.

Emerson ve Hooglin (1983) tarihi bir inceleme verdler. Bu inceleme Wald
(1940), Nair ve Shrivastava (1942), Bartlett (1949) ve Brown ve Mood (1951) in
teknikleri hakkinda bazi agiklamalar igerir. Bu regresyon yontemleri tamamen veri
kiimesinden ayrilma fikrine dayaniyor ve o zaman her grup i¢in 6zet deger olarak
tanimlaniyor. Onlar EKK regresyonunun robust olmayisinin meraki ile ilgili kaniy

dogruladilar. Fakat sadece basit regresyona basvurabilirler.
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Tukey (1970/1971) in saglam dogru yoOntemi robust tahminine ilk
yaklasimlarin bir degisimidir. Tek degiskenli veriye gore modellenmis bir dogru igin
bu “ kalem ve kagit “ teknigi hemen hemen esit genislikte 3 parca iginde veri
kiimesinin boliinmesinden baslar. Bu pay ayrimi en kiiciik, orta ve en genis
degerlerine gore uygulanir. X degerlerine bagli olarak ayni grup segilir. O zaman

robust egim tanimlanir. Oyle ki en distaki gruplarda denktir. Yani
mid(yi —élxi)zmeRd(yi —élxi) (3.20)

Burada L left (sol), R right (sag)’ 1 simgeler. Burada kesen deger her iki grubun
medyan rezidiisiinii 0 yapmak icin se¢ilir. Bu teknikle sapanlara karsi var olan
korumanin en kotli durum smirlamasi 1/6 dir. Ciinkii her iki grup icin de kirilma
noktas1 %2 olan medyan kullanilir. Velleman ve Hooglin (1981) saglam dogrular
bulmak i¢in bir algoritma ve portatif program sagladilar. Bu tahmin edici lizerine
baz1 teorik ve Monte Carlo sonuglar1 Johnstone ve Velleman (1985b) tarafindan
saglandi. Brown ve Mood (1951) teknigi ayn1 sekilde tanimlanir fakat 2 grup yerine
3 grupla verilmistir. Sonug olarak bu teknik i¢in kirilma noktas1 % ‘e artar.

Andrews (1974) elde edilen diiz bir dogru modeli i¢in baska bir medyana
dayali yontem gelistirdi. O, x degerlerini en kiiclikten en biiyiige dogru siralayarak
basladi, sonra ¢ degerlerinden en kiigiik ve en biiyliklerin belli bir sayisini eledi ve de
bu degerlerin belli sayida ki medyan (x degeri ) komsuluklarindaki degerini x

degerlerinin kalan iki kiimesinde medyanlar1 hesapladi. (medx, ve medx,). y
degerine gore de medyanlar hesaplandi. (med y, ve med y, ). Modelin egimi o zaman
su sekilde tanimlanir:

b = medy , —medy,

1

medx, — medx,

Bu yontemin kirilma noktast en fazla %25 tir. Ciinkii her iki veri kiimesinin yaris1
modellenmis dogruyu aciklayabiliyor. Andrews bu teknigi coklu regresyona

genelledi ve buna siipiirme operasyonu dedi. Yani her itme de bir degiskenin digerine
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bagimlilig1 degiskenin en erken asamada tanimlanan bir kati tarafindan belli bir
degiskene uyarlanmasi ile kaldirilir. Aynmi fikir robust dogruya genellemek igin
kullanilir.

Basit regresyon tahmin edicilerinin diger bir grubu, veri kiimesinden

ayirmaksizin onlarin taniminda yap1 taslar1 gibi egim ciftleri kullanilir. Theil 1950,

¢? egimlerinin 6, meydanim su sekilde tammladi.

A Y=Y

o =med

1<i<j<n )Cj - -xi

(3.21)

Bu tahmin edicisi yliksek asimtotik etkiye sahiptir. Sen(1968) x, lerin

arasindaki iligkileri idare etmek icin bu tahmin ediciyi gelistirdi. Bu tekniklerin
kirllma noktasinin yaklasik %29,3 oldugu ortaya ¢ikti.Bu deger su sebeple
aciklanabilir:Iyi bir egimin oran1 en azindan % olmak zorunda oldugu igin en az %

olan (l-g)* ifadesine ihtiyagc vardir.Burada &  verideki sapanlarin

kirilmasidir.Bundan dolay1 su ifade yazilir:
e<1- Q27" ~0,293. (3.22)

Daha yakinlarda Siegel (1982) son gelismelerle kirilma noktasini % 50 ye
arttirdi. Bu da bizi tekrarli medyan tahmin edicisine gotiiriir. Bu yontemle (3.21)
‘deki tek medyan yerine egim ¢iftlerinin medyanini iki asamada hesaplamak zorunda

kalindi. Egim ve kesen asagidaki gibi tanimlandi:

A Y=Y
6 = med med —

o XX

(3.23)
éz = med (y,- _élxi)

Basit regresyon tekniklerinin bir kismi da boliim 4 te verilecektir. Farkl

regresyon teknikleriyle elde edilen modelleri kirlenmeye karsi kiyaslamak amaciyla
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yapay bir ornek diislinelim: 30 tane iyi gézlem lineer iliskiye goére meydana getirildi

veE

y,=10x, +20+e, (3.24)

seklinde modellendi. Burada x ; ,[1,4] araliginda hep aym sekilde dagilir ve €., 0

ortalamali ve 0,2 standart sapmali normal dagilimlidir. O zaman 20 koéti gézlemin
bir sinifi eklendi. Bunlar 7,2 ortalamali ve 0,5 standart sapmali tek degiskenli normal
dagilima sahiptir. Bu ise birlestirilmis 6rnekteki kirlenmenin %40 oldugunu verir.
Bu da ¢ok yliksektir. Aslinda bu miktar eger basit regresyon i¢in tahmin edicilerinin
¢ogunun kirilma noktasini yukari c¢ekiyorsa ne oldugunu gostermek igin segilir.

Simdi de hangi tahmin edicinin verinin ¢gogunlugunun modelini agiklayacaginin en
lyisinin basaracagini gorelim. Klasik EKK yontemi él =-0,47 ve é2 =5,62 yi verir. lyi

ve kotii noktalara uymaya calistigi icin bunun basarisiz oldugu agiktir.

6.0

4.0

2.0

20 400 OO B8.00

Sekil 3.11. Alt1 yontem kullanilarak yapay veri igin regresyon dogrulart. (RLS, LMS
’e dayali yeniden agirliklandirilmis en kiiciik kareler; EKK, en kiigiik
kareler; M,Huber ‘in M tahmin edicisi; GM, Mallows ‘un ve Schweppe
‘nin M tahmin edicileri; RM, tekrarli medyan) .Kaynak: Rousseeuw
(1984) .
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3 robust tahmin edicisi uygulandi: Huber’in y/(x)= min(1.5, max(—1.5, x))
M-tahmin edicisi, Hampel agirliklariyla Mallows’un genellestirilmis M-tahmin
edicisi Hampel —Krasker agirliklariyla Schweppe’nin genellestirilmis M-tahmin
edicisi (Mallows ve Schweppe’nin tahmin edicileri aynt Huber fonksiyonunu

kullandilar ). Yine de bu 3 yontem EKK ¢ozlimiinden nerdeyse ayirt edilemez

sonuglar verir.

Bazi M-tahmin edicileri sunlardir:

Huber minimax :

B IR o
t) = ,sabittir.
4 bsgn(t) ;[t|=b

Inen minimax :

t

t

h<a

w(t) = bsgn(t).tanh{% b(c— |t|} ;a < |t| <c

0 ;d.y

a,b ve c sabitler

Hampel :
t N <a
asgn(t) sas<l]<b
(1) = S
¢-|f| 1€¢-b asgn@) b<l]<c
0 ;d.y.

a ,b ve c sabitler

Andrew :
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w(t) = {sin(t) T St<T

f<c

l//(t)={t(_‘/c// ;
0

dir.
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4. COKLU REGRESYON
4.1.Giris

Coklu regresyonda y, yamt degiskeni modeldeki p tane x;,,...., x,, agiklayici

degiskenlerine baghdir.

yi=x,0 +..+x,0,+e, (i=1,..,n) 4.1)

Basit regresyondaki gibi bilinmeyen 6,,..., 6, parametrelerinin tahmini igin EKK

teknigi sapanlarin varligina oldukca hassastir. Boyle noktalarin bulunmasi, sagilim
grafiginde etki noktalarinin belirlenmesi artik miimkiin olmadig1 i¢in daha zor olur.
Bu nedenle boyle noktalar1 belirleyen bir araca sahip olmak 6nemlidir.

Son birka¢ 10 yildir, bir¢ok istatistik¢i robust regresyonuna énem verdi. Buna
karsilik digerleri dikkatlerini regresyon diagnostiklerine ¢evirdiler. Her iki yaklasim
da hemen hemen ayni1 iki 6nemli yaygin amaca dayanir. Yani sapanlar1 ve modelin
yetersizligini belirlemek. Fakat onlar farkli bir yonde ilerlediler. Regresyon
diagnostikleri bir regresyon modelini uygulamadan 6nce veri kiimesinden silinmis
olan noktalar1 belirlemek icin ugrasti. Robust regresyonu ise bu problemleri ters bir
basamakta ele alarak diger durumlarda oldukga yiiksek etkili olan noktalarin etkisini
azaltmay1 tasarlayarak yapilir. Bir robust yontemi verinin ¢ogunlugunu bir modele
uydurmaya calisir. Iyi noktalarla bigimlenmis modelden uzakta yerlesen kotii
noktalar sonug olarak robust modelde genis rezidiilere sahip olacaktir. Bu nedenle
sapanlarin hassas olmayisina ek olarak bir robust regresyon tahmin edicisi bu
noktalarin bulunmasini kolay bir is olarak yapar. Elbette EKK daki rezidiiler bu
amagla kullanilamazlar ¢linkii sapanlar ¢ok kiiciik EKK rezidiilerine sahipken EKK
modeli bu sapan noktalar1 ¢ok fazla ¢ekebilir. EKK ya alternatif bir robust a ihtiyaci
gdstermek icin bazi1 6rneklere bakalim. ilk 6nce Brownlee (1965) tarafindan bulunan
ve en iyi bilinen stackloss (yigin kaybi) veri kiimesidir. Biz bu 6rnedi gercek
verilerin bir kiimesi oldugu i¢in ve birgok yontemle ¢ok sayida istatistik¢i tarafindan

incelendigi i¢in segtik.
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Veri tablo 1 de listelenen 4 o6lgekli 21 gdzlemden olusur. Veri amonyagin
nitrik asite oksidasyonu i¢in bir bitkideki islemi tanimliyor. Y1gin Kaybi (y), x, oran
islemi, x, sogutulmus suyun giris sicaklig1 ve x, asit konsantrasyonu ile agiklandi.

Ozetle literatiir atif almis buluslarin gosterdigi 1,3,4 ve 21. gdzlemlerin sapan
oldugu sonucunu bir¢ok insanin ¢ikardig sdylenebilir. Bazilarina gore 2. gozlem de

bir sapandir. EKK regresyonu su denklemi verir:
y=0,716 x, +1,295x, — 0,152 x, — 39,9,

Tablo 4.1 Y181n Kaybi Verisi (Stackloss Data)

indeks Oran Sicaklik Asit Konsantrasyonu  Yigin Kaybi
(i) (x;) (x,) (x3) (y)
1 80 27 89 42
2 80 27 88 37
3 75 25 a0 37
4 62 24 87 28
5 62 22 87 18
6 62 23 87 18
7 62 24 93 19
8 62 24 93 20
9 58 23 87 15
10 58 18 80 14
11 58 18 89 14
12 58 17 88 13
13 58 18 82 11
14 58 19 93 12
15 50 18 89 8
16 50 18 86 7
17 50 19 72 8
18 50 19 79 8
19 50 20 80 9
20 56 20 82 15
21 70 20 91 15

Kaynak: Brownlee (1965)

EKK gosterge grafigi Sekil 4.1 de gosteriliyor. Rezidiilerin
standartlastirilmas: rezidiilerin her bir kismina modele uygun Olgek tahmini ile
uygulanir. Yatay serit — 2.5 ile 2.5 arasinda standartlagtirilmis rezidiilerin etrafini
ceviriyor. Boyle Sekil 4.1 de oldugu gibi sapan goze carpmiyor. EKK gosterge

grafiginden standartlagtirilmis EKK rezidiileri seridin i¢ine tamamen diistiigli i¢in
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veri kiimesinin sapan i¢cermedigi sonucuna varilir. Fakat Sekil 4.2 ye bakarsak en

kiiclik medyan kareleri ( LMS ) ile iligkili olan gosterge grafigi
y=0,714 x, + 0,357 x, — 0,000 x; — 34,5,

Bu grafik robust modeline dayanir ve gercekten zararli noktalarin varligini

ortaya ¢ikarir. Bu gosterge grafiginden 1, 3, 4 ve 21. gozlemlerin en uzakta oldugu
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Sekil 4.1. Y1gin kaybr verisi: EKK ‘ye gore indeks grafigi
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Sekil 4.2. Yigin kaybi verisi: LMS ‘e gore indeks grafigi
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ve 2. gbzlemin sapanlarin oldugu bolgenin sinirinda oldugu i¢in arada oldugu hemen
acik bir bigimde goriiliir. Bu durum robust regresyon teknigimizin bu veriyi tek bir
hamlede nasil analiz edebildigini goOsteriyor. Bunlar ayni veri kiimesinin ilk
analizlerinden zahmetli ve uzun olan bazilariyla kiyaslanir.

Bu 6rnek sadece EKK rezidiilerine bakilmasindaki tehlikeyi bir kere daha
gosteriyor. Her regresyon analizinde EKK ve robust yonteminin her ikisinin
standartlastirilmis rezidiilerini kiyaslamanin gerekli oldugunu sdyleyebiliriz. Eger iki
yonteminde sonuglart hemen hemen ayni ise o zaman EKK giivenilir olabilir. Eger
farkli ise robust yOntemi sapanlart ortaya c¢ikarmak i¢in uygun bir arag¢ olarak
kullanilabilir. Burada o zaman sapanlar tamamen arastirilabilir ve belki diizeltilebilir
(eger orijinal Olgiilere gbre biri yakinsa) ya da silinebilir. Baska bir olasilik ise
modeli degistirmektir ( Ornegin kareler ekleyerek ya da ters carpim terimleri

ekleyerek ve / veya yanit degiskeni degistirerek ). Bu sekilde Atkinson (1985, s.129-
136) x,,x,,x,x, ve x; araciligiyla log (y) yi agiklayan modelleri kurarak y1gin kaybi

verisini analiz etti.

Sonraki 6rnek sosyal bilimden geliyor. Bu veri kiimesi orta atlas okyanusu ve
yeni Ingiltere bolgesinden 20 tane okulun bilgisini iceriyor. Coleman tarafindan
incelenen bir populasyondan alinmistir (1966). Mosteller ve Tukey (1977) 6 farkh
degisken {izerindeki dl¢iimlerden olusan bu 6rnegi analiz ettiler bunlardan biri yanit

degisken olarak alindi ve asagidaki gibi tanimlanda.

x, = Kisi bag1 diisen personel maasi
X, = Memur babalarin ytizdesi
x; = Sosyo ekonomik statiiden sapma durumlari: Ailenin serveti, ailenin

zarar gdrmiisliigii, babanin egitim durumu, annenin egitim durumu ve ev esyalari.

x, = Ogretmenlerin s6zlii stav puanlarmin ortalamasin
X5 = Annenin egitim seviye ortalamasi (her birim 2 okul yilidir.)

y = Sozlii sinav ortalamasi

Siradan EKK regresyonu ile 20 okul i¢in model
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y=-179x, +0,044 x, + 0,556 x; + 1,11x, —1,81x5 +19,9,
olarak verilir. En kii¢iilk medyan kareler regresyonunun modeli ise
y =0,580x, + 0,058 x, + 0,637 x, + 0,740 x, —2,32x, + 25,1

olarak verilir. Tablo 4.3 iin sol kismi EKK tahminlerini ve ortak rezidiilerini
listeliyor. Bu sonuglar EKK denkleminin 3 ve 11 okullar1 i¢in yanitin biraz altindaki
tahmini ve

18 okulu igin ise tahminin tistiinde oldugunu ortaya ¢ikardi. Sadece EKK sonucunu

Tablo 4.2. Orta Atlas ve Yeni Ingiltere Bolgesinden 20 Okulun Bilgisini iceren

Coleman Veri Kiimesi

indeks X, X, X, X, X5 y

1 3,83 28,87 7,20 26,60 6,19 37,01
2 2,89 20,10 -11,71 24,40 517 26,51
3 2,86 69,05 12,32 25,70 7,04 36,51
4 2,92 65,40 14,28 25,70 7,10 40,70
5 3,06 29,59 6,31 25,40 6,15 37,10
6 2,07 44 .82 6,16 21,60 6,41 33,90
7 2,52 77,37 12,70 24,90 6,86 41,80
8 2,45 24.67 -0,17 25,01 5,78 33,40
9 3,13 65,01 9,85 26,60 6,51 41,01
10 2,44 9,99 -0,05 28,01 5,57 37,20
11 2,09 12,20 -12,86 23,51 5,62 23,30
12 2,52 22,55 0,92 23,60 5,34 35,20
13 2,22 14,30 4,77 24,51 5,80 34,90
14 2,67 31,79 -0,96 25,80 6,19 33,10
15 2,71 11,60 -16,04 25,20 5,62 22,70
16 3,14 68,47 10,62 25,01 6,94 39,70
17 3,54 42,64 2,66 25,01 6,33 31,80
18 2,52 16,70 -10,99 24,80 6,01 31,70
19 2,68 86,27 15,03 25,51 7,51 43,10
20 2,37 76,73 12,77 24,51 6,96 41,01

Kaynak: Mosteller ve Tukey (1977)

inceleyerek 3, 11 ve 18 okullarinin lineer modelden en uzak kalan okullar oldugu
sonucu elde edilir. Fakat Tablo 4.3 iin sag kismindaki 11 okulun robust modelinden

tamamen sapmadig1 goriliir.
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Robust regresyonu 3, 17 ve 18 okullarini genis standartlagtirilmis rezidiilerine
ayirarak sapanlar olarak secti. Sonradan bu standartlagtirilmis rezidiiler mutlak
standarthistirilmis (2.5 tan daha genis olanlar) rezidiiye sahip biitiin gézlemlere gore 0
agirligini veren agirliklart hesaplamak i¢in kullanilir.

Coleman 1n veri kiimesine bunu yapmak tablo 3 te son siitunu verir. Bu
agirliklar yeniden agirlaklandirilmis EKK analizini (RLS) kullandirir. 1 agirlikli
sadece 17 noktayr igeren veri kiimesine EKK regresyon uygulayarak ayni seye

varilir. Modellenmis denklemden ve ortak rezidiilerden ayr1 olarak sapanlarda t ye

Tablo 4.3. Coleman Verisi: Tahmin Edilmis S6zli Sinav Sonuglarinin Ortalamasi ve

EKK ve LMS Modeli icin Ortak Rezidiiler

EKK Sonuclari LMS Sonuclari
) Tahmin edilmis Standartlagtinimis  Tahmin edilmis  Standartlastinimig
Indeks yanit rezidiler yanit rezidiler agirliklar

1 36,661 0,17 38,883 -1,59 1
2 26,860 -0,17 26,527 -0,01 1
3 40,460 -1,90 41,273 -404 O
4 41,174 -0,23 42,205 -1,28 1
5 36,319 0,38 37,117 -0,01 1
6 33,986 -0,04 33,917 -0,01 1
7 41,081 0,35 41,628 0,15 1
8 33,834 -0,21 32,922 0,41 1
9 40,386 0,30 41,519 -0,43 1
10 36,990 0,10 34,847 2,00 1
11 25,580 -1,06 23,169 0,11 1
12 33,454 0,84 33,514 1,43 1
13 35,949 -0,51 34,917 -0,01 1
14 33,446 -0,17 32,591 0,43 1
15 24,479 -0,86 22,717 -0,01 1
16 38,403 0,63 40,041 -0,29 1
17 33,240 -0,69 35,121 282 0
18 26,698 2,41 24,918 576 0
19 41,977 0,54 42,662 0,37 1
20 40,747 0,13 41,027 -0,01 1

dayali anlamlilik seviyelerinde etkilenmistir. Bu durum giliven araliklarinin
olusturulmasinda ve regresyon katsayilarinin hipotez testleri i¢in 6nemlidir. Coleman
m testleri i¢in regresyon katsayilarinin anlamlihiginin EKK modeli ve RLS
modelindekinden olduk¢a farkli oldugu ortaya cikti. Tablo 4.4 teki t degerli sifir

hipotezi H, :0; =0, alternatif hipoteze H, =0, #0 x;vex, degiskenleri x =% 5
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icin 6nemli derecede 0 dan farkli EKK regresyon katsayilarina sahiptir. Ciinki t
degerleri 14 (= n-p) serbestlik dereceli Student dagiliminin 2,1448 degerinden
bliyliktiir ve bu nedenle p degerleri 0,05’ in altindadir.

Simdi de bu verinin RLS’ li analizini yapalim. Bu Tablo 4.4 {in sag yanindaki
katsayilara ve t degerlerine sebep olur. Temizlenmis veri igin sasirtict olan durum

simdi biitiin agiklayic1 degiskenler a = % 5 anlamlilik seviyesinde O dan

Tablo 4.4. Coleman Verisi: EKK ve RLS Modellerine Gore t Degerleri

EKK Sonuglari RLS Sonuglari
Degisken Katsayr t— Degeri p— Degeri Katsayi t — Degeri p — Degeri
X, -1,793  -1,454 0,1680 -1,203 -2,539 0,0275
X, 0,044 0,819 0,4267 0,082 4,471 0,0009
X, 0,556 5,979 0,0000 0,659 19,422 0,0000
Xy 1,110 2,559 0,0227 1,098 7,289 0,0000
X5 -1,810 -0,893 0,3868 -3,898 -5,177 0,0003
St Terim: 19,949 1,464 0,1652 29,750 6,95 0,0001

St: sabit

onemli derecede farkli regresyon katsayilarina sahip olmasidir. ( 11 serbestlik
dereceli t dagilimmin %97.51 2.2010 a esittir. Bu nedenle biitiin p degerleri 0,05 ten
azdir).

Bircok oOrnekte bazi EKK regresyon katsayilarinin onemliligine sadece
sapanlar neden olur ve o zaman karsilik gelen RLS katsayilar1 artik 0 dan 6nemli
derecede farkli degildir.

Siradan EKK yontemi gizlenmis etkiye karsi saglam degildir. Yani bir veya
daha fazla etkili noktanin silinmesinden sonra baska bir gézlem ilk basta goriilmeyip
sonra etkili olarak ¢ikabilir. Bu nedenle yiiksek kirilmali regresyon yonteminin (LMS

gibi) kullanim1 agirliklarin tanimlanmasi i¢in zorunludur. Bir 6rnek olarak Ruppert
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ve Carroll (1980) 1n tablo 5 te listenen tuzluluk verisini diisiinelim. Sudaki tuzun ve
kuzey Carolina 'nin Pamlico Bogazindan akintisi tutulmus nehrin (6rnegin tuz
konsantrasyonu) ol¢iim kiimesidir. 2 haftaya kadar geride kalan tuzluluga (x, )
karsilik geride kalmis tuzlulugun oldugu bir model olusturacagiz. Burada egim yani

bahar mevsiminin baglangicindan beri gecen 2’ ser haftalik periyodlarin sayisidir

(x,). x; ise nehrin hacminin bogazdaki bosalmasidir. Carroll ve Ruppert (1985)

verinin fiziksel altyapisini tanimladilar. Durum 5 ve 16 nin ¢cok agir bosaltma

Tablo 4.5. Tuzluluk Verisi

indeks Kalan Tuz Meyil Bosalma Tuzluluk
(i (X)) (x3) (x3) (v)
1 8,2 4 23,005 7,6
2 7,6 5 23,873 7,7
3 4,6 0 26,417 4,3
4 4,3 1 24,868 5,9
5 5,9 2 29,895 5,0
6 5,0 3 24,200 6,5
7 6,5 4 23,215 8,3
8 8,3 5 21,862 8,2
9 10,1 0 22,274 13,2
10 13,2 1 23,830 12,6
11 12,6 2 25,144 10,4
12 10,4 3 22,430 10,8
13 10,8 4 21,785 13,1
14 13,1 5 22,380 12,3
15 13,3 0 23,927 10,4
16 10,4 1 33,443 10,5
17 10,5 2 24,859 7,7
18 7,7 3 22,686 9,5
19 10,0 0 21,789 12,0
20 12,0 1 22,041 12,6
21 12,1 4 21,033 13,6
22 13,6 5 21,005 14,1
23 15,0 0 25,865 13,5
24 13,5 1 26,290 11,5
25 11,5 2 22,932 12,0
26 12,0 3 21,313 13,0
27 13,0 4 20,769 14,1
28 141 5 21,393 15,1

Kayvnak: Ruppert ve Carroll(1980)
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periyotlarina karsilik geldigini gosterdiler. Yaptiklar1 analizler 5. gbzlemin sadece 3.
ve 16. durumlarin silinmesinden sonra etkili oldugu hatirlanabildi. Bu gizli etkinin
bir 6rnegidir. Diger taraftan LMS bu dogal olaydan etkilenmedi ve tek hamlede 5 ve
16 y1 sapan olarak belirledi. EKK modeli su sekilde verilir.

$=0,777 x, = 0,026 x, — 0,295 x, +9,59,

Buna karsilik LMS modeli su sekilde verir:

$=0,356x, —0,073x, —1,30x, + 36,7,

EKK a karsilik gelen rezidii grafigi Sekil 4.3 te vardir. Bu sekilde
standartlastiritlmis  rezidiiler  tahmin  edilmis yanmit  degiskene  karsilik
grafiklenmistir.Sekil 4.4 te boyle bir rezidi gafigi LMS i¢in verilmistir. Sekil 4.3 ten
goriilityor ki modelde bir yanlishik yoktur. Fakat sadece kaldira¢ noktalar1 yiiziinden
kiiglik EKK rezidiileri iiretmeye meyilli kaldirag noktalar1 oldugu akilda tutulmalidir.

Sekil 4.4 uzaktaki gozlemlerin varligina taniklik ediyor. Ciinkii baz1 noktalar
seritten uzaga diistii. Bu 6rnekte EKK rezidii grafigi robust modele gore olandan ¢ok

daha fazla farkli oldugu i¢in giivenilir degildir.
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Sekil 4.3. Tuzluluk verisi: EKK modeline gore rezidii grafigi
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Sekil 4.4. Tuzluluk verisi: LMS modeline gore rezidii grafigi

Onceden soyledigimiz gibi rezidii grafikleri modellenmis degerler yoniinden
modelin fonksiyonunda olas1 kusurlar1 da gosterebilir.Bir rezidii grafigi,ornegin
yanitin monoton fonksiyonu olan varyans modelini,gdsterir.Eger modelin
fonksiyonel kismi belirli degilse o zaman grafikteki standartlagtirllmis LMS

rezidiileri y, ya yapisiz diye bakilan noktalarin diisey seridinde bir artig1 verir. Yine

de modeldeki anormallikler modeldeki degiskenlerin doniisiimii ileri siirebilir.

Ornegin bir rezidii grafiginde egri modeli y, nin bazi fonksiyonlari tarafindan yerini

almasi 1se sonuglanir (log y, veya y, belli bir giicii arttirir ).

4.2.Coklu Regresyonda En Kiiciik Medyan Karelerinin Hesaplanmasi

Bu kisimda basarisiz modelleri iyilestirmek i¢in rezidii grafiklerinin
kullanimimi gosterecegiz. Coklu regresyonla birlikte yapilan etkilesim donemi
tamamen benzerdir. Kayip degerli veri kiimesinin 6zel bir islemi heniiz yapilmadi.
Bu durumda etki girisi biraz uzun olur. New York ulusal hava koruma ve ulusal hava
durumu servisinden “ hava kalitesi * verisinin boliimii i¢in bu durumu gosterecegiz.
Bu veriler tamamen Chambers te rapor edilmistir (1983). Biitiin veri kiimesi 1 mayis
1973 ten 30 eylil 1973 e kadarki hava kalitesi degerlerinin giinliik okunmasindan

olusuyor. Degerler Roosevelt adasinda 1300 den 1500 saate kadar ozon
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yogunlugunun ortalamasi (milyarda bir, Ozone ppb), merkez parktan 0800 den 1200

0
saate kadar 4000 - 7700 A frekans bandinda Longlays ten solar radyasyon (Solar

Tablo 4.6. Mayis 1973 i¢in Hava Kalitesi Verisi Kiimesi

indeks Solar Radyasyon Ruzgar Hizi SicaklikOzon ppb
(i) (x,) (x,) (x3) ()

1 190 7.4 S¥4 47
2 118 8,0 72 36
3 149 12,6 74 12
4 313 11,5 62 18
5 9999 14,3 56 999
6 9999 14,9 66 28
7 299 8,6 65 23
8 99 13,8 59 19
9 19 20,1 61 8
10 194 8,6 69 999
11 9999 6,9 74 7
12 256 9,7 69 16
13 290 9,2 66 11
14 274 10,9 68 14
15 65 13,2 58 18
16 334 11,5 64 14
17 307 12,0 66 34
18 78 18,4 57 6
19 322 11,5 68 30
20 44 9,7 62 11
21 8 9,7 59 1
22 320 16,6 73 11
23 25 9,7 61 4
24 92 12,0 61 32
25 66 16,6 57 999
26 266 14,9 58 999
27 9999 8,0 57 999
28 13 12,0 67 23
29 252 14,9 81 45
30 223 5,7 79 115
31 279 7,4 76 37

x, in 9999 degeri kayip dlgiileri gosterir. y nin 999 sayis1 kayip degere karsilik gelir.

Kaynak: Chamblers (1983)

Radi), ortalama riizgar hiz1 (saatteki mili), La Guardia hava alaninda 0700 ve 1000

saat aras1 ortalama rlizgar hizi (Windspeed) ve maksimum giinliik sicaklik

(Fahrenayt derecesinde, Temperature) La Guardia hava alaninda. Veri Tablo 4.6 da

gosteriliyor.
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Bu analizin amaci diger degiskenler amaciyla ozon konsantrasyonunu
aciklamaktir. Tablo 4.6 da ozone ppb ve / veya solar radyasyon Ol¢timleri (uzun bir
giin i¢in kaydedilen 6l¢limler). Arastirmacilarin actigi ilk yol kayip olan en az bir
degiskenin kayip oldugu durumlar elemektir. Bu 1 e esit olan kayip deger se¢enegini
ayarlayarak basarilabilir. Hava kalitesi verisi i¢in 9999 ile solar radyasyon ve ozone
ppb yi 999 ile degiskenlerin kayip degerlerini kodlayacagiz. Bu kodlar degiskenler
gbzlenmedigi icin kabul edilebilir. Simdi bu veri kiimesi i¢in etki ¢iktisinin listesine

bakalim:

Tablo 4.7. Hava Kalite Verisi: Tahmini Yanit ve Standartlastirilmis Sonuglarla EKK Modeli

Degisken Katsayi Standart Hata t Degeri

Solar Rad. -0,01868 -0,03628 -0,51502
Ruzgar Hizi -1,99577 1,14092 -1,74926
Sicaklik 1,96332 0,66368 2,95823

Sabit Deger -79,99270 46,81654 -1,70864
indeks Tahmini “Ozon ppb” Standartlastiriilmis Rezidiler

1 33,231 0,43

2 43,195 -0,40

3 37,362 -1,41

4 12,933 0,28

7 24,873 -0,10

8 6,452 0,70

9 -0,700 0,48

12 31,334 -0,85

13 25,807 -0,82

14 26,639 -0,70

15 6,321 0,65

16 16,468 -0,14

17 19,901 0,78

18 -6,263 0,68

19 24,545 0,30

20 21,552 -0,59

21 16,335 -0,85

22 24,221 -0,73

23 19,944 -0,89

24 14,101 0,99

28 27,357 -0,24

29 44 591 0,02

30 59,567 3,08

31 49,238 -0,68

Azaltilmig veri kiimesinin EKK analizi Tablo 4.7 de yazilmistir. Modellenmis

ozone ppb degerlerinin bazilar1 (9 ve 18) negatiftir ki bu fiziksel olarak imkansizdir.
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Bu modelin tuhaf davranisi Tablo 4.8 deki robust analizi ile kiyaslandiginda kolayca
anlasilir. Bunlardan ilki her iki modelin denklemi esasen birbirinden farklidir. Tablo
4.8 deki standartlagtirilmis rezidiileri igine alan siitunda 30 durumu bir sapan olarak
cikar. Bu tek sapan EKK hiperdiizlemini egdigi i¢in EKK modelinin kotii bir
durumudur. Bu yiizde diger noktalar EKK tarafindan artik iyi modellenemiyor.
Elbette negatif tahmini degerler lineer denklem her ne zaman modellenirse

beklenilebilir. Ger¢ekten de regresyon yiizeyi yatay olmadig1 zaman tahmini

Tablo 4.8. Hava Kalitesi Verisi: LMS ye Dayalt RLS Modeli

Degisken Katsayi Standart Hata t Degeri
Solar Rad. 0,00559 0,02213 0,25255
Rizgar Hizi -0,74884 0,71492 -1,04745
Sicaklik 0,99352 0,42928 2,31438
Sabit Deger -37,51613 28,95417 -1,29571
indeks Tahmini “Ozon ppb” Standartlastinimis Reziduler

1 24,571 1,52

2 28,686 0,68

3 27,402 -1,42

4 17,220 0,07

7 22,294 0,07

8 11,321 0,71

9 8,143 -0,01

12 25,204 -0,85

13 22,788 -1,09

14 23,413 -0,87

15 10,587 0,69

16 19,325 -0,49

17 20,786 1,22

18 5,772 0,02

19 23,232 0,63

20 17,065 -0,56

21 13,883 -1,19

22 24,369 -1,24

23 15,965 -1,11

24 14,617 1,61

28 20,137 0,26

29 33,210 1,09

30 37,950 7,13

31 34,010 0,28
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y negatif oldugunda x vektorleri daima vardir. Bir x, kaldirag noktasinda negatif bir
y, ile kolayca karsilasilabilecek robust regresyonu hala dogrudur. Fakat yukaridaki

ornekte EKK tahminlerinin iyi gézlemlerinde negatifdir.
4.3.0rnekler

Onceki boliimlerde yiiksek kirilmali modellerin daha fazla diisiiniilmesi
gerektigini gordiik. Ozellikle robust modele bagli standartlastirilmis rezidiiler giiclii
diagnostik araglar verdi. Ornegin rezidii grafiklerinde goriilebilir. Bu grafikler
uzaktaki sapan degerlerin bulunmasin1 ve modelin basarisizligina dikkat ¢ekmeyi
kolaylastirir. Yine de rezidiiler her nokta icin bir agirlik tanimlama da kullanilabilir.
Boyle agirliklar RLS i¢in sapanlarin etkisini sinirlamayr miimkiin kilar. Yeniden
agirliklandirilmayla gelen model verinin ¢ogunlugu tarafindan takip edilen egimi
tanimlar. Modele bagl istatistikler (F ve T degerleri gibi) EKK regresyonuyla

hesaplananlardan daha giivenilirdir.
Ornek 4.3.1: Hawkins — Bradu — Kass verisi

Robust tekniginin meziyetlerinin bazilarin1 géstermek icin Hawkins, Bradu ve Kass
(1984) tarafindan iiretilen veriyi kullandi. Boyle yapay bir veri en azindan kotii
noktalarin durumunun tam olarak bilinmesi avantajini sunar. Burada gergek veri
analizlerinde dogal oluslarindan dolayr tartismalarin bazilarindan kac¢imilir. Bu
sekilde bu yontemin etkililigi dl¢iilebilir.

Veri kiimesi tablo 9 da listeleniyor ve 4 dlgekli 75 gézlemden olusuyor. ( 1
yanit ve 3 agiklayici degisken ) ilk 10 gozlem kotii kaldirag noktalaridir. ( x; leri
sapandir fakat karsilik gelen y, ler modele oldukca 1yi uyar ). Biz robust regresyonu
ile EKK ‘y1 kiyaslayacagiz. Hawkins (1984) de, M tahmin edicilerinin beklenen
sonuclar1 tliretemediginden bahsediliyor. Ciinkii sapanlar (kotli kaldirag noktalar)
gizlenildi ve 4 iyi kaldira¢ noktast modele gore genis rezidiilere sahip oldugu i¢in
sapan olarak goriildi. Bu bizi sasirtmamali ¢linkii M tahmin edicileri kaldirag

noktalar1 oldugundan dolay1 erken bozulur. Hawkins in temel kiimelerin belli bir
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Tablo 4.9. Hawkins, Bradu Ve Kass 1 Yapay Veri Kiimesi

indeks X, X, X, y | indeks X, X, X, y

1 10,1 196 283 9,7 39 2,1 0,0 1,2 -0,7
2 9,5 205 28,9 10,1 |40 0,5 2,0 1,2 -0,5
3 10,7 20,2 31,0 10,3 | 41 3,4 1,6 2,9 -0,1
4 9,9 215 31,7 95 42 0,3 1,0 2,7 -0,7
5 10,3 21,1 31,1 10,0 |43 0,1 3,3 0,9 0,6
6 10,8 204 29,2 10,0 |44 1,8 0,5 3,2 -0,7
7 10,5 209 29,1 10,8 |45 1,9 0,1 0,6 -0,5
8 9,9 196 288 10,3 | 46 1,8 0,5 3,0 -0,4
9 9,7 20,7 31,0 96 47 3,0 0,1 0,8 -0,9
10 9,3 19,7 30,3 99 48 3,1 1,6 3,0 0,1
11 11,0 240 350 -0,2 |49 3,1 2,5 1,9 0,9
12 120 230 370 -04 |50 2,1 2,8 2,9 -0,4
13 120 26,0 34,0 0,7 51 2,3 1,5 0,4 0,7
14 11,0 34,0 340 0,1 52 3,3 0,6 1,2 -0,5
15 3,4 2,9 2,1 -0,4 |53 0,3 0,4 3,3 0,7
16 3,1 2,2 0,3 0,6 54 1,1 3,0 0,3 0,7
17 0,0 1,6 0,2 -0,2 |55 0,5 2,4 0,9 0,0
18 2,3 1,6 2,0 0,0 56 1,8 3,2 0,9 0,1
19 0,8 2,9 1,6 0,1 57 1,8 0,7 0,7 0,7
20 3,1 3,4 2,2 0,4 58 2,4 3,4 1,5 -0,1
21 2,6 2,2 1,9 0,9 59 1,6 2,1 3,0 -0,3
22 0,4 3,2 1,9 0,3 60 0,3 1,5 3,3 -0,9
23 2,0 2,3 0,8 -0,8 | 61 0,4 3,4 3,0 -0,3
24 1,3 2,3 0,5 0,7 62 0,9 0,1 0,3 0,6
25 1,0 0,0 0,4 -0,3 |63 1,1 2,7 0,2 -0,3
26 0,9 3,3 2,5 -0,8 | 64 2,8 3,0 2,9 -0,5
27 3,3 2,5 2,9 -0,7 | 65 2,0 0,7 2,7 0,6
28 1,8 0,8 2,0 0,3 66 0,2 1,8 0,8 -0,9
29 1,2 0,9 0,8 0,3 67 1,6 2,0 1,2 -0,7
30 1,2 0,7 3,4 -0,3 | 68 0,1 0,0 1,1 0,6
31 3,1 1,4 1,0 0,0 69 2,0 0,6 0,3 0,2
32 0,5 2,4 0,3 -04 |70 1,0 2,2 2,9 0,7
33 1,5 3,1 1,5 -0,6 | 71 2,2 2,5 2,3 0,2
34 0,4 0,0 0,7 -0,7 |72 0,6 2,0 1,5 -0,2
35 3,1 2,4 3,0 0,3 73 0,3 1,7 2,2 0,4
36 1,1 2,2 2,7 -1,0 74 0,0 2,2 1,6 -0,9
37 0,1 3,0 2,6 -06 |75 0,3 0,4 2,6 0,2
38 1,5 1,2 0,2 0,9

degisimi diagnostik¢i sapanlarin yerini tam olarak belirler fakat bu teknik

kirlenmenin daha genis bir kirilmasi ile basa ¢ikamaz.
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Simdi EKK ve LMS yi tartismayla smirlayalilm EKK ya bagli indeks

grafiginden (Sekil 4.5 e bakiniz) 72.5 seridinin digina diistiigii i¢in 11., 12. ve 13.
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Gizlem indeksi

Sekil 4.5. Hawkins-Bradu-Kass verisi: EKK regresyonuna gore indeks grafigi
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Gizlem inde<si

Sekil 4.6. Hawkins-Bradu-Kass verisi: LMS regresyonuna gore indeks grafigi

gbzlemlerin sapan oldugu goriilityor. Maalesef 6nceki modelden bunlarin iyi gézlem

oldugu biliniyor. Koétii kaldirag noktalarit EKK modelini yoniinden tamamen ¢ikarip

egerler. Bu nedenle ilk 10 nokta kiiciik standartlastirilmis EKK rezidiilerine sahiptir.

( M tahmin edicilerine gore indeks grafikleri EKK nin kinden ¢ok daha kiigiiktiir.)

Diger taraftan LMS nin indeks grafigi (Sekil 4.6) ilk 10 noktayr etkili gdzlemler
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olarak acikliyor. 4 iyi kaldira¢ noktas1 0 dolaylarinda kesikli dogrunun komsuluguna
diiser. Yani bu noktalar LMS modeline iyi uymuslardir. Agik¢ast LMS indeks
grafiginden c¢izilen sonug verinin yapisiyla uyusuyor.

Diger 6rnek model ¢esitliligi i¢in rezidii grafiklerinin kullanimini gésteriyor.

Ornek4.3.2: Bulanik nokta verisi

Tablo 4.10 bir sivinin bulaniklik noktastyla alakali dl¢iimlerin bir kiimesini
gosteriyor. Bu bulanik nokta bir yigindaki kristallestirme seviyesinin bir dl¢iistidiir

ve kiric indeksle ol¢iilebilir.

Tablo 4.10. Bir sivinin bulaniklik verisi

indeks [-8 orani Bulaniklik noktasi

(i) (x) (y)

1 0 22,1
2 1 24,5
3 2 26,0
4 3 26,8
5 4 28,2
6 5 28,9
7 6 30,0
8 7 30,4
9 8 31,4
10 0 21,9
11 2 26,1
12 4 28,5
13 6 30,3
14 8 31,5
15 10 33,1
16 0 22,8
17 3 27,3
18 6 29,8
19 9 31,8

Kaynak: Draper ve Smith (1969,s.162)
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Sekil4.7. Bulanik nokta verisi: sagilim grafigi

Burada amag bulanik nokta icin bir tahmin olarak kullanilabilen ana y18inda
I-8 in yiizdesinin oldugu bir model olusturmaktir. Veri sadece iki degisken igerdigi
icin sacilim grafiginde bu degiskenler arasindaki iliskiyi arastirmast miimkiindiir.
Tablo 4.10 daki sacilim grafigi Sekil 4.7 den bulunabilir.

Sekil 4.7 den egri/kavisli modelde basit lineer bir modelin yeterli olmadig:
gosteriliyor. Simdi lineer modeldeki rezidii grafiginin bunu onerip O6nermedigini
inceleyecegiz. Sekil 4.8 deki EKK dogrusunun rezidii grafiginden rezidiilerin sifir
dogrusu civarinda rasgele dagilmadigi goriildiigii i¢in dogru modelinin kusurlu
oldugu aciktir

Bu modelin sapanlarin varligina sebep olmadigina emin olmak i¢in RLS
dogrusundaki (Sekil 4.9) rezidii grafigi sekil8 ile kiyaslayacagiz. Lineerlikten ayrilis
bu grafikte biiylidii ve F2,5 seridi icindeki rezidiiler parabolik takip etmeye
egilimlidir. Durum 1,10 ve 16 ya bagh olanlar seridin disina diiserler ki bu RLS
dogrusundan dolay1 genis rezidiilere sahip oldugunu gosterir. EKK ve RLS
dogrularinin her ikisinin egimlerinin birbirinden 6nemli derecede farkli olmasi
gercegine ragmen (Tablo 4.10 da ki t-degerlerine bakiniz.) lineer model uygun

degildir.
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Bundan baska modelin yeterlilik dl¢iimii olan R * degeri yiiksektir. EKK i¢in
R*=0.955 tir. RLS icin ise R*=0.977 dir. Bu da gdsteriyor ki yanit degiskendeki
toplam degisimin %97.7 sini agiklayic1 degisken agikliyor. Elbette R sadece tek
modelin fonksiyonel bi¢imdeki biitiin olas1 biitliin kusurlarin1 gésteremez. Genis bir
R’ verinin iyi modellenmesini garantilemez. Diger yandan rezidii grafikleri modelin
fonksiyonel yanini somutlastirmaz. Bu nedenle bu grafiklerin gozden gegirilmesi
R’ genis ya da t-degerlerinin 6nemliligi durumunda bile regresyon analizinin zorunlu
bir pargasidir. Bu grafiksel gosterim beklenmedik bir model ortaya ¢ikardiginda
modele uyarak hasar1 onarmalidir. Rezidiilerin 6rneginde aykiriliklara bagh
oldugunda agiklayic1 degisken ilave edilebilir veya modeldeki bazi degiskenler
cikarilabilir. Biitiin diizeltilmis modeller katsayilarin lineerliklerini sinirlandirmak
zorundadir ya da lineer regresyon kismindan ¢ikaririz. Fakat bazi lineer olmayan

fonksiyonlar uygun bir doniisiim kullanilarak lineerlestirilebilir.
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Sekil 4.8. Bulanik nokta verisi. EKK ‘ye gore rezidii grafigi
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Sekil.4.9. Bulanik nokta verisi: LMS ‘e dayali LMS ‘e gore rezidii grafigi

Tablo 4.11. Bulanik Nokta Verisi: EKK ve RLS Regresyonuyla Tahmini Egim ve

Kesen ile t Degerleri

EKK Sonuglari RLS Sonuglari
Degisken 0 Standart t-Degerleri 0 Standart t-Degerleri
Hata Hata
[-8 Ylzdesi 1,05 0,055 0,89 0,036 247
Sabit 23,35 0,297 24,37 0,212 115,2
R?> =0,955 R?> =0977

Sekil 4.9 gibi bir egri grafigi nonlineerligi gostermek i¢in tek yoldur. Bu

goriiniirdeki egriligi hesaplamak i¢in alisilmig yaklagim

y=6x+60,x>+6,+e

4.2)

Seklinde bir ikinci dereceden modelin kullanimidir. Bu model i¢cin EKK ve RLS

tahmin edicileri baz1 6zet istatistikleri boyunca Tablo 4.12 de veriliyor.
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EKK ve RLS nin her ikisinin R* degeri bir parga artiyor. Buna karsilik
regresyon katsayilarinin t-degerleri hemen hemen degismedi. Her iki model ig¢in
katsayilar o = %5 seviyesinde sifirdan 6nemli derecede farklidir. EKK ve RLS ye
gore rezidiilerin dagilimina Sekil 4.10 ve Sekil 4.11 de bakabiliriz.
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Sekil 4.10. Bulanik nokta verisi: Kuadratik model i¢cin EKK rezidii grafigi
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Sekil 4.11. Bulanik nokta verisi: Kuadratik model i¢in RLS rezidii grafigi

EKK rezidii grafigi incelendiginde eklenmis karesi alinmis terimin rezidi

dagiliminin onarilmasi tamamen basarilamadi. Model tamamen yansiz degildir.
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Modeli tekrar degistirmeye karar vermeden once RLS rezidii grafiginden saglanan
bilgiyi analiz edelim. Bu grafikten bazi sapanlar goze ¢arpar.1,10 ve 15 gozlemleri
yatay seridin disinda kalip LMS modelinden sifir agirligimi elde eder.Sifir
agirliklarina ragmen sapanlar grafikte hal goriiniir.Bu noktalarin varligt EKK tahmin

edicilerini etkiler ¢iinkii EKK biitiin rezidiileri (sapanlarin rezidiilerini bile) 6, in

tahmininin artmasi1 pahasina kiigiiltmeye c¢alisir.Diger taraftan uzaktaki gozlemler
genis bir rezidii elde eden RLS tahmin edicilerine gore hareket etmez.Diger
gozlemlere gore Sekil 4.11 de seridin i¢ine diisen rezidiiler degisimin sistematik bir
Ornegini gostermiyor. Sekil 4.10 ve Sekil 4.11 den varilan 6zetle ikinci dereceden
denklemin basit bir dogrudan baska uygun bir model tanimladigi sonucuna
varilir.Bundan bagka RLS ikinci dereceden modelin rezidii grafigi 3 gézlem degeri
gosterir.Bunlar EKK ikinci dereceden modelinin rezidii grafi§inde bicimi bozan
degerlerdir.

Sapanlarin varlig1 veya uygun bir modelin se¢imi regresyon analizinin tek
problemi degildir. 1ki veya daha fazla degisken arasindaki hemen hemen lineer
bagimlilik tahmin edilmis regresyon goriintiisiinii ciddi bir bi¢imde de bozabilir ya da
regresyon katsayilarim1 agiklayamayabilir. Bu olay ¢oklu lineerlik(multicollinearity
)diye adlandirilir. Faktér uzayinda degiskenler arasinda iliski olmamasi ideal bir
durum olacaktir. Bu durumda karsilik gelen diger degiskenler sabitken aciklayici
degisken tek bir genislediginde yanittaki degisimin miktar1 i¢in bir regresyon
katsayisin1 yorumlamak kolaydir.Coklu lineerlik veride mevcut oldugunda regresyon
denklemine tek bir agiklayict degiskenin katkisini tahmin etmek zordur.

Coklu lineerligi saptamak c¢ok karisik olabilir. Sadece 2 degisken oldugunda o zaman
coklu lineerlik Pearson korelasyonunun yiiksek mutlak degerine ya da alternatif(daha
robust) Spearman rank korelasyon katsayisina gotiirlir. Daha yiiksek ol¢ekli faktor
uzaylarinda ¢oklu lineerlik birkac¢ degiskeni igerebildigi i¢in ikiser ikiser korelasyon
katsayilar1 ¢oklu lineerligi kesfetmek i¢in daima yeterli degildir. Bu yiizden kalan x

degerleri tizerinde x ; nin regresyonunun karesi alinmis goklu regresyon katsayilari
R; diger aciklayici degiskenlere bagli herhangi x ;nin derecesini 6lgmek igin

diagnostikler miimk{indiir.
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Tablo 4.12. Bulanik Nokta Verisi: Ozet Degerlerle 2. Dereceden Model I¢in EKK ve
RLS Tahminleri

EKK Sonuglari RLS Sonuglari
Degisken 0 Standart t-Degerleri 0 Standart t-
Degerleri

Hata Hata

[-8 Ylizdesi 1,67 0,099 16,9 1,57 0,084 18,8
(I-8 YUzdesi) > .0,07 0,010 -6,6 -0,07 0,009 -7,5
Sabit 22,56 0,198 113,7 22,99 0,172 133,7

R* =0,955 R* =0,977

Ornek4.3.3: Kalp sondasi verisi

Tablo 4.13 teki kalp sondas1 verisi ¢oklu lineerligin sebep oldugu etkisinin
belli bir kismin1 gdsterir. Sonda biitiin kalga kemigi bdlgesinde toplardamarin veya
atardamarin iginden geciriliyor ve kalbin icine hareket ediyor. Sonda kalp
fonksiyonuyla ilgili bilgi saglamak icin 6zel bir bolge icinde hareket edebiliyor. Bu
teknik bazen dogustan kalbi kusurlu ¢ocuklara uygulanir. Soylenilen bu sondanin
uygun uzunlugu doktorlar tarafindan belirlenmelidir. 12 ¢ocuk i¢in uygun sonda
uzunlugu(y) fluoroskop(rontgen perdesi) ile kontrol edilerek tanimlanir. Bu alet
sonda ucuna uygun durum i¢in ulastirilir.

Sonda uzunlugu ve hastanin boyu(x,) ve hastanin kilosu (x,) arasindaki

iligkiyi tanimlamak amacimizdir. RLS deki hesaplar gibi EKK nin ki i¢cin de model

y=06x +6,x, +0, te

Tablo 4.14 ‘te verilmistir.
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Tablo 4.13. Kalp sondasi verisi

indeks Boy Agirhk Sonda uzunlugu

(i) (x;) (x,) (¥)

1 42.8 40,0 37
2 63,5 93,5 50
3 37,5 35,5 34
4 39,5 30,0 36
5 45,5 52,0 43
6 38,5 17,0 28
7 43,0 38,5 37
8 22,5 8,5 20
9 37,0 33,0 34
10 23,5 9,5 30
11 33,0 21,0 38
12 58,0 79,0 47

Hastanin boyu ing, agirligi libre(453 gr)ve sonda uzunlugu santimetre olarak
verilmistir.
Kaynak: Weisberg(1980,s.218)

Her iki regresyon i¢in F-degerinin genisligi yeterince biiyiiktiir. Bu da él ve
éz nin birlikte yanit degiskeninin tahminine katkist vardir sonucuna gotiiriir. Her

regresyon katsayisi i¢in t-testine bakilirsa EKK nin él o = %5 anlamlilik seviyesinde

sifirdan 6nemli derecede farkli degildir. Aynmi sey éz icin de sOylenilebilir. Fakat F-
istatistiginde tlimiiyle goriilen iki x degiskeninin dnemli oldugu goriiliir. RLS modeli

igin él sifirdan 6nemli derecede heniiz farkli degildir. Yani karsilik gelen agiklayici

Tablo 4.14. Kalp Sondasi Verisi: EKK ve RLS Sonuclari

EKK Sonuglari RLS Sonuglari
Degisken 0 t - degeri p -Degeri 0 t-degeri p - Degerleri
Yukseklik 0,211 0,6099 0,5570 -0,723 -2,0194  0,0900
Agirlik 0,191 1,2074 0,2581 0,514 3,7150  0,0099
Sabit 20,38 2,4298 0,0380 48,02 4,7929  0,0030
R? = 21,267 (p=0,0004) R? = 32,086 (p=0,0006)
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degiskenin modele ¢ok az katkis1 vardir. Ustelik él isaretinin metinde bir anlami

yoktur. Boyle olaylar genelde c¢oklu lineerligin oldugu durumlarda meydana gelir.
Gergekten Tablo 4.15 degiskenler arasindaki yiiksek iliskiyi gosteriyor.

Boy ve kilo arasindaki korelasyon ¢ok yiiksektir. Burada her iki degisken
neredeyse tamamen digerini aciklar. Bundan bagka regresyon katsayilari i¢in diistik t-
degeri dogruluyor ki agiklayici degiskenlerden herhangi biri modelde ihmal
edilebilir. Kalp sondasi verisi i¢in biz agirlik degiskenini atacagiz ve tepedeki sonda
uzunlugunun basit regresyonuna bakacagiz. Bu iki 6lgekli veri kiimesinin sac¢ilim

grafigi EKK ve RLS modelleriyle Sekil 4.12 de veriliyor.

EKKi¢in y=0,612x+11,48 (sekil 12 de kesikli ¢izgi ile veriliyor.)

RLS igin y=0,614x+1111 (él simdi pozitiftir.) EKK a yakin
uzaniyor.

RLS modeline nazaran uzakta kalan noktalar 5, 6, 8,10 ve 11 dir. Clinkii RLS

dogrusunun yukarisinda ve asagisinda tamamen dengelenmisler. EKK ve RLS

dogrular1 bu 6rnekte agikar bir bi¢imde farkli degillerdir.

a0

40

30

Sonda uzunludu

20

III|II'-.,I_I|IIII|IIII|I

30 40 50 B0
Wilksekik

Sekil 4.12. Kalp sondasi verisi. 12 ¢ocugun boylarina karsi uygun sondanin uzunlugu
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Alternatif  se¢im, boy yerine agirligit kullanmak olacaktir.Sonda
uzunluklarinin 6l¢limlerinin hastanin agirhiina karsi olan grafik Sekil 4.13 te
gosteriliyor. Bu sa¢ilim grafigi bir lineer model yaklasimini akla getirmiyor.Bir
dontistimiin gerekliligi aciktir. Fiziksel zeminde lineerligi elde etmek amaciyla
agirligin kendisi yerine agirligin kiip kokiinii kullanmaya calisabiliriz. Hatta ¢oklu
lineerlik i¢in kanit olmadig1 zaman agiklayict degiskenlerin tiim kiimesini modelde
tamamen kullanarak c¢ok genis yapilabilir.ilk 6nce tanimlanan isleyis bigimini
anlatmak i¢in ¢ok sayida degisken kullanmak bunu zorlastirir.Bununla birlikte bu

durum miimkiin oldugu kadar yanittaki degisimi agiklamadaki objektif ile birlegsmesi

gerekir.
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Sekil 4.13. Kalp sonda verisi: 12 ¢ocuk i¢in agirliga karsi uygun sonda uzunlugunun

sacilim grafigi

Bu ise daha fazla aciklayict degiskenin dnemine gotiiriir.Fakat istatistiksel
yonden modelin tamhigint iyilestirmek i¢in bazen degiskenlerin azaltilmasim
sOyleyebiliriz. Gergekten sifirdan Onemli derecede farkli olmayan regresyon
katsayilarina karsilik gelen acgiklayici degiskenler tahminlerin varyansini arttirabilir.
Diger taraftan denklemlerden en uygununa karar vermek i¢in 6znel olay bilgisi
yeterlidir. Diger taraftan degiskenlerin uygun bir altkiimesini bulmak igin istatistiksel

bir yontem uygulamak zorundadir.Bu problem degisken se¢imi diye adlandirilir. Bu
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ise model cesitliligi problemine siki sikiya baghdir. Gergekten de degisken secimi
problemi denkleme hangi bi¢imde agiklayici degisken girmesi gerekir(karesi alinmig

terim,logaritmik terim, ..., vb.) sorusunu igerir.

Tablo 4.15. Kalp Sonda Verisi:Degiskenler Arasindaki Korelasyon

Pearson Korelasyon Katsayisilari

YUkseklik 1,00

Agirlik 0,96 1,00

Sonda uzunlugu 0,89 0,90 1,00
Yukseklik Agirhk Sonda uzunlugu

Spearman Rank Korelasyon Katsayilari

Y ikseklik 1,00

Agirhk 0,92 1,00

Sonda uzunlugu 0,80 0,86 1,00
Yukseklik Agirlik Sonda uzunlugu

Basit olarak her iki problemin es zamanli olarak isleyisinden ibaret fakat
¢oziilmesi zor olan “ideal” yaklagimimdan ka¢inmak amaciyla ayr1 olarak bu
problemlere genelde bakilir. Ister y de ister x te olan sapanlarin varligi ok olsa bile
giiclestiriyor. Bu yiizden gozlemlerin agirliklarint agiklamak amaciyla degiskenlerin
tiim kiimesinde yliksek kirilmali regresyon analizinin baglamasini tavsiye edelim. O
zaman ilk yaklasim olarak temizlenmis Ornekte degisken secimi icin klasik bir
yontem kullanilabilir. Boyle degisken secim yontemleri literatiirde genis bir bigimde
arastiritlmig. Sonda degiskenleri kiimesi ¢ok genis oldugu zaman bu kiimeden
baglayan biitiin olast modeller diisiiniilebilir. Bu ise tiim altkiimeler regresyonu
yontemidir.Bu bizi

meveuraciklayici  degisken  sayisi
kadar farkli modele gétiiriir. Bu say1 ¢ok hizli bir bigimde artar. Ilgi EKK tahmin
edisi lizerine odaklansa bile(Ya da ilk kez yapilacak ¢ok robust bir yontemi
varsayarak RLS ) bu say1 tamamen uygulanamaz. Bu durum bir¢ok insan1 daha etkili
algoritmalar gelistirmeye itti ve bdylece basarili altkiimeler i¢in EKK tahminlerini

hesaplayarak sayisal yontemlere bagvurdular. Genelde bu yontemler Gauss — Jordan
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indirgemesini ya da siipirme ( sweep ) yOntemine dayanir. Her ne zaman
denklemlerin modellenmesindeki ¢esit birinin yok edilmesi ise en iyi modeli veren
degiskenlerin alt kiimesine karar vermek ic¢in bir kritere ihtiya¢ vardir. Hocking

(1976) ortalama karelenmis hata, agiklayicilik katsayisi ve C, istatistigini igeren bu

amagtaki farkli 6l¢iimleri tarif etmistir.

Biitiin alt kiimelerin arastirilmasmin en iyi kiimeyi iiretecegi sezilmesine
ragmen hesaplama maliyeti yliziinden kullanilan en yaygin yontem degildir.
Aciklayic1 degiskeni birer birer ekleyerek ya da silerek olusan sdzde stepwise
(merdivensi) ydntemlerinin her hususta kullanilmasi tercih edilir. On se¢im ve arka
eleme merdivensi yontemleri ve her ikisinin kombinasyonu birbirinden ayrilir. Bu
cesitlerdeki degisimler BMDP, SAS ve SPSS gibi bircok istatistiksel paketlerde
uygulanir.

On secimde agiklayic1 degiskenin yanitla en iyi iliski icinde olan degisken
oldugu basit bir regresyonla baglanir. O zaman sonraki gelen her asama icin modele

bir degisken eklenir. Herhangi bir asamada segilen x; degiskeni sondalar arasinda en

genis F; oranini etek tretendir.

_ SSE, - SSE

k+(Jj)

J A2
O k+(j)

Seklinde tanimlanir. Burada SSE, k-terimli modele karsilik gelen rezidii hatalarinin
kareleri toplamidir ve SSE, | ;) ise x; nin eklendigi modele karsilik gelir. Eger F,
onceden belirtilmis degerden daha genis ise x; degiskenini denklem igerir. Bu

onceden belirlenmis deger genelde durdurucu kural olarak ifade edilir. Bu deger tam
bir akisla ¢alisacak bir yontemdir. Her genisligin bir alt kiimesinin elde edilecegi bir
yoldur. Bundan baska bu alt kiimelerin en iyisini se¢cmek icin bir kriter
kullanilmalidir.

Arkadaki se¢im metotlarinda (ters yonde c¢alisilan) biitiin degiskenleri iceren

bir denklemden baglar. Her asamada en kotl degisken elenir Tabi en kiigiik F; orani

tiretildiginde
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ornegin x; degiskeni simdiki modelden elenecek bir sonda olacaktir (bu model k

tane terimden olusuyor).

F = SSEij) —

j ~2
Oy

SSE,

Tekrar ileri kisim i¢in olanlara benzer birka¢ durdurucu kural onerildi.
Efroymson (1960) her iki fikri birlestirdi: Metodu basit olarak ileri kisim tipiydi.
Fakat her asamada bir degiskenin elenmesi de miimkiindii.

Bir degiskenin se¢imi problemi ile kars1 karstya kalinmasindan dolay1r mevcut
tekniklerle zayif noktalarin farkina varmak zorundayiz. Ornegin merdivensi
yontemler verilen genislikte mutlaka en iyi alt kiimeyi vermez. Bundan baska bu
teknikler pratikte siklikla yanlis yerde kullanilan aciklayict degiskenlerin siralanigini
igerir. Silinme veya dahil edilme basamagi cok aldaticidir. Ciinkii arka elemedeki
silinen ilk degisken (ayni sekilde 6n secimde ilk elenenler) mutlak bir bicimde en
kotii (ya da en iyi) olmak zorunda degildir. Ornegin 6n se¢imde giren ilk degisken
diger degiskenlerin varliginda gerekli olabilir. Yine de 6n ve arka merdivensi
(stepwise) teknikleri degiskenlerin en iyi alt kiimelerinden tamamen farkl
sonuclanabilir. Berg (1978) biitiin alt kiimeler regresyonunda merdivensi yontemleri
kiyasladi. Eger 6n eleme her alt kiime genisliginde tiim alt kiimeler regresyonuyla
ayni fikirdeyse o zaman arka elemede her alt kiime genisligi i¢in biitiin alt kiimeler
regresyonuyla da ayni fikirde olacaktir bunun tersi de dogrudur. Tiim alt kiimeler
regresyonu yine de merdivensi tekniklerinin dezavantajlarindan kagmak i¢in ideal bir
yol degildir. Gergekten biitlin miimkiin alt kiimelerin degerlendirilmesi genis bir
bicimde kullanilan kritere baglhdir. Bundan bagka tiim alt kiimeler yontemi her alt
kiime genisligi i¢in en iyi kiimeyi liretmesine ragmen biitiin populasyonda bu durum
mutlaka olmayacaktir. O sadece bu Ornekte en iyisi Gorman ve Toman (1966)
tarafindan yapilan gozlem degisken secimi konusunu bitirmek i¢in belki de

uygundur: “ Tek bir en iyi alt kiime oldugu farklidir fakat az ¢ok birkag tane iyisi var.
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Ornek 4.3.4: Egitim Giderleri Verisi

Bu 6rnek bu 6rnek heteroscedasticity nin ilging bir 6rnegini verir. Bu veri
Amerika’ daki 50 tane eyaletin egitim harcamalarindan olusur. Veri Tablo 4.16 da
yeniden olusturuldu.

Tablo 4.16 daki y degiskeni bir eyaletteki halk egitiminde kisi basina diisen
giderdir (1975 i¢in tasarlanmistir). Burada amag y yi x, aciklayici degiskeni (1970 te

kente oturan her 1000 kisiye diisen ev sayis1), x, (1973 te kisi basina diisen gelir) ve
x; (1974 te 18 yasinin altinda her 1000 kisiye karsilik gelen ev sayisi).

Genelde bir gozlemin 1 indeksi zamana baglidir. Bu sekilde bir indeks grafigi
Ornegi zamana karsi rezidiilerin yayilmasinin degisimini gosterir. Fakat rezidiilerin

biylikliigli y, ile veya bir agiklayici degiskenle veya zaman sirasindan bagka

durumlarin diger siralamasiyla sistematik bir bigimde degistirilebilecegi goriiliir.
Simdiki veri kiimesinin objektifligi durumlarin uzaydaki siralamasi ile iliskilerin
degismezligini analiz edecek. Tablo 4.16 daki veri cografi bdlgelerle
gruplandirilmistir. 4 gruba ayrilir: Kuzeydogu eyaletleri (1-9 ile gosterilir), kuzey
merkez eyaletleri (10-21 ile gosterilir), gliney eyaletleri (22-37 ile gosterilir) ve bati
eyaletleri (38-50 ile gosterilir).

Bu veri kiimesi i¢in klasik olarak EKK basvurma Tablo 4.17 deki katsayilari
verir. Burada bu katsayilar LMS ye dayali yeniden agirliklandirilmis EKK nin
sonuglarmi da igerir. Simdi EKK indeks grafigi (Sekil 4.14a) ile RLS indeks
grafigini (Sekil 4.14b) kiyaslayalim.

Temel farklar1 durum 50 dir. Durum 50 (Alaska) RLS grafiginde bir sapan
olarak tanimlanirken aksine EKK grafiginde agikca gbéze carpmiyor (Alaska’ daki
egitim harcamalarinin x;, x, ve x; lin tek baslarina populasyon karakteristikleri
esasinda beklenenden c¢ok daha yiiksektir.). Diger taraftan her iki grafikte farkli
cografi bolgelerdeki degisikliklerin rezidiilerin dagiliminda goriildiiglinii gosteriyor.
Bu olay heteroscedasticity i¢in bir tip ornektir. Buradaki eksiklik 4 ayr1 smifi ele

alarak iyilestirilebilir. Fakat o zaman durum sayis1 bu 6rnek i¢in ¢ok sinirli olur.
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Tablo 4.16. Egltlm Giderleri Verisi xB: Kuzeybati, KM: Kuzey Merkez, G: Giiney, B:Bat1

indeks Yer X, X, X, y

1 ME 508 3944 325 235
2 NH 564 4578 323 231
3 VT 322 4011 328 270
4 MA KB 846 5233 305 261
5 RI 871 4780 303 300
6 CT 774 5889 307 317
7 NY 856 5663 301 387
8 NJ 889 5759 310 285
9 PA 715 4894 300 300
10 OH — 753 5012 324 221
11 IN 649 4908 329 264
12 H. 830 5753 320 308
13 MI 738 5439 337 379
14 WI 659 4634 328 342
15 MN KM 664 4921 330 378
16 A 572 4869 318 232
17 MO 701 4672 309 231
18 ND 443 4782 333 246
19 SD 446 4296 330 230
20 NB 615 4827 318 268
21 KS — 661 5057 304 337
22 DE 722 5540 328 344
23 MD 766 5331 323 330
24 VA 631 4715 317 261
25 AY 390 3828 310 214
26 NC 450 4120 321 245
27 SC 476 3817 342 233
28 GA 603 4243 339 250
29 FL GUNEY 805 4647 287 243
30 DY 523 4967 325 216
31 TN 588 3946 315 212
32 AL 584 3724 332 208
33 MS 445 3448 358 215
34 AR 500 3680 320 221
35 LA 661 3825 355 244
36 OK 680 4189 306 234
37 ™> — 797 4336 335 269
38 MT — 534 4418 335 302
39 HD 541 4323 344 268
40 WY 605 4813 331 323
41 CO 785 5046 324 304
42 NM 698 3764 366 317
43 AZ 796 4504 340 332
44 ut BATI 804 4005 378 315
45 NV 809 5560 330 291
46 WA 726 4989 313 312
47 OR 671 4697 305 316
48 CA 909 5438 307 332
49 AK 831 5309 333 311
50 H — 484 5613 386 546

Kaynak: Chatterjee ve Price (1977)
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Sekil 4.14. Egitim harcamalar verisi: (a) EKK ‘e gore indeks grafigi. (b) LMS ‘e
dayali RLS ‘e gore indeks grafigi

Chatterjee ve Price (1977) agirliklandirilmis EKK regresyonunun diger bir

cesidini kullanarak bu veriyi analiz ettiler. Onlar karelenmis rezidiilerin agirliklar:

toplamin1 hesaplamak amaciyla 4 bdlgenin her biri icin agirliklart ayirdi. Bu

agirliklar klasik EKK dan sonuglanmis rezidiilerin karelerinin ortalamasini (belli bir
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bolge icindeki) kullanarak ilk eyalette tahmin edilir.Chatterjee ve Price de bir sapan

olarak Alaska’yi diislindii ve ihmal etmeye karar verdi.

Tablo4.17. Egitim Harcamalar1 Verisinin EKK ve RLS Sonuglari: Katsayailar,
Standart Hatalar,ve t-Degerleri

EKK Sonuglari RLS Sonuglari
Standart Standart
Degisken 0 Hata t-Degeri 0 Hata t-Degeri
X, -0,004 0,051 -0,08 0,075 0,042 1,76
X, 0,072 0,012 6,24 0,038 0,011 3,49
X, 1,552 0,315 4,93 0,756 0,292 2,59
Sabit -556,6 123,2 - 4,52 -197,3 117,5 -1,68

4.4. LMS, LTS ve S-Tahmin Edicilerinin Ozellikleri

Bu bolim basi teorik sonuglar1 igerir ve sadece robust regresyonu
uygulanmasiyla ile ilgilenen kisiler tarafindan atlanabilir ve matematiksel yoniiyle

ilgilenmez. LMS tahmin edicisiyle ilgili ilk kisim

min m‘ed2 4.3)

4 [

ile verilir.

(p+1)-0lgekli satir vektdrlerinin lineer uzayini ait n gézlem
(x;y;) = (X;p 500 Xip y:)

olsun. Bilinmeyen @ parametresi p boyutlu &,...0 ) siitun vektoridiir. ( istifini
bozmayan ) lineer model N (0,5 ) ye gore dagilimli e, igin y, = x,0 + e, yi gosterir.
Her durumda bu boéliimde x; = 0 oldugu biitiin gézlemlerin silindigi varsayilir.

Ciinkii € i¢in higbir bilgi verilmiyor. Eger model kesere sahipse bu durumu

otomatikman / kendiliginden saglar. Ciinkii o zaman her x; nin en son koordinati 1 e
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esittir. Bundan baska (x;y,) nin (p+1) boyutlu uzayinda n / 2 gozlemden daha

fazlasini iceren 0 dan dolayr diisey hiper diizlem yoktur. (Bdyle bir hiperdiizlem
(0,...,0) ve (0,...,0,1) 1 igeren p Slgekli bir alt uzaydir. Bu alt uzaya hiper diizlem
diyecegiz. Bu tiim uzayin boyutundan daha azdir. [ q ] notasyonu q ya esit ya da daha

az olan en biiyiik tam sayiya karsilik gelir.)
4.5. Izdiisiim Aramayla iliski

Izdiisiim arama (PP) yontemlerinin amaci daha diisiik dlgekli uzayda bu
verinin iz diisiimiinii alarak ¢ok degiskenli veri kiimesinde yapiy1 kesfetmek. Boyle
teknikler orijinal olarak Roy (1953), Kruskal (1969) ve Switzer (1970) tarafindan
bulundu. “ Izdiisiim arama ismi Friedman ve Tukey (1974) tarafindan bulundu.
Onlar algoritmay1 basarili bir bigcimde gelistirdiler. Esas problem iyi izdiisiimler
bulmaktir. Ciinkii keyfi izdiistimler belirgin bir bicimde c¢ok Ogretici degildir.
Friedman ve Stuetzle (1982) gii¢lii yapilarla olusan noktalarin bazi 6rneklerini
verdiler. Burada yapiin olmadig1 yerde izdiisiime sahip oldugu goriildii. Bu nedenle
PP, en ilgin¢ olanin1 arastirma da belli bir objektif fonksiyonunu sayisal olarak en
elverigli hale getirerek yiiksek boyutlu nokta kiimesinden diisilk boyutlu bir ¢ok
izdiiglim dener (objektif fonksiyonu, izdiisiim indeksi olarak ta adlandirilir. Bazi
onemli uygulamalar1 PP smiflamasi (Friedman ve Stuetzle, 1980), PP regresyonu
(Friedman ve Stuetzle, 1981), robust temel bilesenleri (Ruymgaart 1981) ve PP
yogunluk tahmini (Friedman 1984).

Simdi robust regresyonu ve PP arasindaki iligkinin varligin1 gésterelim. Buna

bakmak icin (x;y;) nin (p + 1) boyutlu uzaymni diisiinelim. Burada x, nin son

bileseni sabit terimli regresyon durumunda 1 e esittir. Bu uzayda lineer modeller su

sekilde tanimlanir:

0
¢, yﬁ_ J =0 4.4)
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belli bir p — dlgekli € siitun vektori icin iyi bir 6 bulmak amaciyla herhangi bir 6
icin (0,-1)" e ortogonal sekilde y ekseninde nokta kiimesini izdiisiimleyerek
baslariz. Yani her (x,y,), (€, r,(0)) lizerine izdiisiimlenir. Burada r,(0) =y, — x,0

izlenildiginde
s€(O),..,1,(0)_ (4.5)

dagiliminda boyle herhangi bir izdiisiimiin farkliligin1 Slgeriz. Burada s objektifi bir

Olcek equivariant (esit degisken)tir.

s€nntr,_=|ts€_r : her 7 igin (4.6)

Fakat donilisim degismez. PP tahmini 0, o zaman (4.5) indeksinin izdisiimiini

4

minimumlagtirarak elde edilir. Eger s¢,....r = E; rPin ise bu en farkli 0

_ 2
n s /
sade bir bicimde EKK katsayilarinin vektortidiir.

Benzer bir bigimde s §,....r, :: Z:':l|1;|/ n  ifadesi L, tahmin edicisini

Verir ve

2.
i=1

1965, Sposito 1977) verir. Cok robust olan S yi kullanmak yiiksek kirilmali

r,.| /n ifadesini minimumlagtirmak L, tahmin edicisini (Gentleman

2 V2

-

regresyon tahmin edicilerini geri getirir: s = ‘nedir,. LMS yi verir.

~ T2
_ h 42 . . vl e . C . .
s = gi:l ¢ /1, LTS yi verir ve dlgtimiin robust M tahmin edicisine esit olan s

yi koyarak S tahmin edicilerini elde ederiz. Dikkat edilmelidir ki (4.6) {i saglayan
herhangi bir s nin minimumlastirilasi regresyon, 6lgek ve benzer esit degisken (affine
equivariant) olan bir regresyon tahmin edicisini verir. Bu nedenle PP ailesine ait
regresyon tahmin edicilerinin tam bir smifinin elde edildigi s yi degistirerek iyi bir s
regresyon tahmin edicisinin bir ¢esidini tanimlar. Bu nedenle PP unsuru lineer
regresyon modelini kapsamayir ve her iki klasik yontem ve yiliksek kirilmali

yontemleri sormaya devam eder.
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Su ana kadar bilinen (LMS, LTS ve S — tahmin edicileri) sadece benzer esit
degiskenli ytliksek kirilmali regresyon tahmin edicilerinin PP ye bagli oldugu goriiliir.
(GM — tahmin edicileri yiiksek kirilmali degildir ve tekrarli medyan benzer esit
degiskenli degildir.) Yiiksek kirilma ve bu PP arasindaki goriinen iliskinin bir sebebi
vardir. Gergekten de Donoho, Rousseeuw ve Stahel tam model durumlarinin yakin
davraniglariyla tanimlanan kirilma oranlarin1 buldular: Bunlar verinin ¢gogunlugunun
regresyon hiperdiizleminde tam olarak uzanmasi durumlaridir. Béyle genel durumlar
kesin olarak verinin ¢ogunlugunun basarisizliga ugradigt noktadaki izdiisiime
sahiptirler. Diger bir bigcimde yiiksek kirilma izdiisiimlerin bazi 6zel ¢esitlerinin
oldugu durumlardaki bir tahmin edicinin davranigsina bagl oldugu goriiliir. Esas
olarak PP boyle izdiisiimleri arastirmada kullanilabildigi icin yiliksek kirilmali
yontemlerin sentezlenmesinde PP nin kullanilishig sasirtic1 degildir.

Fakat PP yiiksek kirilmali esit degiskeni elde etmek i¢in mecburi tek yol
degildir. En azindan Rousseeuw (1983) {in verinin en az yarisini igeren elipsoid
minimal ses drneginde ¢oklu durumda vardi. Yine de benzer esit degisken tahmin

edicisine dayanan her PP yiiksek kirilmaya sahip olmayacaktir.
4.6.Robust Coklu Regresyonuna Diger Yaklasimlar

Gergekteki durumlart nadiren karsilayan optimal EKK o6l¢iisiiniin altindaki
durumlar1 gorecegiz. Daha robust regresyon alternatiflerini tanimlamak amaciyla
birgok istatistik¢i ¢ok biiyiik degerlerin basit meydaninin dayanikliligini ¢lirittii.
Ornegin;L, olgiisii tek degiskenli medyanin genellemesi olarak goriiliir.Ciinkii

n

2

i=1

Al

y, —6

1

nin  minimumlastirilmast 'y, nin n gozleminin meydam olarak

tanimlanir.Regresyon probleminde L, tahmin edicisi
min > || (4.7)
i=1

olarak verilir.
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Karesini alma yerine mutlak degeri koyma robustlikta énemli bir kazanca

gotiirlir. Fakat kirilma noktasinin terimlerinde L, ger¢cekten EKK dan daha iyi
degildir. Cilinkii L, 6l¢iisii y, yonilinde sapanlara kars1 robusttir fakat hala kaldirag

noktalar1 yaralanabilir. Ustelik Wilson(1978) n artarken L, tahmin edicisinin

etkisinin azaldiginm1  gosterdi.Gorlintiiniin  sayisal bir noktasindan (4.7) nin

minimumlastiriimasi lineer programin ¢éziimiine esittir:
n -
min 3, € +v,_
o i=1
sinir1 altinda

P
yi:Zkaik+ui—vi , u;20vev, 20
k=1
Rezidiilerin 1<¢<2 i¢in L normunun minimumlagtirilmasi Gentleman
(1965), Forsythe (1972) ve Sposito (1977) tarafindan diisiiniildii. Bu kisiler dogrunun

L, modeli igin bir algoritma verdiler. Dodge(1984) L, — L, normlarinin konveks

kombinasyonuna dayanan su sekilde bir tahmin edici ileri stirdii:

n 2
mém;[(—5%+5|n|] , 0<68<l1

Maalesef ki biitiin bu oOnerilen tahmin ediciler sifir kirilma noktasina sahiptir.
Bolim3 iin 6.kisminda medyana da dayali basit regresyon i¢in bazi tahmin ediciler
stralandi. Onlarin ¢ogu siliplirme yontemi araciligiyla coklu regresyonda tiretiliyor
Theil in (1950) tahmin edicisinin arkasindaki fikir yayilmalar ve
degisikliklerin kaynagidir.Bu tahmin edici biitlin ¢iftli egimlerin meydanina
bakmaktan olusur.Son 6nerilen fikir Oja ve Niinimaa (1984) dan gelir.p indekslerini

igeren {1,2,...,n} inJ={ 1i,i,,..., i, } her altkiimesi i¢in

0, =08iy,..i, (4.8)
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ifadesini tanimladilar. €,,,y, .., €,.y, p tane nokta ile tam olarak gelecek
hiperdiizleme karsilik gelen parametre vektori olarak. Bu &, lere yapay gozlemler
olarak isimlendirdiler ve C,’ leri vardir. Fikirleri simdi biitiin bu &, lerin(p boyutlu
uzayda) ¢ok degiskenli yer tahmin edicisini hesaplamaktir. ¢, nin belli

agirliklandirilmis ortalamasi1 EKK y1 verir fakat elbette robust ¢ok degiskenli bir

tahmin edicinin i¢ine koymak istiyor. Eger

6, = mfd ¢ § herj=1,....p 4.9)

hesaplanirsa (Biitiin J altkiimeleri {izerine koordinatlanmis medyan) o zaman benzer
esit degiskenli olamayan bir regresyon tahmin edicisi elde edilir. Basit regresyon i¢in
(4.9) gercekten Theil-Sen tahmin edicisini verir. Benzer esit de8iskenli regresyon
tahmin edicisini elde etmek amaciyla c¢ok degiskenli yer tahmin edici T ye

basvurulur. Burada T,kendi kendine benzer esit degiskenlidir. Yani,

T€A+b,.,7,A+b =T€,,..z, A+b (4.10)

p boyutlu satir vektoriniin {z,,..., z, } herhangi bir 6rnegi i¢in singiiler
olmayan karesel A matrisi i¢in ve herhangi p-boyutlu b vektdrii i¢in tanimlanr.

Bu amacla genellestirilmis medyan1 uygulamayi amacladilar. Benzer esit
degiskenli olan Oja nin marifetli bir yapisidir. Maalesef genellestirilmis medyanin

hesaplanmasmin karmasiklifi ¢ok biiyiiktiir.(ve &; vektorlerinin ¢ok genis bir

kiimesini uygulamak zorundadir.)

(6.3) koordinatsal medyani uygulandiginda bile Oja-Niinimaa regresyon

tahmin edicileri C! yapay gozlemleri sayesinde hesaplama zamani diistiniilmelidir.
Her iki durumda tiim &; leri diisiinmek imkansizdir. Bu nedenle yapay gozlemleri

rasgele bir alt popiilasyonunu diisiinmek kullanisli olabilir.
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Simdi bu teknigin kirilma noktasim diisiinelim. Sadece €.y, ».» Q,.p Vi P

noktanin hepsi iyi oldugunda 6, = 0(1,i2,..., i p; yapay gozlemin iyi olduguna emin

(134

olacagiz. Orijinal veride sapanlarin bir ¢ kirilmasi varsa o zaman “iyi” yapay
gozlemlerin €~ 83 oranindan sadece emin olacagiz. Bu nedenle ¢ok degiskenli yer
tahmin edicisinin miimkiin en iyi kirilma noktas1 %50 oldugu i¢in

(s3> 4.11)

N |~

e sahip olmaliyiz. Yani “iyi” yapay gozlemlerin hala %50 sine ihtiya¢ vardir. (4.11)

formiilii orijinal veri kiimesinde izin verilen yani;

1/p
g = —(lj 4.12)

Bozulmanin ust sinirini verir.

p=2 icin Theil in tahmin edicisinin kirilma noktas1 tekrar bulunacaktir.(4.12)

daki & degeri Tablo 4.21 de gosterildigi gibi p ile ok hizli azald1.
M-tahmin edicisi(Huber 1973) robust tahmininde ilerlemede 6nemli bir
asamaya dikkat ¢eker. Bir¢ok arastirmaci diger taraftan miimkiin oldugu kadar robust

olan M-tahmin edicilerine uygun bdyle p ve  yapisal fonksiyonlara odaklandilar.
Fakat diger taraftan acikca etkili degildir(normal hata durumunda).EKK da i/ (t)=t
ile bir M-tahmin edicidir ki L, regresyonu i (t)=sgn(t) ye bagldir. Huber(1964)

asagidaki y fonksiyonunu ileri siirdii:

! < 4.13
l//(t)_{bsgn(t) |t =b @13

Burada b sabittir. Bu tahmin edicinin asimtotik oranlar1 Huber (1973) de
tartisildi. Hampel (1974) uzaktaki gézlemlere kars1 daha da giiclii bir sekilde modeli

koruyor.
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? Jtl<a
- ,a<l|t|<b
p =1 B “<Hl (4.14)
& -|t)/(c—b) dssgn@®)  b<l]<c
0 ,d.y.

Bu fonksiyona 3 parg¢ali indirgenmis M tahmin edicisi denilir. Sekil 4.19 her iki

tipin 7 fonksiyonlarini gosteriyor.

1/p
Tablo 4.18. p ‘nin baz1 degiskenleri igin & =1- [%j degeri

* *

p £ p £
1 %50 6 %11
2 %729 7 % 9
3 %21 8 % 8
4 %16 9 % T
5 %13 10 % T

Elbette ki yeni tahmin ediciler tanimlamak ve asimtotik oranlarina ¢alismak
yeterli degildir. Bunun yaninda tahmin edicileri hesaplamak ig¢in bir yontem
gelistirmek gerekir. M — tahmin edicilerinin ¢oziimii genelde itme yontemi ile
uygulanir. Her asamada katsayilarin tahminini ve eszamanli Ol¢iimiinii yapmak
zorundayiz. Fakat “ iyi “ bir baslangic degeri ile itmeye baslamak c¢ok onemlidir.
Yani hala robust olan yeterli bir tahmin edicidir. Bu tedbir olmaksizin beklenen
robust ¢Ozlimiine tamamen uymayan yerel minimumda kolayca bitirilebilir. Dutter
(1977), M tahmin edicilerine gore sayisal problemlerin ¢6ziimii i¢in bazi algoritmalar
ileri stirdii. GM — tahmin edicilerinin veya siirlandirilmig etki tahmin edicilerinin
hesaplanmas1 benzer problemleri gosterir.

M — ve GM — tahmin edicilerinin kirilma noktasinin oldukga farkli olduguna

dikkat edelim. Kaldira¢ noktalariin yaralanabilirligi yliziinden M — tahmin edicileri

icing” tekrar % 0 oldugunda GM tahmin edicileri 0 olmaz. P sonsuza giderken GM -
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tahmin edicilerinin kirilma noktast % o a diiser. Yohai (1985) iyi kaldirag
noktalarinin varliginda ¢ok diisiik etkiye sahip baz1 GM — tahmin edicilerini inceledi.
GM - tahmin edicilerinin tam kirilma noktalar1 Martin (1987) tarafindan hesaplandi.
Robust regresyonuna diger bir yaklasim rezidiilerin rankina dayaniyor. Tek
degiskenli yerin catisinda bu R tahmin edicileri Hodges ve Lehmann (1963)
sayesindedir. Rank istatistiklerini kullanma fikri Adichie (1967), Jureckova (1971)
ve Jaeekel (1972) tarafindan ¢oklu regresyon alanina genisletildi. Jaeekel in Onerisi

asagidaki tanima gotiirdii: Eger R, r7; = y, — x,0 nin ranki ise o zaman objektifi

min ;an(Ri)ri , (4.15)

Burada a, (i) skor fonksiyonu monotondur ve Zan @) =0 esitligini saglar. a, (i)
i=1

skoru i¢in bazi olasiliklar

Wilcox’ un skorlart: a, (i) =i—(n+1)/2
Van der Waerden skorlari:  a, (i) = ¢~ (i/(n +1))
Medyan skorlar1 :  a,,, =sgn(@—(n+1)/2

Sinirlandirilmis Normal Skorlar: @, (i) = min(c, max &' €/ €+1 ¢ ):

Kesenli regresyon durumunda ayr1 olarak sabit terimi tahmin etmek gerekir.
Ciinkii objektif fonksiyonu kesenlere karsi sabittir. Bu, rezidiilerin robust yer
tahminini kullanarak yapilabilir. R tahmin edicilerinin M tahmin edicilerine kiyasla
Oonemli bir avantaji otomatik olarak dl¢iimiiniin esit degisimli olmasidir. Bu nedenle
es zamanl 6l¢iim tahmin edicisine bagl degiller. Buna ragmen Jureckova (1977) R
tahmin edicilerinin asimtotik olarak M tahmin edicilerine denk oldugunu gosterdi.
Heiler ve Willers (1979), Jureckova tarafindan yaptirilanlardan daha zayif kosullar
altinda R tahmin edicilerinin asimtotik normalligini ispatladi. Lecher (1980) R
tahmin edicileri i¢in bir algoritma gelistirdi ve tamamladi. Bu algoritmada (4.15) in

minimumlastirilmas1 Rosenbrock un buldugu algoritmayla gercgeklestirildi. Cheng ve
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Hettmansperger (1983) (4.15) un ¢6ziimii i¢in tekrarli yeniden agirliklandirilmis en

kiictik karaler algoritmasini ileri siirdii.
L, - tahmin edicilerinin siifi robust tek degiskenli yerde belirgin bir rol de

oynar. Onlar sirali istatistiklerin lineer bir kombinasyonuna dayaniyor ve
popiilariteleri basit hesaplamalar1 esasina dayanir. Bickel (1973) regresyon igin tek
asamali L — tahmin edicilerinin bir sinifin1 ileri siirdii. Bu € nin ilk tahminine
dayanir. Koenker ve Bassett (1978) L — tahmin edicilerinin diger bir Onerisini

formiile etti. Bu Oneri lineer regresyon i¢in 6rnek niceliklerin benzerligini kullanarak

yapilir. én ¢cozlimii olarak « - regresyon niceligi (quantite) 6zelligini tanimliyorlar.

ar r,20
P,(r)=
(a-1, <0

(x = 0.5 i¢in L, - tahmin edicisi elde edilir. ) Koenker ve Bassett o zaman bu éa nin

Burada

lineer kombinasyonlarin1 hesaplamay1 ileri siirdii. Portnoy (1983) bu tahmin
edicilerin baz1 asimtotik oranlarini ispatladi. Fakat kirilma noktalarmin hala sifir
olduguna dikkat edilmelidir.

Ruppert ve Carroll ''n (1980) budanmis en kiigiik kareler tahmin edicileride
L-tahmin edicileridir. Onlar iyi bilinen yer L-tahmin edicilerinin budanmis
ortalamalarina karsilik gelir. Onlar budanmis olan gézlemleri se¢mek i¢in iki yol ileri
stirdiiler. Bunlardan biri regresyon 6zelliklerinin diisiincesini kullanir. Buna kargilik
digeri baslangic¢ tahmin edicisinden rezidiileri kullanir.

Lineer regresyon icin M-,L- ve R-tahmin edicileri hakkinda benzer
calismalarin sonuclarini tanimlanir. Farkli tasarimlar ve hata dagilimlar i¢in tahmin
edicilerin smiflarinin davranist kiyaslandi. Genellestirilmis 6rneklerin oldukca
kiigiik, n<40 ve p<3 ve kaldira¢ noktalarinin yapilandiriimadigina dikkat etmek
onemlidir. Bu ¢aligmadaki sonug asagidaki gibi 6zetlenir: Normallikten sapmalar ¢ok

hafif olsa bile EKK c¢ok yetersizdir. Redescending i/ fonksiyonlu M-tahmin

edicilerinin oldukc¢a iyi is oldugu meydana ¢ikti. Wilcoxon skorlariyla R-tahmin

edicileri,ki bunlar 6l¢iim esit degiskeni olma avantajina sahiptirler,(ve 6nceden sabit
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olmak zorunda oldugu i¢in kullaniminin kolayligi)iyi bir alternatif L-tahmin edicileri
daha az yeterli sonuglar1 basardi.

Maksimum kirilma noktali ilk regresyon tahmin edicisi Siegel(1982)
sayesinde tekrarli medyandir. Yukarida sdylenen Oja ve Niinimaa (1984) nin Onerisi
gibi p noktalarinin biitlin alt kiimelerine dayaniyor. Herhangi p gozlem

€, .y, ] Qip,yip _ tek parametre vektoriinii tanimliyor. Bu parametre vektori

0,=0 Ci,...i , li ifadenin j-inci koordinatidir. O zaman tekrarli medyan asagidaki

p

gibi koordinatsal ifade edilir:

éj = med[..(med(m}ed 0, (,,...,ip jj] (4.16)

Bu tahmin edici kolay bir bicimde hesaplanabilir. Gergekte %50 kirilma
noktali tahmin ediciyi veren medyanlar sirali olarak hesaplanir. Burada Oja-Niinimaa
nin Onerisinden genis bir bigimde daha niyidir. Maalesef iki dezavantaji vardir: Egit

degiskenli olmasinin yoklugu ve altkiimelerin genis sayisi.Fakat ikinci problemden
onlarm tim C/ lerini kullanmak yerine rasgele bazi altkiimeleri segerek

kaginilabilir.

Son zamanlarda Yohai (1985) LMS ve LTS gibi yiiksek kirilmali tahmin
ediciler i¢in daha yliksek etkiye kars1 yeni bir gelismeyi getirdi. Bu yeni siift MM —
tahmin edicileri olarak isimlendirdi. Yohai nin tahmin edicileri 3 asamada tanimlanir.
[k acama da yiiksek kirilmali tahmin edici & hesaplanir. Bu amagla robust tahmin

edicisinin etkisinin olmasina gerek yoktur. O zaman & 50 kirilmali s, 6l¢iimiiniin M

— tahmini robust modelden 7,(8") rezidiileri iizerinden hesaplanir. Son olarak 0

MM - tahmin edicisi;

il//(l’i @/s,))x, =0

Ifadesinin herhangi bir ¢dziimii olarak ifade ediliyor. Bu ifade

s(0) <s(0)
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saglar. Burada

s(0) = Zn: P(r.(@)/s,) dir.

Yohai ilk asamanin %50 kirilma noktasinin MM — tahmin edicilerinden
gectigini ve tam model 6zelligine de sahip oldugunu gosterdi. Buna ragmen hatalar
normal dagilimli oldugunda MM — tahmin edicilerinin yiiksek etkiye sahip oldugunu
ispatladi. Kiiciik sayisal bir calismada GM — tahmin edicileriyle elverigli olarak
kiyaslandiklarini gosterdi. Yiiksek etkiyle yiiksek kirilmanin birlesmesi durumunda

Yohai ve Zamar (1986)
213 Fi
min s, — — |,
o " n;p s,

tarafindan tanimlanan “ T — tahmin “ edicilerini diigiindiiler. Burada tekrar p, s, dl¢ek
tahmininden farkli olabilir. Bu yontem r,(0) rezidiilerine uygulanir. Asimtotik

olarak, bu yapida kullanllan T — tahmin edicisi 2 tane p fonksiyonunun
agirliklandirilmis  ortalamasimin - M tahmin  edicisi  gibi  davranir. Heniiz

arastirmadigimiz diger olasilik
I oo 262/
=120 [~ 'S0 (4.17)
niis i

Ifadesinin objektif fonksiyonunu minimum yapmaktir. Burada A ikisinin

minimumunu ifade eder. k>1 ve S(0) r,(0),..., r,(0) rezidiileri lizerindeki Sl¢iimiin
o . SNIRPT 2 n 2 ™
yiiksek kirilmali tahmin edicisidir. S (), med,;r,” (€) veya ‘/nzle ( @) 4 nn

bir kat1 olabilir veya S (&) o6l¢iimiin uygun bir M — tahmin edicisidir. (4.17) in
minimumlastirilmas1  yiiksek kirilmali bir noktayla yiiksek asimtotik etkinin
birlesecegi goriliir. Ciinkii en sik ilk par¢a (EKK) iyi bir bigimde kullanilir buna
karsilik 2. parca kotii sekillerden korur. Fakat bu tahmin edicinin esas davraniginin

basitce iyl tamamlamak i¢in yeterli olup olmayacagini dogrulamak geriye kaliyor.
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5.SONUCLAR VE ONERILER

Bu calisma 4 ana baglik altinda toplanmaktadir. Birinci boliimde sapanlarla
beraber bazi kavramlar aciklanmistir. ikinci boliimde tahmin edicilerin tarihsel
stireclerinden bahsedilip tahmin edicilerin sapanlardan nasil etkilendigi 6rneklerle
acikland1. Uciincii boliimde basit regresyon basligr altinda LMS ve RLS tahmin
edicileri EKK tahmin edicisiyle karsilastirildi. Dordiincii boliimde ¢oklu regresyon
baslig1 altinda LMS, LTS, L; ,S, M ve GM tahmin edicileri EKK ve birbirleriyle
kiyasland1 ve en iyi kirilma noktasina S tahmin edicisi ulagti. LMS tahmin edicisinin
digerlerine kiyasla daha kolay hesaplanabilmesinden dolay1 daha kullanish oldugu
ortaya ¢ikt.

Bu tez calismasindan hareketle bundan sonra verilerle bir isleme baslamadan
once sapan degerleri bulmak amaciyla robust tahmin edicilerinden herhangi birinin

kullanilmasi 6nerilebilir.
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OZGECMIS

1982 yilinda Adana’da dogdum. Ilk 6grenimimi Omer Haluk Ozucak
Ilkokulu'nda tamamladim. Ortaokul &grenimimi Ramazanoglu ilkdgretim
Okulu’nda, Lise 6grenimimi Sehit Temel Cingdz Lisesi’nde tamamladim. Sehit
Temel Cingdz Lisesi'nden 1999 yilinda mezun olup ayni yil Gazi Universitesi Fen
Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinii kazandim. Dort yillik lisans egitiminden
sonra 2003 yilinda mezun oldum. Aym yil Cukurova Universitesi Fen Bilimleri

Enstitiisii Istatistik Anabilim Dal1’nda yiiksek lisans yapmaya basladim.
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