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Bu tezin icerigi su sekilde diizenlenmistir: Bolim 1 de tezde ele alinacak olan 1-boyutlu
lineer olmayan genel Rosenau-RLW denklemi {iizerine ozellikle niimerik anlamda yapilan
caligmalarla ilgili bir literatiir taramas1 verildi.

Bir sonraki bolimde yani Bolim 2 de Once bu calismada sunulacak olan niimerik
semanin temelini olusturan tiirevlere fark yaklasimlarindan ve sonlu fark yonteminin bir
baglangic ve sinir deger problemine uygulanisindaki temel prensiplerle birlikte tutarlilik,
kararlilik, yakinsaklik ve Lax’in denklik teoreminden kisaca bahsedildi. Sonra, model problem
olarak goz oOniine alinan 1-boyutlu lineer olmayan genel Rosenau-RLW denklemiyle verilen
baslangic ve siir deger probleminin sonlu farklar yontemine dayanan bir niimerik semasinin
cikarilmasina gecildi. Bunun icin once denklemde goriilen zaman yoniindeki tiirevler yerine
birinci mertebeden hata terimli standart ileri fark formiilii ve konum yoniindeki tiirevler
yerine de Crank-Nicolson tipi yaklasimi yazilarak sadece zaman yoniinde ayriklastirilmig
fark denklemi bulundu. Bundan sonra, konum yoniinde ayriklastirma icin, denklemdeki
lineer olmayan terim yerine zamana gore ikinci mertebeden hata terimli Rubin-Graves tipi
lineerlestirme yaklagimi ve konuma gore tiim tiirevler yerine de ikinci mertebeden hata terimli
standart merkezi fark formiilleri yazilarak lineer cebirsel denklem sistemiyle sonuglanan ve
kolayca uygulanabilen tamamen ayriklastirilmis Crank-Nicolson tipi fark semasi elde edildi.

Bolim 3 de ise sunulan sema, model problemde goriilen parametrelerin bazi 06zel
durumlar i¢in secilen Ornek problemlere uygulandi. Semanin dogrulugu ve giivenirligi
ile birlikte mevcut yontemin yakinsama orani analizini destekledigini gostermek igin elde
edilen yaklasik niimerik sonuclar (¢coziimiin noktasal degerleri, ortalama ve maksimum hata
normlari, kiitle ve enerji korunum sabitleri, semanin yakinsaklik mertebesi) analitik ve
diger arastirmacilarin bulduklar1 sonuclarla karsilastirmali olarak cizelgeler halinde verildi.
Ayrica, mevcut ¢coziimlerin siireklili§ini ve problemin dogru fiziksel davraniglarini sergiledigini
dogrulamak i¢in bazi grafikler ¢izildi.

Son olarak Boliim 4 de kisa bir sonucla birlikte ileriye yonelik calismalardan bahsedilerek
bu tez ¢alismasi sonlandirildi.

Anahtar Kelimeler: Rosenau-RLW Denklemi, Sonlu Farklar, Crank- Nicolson Tipi
Yaklasim, Rubin-Graves Tipi Lineerlestirme Teknigi, Kararlilik Testi
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The content of this thesis is organized as follows: In Chapter 1, a literature survey is given on
the general 1-dimensional non-linear Rosenau-RLW equation, which is going to be discussed
in the thesis, especially with regard to the numerical studies.

In the next chapter, namely Chapter 2, the difference approaches to derivatives that form the
basis of the numerical scheme, which is going to be presented in this study, and the fundamental
principles of applying the finite difference method to an initial and boundary value problem, as
well as consistency, stability, convergence and Lax’s equivalence theorem are briefly mentioned.
Next, a numerical scheme based on the finite difference method of the initial and boundary
value problem given by the general 1-dimensional nonlinear Rosenau-RLW equation, which
is considered as the model problem, is obtained. For this aim, instead of the derivatives in the
temporal direction seen in the equation, the standard forward difference formula with the first
order error terms and the Crank-Nicolson type approach instead of the derivatives in the spatial
direction are written, and only the discretized difference equation in the temporal direction
is found. After that, for discretization in the spatial direction, Rubin-Graves type linearization
approach with the second-order error terms with respect to time instead of the non-linear term in
the equation and standard central difference formulas with the second-order error terms instead
of all derivatives with respect to spatial direction, resulting in a system of linear algebraic
equations and easily applicable completely discretized Crank-Nicolson type difference scheme
has been obtained.

The scheme presented in Chapter 3 is applied to sample problems selected for some
special cases of the parameters seen in the model problems. The approximate numerical results
obtained (point-wise values of the solution, mean and maximum error norms, mass and energy
conservation constants, the order of convergence of the present scheme) are presented in tabular
form in comparison with the analytical results and those results found by other researchers in
order to show the accuracy and reliability of the scheme, as well as the support of the current
method for convergence rate analysis. Also, some graphs are drawn to verify the continuity of
the existing solutions and that the problem exhibits the correct physical behaviors.

Finally, namely in Chapter 4, the present thesis is concluded by mentioning future studies
together with a brief conclusion.

Keywords: Rosenau-RLW Equation, Finite Differences, Crank-Nicolson Type Approximation,
Rubin-Graves Type Linearization Technique, Stability Test
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1. GIRIS

Bilim insanlarinin iizerinde calismalar yaptiklar1 6nem arz eden konulardan biri de doga
olaylarin1 matematiksel olarak ifade etmektir. Uzay, fizik, kimya, tip, biyoloji, mekanik,
jeoloji ve diger bircok alandaki sorunlarin yanisira dogada karsilagilan her bir olay genellikle
diferansiyel denklemler kullanilarak ifade edilebir. Bu tip denklemler genellikle lineer olmayip
bircogunun matematiksel modellerinin olusturulmasi diisiiniildiigii kadar giic olmamakla birlikte
karmagik yap1 ve kullanilan malzeme tiirleri yiiziinden analitik ¢coziimlerini elde etmek, bazi
0zel durumlar hari¢, olduk¢a ugrastirici ve zordur. Bu nedenle bu tiir denklemlerin analitik
coziimlerinden ziyade yaklasik sayisal ¢oziimlerinin elde edilmesiyle ilgilenilir. Bunun icin
ya yeni bir niimerik yontem gelistirilir yada literatiirde mevcut olan uygun bir niimerik
yontem kullanilir. Literatiirdeki mevcut ¢aligmalara bakildiginda lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin yaklasik sayisal ¢oziimleri icin gelistirilen ve kullanilan ¢ok sayida niimerik
yontemlerin oldugu goriiliir. Bunlardan biri olan Sonlu fark yontemleri en eski yontemlerden biri
olmasina ragmen giiniimiizde halen hem lineer hem de non-lineer bir¢ok diferansiyel denklemin

yaklasik ¢oziimlerinin bulunmasinda siklikla basarili bir sekilde kullanilmaktadir.

Doga olaylarinda meydana gelen dalga hareketleri maddenin transferi olmadan enerjinin
bir noktadan digerine aktarilmasini veya akigini ifade eder. Dalgalarin cesitli hareketlerini
modelleyen ve literatiirde siklikla kullanilan kismi diferansiyel denklemler igin KdV
(Korteweg-de Vries) denklemi, RLW (Regularized Long Wave) denklemi, Rosenau denklemi,
Rosenau-KdV denklemi, Rosenau-RLW denklemi vd. verilebilir. 1895 yilinda Korteweg ve de
Vries [1] tarafindan verilen ve kendi isimleriyle bilinen KdV denklemi, u bilinen bir sabit olmak
uzere,

U + Uikyyy +uu, =0 (1.0.1)

olarak tanimlanir. KdV denklemi, sig su yiizeyinde meydana gelen dalganin hareketlerini
aciklamaktadir. Bu denklemde uu, terimi lineer olmamayi, u,,, terimi dispersif etkiyi ifade
etmektedir. Lineer olmayan terim dalganin dikleserek seklinin bozulmasina neden olurken
dispersif etki dalganin tepesinin diizlesmesine neden olmaktadir. Yiiksek genlikli dalgalarin
sekli ve davranmigt bu denklemle yeteri kadar iyi acgiklanamamaktadir. Dalgalarin tek yonlii
hareketi KdV denklemi ile agiklanmakta olup dalga-dalga ve dalga-duvar etkilesimlerini
aciklayamamaktadir. KdV denkleminin zayif yonlerinin giderilmesi amaciyla 1988 yilinda

Rosenau tarafindan



Uz + Uy + Uy + Uty =0 (1.0.2)
bicimindeki Rosenau denklemi Onerilmistir [2].

(1.0.2) ile verilen denklemin genel formuna —u,, teriminin eklenmesiyle genel

Rosenau-RLW denklemi olarak bilinen, p > 2 ve o bir sabit olmak iizere,

Ur + Usxnr — Uxxr + Uy + a(up)x =0

denklemi literatiirde yerini ald1 ve uygun baglangic ve smir sartlariyla sayisal yaklasik
cOziimleri arastirildi. Bu problemle ilgili literatiirde var olan calismalardan bazilar1 sunlardir:
ornegin, Wang vd. [3], genellestirilmis Rosenau-RLW denkleminin baslangi¢c-sinir deger
problemi ic¢in yeni bir korunumlu sonlu farklar semasi sundular ve sayisal ¢Oziimlerin
tekligini gosterdiler. Ayrik sobolev uzaylarinda semalarin enerji ve kiitle korunumlarinin elde
edilebilir oldugunu verdiler. Ayrica semanin ikinci mertebeden yakinsak ve kosulsuz kararl
oldugunu kanitladilar. Son olarak, teorik ve sayisal sonuclardan semanin verimli ve dogru
oldugunu gosterdiler. Wang vd. [4] yine bagka bir makalelerinde, genellestirilmis Rosenau-RLW
denkleminin baslangic ve sinir deger problemi i¢in yeni bir korunumlu yiiksek mertebeli
kompakt sonlu farklar semasini verdiler. Yeni kararli dogrusal olmayan dordiincii mertebeden
kompakt sonlu fark semalarini tasarladilar ve semanin ¢Oziimiiniin tekligini gosterdiler. Bu
yaklagim i¢in enerji korunumu ve kiitle korunumlarini hesapladilar ve ayrica, teorik analizi
desteklemek icin sayisal sonuglar verdiler. Sayisal deneylerden elde edilen sonuglardan,
teorinin dogru ve Onerilen yontemin verimli ve giivenilir oldugunu gosterdiler. Wongsaijai
vd. [5], Rosenau-RLW denklemini ¢dzmek i¢in bir kompakt sonlu farklar yontemi Onerdiler.
Uc seviyeli ortalama kapali sonlu farklar teknigi kullamlarak modele sayisal bir yontem
uyguladilar. Denklemin temel korunum 6zelligini, sunulan sayisal sema ile korunur oldugunu
ve sayisal ¢oziimiin varligint ve tekligini kanitladilar. Ayrica, sayisal ¢oziimiin yakinsama
ve kararliligiyla birlikte yontemin zaman ve uzay yoniinde sirasiyla ikinci ve dordiincii
mertebeden dogrulukta oldugunu gosterdiler. Bunlarla birlikte, niimerik algoritmanin ortaya
cikarilmasinda konumsal tiirevlere yaklagsmak i¢in bes noktali sablon kullandilar ve sayisal
deneylerden onerilen yontemin ¢oziimiin dogrulugunu onemli Ol¢iide artirdi@ini gosterdiler.
Pan ve Zhang [6], genel Rosenau-RLW denklemi i¢in sayisal ¢oziimleri ele aldilar ve enerji
korunumlu lineerlestirilmis bir sonlu fark semasi onerdiler. Fark semasi i¢in ¢oziimlerin varligi

ile birlikte enerji yontemi kullanilarak semanin kararliligini, yakinsakligini ve onsel hata tahmini
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kanitladilar. Sayisal sonug¢lardan sunulan yontemin verimli ve giivenilir oldugunu gosterdiler.
Zuo vd. [7], genel Rosenau-RLW denkleminin baglangi¢c-sinir deger problemi i¢in yeni bir
kararli sonlu fark semasi sundular ve fark ¢oziimlerinin varligin1 Brouwer sabit nokta teoremi
ile kamitladilar. Ayrica, ayrik enerji yOntemiyle semanin benzersiz bir sekilde ¢oziilebilir,
kosulsuz kararli ve ikinci mertebe yakinsak oldugunu gosterdiler. Mittal ve Jain [8], dogrusal
olmayan genel Rosenau-RLW denkleminin ¢oziimiine yaklasmak i¢in denklemde goriilen
non-lineer olmayan terimler yerine alisilmig herhangi bir lineerlestirme teknigi kullanmadan
sonlu elemanlar iizerine temellenen ve birinci dereceden adi diferansiyel denklemler sistemi
ile sonuclanan besinci dereceden B-spline kollakasyon yontemi Onerdiler. Pan ve Zhang [9],
Rosenau-RLW denkleminin baslangic ve sinir deger problemini ¢dzmek icin sonlu farklar
yontemi iizerine temellenen ve denklemin korunum 6zelliklerini koruyan ii¢ seviyeli ve
lineer-kapali bir korunumlu sema tasarladilar. Ayrica bu calismada ayrik enerji yontemi ile
sonlu fark yaklagik ¢oziimlerinin hata tahmini ve ikinci mertebeden yakinsakligi tartigildi.
Semanin etkinlifi ve dogrulugunu gostermek icin niimerik sonuglar verdiler. Pan vd. [10],
Rosenau-RLW denklemi’nin sayisal ¢oziimleri i¢in Crank—Nicolson tipi sonlu farklar yontemi
kullandilar. Sayisal ¢oziimlerin varligim1 Brouwer sabit nokta teoremi ile elde ettiler. Sonlu
fark coziimleri icin bir onsel (priori) sinir ve hata tahminlerinin yan1 sira ayrik kiitle ve ayrik
enerjinin korunumunu da gosterdiler. Ayrica, ayrik enerji yontemi yardimiyla semanin sartsiz
kararliligini, ikinci mertebe yakinsakligini ve tekligini ispatladilar. Teorik sonuglar1 dogrulamak
icin baz1 niimerik deneyler yapmuglardir. Hu ve Wang [11], Rosenau-RLW denklemi icin
kiitle ve enerji korunum 6zelliklerini, fark ¢oziimiiniin varligini, tekligini ve sonsuz normdaki
on tahminlerinin elde edilmesini saglayan ii¢ seviyeli bir lineer sonlu fark semasi Snerdiler.
Ayrica, enerji yontemiyle semanin yakinsalifini ve kararliligini incelediler. Wongsaijai ve
Poochinapan [12], Rosenau-KdV denklemi ve Rosenau-RLW denklemini birlestirerek dogrusal
olmayan dalganin ¢6ziimiinii elde etmek i¢in ii¢ seviyeli ortalama kapali sonlu farklar teknigi
kullanan bir sayisal yontem Onerdiler. Zaman ve konuma gore ikinci mertebeden dogruluga
sahip olan semanin denklemin temel korunum ozelliklerini sagladiini, sayisal ¢oziimiin
varligini ve tekligini ispatladilar. Ayrica, sayisal ¢oziimiin yakinsakligini ve kararliligini da
gosterdiler. Caia vd. [13], Lagrangian ¢erceve lizerinde calistilar, genellestirilmis Rosenau tipi
denklemlerin varyasyonel formiilasyonlarini ve bunlarin ¢ok anlamli yapilarini sundular. Ayrik
varyasyon ilkesine dayanarak, bu denklem sinifinin soliter ¢oziimlerinin evrimlerini ¢ézmek icin
varyasyonel ayriklastirmalar olusturdular. He ve Pan [14], Rosenau-RLW denklemi ile birlesen

Rosenau-KdV denkleminin sayisal ¢oziimleri elde etmek icin temel korunum ozelliklerini
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koruyan sonlu farklar yontemine dayanan bir Crank-Nicolson sézde-kompakt korunumlu sayisal
sema Onerdiler. Fark ¢coziimlerinin varlifin1 Brouwer sabit nokta teoremi ile gosterdiler. Ayrica
semanin kosulsuz kararliligini, ikinci mertebeden yakinsakligini ve semanin hata tahminlerini
ayrik enerji yontemiyle kanitladilar. Yagmurlu vd. [15], Rosenau tipi denklemlerden biri olan
Rosenau-RLW denkleminin Galerkin kiibik B-spline sonlu elemanlar yontemi kullanilarak
sayisal ¢oziimlerini elde ettiler. Yontemin uygulanmasi sonucu olusan adi diferansiyel denklem
sisteminin ¢Oziimiinde dordiincii mertebeden Runge-Kutta teknigini kullandilar. Yontemin
dogrulugunu ve verimliligini test etmek icin L, ve L., hata normlarini hesapladilar ve elde
edilen sonuclar1 analitik ve diger arastirmacilarin verdikleri sonuglarla karsilastirdilar. Guo
vd. [16], Rosenau-RLW denklemini ¢6zmek ic¢in denkleme bir ¢oklu integral sonlu hacim
yontemi ve Lagrange enterpolasyonu uygulayarak konuma gore iiciincii ve zamana gore ikinci
mertebeden dogruluga sahip iki seviyeli tamamen ayriklagtirilmig bir kapali sema verdiler.
Wongsaijai vd. [17], homojen sinir kosullarina baglh olarak Rosenau-RLW denklemine sonlu
bir fark yonteminin modifikasyonuna dayali dogrusal olmayan bir algoritma olan bir kiitle
koruma semasi Onerdiler. Yaklagik ¢coztimlerin dogrulugunu artirmaya yonelik yontemin temel
ozelligi, dogrusal olmayan kapali semayr ¢ozmek icin yinelemeli bir algoritma ile birlikte
kompakt bir yiiksek mertebeden sema gelistirdiler. Konum yoniindeki tiirevi ayriklastirmak
icin bes noktali bir formiilii ve zaman yoniindeki tiirevi ayriklastirmak icin de ii¢ mertebeli
ortalama fark teknigini kullandilar. Kiitlenin korunumu ile birlikte sayisal ¢oziimiin varligin
ve tekligini kantladilar. Sayisal sonuclardan kompakt semanin hesaplama verimliliginin
kompakt olmayan semalardan daha yiiksek oldugu sonucuna vardilar. Mustahsan vd. [18],
alisilmig ve modifiye edilmis Rosenau-RLW lineer olmayan denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini
bulmak i¢in agirlikli genisletilmis B-spline kollokasyon yontemini kullandilar. Karakoc [19],
dogrusal olmayan genellestirilmis Rosenau-RLW denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmek
icin bir ara¢ olarak septik B-spline’lara dayali bir kollokasyon sonlu elemanlar yontemini
uyguladi. Bu yontemin avantajlarindan biri de bazlar yiiksek derecede secildiginde daha iyi
sayisal coziimler elde edilmesidir. Yontemin etkinligini, denklemi ¢esitli baslangi¢c ve sinir
kosullariyla ¢cozerek gosterdi. Ayrica, yontemin performansini tespit etmek icin L, ve L., hata
normlart ile denklemin en diisiik iki degismezlerinden olan kiitle ve enerji korunumlarini
hesapladi. Elde edilen sayisal sonuclari benzer parametreler i¢in literatiirdeki bazi sonuglarla
karsilagtirdi ve Onerilen algoritmanin kosulsuz kararli oldugunu gosterdi. Wongsaijai ve
Poochinapan [20], Rosenau-RLW denklemi ve Rosenau-Burgers denkleminin birlestirilmesiyle

modellenen, dagilan sig su dalgalarinin bir ¢oziimiiniin asimptotik davranigini incelediler.
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Modelin ¢6ziimiiniin enerji bozunma (decay) oranlar1 Fourier doniisiimii yontemiyle incelediler.
Ayrica, modeli ¢ozmek, ¢oziimiin davraniglarimi incelemek ve teorik sonuglarla dogrulamak
icin sozde kompakt bir sonlu fark semasini gelistirdiler. Sayisal ¢oziimiin varligini, tekligini,
yakinsakligin1 ve kararliligini teorik olarak analiz ettiler. Mevcut yontemin dogrulugunu ve
giivenirligini bazi test problemler iizerinde gosterdiler. Son yillarda, Kutluay vd. [21] uygun
baslangic- sinir degerleri ile verilen genellestirilmis Rosenau-RLW denklemini ¢6zmek igin
Strang zaman ayirma teknigi kullanarak besinci dereceden B-spline kollokasyon sonlu elemanlar
yontemine dayanan bir niimerik sema verdiler. Bunun icin ele alinan problemi 6nce herbiri
zamana gore tiirevi iceren iki alt probleme ayirdilar. Sonra, zaman integrasyonu i¢in besinci
dereceden B-spline kollokasyon metodu kullanarak her bir alt problemi adi differansiyel
denklemlerden olusan bir sisteme doniistiirdiiler. Daha sonra adi differansiyel denklem sistemini
dordiincii mertebeden klasik Runge-Kutta algoritmas1 yardimiyla Strang zaman ayirma teknigini
kullanarak ¢ozdiiler. Verdikleri semanin dogrulugu ve etkinligini test etmek icin tam ¢oziime
sahip bir model problemi goz Oniine aldilar ve denklemde goriilen p parametresinin c¢esitli
degerleri icin hesaplanan ortalama ve maksimum hata normlarini, kiitle ve enerji korunum
sabitlerini ve semanin hata normlar1 cinsinden dogruluk mertebelerini sundular ve diger
arastirmacilarin verdikleri sonuglarla karsilagtirdilar. Bu makale, bu tezin hazirlanmasinda esas

kaynaklardan biri olarak g6z 6niine alind1 ve kullanildi.



2. MODEL PROBLEM ICIN BIR SONLU FARK SEMASI

Bu boliimde 1-boyutlu Rosenau-RLW denklemi olarak bilinen

Up + Usxxxt — Uxxr + Uy + a(up)x =0, 5 <x<x,0<t<T (2.0.1)
denklemi
u (X, 0) = Uo ()C) y X1 < x < Xp, (2.0.2)
baslangi¢ sart1 ve
u(x,t) =u(xp,t) =0, tyy (X,,1) = thyy (x0,2) =0,0<t <T (2.0.3)

sinir gartlart ile ele alindi. Burada p > 2 bir tamsay1, ug (x) bilinen bir fonksiyon ve [x,,x,] C
R dir. ( 2.0.1 ) denklemi p = 2 i¢in alisilmis Rosenau-RLW denklemi ve p = 3 icin modifiye
edilmis Rosenau-RLW denklemi olarak adlandirilir.

Bu tez calismasinin esasini olusturan bu boliimde, (2.0.1)-(2.0.3) denklemleri ile verilen
baglangic ve siir deger probleminin bazi 6zel durumlarda yaklasik sayisal ¢oziimlerini elde
etmek icin Rubin-Graves tipi bir lineerlestirme teknigi kullanilarak sonlu farklar yontemine
dayal1 Crank-Nicolson tipi bir sonlu fark semasi verilecektir. Semanin ¢ikarilmasina gegmeden

once sonlu farklar yonteminin esas unsurlarindan asagida kisaca bahsedildi.

2.1 Sonlu Farklar Yonteminin Ana Prensipleri

Sonlu farklar yontemi uygulamali matematikte, miihendislikte ve bir¢ok bilim dalinda
karsilasilan uygun baslangic ve sinir degerleriyle verilen 6zellikle lineer olmayan kismi tiirevli
denklemlerin yaklagik sayisal ¢oziimlerinin bulunmasinda kullanilan en eski metotlardan biri

olmasina ragmen giiniimiizde halen bir¢ok bilim insan1 tarafindan kullanilmaktadr.
Bir u = u(x,t) bilinmeyen fonksiyonu i¢in genel olarak
F <x7t7uaMXauhI/lXXauxtauth ) - 0

biciminde olan bir kismi diferansiyel denklemin uygun baglangic ve sinir sartlar1 ile birlikte
(x,t) € [a,b] x [0,00) ¢Ozlim bolgesinde verildigini kabul edelim. Boyle bir problemin sonlu
farklar yontemiyle yaklasik sayisal ¢Oziimlerinin bulunmasinda genellikle izlenecek temel

adimlar kisaca g0yle siralanabilir:



— Once, problemin tammli oldugu ¢dziim bolgesinde x € [a,b] arahii, x; = x; + jh,
h=(x—x;)/J (j=0(1)J) olmak iizere xo = x; < x; < xp < ..xj_1 < x5 =x, ve t € [0,T]
araligi t =nk (n=0(1)N), k=T /N, olmak iizere 0 =1y < t] <t < ...ty_1 < ty =ty olacak
sekilde esit uzunluklu alt araliklara boliiniir. Boylece ¢oziim bolgesi, kesisim yerleri (x j,tn)
(j=0(1)J, n=0(1)N) diigim noklart olan genellikle dikdortgensel alt bolgelerden olusan
kafeslere ayrilmis olur. Bu tez boyunca (x j,tn) diigiim noktalarinda #’nun yaklasik sayisal
degerleri u? ile gosterilecektir. Boylece, u’}- degeri denklemin u (x s tn) tam degerine bir yaklagim

olacaktir.

— Sonra denklem ile birlikte sinir degerlerindeki kismi tiirevler yerine Taylor serisinden
tiretilen uygun sonlu fark yaklasimlar1 yazilir [22] ve boylece baslangi¢ ve sinir deger problemi

cebirsel denklem sistemi ile sonuclanan bir sayisal semaya indirgenir.

— Son olarak cebirsel denklem sisteminden elde edilecek olan ¢dziimlerin problemin tam
cOziimiine yakinsamasi i¢in semanin yakinsakligi incelenir. Bunun i¢in genellikle Lax’1n denklik

teoreminden faydalanilir.
Coziimiin Tutarhhgi, Kararhhgi, Yakinsakhigi ve Lax’in Denklik Teoeremi [22]

Tutarllik: Konum ve zaman adim uzunluklarinin kiigiiltiilmesiyle kesme hatasi terimlerinin

sifira yaklagmasi saglaniyorsa sonlu fark yaklagimi tutarlidir denir.

Kararlilik: Bir sonlu fark semasinda hesaplamalarin her asamasindaki hatalar, hesaplamalar

ilerledik¢ce yani zaman adimi arttik¢a biiylimiiyorsa sema kararhidir denir.

Yakinsaklik: Sonlu farklar yontemi kullanilarak elde edilen ¢6ziimiin konum ve zaman adim
uzunluklart sifira yaklastik¢a ¢oziimiin KDD denklemin gercek yani tam ¢oziimiine yaklagsmasi

anlamina gelir.

Lax’in Denklik Teoremi: Bir sonlu fark yonteminin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart

yontemin tutarli ve kararl olmasidir.
Model problemde goriilen u;, uy, Uy, V€ Uy tiirevlerine sonlu fark formiilleri Taylor seri

acilimindan, £ ve k sirasiyla konum ve zaman adim uzunluklar1 olmak iizere,

n+l_
(u)t = -~L—-L 10k (2.1.1)



n__ u?“'l _u7—1 2
(ux)j_T+0(h) (2.1.2)
u = 2ut+u
()t = LT L 0 (K?) (2.1.3)

J hz

ui_,—4u_ +oui —4u  +uli,
(uxxxx)? = ! h4j lhs las +0 (hz) 2.1.4)

dir [22]. Burada biiyiik "O" harfi sonsuz terime sahip bir esitligin sonlu bir terimde kesildigini,
O (k) ve O (hz) hata terimlerinin /4 ve k sifira yaklastikca sirasiyla sifira gidecegi anlamina gelir.

Yani, k — 0 iken O (k) = 0 ve h — 0 iken O (h*) — 0 dur.

2.2 Model Problemin Crank-Nicolson Sonlu Fark Semasi

Bu kisimda (2.0.1)- (2.0.3) denklemleri ile verilen problemin Crank-Nicolson sonlu fark
semasi verildi. Bunun i¢in (2.0.1) denkleminde goriilen zaman yoniindeki tiirevler yerine (2.0.1)
ile verilen ileri fark formiilii ve konum yo6niindeki tiim tiirevler yerine de Crank-Nicolson tipi

yaklagimlar yazilirsa

M?+1 - u;l (uxxxX)’}Jrl - (MXXXX)’} _ (uxx>’]1'+1 _ (MXXY} 2.2.1)
k k ¢ )
(ux);ﬁ—l + (I/tx);l (uf?);'“ (Mg)j
3 + o D) =0

zamana gore ayriklastirilmis denklemi bulunur. Sonra (2.2.1) esitliginde goriilen uy, ty V€ Uyyry
tiirevleri yerine O(h?) hatasi ihmal edilerek (2.1.2), (2.1.3) ve (2.1.4) fark yaklagimlar ile
birlikte yine denklemde goriilen (x j,t,,H) diigiim noktasinda (u”), = pu? ~lu, lineer olmayan

terimi yerine O(k?) hatasi1 ihmal edilerek

(uP—lux)?-l-l _ (up—l);f (ux)7+1 + (p_ 1) (up—Z);f (ux);gu?—kl _ (p _ 1) (up—l); (ux)r}

veya
n+1 n+1 n n
p—1 L o i T oy -2y i T
(P uy) . = (u )j T +(p—1)(u )j % E
u o —u"
(p—1) (g it 222
(p—1)(u )] T (22.2)



Rubin-Graves yaklagimi yazilirsa, konum ve zamana gore tamamen ayriklastirilms, j = 1(1)J —

1 ve n = 0(1)N olmak iizere,

un—l—l_u;q n+1 4un+1_|_6un+1 4un+1+ n+1

J J j—2 Jj+1 j+2
k + kh4
_u? 2—4u l+6u 4u?+1+u?+2_u?ﬂ—Zu?“—ku?ﬂ+u;‘ 1—2I/tn+u]+1
kh* kh? kh?
+1 +1
n Wil — T n Wi —uj
4h 4h
MI’H-I un+1 u" —u"
—1\7 Tj+l j—1 —2\7 Tj+l1 J—1 41
ut o —u" u’
C(p—1) (uP~ Y L T (P! M:O
(p=1) (") == —ap(’ )}

Crank-Nicolson fark semas: elde edilir Bu gsema gerekli matematiksel islemler ve

diizenlemelerden sonra, j = 1(1)J — 1 ve n = 0(1)N olmak iizere,

1 n+1
kh4 Uiz~

et T T m

4 1 1 Otp(u”‘l)'}]u

L6 2 ap(p=1) @) (w, —u)

2 v i r;—H
AN m “j
—_ _1 n
B I TS S o (PR e
kh* ' kh2  4h 4h JHL gpd it
_ p—1)" p—1)"
:Lu”, _ i+i_i+ap(p 1) (bt >j — ap(u )j u'"
kh* T2 | khd T kk2 T 4k 4h 4h =1
L 6 L2,
k' kh* T kn2 |
4 1 1 ap(p—D)@@™")! ap@") 1
| — ( )j—|— ( )j ut  +—u" (2.2.3)
T 4h 4h JHUT a2

olarak yazilabilir.

Swur Sartlarimin Kullanilmasi: (2.0.3) de verilen u(x;,t) = 0 ve u(x,,t) = 0 homojen

Dirichlet sinir sartlarindan

u?zu“l:O (j=0)veu' =u""' =0 (j=J);



Uy (x7,1) = 0 homojen Neumann smir sartindan (u’;‘ +1—2u7—|—u?71) /h* = 0 ve
<M7:H 2un+1 +un+1> /h2 Oolup

n o n n . n+1 __ n+l n—l—l .
Wiy =2uj—uly (j=0) veui | =2u] Wiy (j=0);

Uy (xr,1) = 0 siur gartindan da bir oncekine benzer sekilde

n o n n . n+1 n+1 n+1 .
Wiy =2uj—ui_y (j=J) veu; )} =2} —ui"y (j=J)

elde edilir.

Jj =0 ve j =J i¢in yukarida verilen esitliklerden problemin ¢6ziim bdlgesi i¢ine diismeyen
wnun, u", ve u”*ll, uj. , ve u +1 hayali degerleri ortaya ¢ikar. Bu degerler su sekilde yok
edilir: (2.2.3) ile verilen sema j =1 ve j =J — 1 icin yazilir ve sonra yukarida j =0 ve j =

J icin sinirlarda ortaya c¢ikan degerler arasindan, gerekli bir takim matematiksel islemler ve

diizenlemelerden sonra, n = 0(1)N olmak tizere,

j=T1igin

1 5 2 Ocp(p—U(u”_z)j“’}H] il
u

AT AT 4h j
- iy
B I T S o TR e
kit kh® 4h an | T gt
:1+ 520
k" kT k2|
B I S At L A G V1 I B
kh '~ 4h 4h 4h JEUT gpd T2

kh*

Jj=2i¢in
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4 1 1 ap )] 6 2 aP(P—l)(u”_z)?@'}ﬂ—u’}_l) o
n

1
. —_ )t 4 4=
Kkt w2 At T _u,_1+ e T T 4h "
- iy
B I TS S o A (TR e
kh* * kh?  4h 4h A AR
ap(p—1) ()" p-1)"
_ a1 e D@ apwTh 6 2],
kh* ' kh2  4h 4h 4h Kkt 2|
_ p—1)" -
T O O A Gt V] DR
kh* " kh2 ' 4h 4h 4h U1 kh* U2
Jj=3(1)J -3 igin
—1
1 ] i+i+i+ap(up ) rH—l
A2 ki k2 T an 4h -1
L6 2 a1 () (u, — )
+ y y +1
T T 4h j
p—1
B I S T ) I e
kh* ' kh2 4k 4h AU ppd T2
ap(p—1) ()" p-1)"
L I I S P W)y )i,
kh kh* T kh2  4h 4h ah -1
I A
K kit k2|t
ap(p—1) (up™1)" p—1)"
_ i_f_i_{_i_ p(p )(u )]+(Xp(u )j u” _f_L”
kit kne T an 4h 4h LT a2
j=J—2icin
p—1)"
1 4] i+i+i+ap(u )j ]
A2 e Tk T an 4h Jj-1
_ p=2\" [y _ -
6 2 @ 0@ i(a )] a1 e @)
k' kit kh? 4h j A T an 4h Ui
ap(p—1) (u?=1)" p—1)"
I A R
kh kh* 'kl 4h 4h 4h =1

1 ap(p—1) (wr™)" p—1"
T CINANEL P E A L i
kK kh*  kh? kh* ' kh2 ' 4h 4h 4h JH+
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j=J—1icin

1 n+1
2 |t T T

4 1 1 op )
4h 4h

Los 2 ap(p=1) () (u)

I R N n+1
A TR 4h g
— p—1)" p—1)"
Lo [a o e D el
kh 72 [ kh* T kh? 4k 4h 4h J-1
+ 1+ S W
k' kh* ' kn2|

lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistem kapali olarak

Al =d (2.2.4)

formunda yazilabilir ve cebirsel denklem sistemlerinin ¢oziimiinde kullanilan direkt yontemler-
den biri yardimiyla kolayca ¢oziiliir. Boylece goz Oniine alinan model problemin arzu edilen

(xj,t,) diigiim noktalarinda yaklagik sayisal ¢6ziimleri bulunmus olur.

Bir sonlu fark semasinin yakinsak olmasi i¢in yani yaklasik niimerik ¢oziimlerin analitik

¢Oziime yeterince yakin olmasi icin gerek ve yeter sart semanin tutarli ve kararli olmasidir [22].

Sonlu farklar yontemi cikarilisinda gdz 6niinde bulundurulan sezgisel yaklagimi nedeniyle

tutarlidir. Bundan 6tiirii semanin yakinsakligi i¢in sadece kararliligini incelemek yeterlidir.
Semanin Kararhhk Analizi:

Bunun i¢in 6nce (2.0.1) denkleminde goriilen (u”), = pu” ~!u, non-lineer teriminde u = C
lokal sabit alinrsa denklemin Crank-Nicolson sonlu fark semasi, j = 1(1)J —1 ve n = 0(1)N

olmak tizere,

| 4+1+1+(XpC
—Uu. J— _ _ _ [
khd =2 |\ kh*  kh2  4h - 4k

_|: 4 2 1 OCpC} n+1 1 n+1

16 2
n+1 n+1
uj_l + [%"‘W—m} I/tj (225)
T AT
1, (4 1 1 apc], 1.6 27,
~ knt 2 [kh4+kh2 4h 4h}uj1+{k+kh4+kh2}uj

{4 1 IOCpC]n 1

Ujri + kh4uj+2

- 44— L ——ut
at R T an T A [T et
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olarak elde edilir. Bu semanin kararlilik analizi

n__ gn ifjh
uj—§ B

(2.2.6)

olmak iizere von-Neumann teknigi ile incelendi [22]. Burada i = v/—1, B mod sayis1 ve &

amplifikator ¢arpamidir. (2.2.5) de u; yerine (2.2.6) esitligi yazilir ve gerekli matematiksel

islemler yapilirsa
5 Ml + i)l,z] =M —il
veya

s _hais
_ll—f—ilz

bulunur. Burada, n = O;f—’ilc olmak tiizere,

2 4 1 1 6 2
— — “ cos(2Bh) 2 — + S22
A kh4cos( Bh) <kh4+kh2)cos(ﬁh)+(k—l—kh4+kh2)

Jo—2 (%ﬁn) sin (Bh)

(2.2.7)

dir. Kararlilik i¢in |E| < 1 olmaldir. (2.2.7) den agik¢a |§| = 1 olup sunulan sema sartsiz

kararlidir.
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3. MODEL PROBLEMIN BAZI OZEL DURUMLARI VE NUMERIK SONUCLAR

Bu boliimde (2.0.1)-(2.0.3) denklemleri ile verilen model problemin yani

ut"‘”xxxxt_uxxt+ux+a(up)x:0, X <x<x,0<t<T
u(x,0) =up(x), x; <x<x,

u(xp,t) =u(xp,1) =0, Uy (x7,1) =ty (x0,2) =0,0<t<T

probleminin p’nin bazi 6zel durumlarinda Bolim 2 de verilen Crank-Nicolson sonlu fark
semasindan elde edilecek yaklagik niimerik ¢oziimlerini hesaplamak i¢in 6rnek problemler goz

Oniine alindi. Bu baslangi¢-sinir deger problemi sirasiyla enerji ve kiitle olarak bilinen ve

2 2 2
E(t) = ||ul|72 + |Jux|l72 + |l uxxll ;2 = E(0)

¥ / (2 (x, ) + u? (x,1) + u?, (x,1) dx]

J—1
~h ; [(”3) + ((u?)x)z + ((”j)XX)Z}

olarak tanimlanan korunum niceliklerini saglayip tam ¢oziimii

(p£3)(3p+1)(p+1)
2(p*+3)(p*+4p+7) )Sech4/(p—1) pP—1 )

X —ct
p—1 \/4p2—|—8p—|—20)(
c=(p*+4p> +14p> +20p+25)/(p* +4p> +10p* + 12p+21)

In

u(x,t) =exp(

dir [23].

(2.2.4) ile verilen semanin yani

Aﬂ(n+1)

I
I



nin (2.0.1) de goriilen p’nin bazi 6zel degerleri icin goz Oniine aliman 6rnek problemlere
uygulanmas1 sonucu elde edilen yaklagik niimerik sonuglarin dogrulugunu ve giivenirligini
gostermek icin, (x;,2,) diigiim noktasinda u’ya karsilik gelen analitik ve sayisal degerleri sirasi

ile u(x;,1,) ve u'j olmak iizere,

veE

Lo = Jmax |u(xj,tn) — u}]

olarak tanimlanan ortalama hata ve maksimum hata normlar1 ile birlikte yukarida verilen enerji
ve kiitle korunumlar1 hesaplandi. Bunlarla birlikte sunulan semanin yakinsaklik mertebesini
hesaplamak i¢in

Mertebe(L) = log, [L(2h, 2k) /L(h, k)]

ile verilen formiil kullanildi. Burada, /4 ve k sirasiyla yeterince kii¢iik konum ve adim uzunluklar

olup L ise L, ve L., normlarindan birini temsil eder [24].

Gozoniine alman tiim sayisal Orneklerde literatiirde mevcut olan ilgili caligmalarla

karsilagstirma yapmak icin tiim hesaplamalarda oc = 1 i¢in ayn1 parametreler ve Matlab kullanildi.

Durum 1: Bu durum i¢in p = 2 ve [x;,x,] = [—30,30] segildi. 7 = k = 0.1 i¢in farkli 7
zamanlarinda (2.2.4) ile verilen mevcut semadan elde edilen L., hata normlar1 [9,21] de verilen
degerler ile birlikte Cizelge 3.1 de karsilastirildi. Cizelge 3.1 den L. hata normunun yeterince
kiigiik ve [9,21] deki sonuglarla da uyumlu oldugu goriildii. Bu ise bilindigi gibi hata normlarinin

yeterince kiiciik olmasi yaklasik ve tam ¢oziimlerin birbirine ¢cok yakin oldugu anlamina gelir.

Durum 2: Bu ornek i¢in p = 2 fakat [x;,x,] = [—30,120] secildi. & = k = 0.1 i¢in farkli
T zamanlarinda (2.2.4) ile verilen mevcut semadan elde edilen L, ve L. hata normlari
[8,21] de verilen sonuglarla Cizelge 3.2 de karsilagtirildi. Mevcut sonuclarin yeterince kiiciik
ve diger arastirmacilarin verdikleriyle de uyumlu oldugu goriildii. Ayrica L, ve L. hata
normlart £k = 0.1 ve A’in farkli konum adim uzunluklan i¢in 7 = 10 zamaninda hesaplandi
ve diger arastirmacilar tarafindan verilenlerle kiyaslamasi1 Cizelge 3.2 de verildi. Cizelge 3.2
den mevcut hata normlarinin yeterince kii¢iik oldugu, /# degeri kiigiiliirken hatalarinda gittikce

kiigiilerek semadan beklenen yakinsakligi sergiledigi acik¢a goriilmektedir. Bunlarla birlikte
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p = 2 durumunda fakat 2 = k’nin yarilanarak 0.4 den 0.025’e kadar olan degerleri icin T = 60
da L, ve L., hata normlarindan hesaplanan semanin dogruluk mertebesi Cizelge 3.3 de listelendi.
Bu ¢izelgeden ayrik noktalarda hesaplanan dogruluk mertebesinin semanin tam degeri olan 2 ye
olduk¢a yakin oldugu goriildii. Bu ise mevcut semanin dogrulugu ve giivenirliginin bir bagka

delilidir.

Durum 3: Bu durum igin [x;,x,] = [—30,120] fakat p = 4 alindi. k = 0.1 ve i’ mn farkli
konum adim uzunluklari i¢in 7 = 60 da mevcut niimerik semadan hesaplanan L, ve L. hata
normlarinin [8, 21] de verilenlerle karsilastirilmasi Cizelge 3.4 de sunuldu. Cizelge 3.4 ye
bakildiginda mevcut normlarin yeterince kiigiik ve /# degeri kiiciiliirken gittikce kiiciildiigii fakat
diger aragtirmacilarin verdikleri sonuglarin biraz daha iyi oldugu goriildii. Bunlarla birlikte p =4
durumunda fakat 4 = k’nin yarilanarak 0.4 den 0.025’e kadar olan degerleri i¢in 7 = 60 da
L, ve L. hata normlarindan elde edilen semanin dogruluk mertebesi Cizelge 3.5 de verildi.
Bu cizelgeden ayrik noktalarda hesaplanan dogruluk mertebesinin semanin tam degeri olan
2’nin ¢ok yakin civarinda oldugu goriilmektedir. Bu ise yine sunulan semanin dogrulugu ve

giivenirliginin bir bagka kanitidir.

Durum 4: Bu durum i¢in [x;,x,] = [—30, 120] fakat p = 2 alindi. h = k = 0.1 i¢in 7’ nin baz1
secilmis 7 = 60 zamanina kadar mevcut semadan elde edilen L, ve L., normlarinin degerleri
Cizelge 3.6 da listelendi ve [3,7,8,21] ¢calismalarinda verilen sonuglarla karsilastirildi. Cizelge
3.6 dan hesaplanan hata normlarinin yeterince kii¢iik ve 7 = 60 zamaninda [3, 7] dekilerden ¢ok

daha 1yi fakat [8,21] deki sonuglarin daha iyi oldugu acik¢a goriilmektedir.

Durum 5: Bu durum i¢in p = 3 ve [x;,x,] = [—30,120] alindi. s =k =0.1 i¢in 7’nin T = 60’a
kadar bazi1 secilmis zamanlarinda hesaplanan L, ve L. normlar1 Cizelge 3.7 de sunuldu ve ayrica
[3,7,8,21] deki sonuglarla bir karsilastirilmasi verildi. Cizelge 3.7 ye bakildiginda hesaplanan
sonuclarin yeterince kiiciik ve [3, 7] dekilerle uyumlu oldugu fakat [8,21] deki sonuglarin daha
iyi oldugu acik¢a goriilmektedir. Bunlarla birlikte p = 3 durumunda fakat 4 = k’nin yarilanarak
0.4 den 0.025’e kadar olan degerleri i¢cin 7 = 60 da L, ve L. hata normlart yardimiyla
hesaplanan mevcut semanin yakinsaklik veya dogruluk mertebesi cizelgeden ayriklastirilmis
noktalarda elde edilen dogruluk mertebesinin semanin tam degeri olan 2’nin oldukca yakin
komsulugunda oldugu goriilmektedir. Bu ise yine mevcut semanin dogrulugu ve giivenirliginin

bir diger delilidir.
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Durum 6: Bu durumda ise [x;,x,] = [—30, 120] fakat p = 6 alind1. h = k = 0.1 degerleri i¢in
T’nin T = 60’a kadar bazi secilmis zamanlarinda mevcut semadan hesaplanan L, ve L., normlar1
Cizelge 3.9 da listelendi ve ayrica [3,7, 8,21] calismalarinda sunulan sonuclarla karsilastirildi.
Cizelge 3.9 dan mevcut semadan elde edilen her iki normun yeterince kiiciik ve [3, 7] de
verilenlerle uyumlu oldugu ancak [8, 21] deki sonuglarin daha iyi oldugu goriildii. Bunlarla
birlikte p = 6 durumunda fakat 4 = k’nin yarilanarak 0.4 den 0.025’e kadar olan degerleri
icin T = 60 da L) ve L. hata normlarindan elde edilen mevcut semanin yakinsaklik veya
dogruluk mertebesi Cizelge 3.10 da listelendi. Bu cizelgeden agikc¢a ayriklastirilmig noktalarda
hesaplanan dogruluk mertebesi semanin tam degeri olan 2’nin olduk¢a yakin civarinda oldugu
goriilmektedir. Bu ise yine verilen semanin secilen parametrelerde dogrulugu ve giivenirliginin

bir bagka kanitidir.

Yukaridaki yaklasik niimerik sonuglara ilave olarak p = 2, 3, 4, 6 degerlerinde 7 =k = 0.1
icin 7’nin farkli zamanlarinda kiitle (Q) ve enerji (E) korunum sabitlerinin mevcut semadan
elde edilen ayrik noktalarda hesaplanan degerleri Cizelge 3.11 de listelendi ve [7] de verilen
sonuglarla karsilagtirildi. Cizelgeden kiitle (Q) ve enerji (E) korunum sabitlerinin 7' zamani
artarken oldukc¢a 1yi korundugu, neredeyse degismeden sabit kaldig1, analitik de8erlerine ¢ok

yakin oldugu ve ayrica [7] deki calismada verilen degerlerle de iyi uyum i¢inde oldugu goriildii.

Ayrica [x;,x,] = [—30,120] araliginda her bir p = 2, 3, 4, 6 degerlerinde h = k = 0.1
icin T = 0, 30, 60 zamanlarinda mevcut semadan elde edilen yaklasik niimerik ¢6ziimlerin
stirekliligini ve tam ¢oziim ile birlikte problemin dogru fiziksel davranisi sergiledigini gostermek
icin her iki ¢coziimiin grafikleri Sekil 1 de verildi. Sekilden ¢oziimlerin dalga grafiklerinin ayirt
edilemeyecek kadar birbirlerine olduk¢a yakin oldugu ve mevcut semadan elde edilen cesitli
zamanlardaki dalga profillerinin ise 7 = 0 dakilerle 1yi uyum i¢inde oldugu goriilmektedir. Bu
durum agikca ( 2.2.4) ile verilen sayisal semanin dogrulugu, giivenirliligi ve etkinligini gosteren

onemli bir delildir.

Cizelge 3.12 de (2.2.4 ) ile verilen semadan sirasiyla p = 2, 3 ve 6 degerlerinde k =
h = 0.1 ve x € [-30,120] i¢in farkli 7 zamanlarinda hesaplanan Q" kiitle ve E" enerji
degismezlerinin [7] de sunulan de8ismezler ile karsilastirilmasi verildi. Cizelge 3.12 den her

iki degismezin iyi korundugu ve ayrica [7] de sunulan degismezler ile de olduk¢a iyi uyum
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Cizelge 3.1 : Durum 1’in farkli 7 zamanlarinda L, ve L. hata normlart ( p =2, h =
k=0.1, =30 < x < 30).

L, Lo
Mevcut Mevcut [91(6 =0.5) [21]
1.7407¢ — 04 6.71082¢ — 05 8.34099¢ — 05  0.2528¢ — 05
3.4641e—0 1.35420e—04 1.68611e—04 0.6252¢—05
5.1583¢—04 2.04417¢—04 2.51387¢e—04 2.5497¢—05
8 6.8393¢e—04 2.70651e—04 3.29181e—04 10.3546¢ —05
10 8.8532¢—04 4.17005¢—04 4.17005¢ —04 41.7005¢ — 05

N AN~

Cizelge 3.2 : Durum 2’nin farkli 7 zamanlarinda L, ve L. hata normlari( p =2, h =
k=0.1, =30 < x < 120).

L L.,

Mevcut [8] [21] Mevcut [9] [8] [21]
1.7406e — 04  5.8217¢—06 0.5194e—05 6.7108¢—05 1.7282¢—04  2.8908¢ —06 2.5278e¢—06
3.4639¢—04  1.0632¢—05 0.9656e—05 1.3542¢—04 3.3671le—04 5.1694e—06  4.5794—-06
5.1555¢—-04  1.4223e—05 1.3106 —05  2.0442¢—04 4.8067¢—04 6.4804e—06 5.8405¢—06
6.8042¢ —04  1.6523¢e—05 1.5662¢—05 2.7065¢—04 1.0355¢—04 7.1646e—06 6.6311e—06
8.4023¢ —04  1.8123¢—05 1.7569¢—05 3.3280e—04 4.170le—04  7.6292¢—06 7.1795e¢ —06

S 0O AN

Cizelge 3.3 : Durum 2’nin /2’ min farkli degerleri icin 7 = 10 zamaninda hesaplanan L,
ve Lo hata normlari ( p =2, k=0.1 =30 < x < 120).

L, Lo
h Mevcut [8] [21] Mevcut [8] [21]
0.5 1.1365¢ — 02  4.5438¢—04  4.5205¢—04 4.5151e—03 19117¢—04 1.8971e—04
0.25 3.1506e —03  1.1308¢—04  1.1206e —04  1.2509¢ —03  4.7606e —05  0.4693¢ — 04
0.125 1.0879¢ —03  2.8287¢—05 0.2764e—04 4.3128¢—04 1.1908¢—05 0.1145¢—04
0.0625 5.720le—04 7.1601e—06  0.0683¢—04 2.260le—04 1.9950e—06  0.0256¢ — 04
0.03125 4.4316e—04  2.0284¢ — 06 - 1.7468¢ — 04  7.6750e — 07 -
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Cizelge 3.4 : Durum 2’nin & = k’nin farkli degerleri i¢in 7 = 60 zamaninda hesaplanan
dogruluk mertebeleri ( p =2, —30 < x < 120).

L,
h Mevcut Mertebe(L) [4] [7]
0.4  5.923628¢ —02 - 3.5235¢—03 5.476327¢—02
0.2  1.510290e — 02 1.9717 8.0413¢e — 04 1.385256e¢ — 02
0.1 3.794134¢ — 03 1.9930 1.9123¢— 04 3.474318e¢ — 03
0.05 9.496890¢ — 04 1.9982 4.6595¢ —05 8.691419¢ — 04

0.025 2.375380e — 04 1.9993 - 2.059064¢ — 04
L.
Mertebe(Lo)
0.4 2.08386e — 02 — 1.9587¢ —02 1.958718e¢ —02

0.2 5.33423e — 03 1.9659 4.9838e—03 4.983761e —03
0.1 1.34165¢ — 03 1.9913 1.2520e —03  1.252185e — 03
0.05 3.35876e —04 1.9980 3.1346e — 04 3.134571e — 04
0.025 8.40105e—05 1.9993 - 7.550730e — 05

Cizelge 3.5 : Durum 3’iin 4’ nin farkli degerleri i¢in 7 = 60 zamaninda hesaplanan L,
ve Lo hata normlar ( p =4, k=0.1, =30 < x < 120).

Ly Lo
h Mevcut [8] [21] Mevcut [8] [21]
1.0 4.6863¢—01 3.0217¢—02 2.0799¢—02 1.6478¢—01 1.1541e—02  0.8308¢ — 02

0.5 1.2671e—01  5.5853¢—03 0.5136e—02 4.5480e—02 2.2164e—03  0.2054e — 02
0.25 3.6064¢—02  1.3010e—03  0.1316e—02  1.3024e—02  5.1848¢—04  0.0523¢ — 02
0.125 1.3222¢—02  3.5071e—04 0.0388¢—02 4.7789¢—03  1.2789¢—04  0.0142¢ —02
0.0625  7.5068¢ —03  1.8243e—04  0.0205¢—02 2.7095¢ —03  3.1864e —05  0.0046e — 02

Cizelge 3.6 : Durum 3’iin & = k’nin farkli degerleri i¢in 7 = 60 zamaninda hesaplanan
dogruluk mertebeleri ( p =4, —30 < x <120).

L Lo
h Mevcut Mertebe(L) Mevcut Mertebe(L..)
04  1.65826¢—01 — 5.92184¢ —02 -
0.2  4.19992¢ —02 1.9812 1.51351e—02 1.9681
0.1 1.04787¢ — 02 2.0029 3.78595¢ — 03 1.9992
0.05 2.61725¢—03 2.0013 9.44676¢ — 04 2.0028
0.025 6.74913¢—04 1.9553 2.35822¢ — 04 2.0021
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Cizelge 3.7 : Durum 4’iin farkli 7 zamanlarinda hesaplanan L; ve L. hata normlari (
p=2,h=k=0.1, =30 < x < 120).

L Lo
t Mevcut [8] [21] Mevcut [8] [21]
10 8.4023¢ — 04 1.8132¢e—05  1.7569¢ — 05 3.3280e — 04 7.6292¢ — 06  0.7180e — 05
20 1.5607¢ — 03 2.2513¢—05 2.2618¢—05 5.9277¢ — 04 9.0949¢ — 06  0.8634—05
30 2.1806e — 03 2.5463¢ —05  2.5020e — 05 8.0294¢ — 04 1.0274e—05  0.9419¢ — 05
40 2.7434¢ — 03 2.8139¢—05  2.6567¢—05 9.9067¢ — 04 1.1378¢ —05  0.9994¢ — 05
50 3.2763¢ — 03 3.0753¢—05 2.7735¢—05 1.1684¢ — 03 1.2447¢—05  1.0470e — 05
60 3.7941e - 03 3.3375¢—05 2.8718e¢—05 1.3416e — 03 1.3495¢—05  1.0897¢ —05
60 [7] L =3.4743¢—03 L., = 1.2522¢ —05
60 [3] - Lo =0.1912¢ — 05

Cizelge 3.8 : Durum 5’in farkli 7 zamanlarinda hesaplanan L, ve L. hata normlari (
p=3,h=k=0.1, =30 < x < 120).

L L

t Mevcut [8] [21] Mevcut [8] [21]
10 1.6201e — 03 4.9409¢—05 0.4910e —04 6.5151e —04 2.1569¢—05 2.1511e—05
20 3.0762¢ — 03 6.5313¢—05 0.6931e — 04 1.1822¢ —03 2.7517¢—05 2.8701e —05
30 4.4222¢ —03 7.9999¢ —05 0.8613¢ — 04 1.6535¢ — 03 3.3326e —05  3.5042¢ —05
40 5.7147¢ — 03 9.4787¢ —05  1.0236e — 04 2.1041e — 03 3.9091e—05 4.1167¢—05
50 6.9816¢ — 03 1.0984¢ — 04  1.1855¢—04 2.5464e — 03 4.4846¢ — 05  4.7239¢ —05
60 8.2365¢ — 03 1.2513¢—04  1.3484e¢—04 2.9862¢ — 03 5.0589¢ —05 5.3277¢—05
60([7] L,=7.3571e—03 L., =2.7090e — 03
60 [3] - L., =0.3849¢ — 03

Cizelge 3.9 : Durum 5’in & = k’min farkli degerleri icin 7 = 60 zamaninda hesaplanan
dogruluk mertebeleri ( p =3, —30 < x < 120).

L
h Mevcut Mertebe(L>) [4] [7]
0.4 1.294124e¢—01 - 5.2629¢ — 03 1.164674¢ — 01
0.2 3.289011e—02 1.9763 1.4684¢ — 03  2.940136e¢ — 02
0.1  8.236484¢—03 1.9976 3.8492¢ — 04 7.357052¢ — 03
0.05 2.057961e —03 2.0008 4.6595¢ — 05 1.837759¢ — 03

0.025 5.147622¢ —04 1.9992 4.283535¢ — 04
L.
Mertebe (L)
0.4 4.65671e —02 — 1.9587¢ — 02 4.251029¢ — 02
0.2 1.18995¢ — 02 1.9684 4.9838¢ —03 1.080424¢ —02
0.1 2.98623¢ — 03 1.9945 1.2520e — 03  2.708996¢ — 03
0.05  7.46565e¢ —04 2.0000 3.1346e — 04 6.772212¢ — 04
0.025 1.86571e—04 2.0005 1.596208e — 04
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Cizelge 3.10 : Durum 6’nin farkli1 7 zamanlarinda hesaplanan L, ve L., hata normlari
(p=6,h=k=0.1, =30 < x < 120).

L, L.
t Mevcut [8] [21] Mevcut [8] [21]
10 1.9401e — 03 6.5998¢ —04  0.6542¢ —03 7.4180e — 04 3.1032¢ — 04 3.0980e — 04
20 3.8765¢ — 03 1.1382¢ — 03  1.1404¢ — 03 1.4290e — 03 3.1897¢ — 04 3.1897¢ — 04
30 5.8738¢ — 03 1.4631e—03  1.4673e¢—03 2.1226e — 03 3.2836e — 04 3.2756e — 04
40 7.9923¢ — 03 1.7187¢ — 03  1.7255¢ —03 2.8511e—03 3.41813¢—04  3.4099¢ — 04
50 1.0251e — 02 1.9368¢ — 03  1.9468¢ — 03 3.6222¢ — 03 3.4127¢—04 3.4115¢—05
60 1.2656¢ — 02 2.1280e — 03  2.1422¢—-03 4.4409¢ — 03 3.3650e — 04 3.3622¢ — 05
60[7] Lp =1.1569¢—02 L., =4.1593¢ — 03
60 [3] - L., = 1.8246¢ — 03

Cizelge 3.11 : Durum 6’'min & = k’nin farkli degerleri icin 7 = 60 zamaninda
hesaplanan dogruluk mertebeleri ( p = 6, —30 < x < 120).

L,
h Mevcut Mertebe(L,) [4] [7]
04 1.967825¢—01 - 3.1535¢—02 1.787127¢—01
0.2 5.016257¢—02 1.9719 7.4328¢ —03 4.598952¢ — 02
0.1 1.265646¢ — 02 1.9867 1.8246¢ — 03 1.156944¢ — 02
0.05 3.865346¢—03 1.7112 4.5437¢e—4 2.892147¢—03

0.025 2.526960e — 03 0.6132 6.585307¢ — 04
L.
Mertebe(Lo)
0.4  6.911542¢—02 — 6.3539¢ — 02  6.353868¢ — 02

0.2 1.778464e¢—02 1.9584 1.6967¢ —02 1.649585¢ — 02
0.1  4.440870e — 03 2.0017 4.1593¢—03 4.159339¢ — 03
0.05 1.10581e—03 2.0057 1.0409¢ — 03 1.040878e — 03
0.025  3.7385%¢ — 04 1.5645 — 2.375782e — 04
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Cizelge 3.12 : Model problemin farkli p degerleri ve farkli 7 zamanlarinda hesaplanan
korunum sabitleri (A =k =0.1, —30 < x < 120).

Qn En

p t Mevcut [7] Mevcut [7]

2 10 1.897659909156 72 1.89765826296001 0.53317025755160 0.53317523158085
20 1.89766151665176  1.89765826887321  0.53317016933458  0.53317523187251
30 1.89766307808440 1.89765826299393  0.53317011007779  0.53317523117725
40 1.89766457586974  1.89765826556893  0.53317007468520  0.53317523147809
50 1.89766609080850 1.89765826097587  0.53317005420888  0.53317523177618
60 1.89766768278485 1.89765826538488 0.53317004247998  0.53317523107405

3 10 2.67262470084804 2.67260867526530  1.11344456939867 1.11346267885270
20  2.67264001034500 2.67260867623658 1.11344162045879 1.11346267846522
30 2.67265485842323  2.67260867414713  1.11343877498031 1.11346267808394
40 2.67266933868579  2.67260867263988  1.11343600048864  1.11346267871158
50 2.67268324459194 2.67260867287471 1.11343327096924  1.11346267833006
60 2.67269910476673 2.67260867972944  1.11343057002872 1.11346267895871

6 10 3.990233980923087 3.98866332039089 1.917645761586568 1.91761301465671
20 3.991726640451229 3.98866326085426 1.917637415824638 1.91761301473989
30 3.993164724456416 3.98866326085426 1.917629141075405 1.91761301482083
40 3.994567262412403 3.98866326085426 1.917620930177676 1.91761301492744
50 3.995946779582793 3.98866397335989 1.917612772336146 1.91761301400971
60 3.997304935218438 3.98866362197259 1.917604659354527 1.91761301467917

icinde oldugu goriilmektedir. Degismezlerin artan zamanla neredeyse degismeden sabit kalmasi

yani korunuyor olmasi mevcut semanin dogrulugu ve giivenirliginin bir gostergesidir.
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Sekil 3.1 : Farkli p degerlerinde ve farkli 7 zamanlarinda hesaplanan niimerik ve tam
coziimlerin dalga profilleri (h =k = 0.1, =30 < x < 120).

23



4. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, 1-boyutlu lineer olmayan genel Rosenau-RLW denklemiyle verilen
baslangic ve sinir deger probleminde goriilen p parametresinin p = 2, 3,4 ve 6 durumlar1 goz
oniine alindi. Herbir p durumu i¢in ortaya ¢ikan baslangic ve sinir deger probleminin yaklagik
niimerik sonuglarin1 hesaplamak i¢in Boliim 3 de (2.2.4) ile verilen sema basarili bir sekilde

kullanildi.

Mevcut semadan elde edilen yaklasik sonuclarin analitik ¢oziimden elde edilen sonuglara
ne kadar dogrulukta ve yakinlikta olduklarini test etmek i¢in L, ve L. ile gosterilen ortalama
ve maksimum hata normlari, Q" ve E” ile temsil edilen kiitle ve korunum sabitleri, ve semanin
dogruluk mertebeleri hesaplandi. Elde edilen L; ve L., hata normlarinin genel olarak yeterince
kiigiik oldugu; Q" ve E" korunum sabitlerinin iyi korundugu, 7 zamani biiyiidiik¢ce degisimin
cok kiiciik ve neredeyde sabit kaldig1; dogruluk mertebelerinin 2 nin ¢ok yakin komsulugunda

yani semanin gercek dogruluk mertebesi olan O(h?) 4+ O(k?) ile iyi uyum icinde oldugu goriildii.

Elde edilen tim sonuglardan ve Cizelge 4.1 den konum ve zaman adim uzunluklari
iyilestirildiginde yaklasik niimerik c¢oziimlerin gittikce analitik ¢oziimlere yaklastigi agikca
goriildi. Her ne kadar adim uzunluklarimin gittik¢e kiigiilmesi durumunda yaklagik ¢oziimler

gittikce analitik sonuclara yaklagsada bu durumda hesaplama maliyetinin artacagi kagcinilmazdir.

Sonug olarak uygulamasi kolay olan sunulan sema dogru ve giivenilir sonuglar verdiginden
ozellikle matematiksel fizikte, uygulamali matematikte ve diger bircok miihendislik dallarinda
ortaya cikan lineer olmayan dalga hareketlerini tanéimlamada 6nemli olan baslangi¢c ve sinir
sartlart ile verilen Rosenau-RLW denklemi gibi lineer olmayan bir¢ok kismi differansiyel
denklemin yaklasik niimerik ¢oziimlerini elde etmek icin kolayca ve basarili bir sekilde

kullamlabilir.
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Cizelge 4.1 : Sunulan semadan p ve h = k’nin farkli degerleri i¢in 7 = 60 zamaninda
hesaplanan L; ve L. hata normlar ile birlikte dogruluk mertebeleri
(=30 < x < 120).

p h L, Mertebe(Ly) L. Mertebe(L..)
2 0.5 9.11869¢ — 02 — 3.20393¢ — 02 —
0.25 2.35120e—02 1.9554 8.30354¢ — 03 1.9480
0.125 5.92294¢ —03 1.9890 2.09362¢ — 03 1.9877
0.0625 1.48355¢—03 1.9973 5.24681e — 04 1.9965
3 0.5 1.99081e — 01 — 7.10812¢ — 02 -
0.25 5.12672¢—-02 1.9572 1.85253¢ — 02 1.9400
0.125 1.28689¢ — 02 1.9941 4.66375¢ —03 1.9899
0.0625 3.21622¢—03 2.0005 1.16665¢ — 03 1.9991
4 0.5 2.54826e — 01 — 9.06794¢ — 02 —
0.25 6.55611e—02 1.9586 2.35893¢ — 02 1.9426
0.125 1.63883¢—02 2.0002 5.91793e — 03 1.9950
0.0625 4.08772¢ —03 2.0033 1.47697¢ — 03 2.0025
6 0.5 2.99767¢ — 01 — 1.04395¢ — 01 —
0.25 7.82644¢—02 1.9374 2.76986¢ — 02 1.9142
0.125 1.96382¢—02 1.9947 6.94646¢ — 03 1.9955
0.0625 5.35374¢—03 1.8750 1.72987¢ — 03 2.0056
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